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On the Estimations of the Spectral Function of Autoregressive Processes

UWAGI WSTEPNE

Funkecja spektralna (widmowa) jest niewgtpliwie jedng z najwazniej-
szych charakterystyk slabo stacjonarnych proceséw losowych, a wsrod
nich slabo stacjonarnych proceséw autoregresyjnych. O szerokim prak-
tycznym wykorzystaniu wymienionej fukeji decyduje mozliwosé dekom-
pozycji na jej podstawie wariancji procesu na skladowe odpowiadajace
réznym czestotliwosciom. Pomimo iz problemom estymacji funkeji spek-
tralnej proceséw autoregresyjnych po$wiecono wiele prac (np. {1], [4], [5])
wydaje sie, ze niektére z tych problemdéw nie zostaly jednoznacznie roz-
wigzane, Wymieni¢ tutaj mozna zagadnienie wyznaczenia takiej dlugosci
szeregu czasowego, przy ktérej estymatory widma mozna uznawaé za
wiarygodne ze statystycznego punktu widzenia oraz problem wyboru ro-
dzaju estymatora w przypadku, gdy nie jest znany rzad procesu auto-
regresyjnego. W pracy podjeta zostanie préba ustosunkowania sie do
drugiego z wymienionych powyzej probleméw. Obok wynikéw badan
symulacyjnych oméwione zostang réwniez wybrane metody oceny rzedu
procesow autoregresyjnych oraz metody estymacji funkeji spektralnej
tych procesow.

ESTYMACJA PARAMETROW SLABO STACJONARNYCH
PROCESOW AUTOREGRESYJNYCH

Zalézmy, ze {X,; t=0, £1, 2, ..} oznacza slabo stacjonarny i ergo-
dyczny proces losowy. Proces ten nazywamy procesem autoregresyjnym
rzedu p, gdy tworzace go zmienne losowe X, czynig zado$¢ nastepujgcej
réwnosci: '
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X = 0pnXeg + 0 Xy + .o+ appXe, T+ gy, (1)
gdzie
{es; t=0, £1, 2, ...} — proces czysto losowy
o wariancji 82,
Op1, Ops, ..., Gpp — parametry autoregresji.

Przyjmujac, ze
BkXt = Xt—k’ k = 1’ 2: o P

wzor (1) mozemy przedstawié¢ w formie

F(B)X, = &, (2)
gdzie
F(B) =1 — auB — a,B* — ... — ay,Br.

Slaba stacjonarno$é procesu AR(p) oznacza, iz pierwiastki réwnania
charakterystycznego F(B) =0 lezg na zewnatrz okregu o promieniu jed-
nostkowym. Jak wiadomo przy charakterystyce stabo stacjonarnych pro-
cesé6w losowych operuje sie czesto pojeciami funkcji autokowariancji
i funkcji autokorelacji. Pierwsza z wymienionych wyzej funkeji definio-
wana jest w nastepujacy sposob:

y(r) = cov (X, X, ), t=0, £1, £2, .. 3)
gdzie y(0) oznacza wariancje procesu {X,}. l

Funkcja autokorelacji przedstawiana jest w formie:
o(r) = y(v)./y(0), =0, £1, +2, .. (4)

Estymacja parametréw ekonomicznych proceséw losowych wymaga przy-
jecia zalozenia o ich ergodycznosci. Wynika to oczywiscie z faktu, iz
w przypadku tego typu proceséw nie mamy najczesciej mozliwosci uzys-
kania ich wielu realizacji.
Niech {x; t=1, 2, .., n} stanowi n elementowg prébe pochodzacg
z charakteryzujgcego si¢ slabg stacjonarnoscia i ergodycznoscig procesu
{X; t=0, £1, +2, ...} o zerowej wartosci oczekiwanej. W pracy [3]
wykazano, ze estymator funkeji y(r) charakteryzujacy sie¢ zgodnoscia,
asymptotyczng nieobcigzonoscig oraz najmniejsza wartoscia bledu $rednio-
kwadratowego wyraza sie wzorem:
n—t
c(t) = n~ Zx'x'“’ t=0,1,.,m 5)
t=1

gdzie m (m<n) oznacza punkt odciecia funkeji autokowariancji.
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Oceny funkcji autokorelacji wyznaczane s3 ze wzoru g postaci:
r(t) =c(®)/c(0). T=01,..,m (6)

Obok parametréw vy(r) i o(r) cennych informacji o przebiegu proceséw
losowych dostarczajg réwniez parametry autoregresji. Oceny tych para-
metréw uzyskiwane sg czesto poprzez rozwiazanie ukladu réwnan
Yule’a-Walkera przedstawianego w nastepujacej formie:

R(p)a(p) = t(p), p>0 (7)
gdzie

r(0)r(1) ...r(p—1)
r(1)r(0) ... r(p—2)

r.(p— Dr(p—2) ... r(0)

a(p) = [aps, @p -y @pp] T,
(p) = [r(1), r(2), ..., r(P)]™.

W przypadku, gdy macierz R(p) jest nieosobliwa wartosci wekto-
ra a(p) wyznaczane sa na podstawie wzoru:

a(p) = R(p)"'r(p). (8)

Oceny Yule’a-Walkera wykorzystywane sg najczeSciej na etapie identy-
fikacji modeli autoregresyjnych. Znacznie lepszymi statystycznymi wlas-
nosciami w poréwnaniu z ocenami a(p) uzyskanymi na podstawie wzo-
ru {8) charakteryzuja sie oceny wyznaczane w oparciu o metode Burga®.
W metodzie tej oceny parametrow a,; i =1, 2,..,p otrzymywane sg
w wyniku rozwiazania nastepujacego uktadu réwnan:

dS,+./da,, = 0 (9)
@p41,) = 8py — Ap4s, prrdp,pyt, ) 1, 2,..,P (10)
gdzie
n—p
Sprt = 200=P)7 Y [k~ ap ey o T AppXep) F
t=1
+ (Xt_p - apl Xt_p.l.l T e app xt)zl.

1 Opis tej metody mozna znalezé miedzy innymi w pracy [16].
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W pracy [16] zwraca sie uwage na Scisty zwigzek estymatoréw Burga
z estymatorami® uzyskiwanymi metoda najwickszej wiarygodnosci®.
W empirycvznej czgsci pracy wykorzystana zostanie metoda Burga.

AUTOMATYCZNE METODY OCENY RZEDU
PROCESOW AUTOREGRESYJNYCH

Zalézmy, ze parametry autoregresji a, aps, ..., @pp 0SZacowano w opar-
ciu o prébe xyX,, ..., X, na podstawie metody Burga. Model (1) mozna
wiec teraz przedstawi¢ w postaci

X, =auXey+..tapxpte, t=p+1 p+2.,n (11)
gdzie

8,1, Apy, -y @pp — OCENy parametréw ap;, Op, ..., Agp,

e, — skladnik resztowy.

Jak wiadomo w procesie identyfikacji modeli ekonometrycznych szcze-
gblne znaczenie przypisywane jest wariancji skladnika resztowego.
W przypadku modeli autoregresyjnych rzedu p wariancja ta wyznaczana
jest w oparciu o nastepujace wzory?

S2= (2T ) — e X — e — 8 X' (12)
t=p+1
lub
n
;12, =n—p)* Z (X — ap1 X — ... — app X p)%
t=p+1

J. Andel [2] podkresla, iz ocena rzedu procesu autoregresyjnego dokony-
wana jedynie na podstawie analizy zachowania funkeji s2 (k =0, 1, ..., k)
nie daje najlepszych rezultatéw z tej prostej przyczyny, iz wzrostowi
rzedu w modelu autoregresyjnym towarzyszy zmniejszanie sie z wieksza
lub mniejsza regularnoscia wartosci s (k =0, 1, ..., k). Wiadomo jednak,
ze zwiekszanie liczby parametré6w w modelu autoregresyjnym nie jest
korzystne, gdyz prowadzi do problemdéw natury jnterpretacyjnej. Pod-
stawe tzw. automatycznych metod doboru rzedu proceséw autoregresyj-
nych stanowi funkcja, ktéra z jednej strony uwzglednia wartosci s?, za$
z drugiej ,lagodzi” zmniejszanie sie tych wartosci wraz ze wzrostem k.
Wspomniana funkcja przedstawiana jest w nastepujgcy sposob:

? W pracy (7] podkres$la sig, iz metoda najwiekszej wiarygodnosci daje najlepsze
ze statystycznego punktu widzenia rezultaty.
3 Zob. [2].
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f(k) = s2[1 + h(k), k=0,1,..,k (14)

gdzie h(k) jest pewna funkcja rosngca ,lagodzgca” zmniejszanie sie
wartosci sZ wraz ze wzrostem k. '

Idea oceny rzedu procesu autoregresyjnego polega na wybraniu takiej
wartosci, k, dla ktérej f(k) (0<k<K) przyjmuje wartosé minimalng, czyli

p=k=fk) = min £ (15)
. 0<I<k
gdzie p oznacza ocene rzedu p.

Szeroka prezentacje automatycznych metod doboru rzedu proceséw
autoregresyjnych zawarto w pracy [2].

W pracy [9], dokonano w oparciu o symulacje komputerowsg poréw-
nania efektywnosci spotykanych w praktyce metod. Okazalo sie, iz naj-
lepsze ze statystycznego punktu widzenia wlasnosci nalezy przypisaé
metodzie Schwarza i metodzie FPE (k) z o« =4. Podstawe pierwszej
z wymienionych metod stanowi funkcja o postaci:

SR(k) = In s + k In(n)/n. (16)

Funkcje kryterium FPE, (k) wprowadzili R. J. Bhanshali i D. Y. Dow-
nham [6]. Przedstawiana jest ona w nastepujacy sposéb:

FPE, (k) = s2(1 + ak/n). 1

Poniewaz obydwie metody charakteryzujg sie podobna efektywnoscia,
do dalszych badan zdecydowano sie zastosowaé tylko jedng z nich, a mia-
nowicie metode Schwarza.

METODY ESTYMACJI FUNKCJI SPEKTRALNEJ
PROCESOW AUTOREGRESYJNYCH SKONCZONEGO RZEDU

Obok funkcji autokowariancji i autokorelacji cenng charakterystyka
stabo stacjonarnych proceséw losowych jest rowniez funkcja spektralna.
Funkcja ta definiowana jest jako transformata Fouriera funkecji auto-
kowariancji. W przypadku, gdy trancformacie Fouriera poddawana jest
funkcja autokorelacji otrzymywana jest funkcja gestosci widmowej. Wy-
mienione powyzej funkcje przedstawiane sa w nastepujacej postaci:

W(f) = Z yme “AE 6 —1/2, 1/2> (18)
GO = ) elme 2, fe<—172, /2> (19)

gdzie f oznacza czestotliwosé,
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Jak wiadomo praktyczne walory funkcji widmowej wynikajg gléwnie
z faktu, iz wariancja {X,} wyrazana jest w formie:
1/2
(0) = f W (f) df. (20)
=12
Rezultatem wzoru (20) jest czesto powtarzane w literaturze przedmio- -
tu stwierdzenie, iz znajomos¢ wartosci funkeji spektralnej stabo stacjo-
narnego procesu losowego umozliwia dekompozycje calkowitej wariancji
tego procesu na skladowe odpowiadajace poszczegbélnym czestotliwosciom
z przedzialu <<—1/2, 1/2>. Bezpos$rednie zastosowanie wzoru (18) do esty-
macji funkcji spektralnej prowadzi do estymatora widma o postaci:
1(f) = Z clr)e —2ME  f6<<—1/2, 1/2> 1)

gdzie c(r) oznacza estymator funkcji y(z).

Estymator I(f) jest estymatorem niezgodnym. Zgodnos¢ estymatora
widma uzyskiwana jest poprzez zastosowanie okien usredniajacych oce-
ny I(f). Wéréd wspomnianych okien na uwage wydaja sie zastugiwaé:

1. Okno Hanna
_j172[1 + cos(Ilt/m)] ©=0,1,..,m
d(v) = {0 —m (22)

2. Okno Hamminga

_ (0,54 +0,46 cos(Ilv/m) v=10,1,..,m
d(xr) = {O >m (23)
3. Okno Parzena
1 — 6t%/m*1 — t/m) 0=1=[m/2]
d(x) = {2(1 —/m)* [m/2] + l<t<m (24)
0 ™m
4. Okno Bartletta
1 —t/m 0zt<=m

Wykorzystywane w praktyce klasyczne estymatory widma przedsta-
wiane sg w postaci:

wi(f,) = c(0) + zZ c(t) d(x) cos(2I11,7), (26)
T=1

gdzie
wyi(f;) — wartos¢ klasycznego estymatora widma w punkcie f;,
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c(tr) — ocena autokowariancji rzedu t,
d(r) — okno korelacyjne,
f, — czestotliwose, dla ktérej wyznaczana jest ocena widma

£, =j2m; j=0,1,..,m).

Statystyczne wlasnosci estymatoréw wy(f;) odpowiadajacych poszcze-
gélnym oknom omoéwionro m.in. w pracach [12] i [14]. Ciekawe uwagi
odnoénie do okien usredniajgcych mozna znalezé¢ w [11] oraz [13]. Wazng
klase estymatoréw funkcji spektralnej stanowia réwniez estymatory
autoregresyjne. Jezeli przyjmiemy, ze dysponujemy realizacja procesu
autoregresyjnego rzadu p to autoregresyjny estymator widma bedziemy
mogli przedstawi¢ w nastepujacy sposoéb:

P
wo() =s2/|1— Zaple -iang| 2 @7
=1
gdzie:
S,f_ wariancja resztowa w modelu autoregresyjnym rzedu p,
a(1=1,2,..,p) — oceny parametrow autoregresji w modelu
AR(p).

K. N. Berk [5] wykazal zgodno$¢ autoregresyjnego estymatora widma
przy zalozeniu, ze p’/n — 0 (gdzie n jest liczbg obserwacji w szeregu cza-
sowym, na podstawie ktorego szacowane jest widmo). Jedno z twierdzen
podanych przez wymienionego powyzej autora glosi, ze asymptotyczny
rozklad autoregresyjnych estymatoréw widma jest rozkladem normal-
nym.

Rozwazajagc problemy estymacji funkecji spektralnej stabo stacjo-
narnych procesow losowych warto zwréci¢ uwage, iz teoretycy dostar-
czaja nam informacji odnosnie do asymptotycznych wtasnosci estymato-
row. Dlugos¢ szeregéw czasowych, stanowigcych podstawe badan pra-
ktycznych sprawia jednak, ze nie zawsze uwagi teoretyczne moina bez-
posrednio wykorzystaé. Powoduje to, iz pewne problemy z zakresu esty-
macji widma nie zostaly dotychczas jednoznacznie rozstrzygnigte. Prace *
Parzena i Kromera dowodza, iz w przypadku, gdy znany jest rzad pro-
cesu autoregresyjnego, z ktérego pochodzi dany szereg czasowy autore-
gresyjne estymatory widma charakteryzuja sie lepszymi statystycznymi
wlasno$ciami w poréwnaniu z estymatorami klasycznymi. Wiemy jed-
nak, ze w praktyce najczesciej zmuszeni jesteSmy poddawaé ocenie rzad
procesu, z ktoérego pochodzi dany szereg czasowy. Zadna z metod, ktére
do tego celu moga byé wykorzystane nie daje pelnej gwarancji wyboru
rzeczywistej wartosci tego rzedu. Powyzsze uwagi wydaja sie Swiadezyé¢

4 Informacje te przytoczono za pracg [5].
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o koniecznosci podjecia badan, ktore dalyby mozliwosé odpowiedzi na
pytanie; czy automatyczny dobér rzedu procesu autoregresyjnego moze
spowodowaé, iz klasyczne estymatory widma okazg sie efektywniejsze
W poréwnaniu z autoregresyjnymi.

ANALIZA POROWNAWCZA AUTOREGRESYJNYCH I KLASYCZNYCH
OCEN WIDMA

W tej czesci pracy porownana zostanie efektywnosé estymatoréw
autoregresyjnych widma z estymatorami klasycznymi w przypadku, gdy
rzad procesu autoregresyjnego jest znany oraz gdy oceniany jest on
w oparciu o automatyczng metode Schwarza. Badania przeprowadzono
na podstawie realizacji wybranych slabo stacjonarnych i ergodycznych
procesow AR(1) oraz AR(2). Realizacje procesu AR(l) generowano zgod-
nie z nastepujacg zaleznoscig rekurencyjna:

X =g,

X¢ = 0y Xiy T €, t=23,.,n (28)
gdzie {e; t =1, 2, ..., n} oznacza cigg liczb pseudolosowych z rozkladu

N(0,1).

Analize przeprowadzono dla a,; = 0,3 i a,;, = 0,8. Do generowania cia-
goéw liczb reprezentujacych proces AR(2) wykorzystano zaleznosci o po-
staci:

X, =8,

X, = &y,

Xe = Oy Xpy T 0pX, T8, t=2 3, .., n (29)
gdzie {e; t=1,2, .., n} oznacza ciag liczb pesudolosowych z rozkladu

N(0,1).

Badania wykonano na podstawie realizacji AR(2) o parametrach
as = 0,4iax = 0,45. Liczby pseudolosowe zrozkladu N(0,1) otrzymywano
w wyniku zastosowania generatora wykorzystujacego centralne twierdze-
nie graniczne. Opis wymienionego generatora zawarty jest w [17, s. 84].
Liczby pseudolosowe z rozkladu réwnomiernego, niezbedne do uzyskania
liczb z rozkladu normalnego wyznaczono w oparciu o funkcje RANF(X),
ktora jest funkcjg standardows w systemie CYBER-72, W celu likwida-
cji efektu® wynikajacego z przyjecia warunkéw poczatkowych w spo-
s6b okreslony we wzorach (28) i (29), w kazdej z wygenerowanych reali-
zacji pomijano 200 pierwszych obserwacji. W pojedynczym eksperymen-
cie wyroézni¢é mozna nastepujace etapy postepowania:

§ Zagadnienie to zostalo oméwione przez G.S. Fishmana [8].
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1) generowanie realizacji danego procesu losowego,

2) pominiecie 200 pierwszych obserwacji,

3) wyznaczenie teoretycznych wartosci widma analizowanego procesu
na podstawie wzoru (27) przy zalozeniu, ze s? oraz ay; 1= 1, 2, ..,
p zastapiono teoretycznymi wartosciami odpowiednich parametréw,

4) wyznaczenie autoregresyjnych ocen widma poprzez bezposrednie
zastosowanie wzoru (27),

5) obliczenie warto$ci lacznego bledu sredniokwadratowego estyma-
tora autoregresyjnego,

6) wyznaczenie ocen widma metodg standardowa na podstawie wzo-
Tu (26) i przy wykorzystaniu wszystkich oméwionych we wezesniejszych
rozwazaniach okien usredniajacych,

7) obliczenie wartosci lgcznego bledu sredniokwadratowego dla po-
szczegOlnych estymatoréw klasycznych,

8) poréwnanie wartosSci lacznego bledu sredniokwadratowego estyma-
tora autoregresyjnego z bledami sredniockwadratowymi estymatoréw kla-
sycznych,

9) 100-krotne powtérzenie czynnosci 1—38,

10) wyznaczenie warto$ci Srednich i bledéw $redniokwadratowych
wszystkich analizowanych estymatoréw, dla kazdej czestotliwosci od-
dzielnie.

Niektére z przedstawionych wyzej punktéw wymagaja rozwiniecia.
W przypadku wyznaczania autoregresyjnych ocen widma eksperyment
przeprowadzono przy zalozeniu, Ze rzad procesu jest znany badZ szaco-
wany na podstawie metody Schwarza. W obydwu przypadkach wartosci
parametrow autoregresji obliczano na podstawie metody Burga.

Wartosci lacznego bledu sredniokwadratowego poszczegdlnych esty-
matorow uzyskiwano na podstawie wzorow:

bs, = (m+ 1)) [(walty) = walt)]" (30)
j=0
bs = (m + 1)) [wilf) — walf)I", (31)
j=0
gdzie:
(m + 1) — liczba punktéw estymacji widma,

f, =j/2m (j = 0,1, ..., m) — j-ta czestotliwosé,

wr(f;) — wartos¢ widma teoretycznego uzyskiwana na podstawie
wzoru (27) przy zalozeniu, iz przyjete zostang w nim
rzeczywiste wartosci poszczegdlnych parametrow,
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w.(f;) — warto$¢ autoregresyjnego estymatora widma,
wy(f;) — wartosé klasyeznego estymatora widma.
W celu uzyskania wiekszej przejrzystosci wynikéw analizie poddano
wartos$ci srednie i bledy Sredniokwadratowe nastepujacych statystyk:

z.(f)) = w.(f,)/w=(f)), i=0l1, .., m (32)
z,(f;) = wi(f)/w(L)), i=0l1,.,m (33)
gdzie oznaczenia sg analogiczne do przyjetych poprzednio.

Oceny wymienionych parametréw wyznaczono na podstawie wzoréw
o postaci: '

100
z.(f) = 100“2za,(f,) j=01,..m (34)
i=1
100
zl(f,) = 100—12 Z(f), §=01,..m (35)
i=1
A 100
mse [z,(f,)] = 100—12 [za(f) — 1), j=01,..,m (36)
i=1
A ) 100
mse [z,(f,)] = 100—12 zaE) — 1 §=01,..m 37)
i=1
gdzie:
z,(f;) — wartos¢ statystyki z,(f;) uzyskana w i-tym powtérzeniu
eksperymentu,
zi(f;) — wartos¢ statystyki zi(f;) uzyskana w i-tym powtérzeniu
eksperymentu.

Eksperyment przeprowadzono dla réznej liczby punktéw estymacji
(m) i w oparciu o realizacje o réznych dlugosciach (n).

Rezultaty omdwionych badan prezentowane sg w tabelach 1, 2, 3 i 4.

Liczby zawarte w trzech pierwszych tabelach okreslaja, w ilu przy-
padkach na 100 powtérzen eksperymentu estymatory autoregresyjne oka-
zywaly sie ,lepsze” (ze wzgledu na wartos¢ lgcznego bledu Sredniokwa-
dratowego) od estymatoréow klasycznych.

Analiza uzyskanych wynikéw pozwala przeczagco odpowiedzie¢ na
postawione w pracy pytanie odnosnie do wplywu automatycznego do-
boru rzedu procesu autoregresyjnego na efektywnos¢ autoregresyjnych
estymator6w widma w stosunku do estymatoréw klasycznych. ,

Mozemy wprawdzie zauwazyé, ze w wielu badanych przypadkach
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Tab. 1. Poréwnanie autoregresyjnych i klasycznych estymatoréow widma
(AR() z a;; = 0,3)

A comparison of autoregressive and classical estimators of the spectrum
(AR(1) with ¢ = 0,3)

Liczba Na t
. * Rodzaj zwa estymatora klasycznego
Liczba punktow
obserwacji| estymacji esty matox.'a Ham- Bart-
id autoregresyjnego| Hann . Parzen
widma ming lett
estymator Ia 69¢c 70 58 44
50 11 estymator IIP 87 89 85 m
estymator I 79 81 67 58
50 13 estymator II 92 94 90 83
estymator I 91 93 79 m
50 17 estymator II 96 96 94 94
estymator I 96 99 94 90
100 21 estymator II 98 99 96 95
estymator I 100 100 97 96
100 26 estymator II 100 100 99 98
estymator I 100 100 100 100
100 34 estymator II 100 100 100 100
estymator I 95 95 90 85
200 21 estymator II 99 99 98 98
estymator I 100 100 100 100
200 41 estymator II 100 100 100 100
estymator I 100 100 100 99
300 31 estymator II 100 100 100 100
estymator I 100 100 100 100
300 38 estymator II 100 100 100 100

a Estymator I oznacza estymator autoregresyjny, dla ktdrego rzad procesu oceniano
na podstawie metody Schwarza

b Estymator II oznacza estymator autoregresyjny, ktéry nie wymagal oceny rzedu
procesu (rzad byl znany)

¢ Liczba ta oznacza, iz w 69 przypadkach (na 100) estymator autoregresyjny typu
I okaza! sie lepszy (w sensie wartosci lgcznego bledu sredniodwadratowego) od
estymatora klasycznego wykorzystujacego ekno Hanna.

Zrodlo: obliczenia wilasne.

automatyczny dobér rzedu procesu autoregresyjnego powodowal, ze esty-
matory klasyczne okazywaly sie ,lepsze” od autoregresyjnych dla wie-
kszej liczby eksperymentéw, niz to mialo miejsce w sytuacji, gdy rzad
procesu byl znany, lecz wyniki uzyskane w obydwu rozwazanych przy-
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Tab. 2. Poréwnanie autoregresyjnych i klasycznych estymatoréw widma
(AR(1) z a;; = 0,8)
A comparison of autoregressive and classical estimators of the spectrum
(AR(1) with a,, = 0,8)

Liczba Rodzai Nazwa estymatora klasycznego
Liczba punktow odzaj
obserwacji | estymacii estymato?a Ham-
widma autoregresyjnego| Hann X Bartlett | Parzen
ming
estymator Ia 4c¢ 74 76 79
50 11 estymator II b 76 75 79 81
estymator I 70 70 4 76
50 13 estymator II 73 75 79 79
estymator I 69 71 73 70
50 17 estymator II 70 70 6 75
estymator I 64 63 75 71
100 21 estymator II 63 65 76 71
estymator I 68 69 76 68
100 26 estymator II 68 70 V| 69
estymator I 70 75 76 68
t 100 34 estymator II 79 82 81 69
estymator I 68 69 75 i
200 21 estymator II 70 72 74 72
estymator I 83 84 80 73
200 41 estymator II 86 87 85 ki
estymator I 74 76 77 69
300 31 estymator II Kii 81 1 72
ectymator I 86 86 80 71
300 a8 estymator II 85 86 82 5

a, b, ¢ — oznaczenia analogiczne do podanych w tablicy 1.
Zrédlo: obliczenia wlasne.

padkach nie réznily sie od siebie istotnie. Wyjatkowe w stosunku do po-
wyzszych uwag byly wyniki uzyskane na podstawie realizacji procesu
AR(1l) z an = 0,3. Okazalo sie bowiem, iz dla malych préb (n = 50) au-
tomatyczny doboér rzedu procesu autoregresyjnego spowodowal, ze dla
m = 10 klasyczny estymator widma wykorzystujacy okno Parzena byl
»lepszy” od estymatora autoregresyjnego w 56 powtérzeniach ekspery-
mentu. Sytuacje te¢ mozna wytlumaczyé¢, jezeli uwzgledni si¢ wyniki ba-
dan dotyczacych efektywnosci metody Schwarza® Warto réwniez pod-

¢ Zob. [9].
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Tab. 3. Poréwnanie autoregresyjnych i klasycznych estymatoré6w widma
(AR/2/, ag, = 0,4; az; = 0,45)

A comparison of autoregressive and classical estimators of the spectrum
(AR/2/, ag = 0,4; az = 0,45)

Liczba dzai Nazwa estymatora klasycznego
Liczba punktéw it Rg za) ego
obserwacji estymacji | 34toreeresyin -
! y ! estymatora Hann Ha'm Bartlett | Parzen
widma ming

estymator Ia 83¢ 83 85 85 .
50 11 estymator IIb 85 84 85 87
estymator I 81 8 83 85
50 13 estymator II 83 80 84 87
estymator I 75 5 80 81
50 17 estymator 11 7 78 81 84
estymator I 77 73 83 85
100 21 estymator II 82 81 86 88
estymator I 72 73 79 79
100 26 estymator II 8 78 85 85
estymator I 72 73 (i) 73
100 34 estymator II 78 78 79 81
estymator I 80 80 80 84
200 21 estymator II 81 81 81 82
estymator 1 76 76 6 7
200 41 estymator 1I 5 7 78 78
estymator 1 81 7 81 85
300 31 estymator II 80 79 84 84
cstymator 1 72 69 78 82
300 as estymator II 75 4 82 82

a, b, ¢ — oznaczenia analogiczne do podanych w tablicy 1.

Zrédlo: obliczenia wlasne.

kresli¢, iz w omawianym przypadku dla préb o liczebnosci n = 100, 200,
300 autoregresyjne estymatory widma okazywaly sie lepsze od estyma-
toréw klasycznych we wszystkich 100 powtorzeniach eksperymentu za-
réowno w sytuacji, gdy rzad byl znany, jak i w sytuacji, gdy byl on oce-
niany na podstawie metody automatycznej. Zawartosé¢ wszystkich czte-
rech tabel wyraznie wskazuje, iz estymatory autoregresyjne charaktery-
zZujg sie lepszyfni statystycznymi wlasnosciami w poréwnaniu z estyma-
torami klasycznymi. Nalezy zaznaczyé, ze autoregresyjne estymatory
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Tab. 4. Wartosci $rednie i bledy $redniokwadratowe estymatoréw widma wybran
The mean values and mean square errors of the estimators of the spectrum of the

Proces AR (1)
oy = 0,3
fy
Ca b jt -d -

z3 mse,; Z mseas Z msey Zy msea;
0 1,024 0,089 1,020 0,054 0,953 0,089 1,006 0,186
1/40 1,017 0,078 0,018 0,051 0,981 0,070 0,961 0,071
2/40 1,002 0,054 1,012 0,043 1,022 0,067 0,974 0,034
3/40 0,991 0,035 1,004 0,034 1,030 0,071 1,000 0,034
4/40 0,990 0,026 0,997 0,026 1,012 0,064 1,015 0,039
5/40 0,998 0,030 0,992 0,020 0,982 0,056 1,020 0,038
6/40 1,005 0,037 0,989 0,015 0,964 0,049 1,018 0,032
7/40 1,004 0,036 0,987 0,012 0,975 0,042 1,013 0,026
8/40 1,001 0,034 0,986 0,011 1,004 0,042 1,007 0,020
9/40 0,995 0,031 0,986 0,011 1,017 0,053 1,001 0,015
10/40 0,990 0,027 0,987 0,010 1,005 0,062 0,996 0,013
11/40 0,985 0,023 0,988 0,011 1,000 0,057 0,993 0,011
12/40 0,982 0,020 0,990 0,012 1,002 0,051 0,990 0,012
13/40 0,980 0,018 0,991 0,013 1,000 0,051 0,988 0,013
14/40 0,981 0,017 | 0,992 0,014 1,008 0,065 0,987 | 0,014
15/40 0,983 0,018 0,993 0,014 1,006 0,061 0,987 0,017
16/40 0,988 0,020 0,994 0,015 0,990 0,043 0,987 0,019
17/40 0,994 0,025 0,995 0,016 0,993 0,047 0,988 0,022
18/40 0,999 0,029 0,995 0,016 1,002 0,045 0,989 0,024
19/40 1,003 0,033 , 0,996 0,016 0,987 0,056 0,989 0,025
20/40 1,004 0,034 0,996 0,016 0,973 0,085 0,989 0,026

a — drednia wartosé statystyki z, (fj) przy zalozeniu, ze estymator autoregresyjny
b — mse oznacza wartos$é sredniokwadratowa odpowiedniego estymatora,

¢ — $rednia warto$¢ estymatora autoregresyjncgo przy zalozeniu, ze rzad procesu
d — $rednia warto$é wybranego (najlepszego w danym przypadku) estymatora kl
Zrodlo: obliczenia wlasne.

widma charakteryzowaly sie niskg obcigzonoscig i niewielkimi warto$cia-
mi bledu Sredniockwadratowego nawet w przypadku realizacji o 50 ele-
mentach (ze wzgledu na ograniczono$¢ miejsca wyniki te nie sg prezen-
towane).

ZAKONCZENIE

Omoéwione w pracy badania symulacyjne upowazniajg do sformuto-
wania nastepujacych wnioskow:
1) autoregresyjne estymatory widma charakteryzujg sie ,,lepszymi”
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ych proceséw autoregresyjnych (n = 200, m = 20)
autoregressive processes (n = 200, m = 20)

Proces AR (1) Proces AR (2)

Z2.

N

mse,s

ay = 0,8 j gy = 0,4; Olgg = 0,45
|
I{ a2 mseas Zp msey

z®! ! mseay

P ) mseax

1,013 [ 0,172.| 0,766 0,148 0,925 0,318 0,940 0,297 0,537 0,276
0,973 | 0,068 0,969 0,090 0,934 0,057 0,926 0,049 1,230 0,257
0,969 | 0,025 1,192 0,157 1,004 0,036 0,980 0,023 1,488 0,416
0,978 | 0,014 1,155 0,148 1,029 (. 0,036 1,003 0,022 1,193 0,177
0,986 | 0,011 1,102 0,129 1,034 0,026 1,013 0,023 1,127 0,146
0,991 | 0,011 1,028 0,089 1,029 0,033 1,018 0,024 1,023 0,089
0,994 | 0,010 0,978 0,071 1,021 0,029 1,019 0,024 0.977 0,087
0,996 | 0,010 | 0,977 0,059 1,012 0,026 1,019 0,023 0,969 0,060
0,998 | 0,010 1,016 0,062 1,004 0,024 1,013 0,022 1,015 0,065
0,999 | 0,011 1,032 0,077 0,998 0,024 1,016 0,020 1,026 0,078
1,000 | 0,011 0,997 0,091 0,994 0,026 1,013 0,018 0,995 0,090
1,000 | 0,011 0,996 0,077 0,961 0,028 1,009 0,016 1,001 0,075
1,001 | 0,011 1,004 0,066 0,990 0,030 1,005 0,013 1,009 0,068
1,001 | 0,011 0,992 0,069 0,991 0,033 0,999 0,011 0,995 0,068
1,001 | 0,011 1,016 0,096 0,990 0,037 0,993 0,010 1,021 0,100
1,001 | 0,011 1,013 0,085 0,987 0,040 0,987 0,011 1,010 0,081
1,001 | 0,011 0,973 0,059 0,977 0,032 0,982 0,014 0,980 0,059
1,002 | 0,011 0,987 0,068 0,968 0,024 0,980 0,021 0,995 0,069
1,002 | 0,011 1,013 0,065 0,975 0,034 0,282 0,032 1,006 0,062
1,002 | 0,011 0,984 0,067 0,999 0,062 0,987 0,045 0,963 0,066
1,002 | 0,011 0,952 0,127 1,016 0,086 0,999 0,052 0,926 0,121

wymaga szacowania rzedu precesu

jest znany,
asycznego,

statystycznymi wlasnosSciami w poréwnaniu z estymatorami klasycznymi
bez wzgledu na to, czy rzad procesu jest znany, czy tez oceniamy go na
podstawie efektywnej metody automatycznej, ‘

2) estymatory autoregresyjne charakteryzuja sie niska obcigZonoscig
i wysoka efektywnoscia nawet w przypadku, gdy ich wartosci wyznacza-
ne sa na podstawie szeregoéw czasowych o dlugosci 50 elementow.

Na zakonczenie nalezy doda¢, iz badania przedstawione w niniejszej
pracy przeprowadzone zostaly w oparciu o programy komputerowe na-
pisane przez autora.
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PE3IOME

IIpeanpuHATA NMONBITKA NMPOBEPKM TUIIOTE3HI, IIOCALIEN: aBTOMaTUdRecKuil moabop

pPAAa aBTOPErpecCMOHHOrO mpouecca TaK BJAMAET HA 3HAYEHMSA ABTOPETPECCHMOHHBIX
OLIEHOK CIIeKTPa, YTO OHM CTAHOBATCHA ,XyXe” (B CMbICJe 3HAYEeHMA CpejHelt KBa-
APATUYIECKOM OIUMOKM) KJACCHMYECKMX OLeHOK. Bepuduxanua 9Toit runortess! Oblia
npoBeJieHa Ha OCHOBe MOASJUPYIOLIMX MCCJOENOBaHMM, ONMPpaAch Ilila peaanl3alnuio
cnabocTauuMOHAPHBIX M 3profuueckmux npoieccos AR (1) u AR (2). PaccMoTpeH? Tai-

Xe
nun

uaes aBTOMaTHMYECKMX MeTOROB INoxbopa psAa aBTOPETPECCMOHHOrO Ipouecca
poleAypa OLEHKM [lapaMeTPOB aBTOperpeccuu, mpeisolKeHHaa Byprom.
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SUMMARY

The work undertook an attempt to verify the hypothesis that automatic choice
of the order of the autoregressive process has such an influence on the autoregres-
sive values of the estimators of the spectrum that, they become "worse” (in the sense
of the value of mean-square error) that classical estimators. Verification of
the above hypothesis was made on the basis of simulation investigations, on the
basis of the realization of weakly stationary, and ergodic processes AR (1) and
AR (2). The work also discussed the idea of automatic methods of choosing the
order of the autoregressive process and the procedure of estimating the parameters
of autoregression as suggested by Burg.
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