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Sur le pavage de I'espace euclidien a 3 dimensions avec des cubes tronqués
tordus, des icosaddres et des tétraedres

O wypelnienin przestrzoni euklidesowej tréjwymiarowej szeécianami Scigtymi skre-
conymi, dwudziostodcianami i czworoécianami

YnakoBKa 3BKJIHJ0BOrO TPEXMEPHOro MPOCTPAHCTBA yCeueHHHMM KyGamu ApXuMepa,
HMKOCadAIpPaMH M TeTpadxpaMun

1. Dans P’espace euclidien &4 4 dimensions il existe une cellule semi-
-réguliére limitée par 24 icosaédres réguliers et 120 tétraédres réguliers
(groupés en 24 systémes de 5 tétra¢dres: un tétraédre central et 4 tétraédres
construits sur ses faces). Cette cellule — “abgestumpftes 24 —Zell”,
“gsnub 24 —cell”, 8 (3,4,3) — a été découverte par un mathématicien-
-amateur anglais, le juriste Thorold Gosset. Elle a été décrite par Harold
Scott Macmilan Coxeter dans son livre “Regular polytopes”, publié en
1948 & Londres par la maison Methuen and Co. Cette cellule admet deux
genres d’arétes congruentes: les arétes entourées par un tétraédre et 2
icosaedres et les arétes entourées par 3 tétracdres et un icosaédre. Sa
“figure circum-sommitale” est constituée par un polyédre limité par b
triangles équilatéraux congruents et 3 pentagones réguliers congruents
(“Regular polytopes”, pp. 152 et 163).

Il existe un “pavage de 'espace” (“Honeycomb” d’aprés la termino-
logie de Coxeter) rapproché de la cellule semi-réguliére de ¥, en question.
C’est un pavage de E; en méme temps par des cubes tronqués tordus
(d’orientations gauche et droite), des icosaédres et des tétracdres (groupés
en systémes de 5 tétracdres).

2. Un réseaun spatial composé de cubes tronqués tordus peut étre
ingcrit dans le pavage de E, par des cubes congruents — (4, 3, 4).

Parmi les polycdres archimédiens il existe un polyédre limité par
6 carrés et 32 triangles équilatéraux. Coxeter l’appelle “snub cube”
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(“Introduction to geometry”, New York 1961, Wiley and Sons, p. 276).
Ce polyédre admet 2 formes, d’orientations gauche et droite, symétriques
I’'une de lautre.

La transformation d’un cube ordinaire en cube tronqué tordu peut
dtre effectuée en 3 étapes (Jos. E. Hofinann “Uber Archimedes’ halbre-
gelmissige Korper” — article dans le périodique “Archiv der Mathematik”,
vol. XIV, 1963, p. 214).
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On commence par prendre les milieux des arétes du cube pour sommets
d’un nouveau polyédre, limité par 6 carrés et 8 triangles équilatéraux.
En chaque sommet de ce nouveau polyédre concourent quatre faces de
celui-ci. C’est un “cubo-octaddre” (fig. 1).

Ensuite on prend pour sommets d’un nouveau polyédre les milieux
des arétes du cubo-octa¢dre. Ce nouveau polyédre est done limité par 6
carrés, 8 triangles équilatéraux et 12 rectangles (fig. 2). (L’aréte de chaque
face carrée du nouveau polyctdre a une longueur égale & la moitié de I’aréte
du cube initial, tandis que ’aréte de chaque face triangulaire équilatérale
et, en méme temps, 1’aréte plus courte d’une face rectangle est égale
ave /4 de I'aréte du cube initial). Chaque sommet du polyédre appartient
4 4 faces. On peut transformer les rectangles en carrés en contractant
leurs arétes plus longues et en prolongeant les arétes plus courtes. On
obtient ainsi un polyédre semi-régulier a 26 faces, limité par 18 carrés
congruents et 8 triangles équilatéraux congruents.

En passant 4 la troisiéme étape, on divise chacune des faces du
polyédre & 26 faces par une diagonale en triangles rectangles. Puisque
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ces faces triangulaires, obtenues en divisant une face rectangle, ne peuvent
toutes deux étre contenues en méme temps dans son plan — sinon on
n’aurait pas de nouveau polyédre — on fait tourner d’un certain angle
les faces carrées contenues dans les plans des faces du cube initial. On
obtient ainsi un polyctdre qui a le méme nombre de sommets que le polyedre
4 26 faces (24 sommets), mais tel qu'en chacun de ses sommets concourent
non pas 4, mais 5 arétes. Ce polyédre est limité par 6 carrés congruents,

Fig. 3

8 triangles équilatéraux congruents et 24 triangles non équilatéraux
congruents. I1 a 3 genres d’arétes:

24 arétes des faces carrées,

24 arétes des 6 faces triangulaires équilatérales,

24 arétes qui forment les bases communes de 12 couples de

triangles a 3 co6tés indgaux.

Les faces rectangles du polycdre & 26 faces peuvent étre divisées par
des diagonales en triangles rectangles de deux manicres, puisque chaque
rectangle a 2 diagonales. Cela méne 4 la construction de 2 formes du
nouveau polyédre d’orientations contraires, symétriques 1’'une de 1’autre.

En prenant pour point de départ de la trositme étape le polyédre
semi-régulier 4 26 faces et en transformant en triangles équilatéraux les
triangles rectangles isoscéles obtenus en divisant ses 12 faces rectangles,
on arrive 4 un polyédre & 38 faces, qui est un cube semi-régulier tronqué
tordu (fig. 3).

Récapitulons: on commence par diviser E; en cubes congruents
soit par (4,3, 4). Dans ces cubes on inscrit ensuite des cubes tronqués
tordus d’orientations alternativement contraires, de telle sorte qu'ils
soient symétriques deux a deux, leurs faces carrées étant le plan de symétrie.
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On obtient ainsi un squelette spatial composé de cubes tronqués tordus.
Ils se touchent par leurs faces carrées, tandis que leurs faces triangulaires
sont séparées par des cavités enchainées deux a deux (fig. 4).

3. A un pavage de E; composé de cubes congruents on peut inscrire
un réseau spatial composé d’icosaédres et de tétraedres.

Fig. 4

On sait que la construction de I’icosaédre (v. p. ex. D. I. Pieriepielkin
yyKurs elemientarnoj gieomietrii’’, vol. II, Moscou 1949, pp. 283 —285,
construction 142) consiste d’abord & choisir dans l’espace 3 segments
de droite égaux perpendiculaires deux & deux XX', YY', ZZ’, dont le
milieu est commun. Par les extrémités de chacun de ces segments on
meéne de nouveaux segments paralleles respectivement a chacun des
segments consécutifs des 3 segments primitifs, égaux deux & deux. On
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joint ensuite 'extrémité de chaque segment nouveau aux extrémités du
segment opposé & cette extrémité et on obtient ainsi 12 triangles iso-

scéles congruents, ayant deux & deux une
base commune (fig. 5). Entre ces 12
triangles isosceles sont disposés 8 trian-
gles équilatéraux se touchant par leurs
sommets (chaque sommet d’un triangle
équilatéral est sommet commun de 2
triangles équilatéraux).

Dans D’icosa¢dre on peut done dis-
tinguer 8 faces qui sont des triangles
équilatéraux congruents et 12 faces
qui sont des triangles isoscéles con-
gruents. L’icosa¢dre a deux classes
d’arétes:

24 arétes des faces équilatérales,
qui sont en méme temps coétés égaux
des faces isosceles,

Z

yl

zl
Fig. 6

6 arétes qui sont les bases communes des isosceles pris deux & deux.
Les faces et les arétes de ces deux classes ne sont congruentes que

8i P’icosaédre est régulier.

En placant les 6 segments — bases des triangles isosceéles — mention-
nés dans la description de la construction de l’icosaédre sur les faces du

Fig. 6

cube, parallélement & un couple d’arétes de la face on obtient un icosaédre
inserit au cube; on peut le faire de deux maniéres, suivant que 1’on oriente
parallélement 4 1’un ou a ’autre couple d’arétes du cube la base des trian-
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gles isosceles de 1'icosaédre (fig. 6). On peut aussi inscrire dans un cube
un icosaédre de telle fagon que les 6 arétes mentionnées de l’icosaédre
ne soient pas situées sur les faces du cube, mais contenues a l’intérieur
de celui-ci & une certaine distance de ses faces.

Dans deux cubes voisins et ayant une face commune on peut inscrire
des icosaeédres tels qu’une aréte d’un des icosaédres — la plus proche de
cette face du cube — soit perpendiculaire & 1’aréte correspondante du
second icosaédre. Ces deux arétes sont gauches; en joignant les extrémités
de chacune d’elles aux extrémités de l’autre on obtient un tétracdre
intercalé entre les icosacdres (fig. 7).

En joignant encore un sommet de I'icosaédre an sommet du tétraédre
par un segment qui n’est évidemment pas situé sur la surface de I’icosaedre
on obtient un nouveau tétraedre, dont la base est une face du tétraedre
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précédent. D’une facon analogue on obtient encore 3 tétraédres congruents
au nouveau tétracdre, et enfin on a, entre les 2 icosaédres, un systéme
de 5 tétraedres, un central et 4 latéraux (fig. 8).

En prenant pour point de départ la division de l’espace euclidien
a 3 dimensions en cubes congruents on peut obtenir un squelette spatial

Fig. 9

formé d’icosacdres rattachés par des systémes de 5 tétraédres et pré-
sentant des cavités enchainées deux a deux (fig. 9).

4. Démonstration analytique du fait que les cavités dans le squelette
spatial des cubes tronqués tordus peuvent étre comblées par un squelette
spatial d’icosad¢dres et de tétracdres et inversement.

Introduisons un systéme de coordonnées dont 1’origine est le sommet
antérieur, inférieur et gauche du cube fondamental d’aréte unité (la face
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antérieure du cube est contenue dans le plan y = 0) (fig. 10). Les coordon-
nées des 24 sommets du cube tronqué tordu, inscrit au cube unité, sont
définies comme il suit:
P, = (2,0,2) P, =1(1, z,,'2) Py =(1—2,1,7)
P, =(1—2,0,x) Py =(1,1—2,x) Py = (2,1, 3)
P, =(1—2,,0,1-2) P, =(1,1—2,1—2) P, = (2,,1,1—2)
P, =(2,0,1—2) P, =(1,2,1—2x) P,=1-2,1,1—=z)
P, =(0,1-z,2) P, =iz, 2, 1) P,y =(2,1—2,0)
P, =(0,2,2) Py =(1—2,2,1) Py =(1—2,1—2,0)
Py, = (0, 2,1—2)) Py =(1—-2,1—2,1) P,;, =(1—2x,2,0)
P,=0,1-2,1—2x) P, =(3,1—2,,1) Pog'= (242, , 0)

T, # 2

Les coordonnées des 24 sommets du cube tronqué tordu, d’orientation
contraire au précédent, inserit dans le cube d’aréte unité, sont alors:
P, =(1+2,0,x) P, =(2,2,x) P, =(2—2,1,a)

P, =(2—2,0,2) Py =(2,1-2a,2) Py = (1+a,1,2)

P, =(2—2,0,1—x) P; =(2,1—2,,1—2,) P, =(1+z,1,1—a)
P, =(1+2,0,1-2) Py =(2,2,,1—2) P, =(2—-2,1,1—2)
P, =(2,1-2,2) P,=@1+z,2,1) P, =(1+2,1-a,0)
P, =1,ux,z) P, =(2—2,%,1) P, = (2—z,,1—2,,0)
P =(1,2,1—3) Py =2—z,1—2,,1) Py = (2—2,1,,0)

Py =(1,1—a,,1—2) Pjy = (1+z,1—2,1) Py = (1+m,2,0)

Les égalités suivantes déterminent les coordonnées de 12 sommets de
li’cosaédre inscrit au cube d’aréte unité (fig. 11):

R, = (x,, 0,5, z,) R, = (2,5, z,, 0,6) Ry, = (0,5, 2,, z,;)

R, =(1-2,,0,5,2) R, =(1—2,%,,05) R,y =(0,5,1—2,,)

R, = (1—«,, 0,5,1~2,) R, = (1—2,,1—x,,0,6) R, = (0,6, 1—2,,1—x,)
R, = (x,, 0,5, 1 —2,) R, = (2, 1 —u,, 0,0) R, = (0,6,2,,1—x,)

T, # 2,

D’autre part, les coordonnées de 12 sommets de l’icosaédre inscrit au
cube voisin d’aréte unité seront:
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R =(1+2,005,2,) R, =1+4x,,2,0,5) R, =(1,6,x,,2,)

R, = (2—2,,0,5, ,) R, =(2—2,,2,05) R, =(5,1—x,2,)
R, = (2—2,,0,56,1—2,) R} = (2—, 1—2,,0,6) R, = (1,6,1—m,,1—2,)
R, = (1+2,,0,5,1—2,) Ry = (14, 1—2,,0,5) B, = (1,6, a,,1—2,)

La distance deux & deux des points les plus proches du systéme de 4
points P;, P; ,, Py, ,, Py, s (00 ¢ =1,5,9,13,17, 21) est

'/(31 -2+ (1—z,—2)"

C’est 1’aréte de la face carrée du cube tronqué tordu. La distance des
points de chaque triple de points P,; , (¢ =1,2,3,4), P,;,, (¢t =1,2,3
et P, au lieu de ¢ = 4), P,,_; (¢ = 1,2, 3 et P,, au lieu de ¢« = 4), et aussi
de chaque triple de points Py_, (¢ =1,2,3,4), P,y (1 =1,2,3 et P,
au lieu de ¢ = 4), Py,,; (1 =1,2,3 et P, au lieu de i = 4) est égale 2

V(e,—2) +}+4.

C’est I'aréte de la face du cube tronqué tordu qui est un triangle équila-
téral.

Enfin la distance des couples de points:
Py ,i==ly2,3,4 Py ;4 =12,3,4 P; ,i=1,2,3,4
Pyyi=1,2,3et Pyauliendei=4 Py, ,,i=1,2,3et Pj;aulieudei= 4
P, ,1=1,2,3 et Py au lieu de ¢ = 4
est:

V(1 -2, + 27

et constitue 1’aréte commune de 2 faces triangulaires du cube tronqué
tordu obtenues en décomposant une face rectangle du polyédre a 26
faces en 2 triangles rectangles. Les expressions

V@, —2)+(1—2,—2) e Vo, —z)+ai+2

sont symétriques par rapport a z, et 2,. Si dans I’expression V(1—22,)* 422

on remplace z, par z, et vice-versa, on obtient ’expression V(1 —2z,)* +247,
qui représente la distance des couples de points:

P4i—1":=1;2y3y4 PM' i=1’2y3y4 P4i-z
Plipr 4 = 132,38 et Py Pl i =1,2,3 et Py Pyly=yyff #'=1;2,3;4
aulien de: = 4 auliende? =4

Cette distance est un segment intérieur au cube tronqué tordu P, .... P,,.
En remplagant z, par z, et vice-versa dans les coordonnées des sommets
P, du cube tronqué tordu on obtient les coordonnées des sommets P; du
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cube tronqué tordu d’orientation contraire, inscrit au méme cube initial.
Alors Pexpression V(1 —2z,)? +2a? devient V(1 —2a,)* + 22 et la distance
entre les couples de points mentionnés devient l’aréte commune de 2
faces triangulaires du cube tronqué tordu.

En mettant le signe d’égalité entre les expressions

Ve, —z)2+1— T, —2,)3, I/(ml~z)2+w2+zf, V(1 —2z,) 29

on déterminera les coordonnées des sommets du cube tronqué tordu
semi-régulier. On les déduit de 2 équations du 3 degré a une inconnue:

2ad + 4% + 42, —1 = 0 et 42°—82 +62,—1 = 0.

Ces équations ont chacune une racine réelle:

9 s /1 & /13 11 /137
Ay B )

3 12( 9 V )

: B -

3

10 41«7_"]‘/ TE 17 ; %
24 9 3 9 3T
Considérons ensuité dans l’icosaédre les triples de sommets: R,R;R,,

RIRBRIO’ R2R6RD’ R2R716107 RSRGRIZ’ R8R7R11’ R4R5R127 R4R8Rll $ La’
distance entre deux points de chacun de ces triples est égale a

V(@g— 2)2+ (0,5 — 2,)% + (0,5 — 2,)?

et représente l’aréte de la face qui est un triangle équilatéral.
Pour les couples de points: R,R,, RyR,, R;R;, R R,, RyR,,, R, R,; la
distance est:

V(1 —2z,)2 = V2(0,5 —x,)?
et constitue la base commune de 2 faces qui sont des triangles isoscéles.
Dansle tétraédre R R, R, Ry, situé entre les icosaédres R, ... R, et R;...R,,
outre les arétes R R, ot R R, de longueur V2(0,6—,)? il y a les arétes
congruentes R R,, RR;, R,R;, R,R, de longueur

V2(0,5 — ,)2+ (22,)

Dans le tétraédre R,R,R,R; — construit sur la face R,R,R; du tétraédre
précédent, il y a, outre les arétes R,R;, R,R,, R,R,, R,R;, R,R,, une
aréte R,R, de longueur

Viw+24)* + (@3 —25)%

En faisant égales les expressions V E, —2,)24+(0,5 —x4)* +(0,5 — z,)’;
V2(0,5 —25)? +(22,)%, V (@3+ 25)® + (¢3—2,)® on déterminera les coordon-
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nées des sommets de I’icosaédre (non régulier). On les tire de 2 équations
du 3 degré & une inconnue:

82} + 42} +22,—1 = 0 et 823+ 4224 62,—1 = 0.

Ces équations admettent chacune une riacine réelle:

=—l/( e 1/“)——
12]/ l/ll ]/ )‘i

On voit aisément que z,+2z, = 0,5 et z,+x, = 0,5, done x, = 0,5 —2,
et 2z, = 0,6 —,. En mettant ces valeurs de z, et z, dans les expressions

V (@, — 2,0 + (0,5 — 2, + (0,56 — 2,)2,

V2(0,5 —,)%, V2(0,5—2,) +(22,)%, V (2, + 2, + (@, — 2,)°

on obtient les expressions:

Viw,—2) +al+2, V(22,), V(L =23, +22, V(2,—2) +(1 —2,—2).

On voit done:
1° que I'aréte d’une face carrée du cube tronqué tordu est congruente
4 celle du tétraddre latéral dans le systéme de 5 tétraddres (R,R;),
2° que I’aréte d’une face du cube tronqué tordu qui est un triangle équi-
latéral est congruente & celle de la face de I'icosaédre qui est un triangle
équilatéral, et aussi & l'aréte du tétracdre latéral dans le systéme de
5 tétraeédres,
3° que l’aréte du cube tronqué tordu qui est le coté commun de 2 faces
triangulaires, obtenues en décomposant une face rectangle du polyédre
a 26 faces en 2 triangles rectangles, est congruents & I’aréte du tétraédre
latéral dans le systéme de 5 tétraédres,
4° que I'aréte qui est la base commune de 2 faces triangulaires isoscéles
dans D’icosa¢dre n’admet pas d’aréte correspondante dans le cube
tronqué tordu.
De la conclusion 4° et de la construction — décrite & la p. 47 — du
Systéme de 5 tétraédres intercalé entre 2 icosaedres il résulte que l’aréte
de longueur

V2(0,5 —2,)° = V(22,)

€8st commune 4 l'icosaédre, au tétracdre central dans le systéme et & 2
tétratdres dans le systéme. On le constate aussi en évaluant la somme
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des angles plans des diédres suivant cetté aréte — pour l'icosaédre régulier
et pour 3 tétraédres réguliers cette somme serait

138°+212° = 350°.

De la conclusion 1° et aussi de la construction du squelette spatial
composé de cubes tronqués tordus il résulte que 1’aréte de longueur

'/(“‘2 +2,)* + (2, — 2,)* = '/(wl —2)' +(1—2,—2)

est commune & 2 cubes tronqués tordus et & 1 tétraeédre latéral dans le
systéme de 5 tétraédres. En évaluant la somme des angles plans des
di¢dres suivant cette aréte pour 2 cubes tronqués tordus semi-réguliers
et 1 tétraédre régulier on aurait:

2:143°+ 71° = 357° *)

De la conclusion 2° il résulte ensuite que 1’aréte de longueur

V(@ —2) + (0,5 —2,)" + (0,5 —2,) = V(2,—2,) +a} +74

(p. ex. l'aréte R,R;) est commune au cube tronqué tordu, & I’icosacdre
et 4 un tétraedre latéral dans le systéme de 5 tétraédres, et aussi que la
face du cube tronqué tordu qui est un triangle équilatéral est congruente
a la face de l'icosaédre qui est un triangle équilatéral. En évaluant la
somme des angles plans des diédres suivant ’aréte mentionnée pour le
cube tronqué tordu semi-régulier, 'icosaédre régulier et le tétraeédre
régulier on aurait

153°4138°+4- 71° = 362°. *¥*)

Enfin, de la conclusion 3° il résulte que I’aréte de longueur
V2(0,5 —,)? + (22, = V(1 —2x,)* +22, (p. ex. 'aréte R R,) est commune
au cube tronqué tordu, au tétraédre central et & 2 tétraédres latéraux dans
le systéeme de 5 tétraeédres.

En évaluant la somme des angles plans des diédres suivant I’aréte
mentionnée pour le cube tronqué tordu semi-régulier et 3 tétraédres
réguliers on aurait

153° 4 212° = 365°.

3. Variétés de pavage de E; avec des cubes tronqués tordus, des
icosaédres et des tétraedres.

*) L’angle plan du diédre dans le cube tronqué tordu semi-régulier suivant
I'aréte commune & une face carrée et une face triangulaire vaut 143°.

**) L’angle plan du diddre dans le cube tronqué tordu semi-régulier suivant
I’'aréte commune d 2 faces triangulaires vaut 163°.
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Désignons les arétes

'/(wl—zl)2+(l—w1_zl)2 i }/(mz+z2)2+(a;2—z2)” par a,

Vig,—2)+2i+2 = V(2,—2,)* +(0,6 — 2, + (0,5 —2,* par b,

V2(0,5 —z,)* + 228 = V2(0,6 —,)* + (22,)° par ¢,

V(2%) =V2(0,6—x,) par d.

On ne saurait avoir @ = b = ¢ = d. Supposons, en effet, que ’on
ait b = ¢ = d, c’est-a-dire qu’il y ait des icosaédres réguliers et que les
tétraédres centraux dans les systémes de 5 tétraédres soient aussi réguliers.
La somme des angles plans des diédres autour de I’aréte d doit étre égale
a 360°. L’angle plan du diedre de l'icosaédre régulier vaut 138°, celui
du tétraédre régulier 70°30’. Par conséquent la somme des angles plans
des diedres de 2 tétraédres latéraux dans les systémes de 5 tétraédres
vaut 151°30’. Un de ces angles plans vaut donc 75°45’. A cet angle est
opposée l'aréte a. (On voit aisément que I’aréte a est contenue dans un
plan perpendiculaire & I’aréte d — les arétes a et d sont perpendiculaires).
Comme dans tout triangle & un plus grand angle est opposé un plus grand
coté, on a a > b = ¢ = d. Il en résulte que les tétraédres latéraux dans
les systémes de 5 tétraédres ne peuvent étre réguliers; par conséquent
I’espace E, ne peut étre pavé en méme temps avec des icosaedres réguliers,
des tétraédres uniquement réguliers et cubes tronqués tordus semi-réguliers.

Tous les cas possibles de pavage de E; avec des cubes tronqués tordus,
des icosaédres et des tétraeédres ont été représentés dans le tableau ci-
joint.

Cherchons maintenant les conditions auxquelles doivent satisfaire
les arétes a, b, ¢, d dans la forme la plus générale du pavage de E, en
question, c’est-a-dire tel que a = b # ¢ +# d.

La condition a # b # ¢ # d doit étre renforcée par la condition
de constructibilité des triangles abe, bdb, cde, soit

b—el<a<bie
la—ecl<b<a+c 0<d<2b
la—bl<e<atb 0<d<2ec.

Pour que ces triangles ne soient pas contenus dans un plan, il est nécessaire
que soit remplie 1'inégalité o(a, d) > 0. La distance des droites a et b est
la hauteur d’un triangle dont les c6tés sont respectivement égaux a a,
a la hauteur du triangle ddb et & la hauteur du triangle cde. Les hauteurs
de ces triangles peuvent étre calculées & partir de la formule donnant
Paire du triangle S = ph/2, celle-ci s’obtenant a I'aide de la formule de
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Héron. Donc b = 28/p. En appliquant la derniére formule au triangle
bdb on obtient:

/244

d\* 2b—d d. /4b —d
2‘/ : .(__‘l . 2.__i/ - -
A, ¢ Y g 2 2 Vab®* —d
h = = - = =
d d 2
. y I 4c’ —da* L
Pour le triangle cdc on obtient de méme — La distance des

droites a et d est donc:

1/ 20V — @ Vid— @ Viy— & +Vid - 2
2 . X

4 1
e(o, d) = ———— A

4 4

Pour que p(a,d)>0 on doit avoir (V4b*—d* +V4c* —d* —2a)(2a +
Vab* —d® —V4c? —d*)(2a +V4c* — d* —V4b* —d?) > 0.

En chassant les radicaux des expressions positives figurant dans chacune
des parenthéses on arrive au méme résultat:

2a’*b® 4 2a*c® +2b%c* > a* + b + ot +a*d.

Cette inégalité peut étre transformée:

b +c* —2b%c* < a?[2(D* + %) — (a* + d%))]

0 < (B*—c)’ < a[2(b*+ %) —(a’ +d%)].
Il en résulte que

0 < 2(b*+c*)—(a’+ )
donce
&’ + & < 2(b*+cY).

Des conditions de constructibilité des triangles on tire:
a’® < b +2bc+ ¢
d? < 4¥
a’ < b*+2b+ ¢
& < 4¢
2(a*+d?) < 6b* 4 4bo -+ 60°.
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De 1A et de b* —2bc+¢* < a®, 0 < d* on tire
(b —¢)® < a’+d% < 2(b*+ &%) + (b +c) .

On admet finalement pour condition de constructibilité du tétraedre
latéral dans le systéme de 5 tétraédres

b—ecl < a
a+d*<2(b*+c).

Dans les 4 premiers cas mentionnés dans le tableau si 1’on rend
égales les longucurs de 3 d’entre 4 genres d’arétes on obtient des
gystémes de 2 équations a4 2 inconnues, celles-ci étant les coordonnées
des polyedres qui remplissent E;. En éliminant 1’'une des variables on
obtient encore 2 équations — chacune a une inconnue — de degré au
moins 2:

Le cas a = b = ¢ # d correspond au cube tronqué tordu. Pour les
coordonnées x, et z, on obtient les équations (v. p. 53):

8z +4ai +22,—1 =0, 823+42+62,—1 =0.

Le cas a = b = d +# ¢ correspond & l'icosac¢dre régulier. Pour les coordon-
nées z, et z, on obtient les équations:

162 — 162} — 2422 + 42, +1 = 0, 1625 +162) — 2422 — 42, +1 = 0.

Le cas a =c¢c =d # b correspond au tétraeédre régulier central dans le
systéme de b tétracdres. Les équations pour z, et z, sont:

122 —122,+3 =0, 1628—4022+1 = 0.

Le cas b = ¢ = d # a correspond a l'icosacdre régulier et au tétraedre
régulier central dans le systéme de 5 tétraedres. Pour x, et 2, on obtient
les relations suivantes:

1(V/2—1)ak + 8z,— (V2+1) =0,
W2 -2 —-2/2(V2 +1)2,+1 =0.

6. La figure “circum-sommitale” de la cellule & 4 dimensions est
un polyédre dont le centre est le sommet de la cellule. Les sommets de
ce polyédre sont les milieux des arétes de la cellule issues de son sommet.
En considérant le pavage de K avec des cubes tronqués tordus, des icosae-
dres et des tétracdres comine une cellule dégénérée, impropre de E, — de
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méme que le pavage du plan est un polyédre dégénéré impropre — on
détermine sa “figure circum-sommitale” (fig. 12).
De chaque sommet de notre cellule sont issues 9 arétes, soit:

2 arétes du type a — les cubes tronqués tordus ont des faces carrées
communes, chaque sommet d’un carré appar-
tenant & 2 arétes du carré,

4 arétes du type b — de chaque sommet de l'icosaédre sont issues

1 aréte du type d 4 arétes des faces qui sont des triangles équila-
téraux et 1 aréte qui est la base commune de 2
faces triangles isosceles,

2 arétes du type ¢ — chaque face du tétraeédre central dans le systéme
de 5 tétraeédres est en méme temps face d’un
tétraédre latéral de ce systéme.

4

Fig. 12

La “figure circum-sommitale” a dont 9 sommets. Elle est limitée
par 5 triangles, intersections de tétraedres (3 tétracdres latéraux, un
tétraédre central d’un systéme de 5 tétraédres et un tétraédre latéral
d’un autre systéme de 5 tétraédres) et par 5 pentagones, intersections
d’un icosa¢dre et de 2 cubes tronqués tordus. Sa forme et la disposition
de ses faces (4 triangles, 3 pentagones et 1 triangle) rappelle la figure
circum-sommitale de la cellule s (3,4,3). Cependant, autrement que
celle-ci, elle n’est pas un polyédre convexe. On peut le constater par un
raisonnement analytique, en étudiant le signe des expressions donnant
la distance de ses différents sommets aux plans qui contiennent ses faces.
On trouve que les intersections d’un cube tronqué tordu et d’un icosaédre
ne sont des pentagones (pentagones contenus dans un plan) que si le cube
tronqué tordu est semi-régulier et l'icosaédre est régulier. Comme nous
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Pavons montré précédemment, ces conditions ne sauraient étre remplies
simultanément.

7. Récapitulant nous constatons qu’il existe un pavage de E, composé
de cubes tronqués tordus (polyédres & 38 faces) d’orientations gauche
et droite, d’icosaedres et de tétra¢dres. Dans ce pavage il existe 4 genres
d’arétes. Les expressions algébriques donnant la longueur des arétes,
calculées en fonction des coordonnées des sommets communs des
polyédres qui forment le pavage, différent entre elles. On peut distinguer
14 variétés de pavage suivant le rapport mutuel des longueurs des arétes
des différentes variétés. Il n’existe pas de pavage semi-régulier, dans
lequel les icosaédres et tous les tétraédres seraient réguliers et les cubes
tronqués tordus semi-réguliers. Le pavage de E; considéré ici présente
une structure interne analogue & celle de la cellule s (3,4, 3) dans FE;:
systémes composés de 5 tétraeédres, icosa¢dres et cubes tronqués tordus
comme polyédres dont la figure circum-sommitale est du méme type
que les icosaedres (pentagone).

Pour terminer remarquons encore que dans le squelette spatial
composé d’icosacdres et de tétraedres (v. p. 47) on pourrait remplacer
tous les icosaédres par des dodécaedres ou bien remplacer dans chaque
systéme de 4 icosaédres le premier et le troisiéme ou le second et le qua-
triéme icosaédre par un dodécacdre. On aurait ainsi un nouveau pavage
de E,. L’auteur n’a pas encore examiné ce cas de plus prés. On peut cepen-
dant signaler que les systémes composés de 5 tétraédres — caractéris-
tiques du pavage de E, étudié dans cet article — changeraient leur struc-
ture: le tétraédre central serait entouré de pyramides de base pentagonale
(le tétraedre est une pyramide de base triangulaire).

Les coordonnées z et z des sommets des icosaédres et de 12 d’entre
les 20 sommets des dodécaédres pour les réseaux spatiaux composés
1) uniquement d’icosaédres (réguliers, le tétraddre central dans le systéme
de 5 tétraedres étant aussi régulier), 2) d’icosacdres (réguliers) et de
dodécaeédres (réguliers), 3) uniquement de dodécaddres (réguliers) sont
respectivement (rapportées au cube initial d’aréte 1):

X 2
V2+V5—1 V2
1 2(V2+V5+1)  2(V2+V5+1)
4 V2 +V5 V2 -1
%) 2W/2+V5+2) 2(V2+V5+2)
3 V2+V5+1 V2

2(V24+V5+3)  2(0/2+V5+3)



Tableau synoptique des 14 variétés de pavage do E, avec

- - ) . G e nr e d e
tétraddres
Situation dans le systéme de 5 tétraédres
Hypot'héses latéraux |centraux
relatives G enr e d e
aux arétes g 2
t r 1 a n
equilatéraux isoscéles cHtés isosiéles
différents différents inégaux h
3 —c—d
lla=b=c¢ #d a=b=0o0 (b=o0)—(b=c)—d . +
2 2
24a=b=d #¢ b=b=4d (@ =0b)—(a =b)—c — +
1 2
c—c—d
1
Jla=c=d #b c=c=d (a =¢c)—(a=c)—b — réguliers
1 2
b-b—c
1
4..b=c=d #al(b=c)=(b=c)=d b=c)—(b=c)—a — réguliers
2 2
ba=b#o=d c=c=d (@ =b)—(a =b)—c — réguliers
1 2
b-b—d
1
6la=c#b=d b=b=d (a =c)—(a=c)—b — +
1 2
c-c—d
1
Tla=d #b=0 — b=c)—(b=c)—(a=4d) - +
- 4
8Ja=b%c¢c #d = (@a=0b—(a=0b)—c - +
2
b—b—dc—c—d
1 1
9.la=c#b#d - (@a=c)—(a=c¢c)—b - +
2
b—b—d ¢c—c—d
1 1
10.la=d #b #¢ — b—b—d c—c—d a—b—c +
1 1 2
11.|b=¢c #a #d —_ (b=¢c)—(b=c)—a - +
2
b—b—d c—c—d
1 1
12./b=d #a # ¢ b=b=d c—c—d a—b—c +
1 1 2
13./c=d ##a #b c=c=d b—b—d a— b— o|réguliers
1 1 2
14./la #b #¢ #d 4] b—b—d c—c—d a—b—c| +
1 1 2




des cubes tronqués tordus, des icosaédrgs} et des tétraddres

p oly & dr es

icosaédres cubes tronqués tordus
i1 a c e 8
& 1 e 8 carrés
equilatéraux| isoscdles |equilatéraux isosceles cotes 6
12 différents inégaux
b—b—b | b—b—d | b—b—b 24 24 ATdmar"
+ s + a=b=c¢c = +
semi-réguliers

réguliers == (@ =0b)—(a =0b)—0o - +
4 + + (@a=c¢c)—(a =0)—0b — +
réguliers + (b =0)—(b=c)—a - 4
+ + + |@=b-@=b-c| - +
réguliers -+ (@a=c)—(a=-¢c)—b - +
T + + |e=o0—@=0—a| = +
+ + + (@ =1bd)—(a=2b)—c¢ - +
- o + (@ =c)—(a =o0)—b - +
+ 7 - — a—b—o -+
1 & i b=c)—(b=0)—a - +
réguliers + = a—b—e¢c +
+ + + - a—b—c +
Gl + + == a—b—o =z
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STRESZCZENIE

Przyjmujac pewne wyréznione punkty krawedzi lub écian wieloscia-
n6w umiarowych jako wierzchotki nowych wielo§cianéw, mozemy otrzy-
ma¢é wpisane w nie wielofciany pélumiarowe a takze wielo§ciany umiarowe
inne niz wielodcian wyjsciowy.

W niniejszej pracy gléwny przedmiot zainteresowania stanowi wpi-
sany w szefcian trzydziestoofmioécian, ograniczony 6 kwadratami, 8
tréjkatami ré6wnobocznymi i 24 przystajacymi tréjkatami, ktére w przy-
padku ogélnym maja trzy boki réznej dlugosci — w przypadku szczeg6l-
nym wszystkie krawedzie trzydziestoo§miofcianu sg przystajace, przystaja
oczywifcie takze wszystkie jego 32 fciany tréjkatne i otrzymujemy wie-
loécian pélumiarowy nazywany ,,szeécianem £cigtym skreconym’ (,,snub
cube”, ,abgeschrigter Wiirfel”). Nazwa ,,szefcian &ciety skrecony”
odnosi si¢ W pracy réwniez do trzydziestoo§miofcianu, ktéry nie jest
pétumiarowy. Niezaleznie od stopnia regularnoéci czy tez nieregularnofci,
trzydziestoofmiofcian posiada postacie: lewoskretnag i prawoskretng,
bedace wzajemnymi odbiciami zwierciadlanymi.

Powszechnie jest znany ,,parkietaz’ przestrzeni euklidesowej tréj-
wymiarowej stanowigcy wypelnienie jej przystajacymi szefcianami.
Whpisujge w szefciany trzydziestoo§mioéciany w taki sposéb, aby w kaz-
dych dwu sasiadujacych ze sobg szeécianach byly naprzemian lewoskretna
i prawoskretna postaé trzydziestoodmiofcianu, otrzymujemy szkielet
przestrzenny z trzydziestoofmio§cianéw, stykajacych sie ze sobg fcianami
kwadratowymi; &ciany tréjkatne stanowia ograniczenie pewnych jam
przestrzennych.

W sze§cian mozna réwniez wpisaé dwudziestofcian umiarowy tak,
aby 3 pary z poéréd jego 30 krawedzi lezalty w plaszczyznach §cian sze§cianu
przy czym §rodki tych krawedzi dwudziestofcianu pokrywaja sie ze
grodkami §cian szedcianu za§ same krawedzie sa réwnolegle do odpowied-
nich krawedzi szedcianu ; érodek dwudziesto§cianu pokrywa sie ze frodkiem
szeécianu. Dwudziestodciany wpisane w sze§cian nie musza byé umiarowe
— w przypadku ogélnym wystarcza zalozenie, iz majg 8 dcian w postaci
przystajacych tréjkatéw réwnoboeznych i 12 Scian w postaci przysta-
jacych tr6jkatéw réwnoramiennych. Z kolei kureczymy réwnomiernie
dwudziestoscian — érodek jego pokrywa si¢ nadal ze frodkiem sze§cianu,
lecz wierzcholki jego nie leza juz na §cianach szescianu tylko wewngtrz
sze§cianu. Przy ustawieniu dwudziestodcian6w wpisanych w dwa sasiadu-
jace ze sobg szefciany tak, aby najblizsze sobie ich krawedzie byly prosto-
padle (oczywiécie krawedzie te sa skofne), mozemy umieécié pomiedzy
dwoma dwudziestoécianami czworofcian i na fcianach tego czworoécianu
jeszcze cztery czworoéciany. Wobec tego w parkietaz E, utworzony
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z przystajacych sze§cianéw mozna wpisaé szkielet przestrzenny z dwu-
dziestoécian6w polgczonych pomiedzy sobg zespolami po § czworoscian6w
(zespoly te stanowig w istocie najprostszy z wieloScianéw gwiazdzistych).
Szkielet ten posiada pewne jamy przestrzenne woké6l wierzcholkéw par-
kietazu szefciennego.

Po wprowadzeniu wspélrzednych kartezjariskich dla wierzcholkéw
trzydziestoo§mioécianu i dla wierzcholk6w dwudziestodcianu, mozna
wykazaé¢ analitycznie, Ze jamy przestrzenne w szkielecie zbudowanym
z trzydziestoodémiofcianéw zostajg calkowicie wypelnione przez szkielet
zbudowany z dwudziestoscianéw i czworoécianéw i odwrotnie. Okazuje
sie zatem, iz otrzymaliémy parkietaz E; w postaci wypelnienia sze§cianami
cietymi skreconymi, dwudziestofcianami i czworofcianami. W parkietazu
tym wystepuja 4 klasy krawedzi dzieki czemu mozna rozréznié 14 jego od-
mian. Odmiany te zostaly zestawione w formie tabeli i przedyskutowane.
Zostalo wykazane, ze nie moze zachodzi¢ przystawanie krawedzi z wszyst-
kich 4 klas, mozliwe jest natomiast przystawanie krawedzi z 3 klas. W przy-
padku najbardziej ogélnym, kiedy dlugoéci krawedzi ze wszystkich 4 klas 83
ré6zne, zostaly podane warunki jakie powinny spelniaé¢ dlugoéei krawedzi,
aby parkietaz mozna bylo zrealizowaéd. Zostalo réwniez wzmiankowane,
iz w szkielecie przestrzennym z dwudziestocianéw i czworoécianéw moz-
liwa jest wymiana wszystkich badZ tez polowy dwudziestoécianéw na
dwunastosciany i uzyskanie nowych rodzajéw parkietazu E,, wymagaja-
cych jednak dokonania szczegélowej analizy jaka jest ich postaé.

Zasadniczy aspekt pracy stanowi podkreflenia faktu, ze przy rozpa-
trywaniu oméwionego parkietazu E; jako zdegenerowanej komoérki E,
parkietaz ten mozna zaliczyé do jednej ,,serii’” z komoérkg E, o symbolu
Schafli s (3, 4, 3) (,snub 24 —cell”, ,,abgestumpftes 24 —Zell”), odkryta
w 1897 r. przez Thorolda Gosseta. Komoérka s (3, 4, 3) jest péiregularna,
ograniczona 24 dwudziestodcianami umiarowymi i 120 czworoécianami
umiarowymi (wystepujacymi jako 24 zespoly po 5 czworoécian6w — jeden
grodkowy i cztery boczne zbudowane na §cianach §rodkowego). Jej ,,figure
okolowierzchotkowsa’’ stanowi ofmiofcian ograniczony 3 przystajacymi pie-
ciokatami foremnymi i 5 przystajacymi tréjkgtami réwnobocznymi. W przy-
padku omawianego w pracy parkietazu E;,,figura okolowierzcholkowa’ jest
osmioécianem tego samego typu, ale wiclo§cian ten nie jest wypukty.

PE3IOME

[TpuHMMaA HeKoTOpHE BHIENEeHHEE TOYKM peGep WIM rpaHeil mpa-
BUIIbHBIX MHOTOTPAHHMKOB, KaK BEPILUIE HOBEIX MHOIOTPDAHHUKOB, MOKeEM
NOJIyYNTh BIIMCAHHEIE B HUX INOJYTNPABUILHbIE MHOTOTPAHHMKM, OTIIMYa-
0IMecd 0T UCXOTHHX.
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B pannoit paborte paccmarpuBaercA 38-rpaHHUK, OTPAaHHYEHHH 6
KBajfpaTaMi, 8 paBHOCTOPOHHHMMH TPeYroJIbHMKAMHU U 24 KOHIPY3HTHBIMM
TPeyrojJbHUKaMH, KOTOpble BooOLle HMEWT TPM pasHble [0 BelUYHHe
cTopoHul. B 0co6oM ciayuyae Bce pebpa sBJIAIOTCA KOHTPYSHTHBIMH If TOrja
MHOTOTPAHHMK €CTb IOJYNPABWILHBINA If HA3bIBaeTCH YCeYeHHhIM KyOoM
Apxumena (,,8nub cube”, ,abgeschrigter Wiirfel”). HaaBaHue yceueH-
HBlli Ky6 ApxuMena oTHocutcA B pafoTe I K 38-rpaHHMKY, KOTOPHI He
HBIIACTCA MOJynmpaBuLHLIM. HeaaBucuMo oT cTemeHu PeryisipHOCTH WM
HeperyjafapHoCTH 38-TPaHHHK MMeeT IIPOTHBOMOJIO}KHO OPHEHTHPOBAHHhLIE
Pa3HOBMIHOCTH: NpaBYi0 M :1€BY10, KOTOpBIe fBIAIOTCA 3€PKAIbHO-CHM-
MeTPHYHBIMIL.

OO0uieH3BCCTHOI ecTh ,, TpexMepHasa Mo3auMKa'' JBKIMIOBOIO TpeX-
MEPHOTO IIPOCTPAHCTBA, COCTABJIANILAA €ro YIAKOBKY KOHIPY3HTHHIMH
KyGamu — ,,KyGuueckue coThl’’. BnucuiBad B KyOn 38-rpaHHMKH TaK,
4yTo0Obl B Ka:KABIX ABYX CollpHKacalolUMxcA MexKay coboit kybax Onuiu
MonepeMeHHO 1[PAaBOOPUMEHTHPOBAliHAA M JIeBOOPMEHTHPOBAHHAA pa3Ho-
BUIHOCTh 38-TpaHHMKA, MMOJIy4aeM IPOCTPAHCTBCHHYI0O KOHCTPYKUMIO H3
aTMX 38-rpaHHMKOB. OHM NpHKacaloTcs Me:KAy co0oit KBaapaTHHIMM
TPaHsIMH ; TPEYroJibHbie TPAHM IIpeCTaB.IAIT orpaHM4YeHUe MYCTOT B NpO-
CTPaHCTBe.

B ky0 MOMKHO TaKie BUIMCATh IPAaBMIIbHBIH HMKOCa3Ap TaK, 4TOOKI
u3 ero 30 peGep 3 maphl Jieaau B INIOCKOCTAX rpaHeit kKyb6a. Cepuauuni
peGep MKoca’fpa COBNARAIOT C CepeAMHaMM TIpaHeid Ky0a, 3aTo camu
peGpa ABIAIOTCA NMapa/lIeIbHBIMU COOTBETCTBYIOIMM pebpam Kyba u cepe-
AMHA MKocasJpa coBmajaer ¢ cepemiHoil Ky6a. Vikocaanpml, BmmcaHHbe
B Ky0, He MOJKHBEI OBbITh IIPABUILHBIMM — B0OOILE, NOCTATOYHO NMPUHATD,
4TO OHU MMEIOT 8 rpaHeii KAaK KOHIPYJHTHBIC PABHOCTOPOHHME TPEYTroJibHUKHI
U 12 rpamseili Kak KOHTPy3HTHble paBHoOenpeHHbie. B cBolo ouepenb
yMeHbL1IaeM paBHOMEPHO MKOCA3Ap, TOrJa cepeMHa ero CoBmajaer ¥ gaiee
c cepequHOil Ky6a, a BepIUMHLI €0 YiKe He JIe:KaT Ha FPaHAX Ky0a, a ToJIbKO
BHYTpM Ky06a. lIpum ycranoBke MKOCa3gpoB, BIMCAHHRIX B [Ba COlIPMKa-
calomuxca Ky6a TaK, 4yToGn HauGoiee GiM3Kue UX pebpa GblIN IepreH-
OMKYJIAPHH (KOHeYHo, 3T pebpa CKpewMBalolulMecH), MoieM NOMeCTUTh
MeXIYy ABYMA HKoCadJpaMM TeTPasfAp M Ha rpaHAX 3Toro TeTpa’jpa
ewe 4 Terpasgpa. IToatoMy B KyOMYeCKHMe COTHI MOMKHO BIIMCATh IIpo-
CTPAHCTBEHHY0 KOHCTPYKLMIO M3 MKOCadPOB, COeMHEHHBIX MeX Ly coboit
cHCTeMaMHU U3 § TeTPa3ApoB (3TU CHCTEMKI II0 CYLIECTBY ABIHIOTCA HauGoJtee
MPOCTHIMM M3 3Be3AYaThIX MHOTOFPAaHHMKOB). 9Ta KOHCTPYKUMA MMeeT
IPOCTPAHCTBEHHLIE MYCTOThH BOKPYT BEPLUMH TPeXMePHOil MO3anku U3 Ky6oB.

Ilociie BBegeHMA OeKAPTOBHIX KOOPDAMHAT [UIA BepWIVH 38-rpaHHUKa
M BEpPUIMH MKOCa3Apa MOMKHO AHAJIMUTUYECKM [0KasaTb, 4TO IIPOCTPAH-
CTBEHHRIE IYCTOTHI KOHCTPYKLHWH, IIOCTPOEHHOH U3 38-rpaHHMKOB, IOJ-
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HOCTLIO YIMAKOBLIBAIOTCA KOHCTPYKLHMeEH, MOCTPOEHHOli M3 MKOCa3qpoB
M TeTpa’fApoB M Haobopor. Oxa3niBaercd, 4TO MLI IMOJYYHIU TPeXMEPHYIO
MO3aMKYy 3BKIHAOBOr0 TPEXMEPHOro IIPOCTPAHCTBA, CIYKALIYI0 YIaKOB-
Ko}t ycedenHbIMH Ky6aMu Apxumena, MKocasapaMu 1 TeTpasapamu. B yna-
KOBKe BHICTYMaeT 4 Kiaacca pebep, Omaromapsa yeMy ee MOMKHO pa3feluTh
Ha 14 BUIOB. TN BUIKI ONMMCAHLI M MpecTaBieHkl B Tab.auue. HeBoamoskno,
4yToGH pebpa M3 4 KIACCOB MOTJIM OBITh KOHIPY3HTHRIMI, 3aTO BO3MOMKHO,
4TOGHI OLUIM KOHTPYSHTHLI pebpa u3 3 kiaccoB. B HanGoiee o6uiem ciyuae,
Korjga [UIMHB pe6Gep M3 BceX 4 KIAccoB ecTh pa3iible, JaHHl YCIOBUA,
KOTOpLIE NOMKHLI MCIOJHATbL JJIMHBL peGep, YTOOH MOMYYHTh YIIAKOBKY.
3aMeyeHo, YTO B MPOCTPAHCTBEHHOi KOHCTPYKUMM M3 MKOCA3APOB M Te-
TPa3apOB BO3MOMHA 3aMCHA BCeX MKOCA3APOB MJIM TOJILKO MOJIOBUHHI UX
Ha J0JeKa3Aphl M MOoJyYeHHe HOBLIX BUAOB yMaKOBKM. OHAKO 3TH BHIH
cilIeXyeT TOYHO MCCIel0BaTh M OMpeNedNTb UX CTPOCHME.

I'maBuLlii acmeKT paboThl — 3TO BhifedeHMe (akTa, YTO YMAKOBKY
9BKJIIM0BOT0 TPEXMEPHOro MPOCTPAHCTBA ycedeHHBIMM KybaMu Apxumena,
HKOCa3IpaMM M TeTpPasApaMU MOMKHO PACCMATPUBATh KAaK BHIPOMKIEHHLINA
MOJIUTON (AYelKy) 3BKJIMIOBOro YeTHPEXMEPHOTo NPOCTPaHCTBA. Ty yma-
KOBKY MO3KHO 3aYMCIIMTDL B OJHY ,,cepH10’’ ¢ AYeiikoi E, ¢ cumBosoM lllmedan
8 (3, 4, 3) (,yyceueHHnan 24-ayeiika’’)( ,,snub 24 - cell”, ,;abgestumpftes 24
- Zell”), otkpeoiToit B 1897 r. Topoabgom I'occeroM. ,,¥Yceyennasa ayeitka’’
€CThb ITOJIyIIpaBUIIbHONM, orpaHu4YeHHoll 24 NpaBUILHLIMM MKOCa3ApaMu
K 120 npaBMIILHLIMM TeTpasApaMd (BLICTYMAOLMMU KaK 24 CHCTeMB II0
b TCTpa3xpoB — ONMH LEHTPAILHLIA I 4 G0KOBLIE, MOCTPOEHHLIE HA IPAHAX
ueHTpainbHoro). Ee ,,BepuuunHaa ¢urypa’” — 3TO OKTa’fp, OrpaHu4eH-
Hbl 3-Mf1 KOHTPY3HTHLIMHU 11PABHJILHBIMH NATUYTOJILHUIAMY M 5 KOHTPYIHT-
HBIMM PaBHOCTOPOHHUMM TpeyroiblimikaMu. B ciyyae ymaxoBku, pac-
cMaTpuBaeMmoii B pabore, ,,BepuiMnHad ¢urypa’ ecTb 8- rpaHHHKOM TOro
e caMoro THMIA, OAHAKO, 3TOT 8-TPAHHUK He ABJIAETCA BHITYKJILIM.

§ — Annales






