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Sur l’unicité des solutions de certains problèmes pour l’équation
д2 z/дх dy = f (x, y, z, dz/dx, dz/dy)

O istnieniu rozwiązań pewnych zadań dla równania
. Зг z/дх dy = f (x, y, z, dz/dx, dz/dy)

О существовании решений некоторых задач, относящихся к уравнению
а’ z/дх dy = f (x, у, z, dz/dx, dz/dy)

On sait que dans les problèmes classiques relatifs à l’équation

(0.1) d2z ,/ dz dz\ 
dxày _^x,y’z,dï’ dÿj’

c’est-à-dire dans les problèmes de Cauchy, Picard et G o u r s a t, 
l’existence et l’unicité des solutions sont assurées si la fonction f(x, y, z, p, q) 
qui figure dans le second membre de l’équation (0,1) est continue et si elle 
satisfait à la condition de Lipschitz par rapport à z, p, et q:
f(x,y,z,p, q)—/(x,y,z,p,q)|<L-(|z—z| + ’p—p| + |q—q|),L=const>0.
L’existence et l’unicité de la solution résultent ici du fait qu’il est possible 
d’appliquer la méthode des approximations successives. Dans le travail [2] 
j’ai démontré, par une méthode tout à fait différente, que dans oes pro­
blèmes l’existence et l’unicité des solutions sont assurées dès que la 
fonction f (x y, z, p, q) est continue et que l’on a, en même temps 
(0.2) \j(x,y,Z,p,q) — f(x,y, z,p, q)|<w(|z — z| + |p — p| + |q — q|),
où со (<5) est une fonction continue et non décroissante pour de<0, oo), 
telle que ш (0) = 0, со (d) > 0 pour d > 0 et

d
I = + OO pour <5 > 0,

J œ(u)
0
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Dans ce travail je vais établir, en utilisant la condition (0,2), plusieurs 
théorèmes sur l’unicité des solutions du problème de Mlle Z. S z m y d t 
[5] pour l’équation (0,1); ces théorèmes ont rapport à certains cas particu­
liers de ce problème, pour lesquels l’existence des solutions a été dé­
montrée dans le travail [3] moyennant des hypothèses plus faibles que 
celles qu’exige l’unicité. Je m’occuperai aussi de l’unicité des solutions 
d’une variante du problème de Goursat que j’ai étudiée dans le 
travail [3] du point de vue de l’existence des solutions.

Le théorème 1, énoncé au chapitre III, a une importance fondamentale 
dans ce travail; sa démonstration s’appuie sur un théorème de M. Z. O p i a 1 
relatif aux inégalités intégrales ([4], théorème 1, p. 200) et utilise certains 
considérations géométriques que l’on trouvera au chapitre I. Les démon­
strations de certaines conclusions évidentes auraient pu être omises, j’ai 
pourtant préféré procéder en toute rigueur en exposant ces démonstrations 
en caractères mignons.

I
Supposons que les fonctions a(u) et /3(v), définies pour ue(—00, + 00) 

et ve(—00, + oo\ vérifient les conditions de Lipschitz:
| a(u') — a(u") ’ 'C A*1 u — u" P(v') — /5(u")| + À -1 v' — u") 

où A est une constante positive qu’il sera commode de supposer non infé­
rieure à l’unité. Supposons, de plus, que

|a(u)|<0- u|, |/J(u)j <0-|üj, 
où la constante 0 satisfait à l’inégalité

o<0d.

Désignons, pour tout s 0, par Ws l’octogone fermé, contenu dans le plan 
uv, dont les sommets sont

As = (s, a (s)),
Cs = (/3(s),s),
Es = (— s, a (— s)), 
Gs = (P(— s), — s),

Bs — (ks, ks),
Di = (— ks, ks),
Fs = (—ks, — ks), 
Hs = (ks, — ks),

_0 + 2Â 
1 + 2 A’

Pour s — 0 cet octogone se réduit au point (0,0). Si s"> s' 0, le sommet 
BS” est en dehors de l’octogone Wj». Puisque le sommet AS" est contenu 
dans l’angle convexe formé par les demi-droites issues de As' et faisant
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avec le sens positif de l’axe u les angles arctg A et — arctg A et que le côté 
As' BS' fait avec le sens négaitf de l’axe u un angle dont la valeur absolue 
n’est pas inférieure à arctg 2 A, le côté AS" Bs" est situé en dehors de 
l’octogone Wj'. Il en est de même des autres côtés de l’octogone W.,", donc
(1.1) si s">s'>0, on a WS' C Int (W,-), donc Fr (W>) • Fr (W,<>) = 0.
On, prouve aisément que
(1.2) pour se<0, -j-oo) les frontières Fr(Ws) recouvrent tout le plan uv*). 
En vertu de (1,1) et (1,2) pour tout point (u, u) il existe exactement un s 
non négatif tel que (u, v) e Fr(Ws). Nous désignons de s par s (u, v).

Supposons que (un, vn) -*■ (u,), v0) lorsque n -> oo. Il existe alors, d’après
(1,1), pour tout e > 0 un ne tel que (un,vn)e Int(Wï<u„ »„)+„) si u>ne et 
(u„, u„)eWS(Uo, ( si s(u0, v0)>e et n>n«**).
Donc, pour n > nt, il vient s (uo, Uo) — e < s (un, vn) < s (u0, vo)+ e ***), 
ce qui montre que la fonction s (u, u) est continue.

Si s (u, v) > s(), on a WSuC Int (WS{u, c)), donc Fr (WS(„, tl)) • W^,, = 0 et 
(u,v)tWs„; si s(u, u)<sü, on a (u, v) e WS(„, C Wso, donc
(1.3) s(u, v)<s0 = (u, u)fWs„

*) En effet, le plan uv peut être considéré comme la somme des ensembles Z,-,
i = 1,2.....8, définis par les inégalités Z,: v'^ a (u), Z2: u^ fi (v), etc., il suffit
donc de montrer que Z, C 2 Às Bs, Z2 Q 2 Bs Cs, etc., où Às Bs, Bs Cs,... dési­
gnent les côtes fermés de l’octogone Wç. Toutes ces inclusions s’établissent de la 
même façon, nous nous bornerons donc à prouver la première. Supposons que 
u0 > v0 > a (it0). Si u0 — 0, on a aussi v0 = 0 et (ito, v0) = (0, 0, eA„ Bo = {(0, 0)}. Si u0 0. 
en vertu de l’inégalité u0>a(u0) on doit avoir «0 > 0. Comme vo>“(Mo)>— 
il s’ensuit 2?.mo4-v0>0 d’ou w0 (0 — k)+v0 (k — 1) < 0, donc

limsup ^(u„ — ks) • — kj + («o ~ fcs) • (fc — 1)^ < 0.

D’autre part, comme | a (s) K © s |,

lim ((i*o — ks)- — kj + (v0 — ks)-(k—l)j = + oo

il existe donc un so>0 tel que (u,, — ks0)-(a(s0) — fes0)-|-(v0 — ks0)-(ks0 — s0) = 0 ce qui 
signifie que (tto, u0) est sur la droite As Bs . Puisque (ito, u0)eZ,, il en résulte (u0, v2) 
«4 B...■»o So

“) Sinon, les octogones Ws étant fermés, on aurait nécessairement («o, v°) e 
*Wi(«0,t,0)-« C Int (Wf (0o Po)), ce qui est impossible puisque <i*o, Vo)eFr(Wi(„o>t,o)).

***) Si l’on avait s (un v„) < s(u0, v0) —e, il en résulterait (u„, v„) e C
W, («., v.) - » ■ Si lon avait s <un, vn> > 8 (“o- uo> + *• on aurait K. wn> * <Mn, vn> e Ws (a„ vn} 
Int(W,(Uotro) + f)C Int Vn)).

8
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d’où il résulte que
(1.4) si A">-A'>-0, on a s (A'u, A'u) s (A" u, A" u).

Enfin, pour tout s0 > 0,
(1.5) lim max d((u, v), Wso) — 0 ****).

(u, v)etrs

Dans le lemme suivant nous établirons quelques propriétés de la 
fonction s (u, v) qui joueront dans la suite un rôle essentiel.

Lemme 1. Il existe une constante IV 1 telle que
(1.6) si u" 1/a (u), on a v" — u'IV • (s (ti, v")— s(u, r')),
(1.7) si u" <. v'a (u), on a v' — v"N • (s (u, v")— s(u, v'))>
(1.8) si u" u'>-/? (u), on a u"— u’^N-(s(u",v)—s(u',u)),
(1.9) si u" < v’ < P (v), on a u —u" <.N-(s(u",u) — s(u,v)).

La démonstration de ce lemme s’appuie sur les faits géométriques 
suivants :

(1.10) La longueur du segment de droite parallèle à l’axe v, intercepté 
par les lignes brisées Bs'Cs Ds' et BS"CS’'DS", où 0 < s' < s", n© sur­
passe pas le nombre 3/2 (s"—s').

(1.11) La longueur du segment de droite parallèle à l’axe v, intercepté
par le côté AS'BS' et la ligne brisée AS"Bs"Cs"DS", où 0 ne
surpasse pas le nombre (cos <p cos »/j)_1 • (s"—s'), où — arctgÂ<n/2,

= arc tg (2 (0 + A + A0) • (1 — 0)“’) < n/2.
Démonstration de (1,10). Soit

Is = (Os, s), C* — (u*, s"), u* = min (Os", f) (s) + A (s" — s')).
Comme /9 (s") u*- la longueur du segment de droite parallèle à l’axe v
intercepté par le côté BS CS' et la ligne brisée BS"CS"DS" n’est pas supérieure 
à celle du segment de la même droite intercepté par le côté BS' Cs' et la 
droite BS" C*. Puisque j Bs' L-1 < | Bs" IS" | et ] IS' Cs'\^\ Is" C* |, les droites

♦***) d ( (u, v), désigne la distance du point (u,v) à l’octogone . En effet,
dans le cas contraire, il existerait d’après (1,3) une suite de points (un t>„) «Ws>+1/n 
telle que d(u„, vn); e0>0-Cette suite est bornée. Soit (u0, u0) la limite d’une sous-
suite convergente quelconque de cette suite. Comme les octogones Ws sont fermés et

Wî,+l/(n+l)C WSo+1/n, on a (Uo,v0)«n WSo+1/„, d’où il résulte, d’après (1,3), s(u„, v0)<s„. 
/1=1

c’est-à-dire (ii„, v0) e Wv ce qui est impossible, car on a en même temps, en vertu 
de la continuité de la fonction d ((u, v), Ws ), d ((uo, v0), W5o) > e0 > 0.
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Bs'Cs' et BS"C* se coupent dans le demi-plan u> v. La longueur du seg­
ment de droite parallèle à l’axe v, intercepté par le côté BS'CS' et par la 
droite BS" C*, est donc la plus grande lorsque la droite parallèle à l’axe v 
passe par le point Cs-. L’angle y que fait la droite BS"C* avec l’axe v n’est 
pas inférieur à l’angle que fait la droite Bs" ls" avec l’axe v, c’est-à-dire 
à l’angle arctg 2 2. Par conséquent, la longueur du segment de droite 
parallèle à l’axe v passant par le point Cs>, intercepté par le côté BS'CS' 
et la droite BS"C* = (s"—s') + (u*—/3(s'))-ctg y-<(s" — s')-(l + 2-(2 2)_1) = 
= 3 (s" — s')/2, c’est-à-dire la longueur du segment d’une droite quel­
conque parallèle à l’axe v, intercepté par le côté B.,' CS' et la ligne brisée 
BS" Cs” Ds", ne surpasse pas a fortiori 3 (s" — s')/2. On démontré d’une façon 
analogue que la longueur d’un tel segment, intercepté par le côté Cc'DS' et 
la ligne brisée Bs" CS" Ds", ne surpasse pas non plus ce nombre et l’assertion
(1.10) est ainsi démontrée.

Démonstration de (1,11). Soit
Ks = (s, 0s), A* = (s", u*), v* — min (0s", a (s') + 2 (s" — s')).

L’angle que fait la droite A*BS" avec l’axe u est égal ou supérieur 
à celui que fait la droite KS" BS" (avec l’axe u), c’est-à-dire à l’angle artcg 22. 
D’autre part, comme les angles que font le côté Bs" Cs" et le côté CS" DS" 
avec l’axe u ne surpassent pas arctg (22)_1, le segment de droite parallèle 
à l’axe v, intercepté par le côté A’B^ et la ligne brisée AS" BS" CS" Ds", ne 
surpasse pas la longueur du segment de cette droite intercepté par le côté 
AX' Bs’ et la droite A* Bs".

Désignons par l la droite parallèle au côté Bs' qui passe par le point 
A*. Les droites AS’BS' et A*BS" se coupent dans le demi-plan v>u (de 
même que, dans la démonstration de (1,10), les droites BS'CS' et BS"C1 se 
coupaient dans le demi-plan u> v). Par conséquent' la longueur du seg­
ment de droite parallèle à l’axe v, intercepté par le côté AS BS’ et la droite 
A*BS", est au plus égale à la longueur du segment de cette droite parallèle 
à l’axe v, intercepté par les droites AS' BS' et î. L’angle % que fait la droite 
As’Bs' avec l’axe u est au plus égal à l’angle que fait avec l’axe u la droite 
qui passe par les points BS' et (s', — 0s'), c’est-à-dire qu’il est au plus égal 
à l’angle ip En désignant par d la longueur du segment de droite' parallèle 
à l’axe v, intercepté par les droites As' Bs' et l, nous avons donc

d=i As' a* i sm-(x^1- - < 'Ay'Â* < 1A..42J = 8 ~s-—, 
sin (jï/2— x> cos X cos V cos ?>'cos y)

où Xi est l’angle que fait la droite A* avec le sens positif de l’axe u et 
A** désigne le point de coordonnées (s", a (s')+ 2 (s" — s')). L’assertion (1,11) 
est ainsi démontrée.
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On démontre d’une manière analogue:
(1.12) la longueur du segment de droite parallèle à l’axe v intercepté par 

le côté Ds'Es' et la ligne brisée BS"CS"Ds"ES", où 0 <s'<s", ne sur­
passe pas le nombre (cos (p ■ cos y)-1 • (s" — s').

De (1,10), (1,11) et (1,12) on déduit immédiatement:
(1.13) la longueur du segment de droite parallèle à l’axe v, intercepté par 

les lignes brisées AS'BS'CS'DS'ES' et As"Bs»Cs'’Ds"Es», où 0 < s' < s", 
ne surpasse pas le nombre 3 • (2 cos ç,- cos y)-1 • (s" — s').

Pour achever la démonstration du lemme 1 remarquons que si u"> u'>
> a (u0), on a s (un, v") > s (u0, v') > 0 (ceci résulte de (1,3)) et v"—v' 
est la longueur du segment de droite u = const = u(l intercepté par les 
lignes brisées As'Bs'Cs'DS'ES' et AS"BS'CS"DS"ES", où s' = s(u0, u'), s"—
— s (tt0, v"); donc, en vertu de (1.13) v" — u-1 <3(2 cos <p ■ cos v’)-1 • (s (u0, v") —
— s(u0, v)). La fonction s(u,v) étant continue, on en déduit:

si v" v ^a(ù), on au"— v' < 3 -(2 cos g> cos y)~l -(s(u, u") — s(u, u')).
En prenant N=(3-(2 cos ç>-cos y)_t nous voyons donc que la condition (1,6) 
est remplie. Pour les conditions (1,7), (1,8) et (1,9) la preuve est analogue 
et le lemme 1 est ainsi démontré.

II
Supposons que les fonctions g(x) et h(y), définies pour — oo<x,y < + oo, 

vérifient les conditions de Lipschitz
Iflr(ac') — g(x")\^L-\x — x"| et |h(y') —h(y"),<L- y’ — y"\,

où L est une constante positive, et admettons qu’il existe un point (x, y) 
tel que

|g(x) —y|<a-,x —x| et |h(y) —x|<b-|y —ÿi, 

où les constantes positives a et b vérifient l’inégalité
a- b < 1.

Désignons par T la transformation, définie par les formules 

x — ÿbu+x, y = \/av+y,

qui transforme le plan uv en le plan xy. Les courbes d’éqations y = y(x), 
xe(— oo, + oo) et x = h (y), y e(—oo, + oo) sont alors les transformées des 
courbes d’équations u=a(u), ue(—oo, + oo) et u = /3(u),ue(—00,4-00), 
où

a(u) = ^=(y(v bu+x) —y), 0(u) = -^(Ml au + y) — x).
Va yb
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Pour ces fonctions a (u) et /3 (v) construisons les octogones fermés Ws et la 
fonction s (u, v) comme nous l’avons fait plus haut. Soit N une constante 
qui vérifie les conditions du lemme 1. Posons

t(x,y) = W- a+b-s (æ r-X, pour —oo <
\ yb y a /

Si = T(W I ) pour te<0, + oo).

| a+b-s pour — OO < X, y < + oo

En profitant des propriétés, établies précédemment, des octogones Ws et 
de la fonction s (u, v) on constate aisément que les octogones fermés S/ et 
la fonction t (x, y) ont les propriétés suivantes :
(2.1) S„={(x, y)},
(2.2) 0 < t' < t" -> Se C Int (Sr) Fr (Se) ■ Fr (Sr) = 0,

(2.3) les frontières Fr (St) recouvrent pour t e < 0, + oo) tout le plan xy,

(2.4) lim max d ((x, y), St) = 0 pour tout t0>o, t->t„+ (x,y)eSt

(2.5) t(x,y) est le seul t non négatif tel que (x, y) eFr St),

(2.6) t(x,y)<l0 = (x,y)eS/„,

(2.7) la fonction t (x, y) est continue et non négative,

(2.8) 0<A'<r^t(x+A'(x-x),ÿ + A'(y-ÿ))<
< t (x+Â" (x — x), y+2" (y — y)), 

(2 9) y" >y'>g(x)-+ y" — y^t (x, y") — t (x, y'),
(2.10) y" < y' < g (x) -> y' — y" < t (x, y") — t (x, y'),
(2.11) x" >-x' h(y) x" — x t (x", y) — t(x', y),
(2.12) x" < x' < h (y) -> x' — x" < t (x", y) — t (x', y),
(2.13) t(x, g(x))<t(x,y),
(2.14) t (b (y), y) < t (x, y).

Lemme 2. Si <P(t) est une fonction continue et non négative pour 
te( 0, + oo), on a

(2.15) T

et

J 0(t(x,s))ds J #>(r)d
y

o

(2.16)
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Les deux inégalités s’établissent de la même manière, il suffit donc de 
le faire pour la première. Si y = g(x), cette inégalité est triviale. Sup­
posons donc y ^g (x). En vertu de (2,13) on a donc t (x, y) > t (x, g (x)). 
Divisons l’intervalle < t (x, g (x)), t (x, y) > en n parties égales au moyen 
des nombres

t (x, g (x)) = t0 < tj < t2 < • • • < = t (x, y)
et soit, pour tout Je —0,1,2,..., n, yk un nombre compris entre y (x) et y 
tel que

t(x,y*) = t*.
D’après (2,9) et (2,10) il existe pour tout Jc = 0,1, 2,..., n exactement un 
nombre ayant cette propriété et on a

g (æ) = y0 <y\.<Vi <•••<¥« = y si y<y(x), 
g{x) = yü>yl>yi>-->yn = y si y>y(x),

et
yk — yi,-i |< t (x, y*) — t (x, yk-i) = tn — t*_i, Je = 1,2,..., n.

Par conséquent
n n

a'n— |y* —y*-i|-0(t(x, (t* —t*-i)-0(t*)>
*=i *=i

et, en passant à la limite lorsque n -+ oo, on obtient
y H*, y) Hx.y)

J 0 (t (x, s)) ds = lim a'n -C lim a'n — j 0 (t) dx / 0 (t) dx.
«W <(*,«’(*» ô

III
En utilisant la famille des octogones fermés S, et la fonction t (x, y), 

construites dans le chapitre précédent, je vais établir un théorème local 
sur l’unicité de la solution du problème de Mlle Z. S z m y d t [5] pour 
l’équation (0,1); moyennant ce théorème je pourrai, en m’appuyant sur 
les résultats du travail [3], énoncer deux propositions sur l’existence d’une 
et une seule solution de ce problème.

Hypothèse (U). Soit R le rectangle déterminé par les inégalités 
aj x a2 ; — oo <a, < a.,< + oo,
01 < y < 02 ; — oo < 0, < 02 < + oo.

Nous supposons:
1 ° que la fonction /(x, y, z, p, q) est continue pour (x, y) e R et pour 

z, p, q quelconques et qu’elle y vérifie la condition
(3.1) |Jx,y,z,p,q)—/(x,ÿ,z,p,q)j<<u(|z —z| + p —P| + |q —qj),



Sur l’unicité des solutions ... 119

où to (d) est une fonction continue et non décroissante pour ôe < 0, + oo), 
telle que tu(O) = O, w(<5)>0 pour <5>0 et

d
(3.2) | = + oo pour <5>0;

J œ (u)
o

2° que les fonctions G(x,z, q) et H(y,z,p) sont continues pour xe<a,, a2\ 
ye</3,, et z, p, q quelconques et qu’elles satisfont aux conditions de 
L i ps c h i t z
(3.3) | G (x, z, q) — G (x, z, q) | < K • | z — z | +4(x) • | q — q |
et
(3.4) H(y,z,p) —H(y,z,p)|<K-|z —z|+B(y)-|p —p|,
où K est une constante positive, A (x) et B (y) sont des fonctions continues 
et positives pour xe<a,,a2> et ye^^, >;

3° que les fonctions g (x) et h (y), définie pour xe<a,, a2 )> et ye</31( /?2>. 
satisfont aux conditions de Lipschitz

|g(x')-g(x")|<L.|x'-x"| et |h(y')-h(y")\<L-|y'-y"|, 
où L est une constante positive et vérifient les inégalités

0i <y(x)</}2 et a, <h(y)<a2;
4° que les courbes d’équations y = y(x) et x = h(y) ont dans le 

rectangle R exactement un point commun (x, y) et que l’inégalité
A(x)-B(y)<l

est vérifiée.
Définition. Si la fonction z (x, y) admet dans le rectangle R des dérivées 

partielles dz/dx, dzjdy et d2z/dxdy continues (sur le bord du rectangle 
il s’agit de dérivées unilatères), nous dirons que la fonction z (x, y) est 
de classe C*1*1 dans le rectangle R.

Théorème 1. Supposons vérifiée l’hypothèse (U) et admettons A (x) = 
= const = A > 0, B (y) = const = B > 0,

1 _  ylR
(3.5) max(„,-„„fe-ft)<k(A+B4_2|.

et
g(x) — y <a-|x — x| pour xe<a,,a2>,

|h(y) — x <b-|y — ÿ| pour ye</?,,02>,
où les constantes positives a et b satisfont à l’inégalité

a-b <1.
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Soit un nombre donné z. Il existe alors une fonction z (x, y) au plus, de 
classe C(1*> dans le rectangle R, qui y satisfait à l’équation (0,1) et aux 
conditions

ôz I ôz \(3.6) ^(x,g(x)) = Glx,z(x,g(x)), ^(x,g(x))l pour xe<a„ a2>,

(3.7) ddy(h(y),y) — H^y,z(h{y),y),^:(h(y),y^ pour ye<filtp,y,

(3.8) z(x,y) = z.
Démonstration. Supposons que la fonction z (x, y) vérifie les condi­

tions de l’énoncé et posons

p(x,y) = dz(x,y)/dx, q(x,y) = dz(x, y)/dy pour (x,y)eR.

Alors on a
y

(3.9) p (x, y) = J f (x, s, z (x, s), p (x, s), q (x, s)) ds+G (x, z (x, g (x)), q (x, g (x))),

X

(3.10) q (x, y) = [f (s, y, z(s, y), p(s, y), q(s, y)) ds+H (y, z (h(y), y), p(h(y (y), y)),
/•(y)

X

z+ J p (s, y)ds lorsque y=y,
X

(3.11) z(x,y) =
z+ J' p^ —|(s —x)+ÿjds+ Jq^—?(s —y)+x,s) ds 

x y

lorsque x y= x et y y,
y

z + f q (x, s) ds lorsque x = x. 
y

Il suffit donc de prouver que le système d’équations (3,9) et (3,10), où la 
fonction z(x,y) est définie par la formule (3,11), a au plus une solution 
formée d’un couple (p (x, y), q (x, y)) de fonctions continues dans le rec­
tangle R'

Supposons qu’il y ait deux couples (p (x, y), q (x, g)) et (p (x, y), q (x, y)) 
de fonctions continues dans le rectangle satisfaisant aux équations (3,9) 
et (3,10). Soit

l = max(a2— a,, /32 —

D’après (3,5) on a
Kl <1,(1 — Kl)2 > (Kl+A)-(Kl+B),
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il existe dons des nombres c( 1 et c2 1 tels que
(3.12) KIc,+(Kl + B)c3<xcu (Kl + A)c, + Klc2>xc2.
où

0 < x< 1.
Prolongeons les fonctions g (x) et h (y) d’après les formules

g(x) = j0(“i) P°ur æ< “i P°ur
( g (a2) pour x > a2 ’ l h (/32) pour y > /32 ’

et posons
d,(t) =max \p(x,y) — p(x,y),

(x,y)e/f-St

d2(t)=max \q(x,y) — q(x,y)\,
(x.j)e HSt

d(t) ==Ci-d, (t) + c2 • d2 (t).
Comme RC St pour t suffisamment grands, il suffit, pour établir le théo­
rème, de montrer que d (t) = 0 pour te<0, + oo).

Les fonctions d^t), d2(t) et d (t) sont non négatives, continues (ceci 
résulte de (2,4)) et non décroissantes. Comme (x, y)eSt(x,y), on a

|p(x,y) —p(x,y)|<d,(t(x,y)) et |q(x,y) — q (x, y) |< d2 (t (x, y)) 
pour (x, y)eR, d’où, en tenant compte de (3,11) et (2,8), on tire

\z(x,y) — z(x, y)|<l-dl(t(x,y)) + l-d2 (t(x,y))<l-d(t(x, y)), 
donc, en vertu de (3.9), (3,1) et (3,3),

| p (x, y) — P (x, y)| < I / <o ((1 + l) • d(t (x, s))) ds [ + Kl • d, (t (x, g (x))) +

+ (Kl + A)-da(t(x,g(x))K
De là on obtient’ d’après (2,13) et (2,15),

/(AJ'l
| p (x, y) — p (x, y) |< / tu ((1 +1 ) • d (t) dr + Kl • d, (t (x, y)) + (Kl + A) • d2 (t (x, y)), 

0
et par conséquent, en tenant compte de (2,6), 

t
J tü((l + l)-d(T))dT+Kl-d1(t)4-(Kl + A)-d2(t) pour te<0, + oo). 
u

On obtient de même, en tenant compte de (3,10), (3,1), (3,4), (2,14), (2,16) 
et (2,6),

da (t)< J a) ((l+1) • d (t)) d t + (Kl+B) d, (t) + Kl • d2 (t) pour t e < 0, + oo ),
0
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d’où on tire, d’après (3,12), 
t

d(t)< | g,(d(r)) dr pour te<0,+ oo), 
o

où
Ç’(<5)= r-^~-cy((H-l)-ô) pour <5e<0,+oo).

Par conséquent (cf. [4], théorème 1, p. 200)

d(t)<D(t) pour <5e<0, 4-oo), 
où

t

D(t)= I q>(D(z))dT, c’est-à-dire D(0) = 0 et D'(t) = q>(D(t)).
6 '

Mais' en vertu de (3,2), on a 
i

jv(ù)= + m pour ,’>0'
0

donc D(t) = 0 pour te<0, + oo) et. par suite, aussi d(t) = 0 pour te<0, + oo), 
ce qui démontre le théorème.

En utilisant le théorème 1, qui vient d’être établi, ainsi que les lemmes 
7 et 8 du travail [2], le théorème 1 du travail [3] et le lemme 5 du travail 
[3], en appliquant la méthode du prolongement des solutions exposée dans 
les démonstrations des théorèmes 3, 4 et 5 du travail [3] nous obtenons les 
deux théorèmes suivants sur l’existence d’une et une seule solution du 
problème de Mlle Z. S z m y d t pour l’équation (0,1).

Théorème 2. Supposons que l’hypothèse (U) soit vérifiée et que 
l’on ait

|y(x) —x|<a-|x —x| pour xe<(31,/32>, 
et

|h(y) — ÿ | < b-1 y — y | pour ye<0„02>, 
où les constantes positives a et b satisfont à l’inégalité

a-bCl.
Etant donné un nombre z, il existe exactement une fonction z (x, y) de 
classe C,l*l dans le rectangle R, qui y satisfait à l’équation (0,1) et aux 
conditions (3,6), (3,7) et (3,8).

Théorème 3. Supposons que l’hypothèse (U) soit .vérifiée et que 
les courbes d’équations y = g(x), xe(a„ a2) et x<= h {y), ye(fii, aient 
pour seul point commun l’un des sommets du rectangle R, leurs con­
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tingents en ce point étant disjoints. Etant donné un nombre z, il existe 
exactement une fonction z(x,y) de classe C(1*> dans le rectangle R, qui 
y satisfait à l’équation (0,1) et aux conditions (3,6), (3,7) et (3.8).

De ces théorèmes on déduit immédiatement les deux théorèmes suivants 
sur le problème de Goursat pour l’équation (0,1).

Hypothèses (U*). Soit R le rectangle défini par les inégalités 

at x a2; — oo < a, < a2 < + oo,
< y < — oo < /3, < /?„ < + oo.

Nous supposons:
1° que la fonction f (x, y, z p, q) est continue pour (x, y) e R et z, p, q 

quelconques et qu’elle y satisfait à la condition

| f(x, y, z, p, q) — f (x, y, z, p, q) |< co ( | z — z + | p — p | + I q — q I ),

où co (<5) est une fonction continue et non décroissante pour <5e<0, + oo), 
telle que co(0) = 0, co (<5)>0 pour <5>0 et

ô

J'* du— = + oo pour ô>0,
co (u)

0
2° que les courbes d’équations y — g (x), x e < «n «2 / et x ==■ h (y), 

ye<Pi, (J2>, où les fonctions g (x) et h (y) sont de classe C,n, sont contenues 
dans le rectangle R et qu’elles y ont exactement un point commun (x, y);

3° que les fonctions ç>(x) et y (y) sont de classe C,1) pour xe<a1( a2) et 
ye<^i,^>, ç,(æ) = v(y).

Théorème 4. Supposons que l’hypothèse (U*) soit vérifiée et que l’on 
ait

(4.1) g(x) — y|<a-|x — x pour xe<a,,a2>
et |h(y) — x|< b-\y — y| pour ye<0i,ps>, 

où les constantes positives a et b vérifient l’inégalité

a- b < 1.

Dans ces conditions il existe exactement une fonction z (x, y), de classe C'1*' 
dans le rectangle R, qui y satisfait à l’équation (04) et aux conditions

(4.2) z (x, g (x)) = (f (x) pour x e <aj, a2>
et
(4.3)

z (h (y), y) = yt (y) pour y e <fii, Pi).
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Théorème 5. Supposons vérifiée l’hypothèse (U*). Soit (x, y) l’un des 
sommets du rectangle R et supposons que l’on ait

(4.4) |g'(x)-h'(ÿ)|<l-
Il existe exactement une fonction z (x, y), de classe C(1*> dans le rectangle 
R, qui y satisfait à l’équation (0,1) et aux conditions (4,2) et (4,3).

Pour établir les théorèmes 4 et 5 il suffit d’appliquer les théorèmes 2 
et 3, en posant G (x, z, q) = <p'(x) — g'(x) • q, H(y,z,p) = tp'(y) — h(y) ■ p, 
z — (p(x) = y) (y). Dans le théorème 5 le problème de Goursat a été 
énoncé comme dans le travail [1], où il était question de l’équation 
d2z/dxdy<=f(x,y). La condition (4,4) (de même que (4,1)) exclut de cas 
où les courbes y = g (x) et x = h (y) sont tangentes; pourtant nous avons 
montré, dans le travail [1], que dans le cas de l’équation ô2z/dxdy = f(x, y) 
on peut admettre, en gardant les précautions nécessaires, que ces courbes 
sont tangentes. Dans le théorème 1 du travail [2] j’ai réussi à étendre ce 
résultat, pour ce qui concerne l’existence et l’unicité des solutions, à l’équa­
tion générale (0,1) dans le cas où les fonctions g (x) e«t h (y) sont toutes les 
deux non décroissantes et où il ne s’agit que d’une solution détterminée 
dans un ensemble situé entre les courbes y = g (x) et x= h (y). Je pourrai 
maintenant énoncer un théorème analogue dans le cas où les hypothèses 
sont les mêmes que dans le théorème 5, toutefois sans l’hypothèse (4,4).

Condition (x). Il existe une fonction x (x, y), de classe C,l> dans le re­
ctangle R, telle que <p(x) = x(x,g(x)), y (y) = z (h (y), y) et que les con­
ditions de Lipschitz

\Xx(x,y')-^Xx(x>y"')\<K- y'—y"\ et |zy(«',y) —Zy(æ".y)l<K«|x'—æ"|,

où K est une constante positive, sont vérifiées dans le rectangle R.
Dans le théorème 1 du travail [2] la condition (%) devait être remplie. 

Il est pourtant évident que, pour asurer l’unicité seule de la solution, il n’est 
plus nécessaire d’introduire cette condition, car elle est automatiquement 
remplie s’il existe une solution quelconque. En raisonnant comme dans 
la démonstration du théorème 8 du travail [3] nous obtenons ainsi le 
théorème suivant:

Théorème 6. Supposons vérifiée l’hypothèse (U*) et admettons que le 
le point (x, y) soit un des sommets du rectangle R et que toutes les fonctions 
dXn(x)i!dx, n— 1, 2’ 3,..., où A°(x) = x, An+1(x) = h (y(Jn(x))), soient bornées 
dans leur ensemble dans l’intervalle <<q, a2>. Il eiste au plus une fonction 
z(x,ÿ}, de classe C(V) dans le rectangle R, qui y vérifie l’équation (0,1) et les 
conditions (4,2) et (4,3). Si, de plus, la condition (%) est remplie, il existe 
exactement une telle fonction.
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Remarque. Des théorèmes 5 et 6 de ce travail il résulte que dans le 
le théorème 1 du travail [2] il n’était pas nésessive, pour assurer l’existence 
d’une solution, de supposer les fonctions g (x) et h (y) non décroisantes. 
L’exemple suivant montre que cette hypothèse est pourtaant necessaire 
pour assurer l’unicité de la solution, définie seulement entre les courbes 
y = g (x) et x = h (y).

Exemple. Admettons y(x) = x— x2, h(y) = 0, ç>(x) = 0 et y>(y) = 0 
pour x, ye<0,1>. Soit A l’ensemble défini par les inégalités 0 x 1, 
x — x2=Cy;£Cl. L’équation d2z/dxdy = 0 admet alors un infinité de 
solutions de classe C,1*) dans l’ensemble A, qui vérifient les conditions 
(4,2) et (4,3); elles sont déterminées par la formule:

où a> 1 et C est une constante arbitraire.
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Streszczenie

Praca dotyczy jednoznaczności rozwiązań następującego, postawionego 
przez Panią Z. S z m y d t problemu dla równania 

(1) zxy = f(x,y,z,zx,zy).

Problem (S). Niech R oznacza prostokąt

®1 «2 , y @2 •
Dane są funkcje / (x, y, z, p,q), G (x, z> q) i H (y, z, p), ciągłe dla (x, y) e R 
i z, p, q dowolnych. Ponadto^ dane są funkcje g (x) i h (y) ciągłe odpowied­
nio w przedziałach <a,, a2> i ,/32>, spełniające nierówności & g (x)<;/S2 
i at<;h(yX;a2. Wreszcie dany jest punkt (x, y) e R oraz liczba ź. Poszuki­
wane jest rozwiązanie z (x, y) równania (1), określone i ciągłe wraz z po­
chodnymi zx, zy i zxy w prostokącie R, spełniające warunki

zx(x,g(x)) = G(x,z(x,g(x)),zy(x,g(x))) dla xe<a1,a8>, 
zy(h,(y),y) = H(y,z(h(y),y),zx(h(y),y)) dla ye</3,,/32>, 
z(x,y) = z.

Odnośnie funkcji, występujących w sformułowaniu powyższego problemu 
w niniejszej pracy przyjęte są założenia następujące.

Założenia (U):
1° funkcja / (x,y z,p,q) spełnia dla (x,y)eR i z, p, q, z, p, q dowol­

nych nierówność

|/(x,y,z,p,q) —/(x,y,z,p,q)j <<w(|z —ż| + |p —p + |q — q|,

gdzie cd (ó) jest funkcją ciągłą i niemalejącą dla <5 e <0, + oo), taką1 że 
cd (0) = 0, cd (Ó) > 0 dla <5 > 0, oraz

du „——r — + (X) dla <5 > 0;
CD (u) 

o

2° funkcje G (x, z, q) i H (y, z, p) spełniają dla x e <aj, a2)>, y e (fiit f}a> 
i z, p, q, ż, p, q dowolnych warunki Lipschitza

G(x,z, q) —-G(x,z, q)|<K- z—z +ył(x)-iq — q| 
i

ff (y, z, p) — H (y, ż, p)|K • z — z| + B (y) • p —p|,
gdzie K jest stałą dodatnią, zaś A(x) i B(y) są to funkcje ciągłe i dodatnie 
dla xe<a,,a2> i ye<A,d2>;
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3° funkcje g (x) i h (y) spełniają w przedziałach <aj, a2> i , 02> 
warunki Lipschitza

|y(x') — g(x")|<L-jx'— x"| i h (y') — h(y")|< L • |y'—y"|, 
gdzie L jest stałą dodatnią;

4° krzywe o równaniach y — g (x) i x = h (y) mają w prostokącie R 
dokładnie jeden punkt wspólny (x,y);

5° spełniona jest nierówność
7ł(x)-B(y)<l.

Twierdzenie I. Jeśli założenia (U) są spełnione oraz funkcje g(x)ih(y} 
spełniają warunki

\g(x)— y|<;a-ix — x dla xe<a,,a2> 
h(y) —x|<b- y —y| dla ye<0,,02>,

gdzie a > 0, b > 0 i
a • b < 1,

wówczas problem (S) posiada dokładnie jedno rozwiązanie.
Twierdzenie II. Przypuśćmy, że założenia (U) są spełnione oraz, że 

krzywe o równaniach y = g(x), xt<,ai,a2) i x = h(y), <ye0,,02> mają 
mają za jedyny punkt wspólny jeden z wierzchołków prostokąta R, przy 
czym ich kontyngensy w tym wierzchołku są rozłączne. Przy powyższych 
założeniach problem (S) posiada dokładnie jedno rozwiązanie.

Istnienie rozwiązań w obu przypadkach wynika z twierdzeń pracy [3]. 
Jednoznaczności dowodzi się przy pomocy twierdzenia Z. O p i a la o nie­
równościach całkowych w oparciu o własności pewnej rodziny cśmioką- 
tów położonych w płaszczyźnie xy. Ostatni rozdział zawiera wynikające 
z twierdzeń I i II twierdzenia o istnieniu i jednoznaczności rozwiązań za­
dania Goursata dla równania (1).

Резюме

Эта работа касается однозначности решений следующей проблемы, 
поставленной мадам С. Шмыдт относительно уравнения 
(1) гху = / (а?, у, г, гх, гу)

Проблема (5). Пусть К обозначает прямоугольник 
а, < х < а2, & < у < 02

Даны функции {(х, у, г, р, я), С (х, г, ч) и Н (у, г, р) непрерывные для 
(х, у) ей и произвольных г, р, д. Сверх того даны функции д(х) иМу)
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непрерывные соотвественно в сегментах <ап а2> и <$1,//2)>, исполняю­
щие неравенства & С д (г) < /?2 и вц Н (у) -< а2. Ктому дана точка 
(х, у) и число 2. Ищется решение г (х, у) уравнения (1) определённое 
и непрерывное вместе с производными гх, гу и гху в црямругольнике К, 
исполняющие условия

гх (х, д (х)) = О (х, г (х, д (х)), гу (х, д (х))) для хе<а),а2>
2у(/г(у),у) = Н(у,2(Ь(у),у),2ж(?1(у),у))) для уе<0,,<52>

2(Х. у) = 2.

Относительно функций, выступающих в формулировке выше­
изложенной проблемы, в этой работе приняты следующие предпо­
сылки. Предпосылки (П):

1° Функция / (х, у, 2, р, ч) исполняет для (х, у)еВ и произвольных 
2, р, д, 2, р, (I неравенство

| /(х, у, 2, р, д) — /(2, у, г, р, д) | < ш (12 — 2 | + р — р, + . ц — <} |),

где со (<5) есть функция непрерывная и немалеющая для <5е<0,+ оо) 
такая, что со(0) = 0, со(д) >> 0 для д>0, а также

д
Г = + оо ДЛЯ <5 > 0; м(и)

о
2° функции О(х,2,д) и Н\у, 2, р) исполняют для хе<ап аа/, уе(0х,ра> 

и произвольных 2, р, д, 2, р, д условия Липшица

| б (х, 2, д) — С (х, г, ч) К К • 12 — 21 + А (х) • Ч — д 1 
и

|н(у,2,р) —Н(у, г, р)К К-12 —г| + В(у)- р — р|,

где К есть положительная постоянная, а А (х) и В (у) суть функции 
непрерывные и положительные для хе<а,, а2> и уе<(3,,/32>;

3° функции д (х) и Н (у) исполняют в сегментах <а,, а2> и 
условия Липшица

|р(®') — р(х")|<Ь-1 х — х" и Му') — Ну")!<Ь-|у' — у"|, 
где Ь положительная постоянная;

4° кривые, определяемые уравнениями у = д (х) и х = Н (у), имеют 
в прямоугольнике К в точности одну общую точку (х, у);

5° исполнено неравенство
А(х)-В(у)<1.
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Теорема I. Если предпосылки (С/) выполнены, а функции д (ж) 
и И, [у) исполняют условия

д(х)у «а- х— х для хе^а},агУ, 
и

\к(у)х <Ь- у — у\ для уе<0пДг>,
причём

а>0, Ь>0 и а-Ь<1,

то тогда проблема (5) имеет в точности одно решение.
Теорема II. Предположим, что предпосылки (I/) выполнены и что 

кривые с ураннениями у — д(х), же^а,, а2)> и ж = 7г(у), уе</?,, 
имеют в качестве единственной общей точки одну из вершин прямо­
угольника К, причём их контигенты в этой вершине раздельны. При 
этих предпосылках проблема (5) имеет в точности одно решение.

Существование решений в обеих случаях вытекает из теоремы ра­
боты [3]. Однозначность доказывается при помощи теоремы 3. Опиала 
об интегральных неравенствах, опираясь на свойствах некоторого се­
мейства восьмиугольников, лежащих на плоскости ху. Последняя гла­
ва содержит вытекающие из теорем I и II предложения о существо­
вании и однозначности решений задачи Гурса для уравнения (1).




