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I

La théorie classique de 1'équation hyperbolique aux dérivées partielles
du second ordre & deux variables indépendantes de la forme

(1) _022 ='/:r 2 0z 0z
oxoy J‘ Y, vaxray

a fait, depuis quelques années, des progres considérables, initiés par un
travail de MM. P. Hartman et A. Wintner [8], qui y ont généra-
lisé certains résultats, dus 4 J. Schauder [15], relatifs au probléme
de Darboux. Moyennant un procédé semblable a celui de Cauchy-
Lipschitz dans la théorie des équations différentielles ordinaires,
et en appliquant le théoreme de Arzela, ils ont démontré que ce pro-
bléme admet des solutions réguliéres dans I'hypothése que la fonction
f(x,v, 2, p, q) est continue dans un domaine convenable et qu'elle satisfait
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a la condition de Lipschitz par rapport aux variables p et q*) ce qui,
d’ailleurs, n’assure pas encore l'unicité des solutions, de méme que la
seule continuité de la fonction f(x,y,z2, p,q) n'est pas suffisante pour
I'existence des solutions. Une autre meéthode basée sur le théoréme
d’Arzela a été utilisée par MM. A. Alexiewicz et W. Or-
licz [1].

Parmi les travaux qui ont suivi la note citée de MM. P. Hartman
et AL Wintner, ceux de Mlle Z. Szmydt [18]—[23] sont, a n’en
pas douter, de haute importance. Dans [18], [19], [21], [22] et [23] on
trouve un probléme nouveau — nous l'appellerons probléme (S) —
relatif a I'équation (1), énoncé d'une fagcon si générale qu'il englobe,
comme cas particuliers, non seulement les probléemes classiques de D ar-
boux, Cauchy, Picard, Goursat, et les problémes mixtes,
mais encore bien d’autres problémes particuliers qui n'ont pas encore
été envisagés dans la théorie de I'équation (1). Le probléme (S) consiste
a trouver une solution z==z(x,y) de I'équation (1) qui admette une
valeur donnée d’avance en un point (x,y) et vérifie le long de deux
courbes y = g (x) et = h (y) certaines équations, en général non linéaires,
exprimant des relations entre les valeurs de la fonction z (x,y) et de ses
dérivées partielles du premier ordre *). En appliquant la méthode bien
connue du point fixe, due a J. Schauder [15] et [16], ou bien celle
des approximations successives, Mlle Z. Szmydt a établi plusieurs
théorémes d’'existence et d’unicité relatifs au probléme (S), englobant,
comme cas particuliers, de nombreux théorémes déja connus, se rappor-
tant aux problémes classiques, y compris ceux de MM. P. Hartman
et A, Wintner.

Y J. Schauder voir [15], p. 56—58 a supposé, de plus que la fonction
f(x, v, 2, p, Q) satisfait a la condition de Holder par rapport 4 x,y et zz S. Mazur
a remarqué que la méthode du point fixe, utilisée par J. Schauder, n'exige pas
cette restriction (Séance du Groupe d'Analyse de l'Institut Mathématique de I'Aca-
démie Polonaise des Sciences, Varsovie 1954),

*) A vrai dire, Mlle Z. Szmydt a considéré non pas une seule équation,
mais un systéme de n équations de la forme (1) et elle a distingué deux variantes
dudit probléme: probléme I dans [18] et probléme I° dans [19]; cependant, cette
distinction disparait dans le cas d’une seule équation, auquel nous nous bornerons
pour simplifier l'exposé. Bien plus, on peut considérer l'équation (1) comme un
systéeme de n équations mais sous la forme vectorielle et interpréter convenablement
les notations et les formules de la présente note, car les raisonnements qui y sont
contenus subsistent dans le cas plus général d'un systéme d’équations, pour ce qui
concerne le probléme I. Ce n'est que sa modification moins simple I* qui pourrait
présenter des difficultés plus essentielles.
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Si généraux qu'ils soient, les théorémes contenus dans les travaux
(18], [19], [21], [22] et [23] n’épuisent pas encore diverses questions qui
s'imposent d’'une maniére bien naturelle a propos du probléme (S). Les
méthodes développées dans ces travaux s’appliquent facilement et sans
modifications essentielles a I'étude de certains problémes beaucoup plus
généraux, envisagés dans les travaux de Mlle Z. Szmydt [21] et de
M. A. Lasota [13], [14].

Les recherches de M. A. Bielecki et de moi-méme [2], [4], [10]
et [11] allaient dans une direction un per différente. Nous avons étudié
quelques problémes relatifs aux équations du type (1) qui peuvent, bien
entendu, étre considérés comme des cas particuliers du probléme (S),
mais ceci ne signifie point qu’ils pourraient étre résolus moyennant les
méthodes élaborées par Mlle Z. Szmydt si I'on voulait les appliquer
directement. En particulier, M. A. Bielecki a attiré mon attention
sur un cas intéressant du probléme (S), comprenant le probléme de Gour-
sat, et il a suggéré une méthode qui a permis d’obtenir, dans ce cas, des
résultats (cf. [4]) plus forts que ceux que l'cn pourrait déduire des théo-
rémes établis par Mlle Z. Szmydt. Dans la présente note, je me propose
de présenter quelques résultats plus récents de recherches dans la méme
direction *). Je m’ occupperai d’un cas ou les courbes y = g(x) et x = h(y)
sont assujetties a certaines conditions moins restrictives que les conditions
correspondantes dans la note [4]. Quant a la fonction f(x,y,z, p,q),
j’admettrai, en général, qu'elle satisfait a la condition, analogue a la
condition d'Osgood dans la théorie des équations différentielles
ordinaires, qui est déja intervenue dans [4] et [10] et qui est plus faible
que celle de Lipschitz Dans certains cas la fonction f(x,y,z, p, q)
sera assujettie a une condition K, encore plus faible, due a M. A. Plis
et utilisée par Mlle Z. Szmydt (cf. [18] et [22]).

Dans les chapitres II—IV j'établis un théoréme principal qui est une
généralisation du théoréme démontré dans la note [4]. Certaines modifica-
tions de celui-ci et des corollaires sont étudiés dans les chapitres V et VI.
Dans le chapitre VII je donne quelques contributions au probléme de
Goursat. Les lemmes 1 et 2 du chapitre III jouent dans ce travail un
role trés important; les difficultés essentielles que j'ai eues & surmonter

ont été les plus considérables dans l'étude des équations fonctionnelles
auxiliaires dans ce chapitre.

*) Je ne m'occupe ici que de la question d'existence de solutions. Le probléeme
de l'unicité des solutions sera traité dans la note [12].
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II

Nous énoncerons le probleme de Mlle Z. Szmydt sous la forme
suivante *):
Probléme (S). Soit R le rectangle défini par les inégalités
a, <x < ay, B, <y <P,

ou a;=>a,, f,=>B,. Supposons la fonction f(x,y, 2, p,q) continue pour
(r,y) e R et z,p,q quelconques, la fonction G (x,zq) continue pour
xela,, a,) et z, g quelconues et la fonction H (y,z, p) continue pour
ye{By, B, et 2z, p quelconques. Supposons ,de plus, que les fonctions g (x)
et h (y) soient continues pour xe{a,, a,> et yeif,f, > et qu'elles véri-
fient les conditions

By <glx)<p, pour zeaja,),
a, <h(y)<a; pour yefs,fs)
et enfin supposons données un point (x, y)¢ R et un nombre arbitraire z.
On demande s'il existe une fonction z (x, y), continue dans le rectangle

R avec ses dérivées 0z/0x, 0z/0y et 02z/0x0dy, qui vérifie 1'équation (1)
dans le rectangle R et y satisfasse aux conditions supplémentaires

(2) g—;(x,g(x))=G(x,Z(x,g(x)),%(x,g(x))) pour xela,ay),

\

3) gZ(h(y).y)=H(y,Z(h(y),y),gj(h(y),y)) pour yelfy, By,
2(x, i) =2.

Les problémes classiques relatifs a I'équation (1) sont des cas parti-
culiers du probléme (S):
Probléme (C) — de Cauchy:

g(x)=y, g(x)=h""'(x) est une fonction monotone,
G(x,2,q9)=G"(x), H(y,zp =H"(y);

) Mlle Z. Szmydt a dabord étudié son probléeme en admettant que les
fonctions f(x,y,2, 0, q), G (x,2,q), H(y,z p) étaient définies pour des valeurs bornées
des variables 2, p et g, mais de telle facon qu'il était possible de déduire des théore-
mes établis par elle certaines conséquences aussi dans le cas ou le domaine de ces
variables m'est pas borné, cf., par exemple, [22] p. 56. Dans le travail [23], le proble-
me (S) est posé comme nous le faisons ici.
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Probléme (D) — de Darboux:

g(x)=const=1y9y, h(y)=const=r,
G(x,2,9)=G*(x), H(y,z,p)=H"(y);

Probléme (P) — de Picard:
(x,9)=(a,g(ay)), h(y)=const=a,,
H(y,z,p)=H"(y), G(x,z,q9)=o0(x)—g'(x)-q

ou o (x) est une fonction donnée d’avance;
Probléeme (G) — de Goursat:
(x,¥) est le point commun unique des courbes y =g (x) et x=h(y),

G(x,2,q)=o0o(x)—g'(x)*q, H(y,2z,p) =t(y)—h'(y) - p, ou les fonctions
a(x) et 7(y) sont données d’'avance.

Nous allons énoncer un théoréme, conocernant le probléme (S), qui va
jouer dans cette étude un réle fondamental.

Théoreme 1. Le probléme (S) admet une solution si ’ensemble des
conditions suivantes est vérifié:

10 (4) sup ) [M1(x) — A" (x)| < + oo
S5 X% a0
et 0
5 su n — 1 < [o'e)
(5) ﬂ.(_ygﬁ,,.;‘; iy — "y <+
ou

Px)y=x, A*(x)=h(g(1"(x)),
Ly=y, py=ghW @) .
2" (6) flx,y,2,p,9) — f(x,9,2,0,9)| <w(p—p|+|qg—7q))

pour (x,y)eR et z,p,q,p,q quelconques, ou w (6) est une fonction continue
et non décroissante pour 6 > 0, telle que w(0)=0 et w(d)=0 pour 6 >0

et que 5

" d
(7 : w(l;—)=+oc pour 4=>0 *).
0

*) C'est précisément la condition dont il était question a la p. 69; elle est
analogue a la condition d’Osgood, bien connue dans la théorie des équations
différentielles ordinaires.
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3 (8) |G (x,2,9 — G (x,2,q) < A-|q—q
pour xe{ a,,a, » et z,q,q quelconques, et
(9) H(y,2,p)—H(y,2,p)| <B- p—p|

pour ye{B,,B,, et z,p,p quelconques, les constantes positives A et B vé-
rifiant lU'inégalité

(10) A-B<1;
4 ‘f(x,y,zip,q) ‘/‘D(‘Zy+|P‘+fQI)»
|G(xyzqu/(b( z )+A"‘q:)
H(y,z,p)| <®(i2|])+ B*-Ipl,

pour xela,ay ), ye<Py,Py) et 2,p,q quelconques, les constantes positives
A* et B* vérifiant l'inégalité

(11) A'-B* <1
et @(t) étant une fonction non négative et non décroissante pour te < 0, + o)

telle que lon ait ou bien
D(t)

lim ——=0

ou bien = f - =

(12) ®(@t)=M+N-t et max(az—al,ﬁ.,—ﬂ1)<]_.-’1+ _1—A'B" 1.
2 J N(A‘+BO+2)

Remarques. Avant de passer a la démonstration de ce théoréme, nous
ferons quelques remarques sur le réle des conditions 1°—4° et nous indi-
querons quelques simples cas ou les conditions (4) et (5) sont remplies.

Cansidérons la ligne brisée C. issue du point (x, g(x)), xe<a,,a,,
dont le parcours dans le rectangle R est déterminé par les régles suivantes:

1. a partir de chacun des points qu'elle a en commun avec la courbe
y=—g(x), xela;, a, , la ligne brisée C. suit un segment de droite pa-
ralléele a I'axe Ox jusqu'a son intersection avec la courbe x =h(y),
Yeipy o

2. a partir de chacun des points qu’elle a en commun avec la courbe
x=h(y), yepi, P>, cette ligne brisée suit un segment de droite pa-
rallele a I'axe Oy jusqu'a son intersection avec la courbe y=—g (x),
T €ay, ay).

3. cette ligne brisée se termine si elle rencontre un point commun
des courbes y=g (), xe<a,, a,> et x="h(y), ye{B,, Ba-
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L’expression Zo |A" (x) — A"*+! (x)| représente la somme des longueurs des
n
segments de cette ligne brisée, paralléles a l'axe Ox. L'expression
201;4" (y)—u""'| a un sens géométrique analogue *).
=

Moyennant un exemple convenable, MM. P. Hartmanet A. Win-
tner [8], p. 841, ont montré que pour le probléme de Darboux,
qui est un cas particulier du probléme (S), la continuité de la fonction
f(x,v,2, p q) n'assure pas encore l'existence d’une solution de l'équation
(1) et ils ont démontré qu'une solution existe (mais peut ne pas étre
unique) si la fonction f(x,y, 2, p,q) est continue et si elle satisfait, en
plus, a la condition de Lipschitz par rapport a p et q. Mlle
Z. Szmydt a considérablement généralisé ce résultat en introduisant,
au lieu de la condition de Lipschitz les hypotheses K, dues
a M. A. P1is, beaucoup plus générales, rappelant la condition de K a m-
k e bien connue dans la théorie des équations différentielles ordinaires
(cf. [18]. p. 69, [22], p. 44, et le présent travail, p. 88) et en étudiant dans
ces hypothéses le probléme (S) dans les cas ou g(x)=const ou h(y)=—const,
G(x,z,q)—G(x,2) ou H(y,2,p)=H (y, 2) *).

La condition 2°, admise dans ce travail, est un cas particulier des
hypothéses K, mais elle est plus générale que celle de Lipschitz.
J'ai été conduit a particulariser de telle maniére les hypothéses K par
des difficultés que présentait un systéme d’inégalités fonctionnelles
(lemmes 1 et 2), ce qui ne signifie évidemment pas que dans le théoréme 1
la condition 2° ne peut pas étre remplacée par les hypotéses K. Si 'on
admet que la fonction f (x, y, 2, p, q) satisfait a la conditionde Lipschitz
par rapport a p et g, les difficultés dont il vient d’étre question diminuent
notablement; de plus, comme il résults d'un théoréme établi par Mlle
Z. Szmydt ([23], théoréme 1, p. 32, et [22], théoréme 2, p. 50). les
hypothéses 1° se montrent superflues, du moins lorsqu’il s'agit de la
résolution du probléme (S) dans un rectangle suffisamment petit **).

°) L’intérét qu’il y a a considérer de telles lignes brisées dans 1'étude du pro-
bléme (S) m'a été signalé par M. A. Bielecki.

) 11 est remarquable, que, si G (x,2,q9) = G(x,2) ou H(y,z p) = H (y, 2), aucune
condition relative au parcours des courbes y = g(x) et x = h(y) n’est nécessaire et
les limitations éventuelles des dimensions du tectangle R ne dépendent que de la
rapidité avec laquelle croissent les fonctions f, G et H (cf. (18], théoréme 1, p. 69, [22],
théoréme 1, p. 45, et aussi le théoréme 2 du présent travail, p. 000).

**) Pourtant on a alors affaire & des limitations des dimensions du rectangle R

suivant la grandeur des constantes de Lipschitz des fonctions f,G et H par rapport
a4 petq.
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L’'inégalité (11) assure la compatibilité des équations (2) et (3), écartant
par exemple le cas oi G(x,2,q)=a+bq et H(y, z,p) = (1/b) p ol a = const,
b-=—const, as=0 et b5~=0. Avec telles fonctions G et H, le probléme (S)
ne peut avoir de solution, car en un point commun des courbes y = g (x),
xela,a,) et x=h(y), yelB,,B,> — un tel point doit évidemment
exister dans le rectangle R — on aurait 0z2/0x—b-0z/0y=a et en
méme temps 0z/dy — (1/b)-0z/0x = 0, ce qui est impossible. Les exerfiples
donnés dans le travail [10] (exemples 4 a et b, p. 000)montrent que la
limitation des dimensions du rectangle R est nécessaire dans le cas ou la
fonction @(t) est linéaire. Il y a lieu de remarquer ici que, pour les pro-
blémes classiques de Cauchy, Darboux, Picard et Goursat,
des limitations de ce genre ne sont nécessaires que dans le cas ou la fonc-
tion f(x,y,2 p,q) n'a pas de majorante linéaire par rapport a |z|, |p]
et |g|; si une telle majorante linéaire existe, il n'est plus nécessaire de
limiter les dimensions du rectangle dans lequel doit étre déterminée la
solution cherchée (ceci résulte des théorémes du travail [10] et de I'exem-
ple 2 qui y a été donné, p. 102, et aussi d'un autre exemple donné dans
le travail [11], p. 9; cf, encore [5]). Cette différence entre le probléme
général (S) et les problémes classiques est en relation avec le fait que
dans le cas du probléme (S) il n’est pas toujours possible d’appliquer la
méthode du racollement de la solution globale au moyen des solutions
locales. Il s'agit ici de la méthode suivante, bien connue et souvent appli-
quée dans les problémes classiques: le domaine D, dans lequel doit étre
trouvée la solution, est représenté comme la somme de petits domaines
non empiétants Dy, D, ..., convenablement rangés. En profitant du théo-
réeme d'existence local on obtient la solution d’abord dans le domaine Dy,
puis on la prolonge successivement sur les domaines D,, D3, etc. jusqu'a
ce que le domaine D soit complément épuisé, en ayant soin de conserver
la régularité en rejoignant les solutions partielles (les remarques qui
suivent le lemme 5, p. 91 de ce travail, I'’expliquent suffisamment). Pour
le probléme (S) un tel partage du domaine D en domaines partiels n’est
pas toujours possible. Par exemple, il est impossible, & cause de la situation
du point (x,y), dans les exemples donnés dans le travail [10] (exemples 4a
et b, p. 103); dans le cas ot D—={(x,y); 0 x,y<<1)} et

1 kN

\ké" ’ 2"/’ k=13,..,2"—1,

2"x—k+1 pour xe¢

(13) g(x)=

Y =L BN ity
l k—2"x  pour 16\2"’2"/

(14) h(y)=g(y) pour ye0,1)
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(n=1,2,3, ... étant fixé), un tel partage est impossible indépendamment
de la situation du point (x, y) Par contre, dans les cas du probléme (S),
considérés aux chapitres V et VI de ce travail, la méthode du racollement
de la solution globale au moyen des solutions locale est applicable et, dans
les théorémes correspondants ou la fonction @ (t) est linéaire, aucune
limitation des dimensions du rectangle R n’a lieu.

Cas particuliers du théoreme 1

A. L'une des fonctions g(x) ou h(y) est constante
(cf. [22] p. 45). Soit, pour fixer les idées, h (y) == c = const. Alors

A(x)=x, I"(x)=c=const pour n=1,2,..,
et
Wy=y et u'(y=g(c)=-const pour n=1,2,..,
doric

s

Mx)—i (@)= x—c <ay—a,,

a
|
o

wWY—p" (Y= y—g| < p.—p.

S
=]

Ce cas comprend les probléemes de Darboux et de Picard.

B. Les courbes déquations y=g(x), xela,a, et
x=—h(y), ye{B,Ps, ont pour unique point commun un
sommet du rectangle R.

Pour fixer les idées, supposons que ce soit le sommet (ay,f,). Sans
nuire a la généralité cn peut admettre que a;=p4,=0, ay=a, B,=4.
Alors on a (cf. [2], lemmes 2 et 3, p. 104)

oo

E 1)."(x)—2"+‘(x)|=x ~ a, S illll(y)—"l‘"+1(y)| =y\/ﬁ

n=0 n-0

Les autres sous-cas se raménent aisément au cas considéré, on a donc
toujours dans le second:

\j ln )_"Il'rl P — “ n —_ N b A
2| (x Alix) < ayg—a, s (Y)—u" "y) < Bs—Bi-
n=0 n-=0

Ce cas comprend le probléme de Darboux, ainsi que ceux de Picard et
de Goursat, sous la forme considéré dans le travail {2] (thécréme 3, p. 112).
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C. Les conditions suivantes sontremplies:
lg(x)—y|<a-x—zx' et h(y)—x|<b-y—y|, ou a-b<l.
Alors

At (x) — 2| =|h(g(A" (@) — x| < b-lgA" (@) —y| <a-b-A"(x)—x/,
donc

|A*(x) — x| < (@-b)* x—=x| pour n=0,1,2,..,

d’cu
D @) — @) < E(W(x)— )—2|) <
n=-0 =
<(14a-b)-x—%- \ @- b)"<(a_,—a)1+:::.
De méme =
1+ab

D ) — 1Y) < (Ba— B
n=0
Deux cas particuliers du probléme ainsi posé ont été étudiés dans le
travail [4]. En particulier, ce cas comprend le probléme de Goursat
sous la forme considérée par Mlle Z. Szmydt dans le travail [20]
(théoréme 2, p. 574).
D. Les deux fonctions g(¥) et h(y) sont en méme
temps ou non décroissantes, ou non croissantes.
Pour fixer les idées, supposons-les non décroissantes. (Lorsque les
fonctions g (x) et h(y) sont non croissantes, les calculs sont analogues).
Si I'on a, pour un xe€ «a,, a,) fixé, h(g (x)) << x, alors

az&x=2°(x)_ 'Al(l')}/},z(x)}...“: %,
et si, pour un xe{a,, ay, fixé, on a h (g (x)) = x, alors

<CTx=2x) <A (x) < A2 (x) < r <Ly

ce qu'on prouve aisément par induction en profitant de la remarque que
la fonction h (g (x)) est non décroissante. Donc on a, pour tout xe<a,, a,),

N @ — 1 i(2)] < a,—a,.
De méme D0

on

N oy — @) < By — Bi

n=0

Nous reviendrons sur les cas A, B et C aux chapitres V et VI. Nous
indiquerons maintenant des cas ou I'hypothése 1° n'est pas vérifiée. Re-
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marquons tout d'abord que, si (x,y) est un point d’intersection des courbes
y=g(x) et x=nh (y) et si les dérivées g’ (x) et h’(y) existent et |g'(x)-
‘R'(y)|>1, la suite {A"(x)}, n=0,1,2,.. telle que A"(x)# T pour

n=—20, 1, 2, ..., ne peut converger vers x, sinon on aurait
AN (@)—x | h(g(A"(x)) —h(g(x)) ; ,
[FEERN 0 = R — .
}.IHL’ A(x)—x | },"H. i(x)—=x ') h'(y)| > 1

et il existerait, par consequent, un n tel que
0<|A"(x)—=x|<|A"'"Yx)—x <|A"Hx)—=x

ce qui méne a une contradiction.

Supposons maintenant que les courbes y =g (x) et x = h (y) aient dans
le rectangle R exactement m points d’intersection (xy, yi), k=1, 2, ..., m,
et qu'en chacun de ces points les dérivées g'(x,) et h'(yi) existent, avec
|g'(xx) - h'(y)|>1 pour n=1,2,.., m. Supposons, en plus (*¥) que toute
valeur y soit admise par la fonction g (x) tout au plus un nombre fini de
fois, et (%) que toute valeur x soit admise par la fonction h (y) tout au
plus un nombre fini de fois.

Si, pour un x, la suite {A*(x)}, n=0,1,2, ..., converge vers T, on a
h(g(xT))==x, donc le point (T g(T)) est un des points (xy,y,) et, par
conséquent, la suite {A"(x)] converge vers un x,; il doit donc exister un
indice n tel que 4"(x) =x,. D’apreés (*) et (§), pour tout n fixé et tout k fixé
(n=0,1,2,.. k=1,2,...,m), le nombre des x tels que A"(x) = x, est
fini, donc il existe un ensemble au plus dénombrable de nombres x pour
lesquels la suite {A"(x)} est convergente. L'ensemble des nombres x pour

lesquels la série 3 A*(x)—A"t'(x)| est convergente est donc, a fortiori, au
n-0

plus dénombrable et, par suite, la condition (4) ne peut étre remplie. Il en
est de méme de la condition (5). C'est pourquoi, par exemple pour les
fonctions g (x) et h (y) définies par les formules (13) et (14), aucune des
conditions (4) et (5) n’est remplie.

III

Avant de passer a la démonstration du théoréme 1, nous allons établir
quelques lemmes.

Lemme 1. Soient:

1" une fonction ¢(x) continue, non décroissante et bornée pour xe { 0,4 o),
telle que @(0)=0, @(x)=0 pour =0 et

* du
(15) | _ =400 pour x=>0;
0 ¢ N =
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2° une fonction d(d) continue, non décroissante et bornée pour e { 0, + o),
telle que d(0)=0;

3° un mombre 0 satisfaisant @ linégalité
0<o<.
Alors il existe une fonction non négative x(t,d), définie pour te { 0, + co)
et de<0,+ o0), ayant les propriétés suivantes:

(i) pour tout é fixé mon mégatif la fonction x(t,8) est continue et non
décroissante par rapport d t dans lintervalle < 0, 4+ co);

(ii) pour tout t fixé non négatif la fonction x(t,d) est non décroissante
par rapport @ & dans lUintervalle {0, + oo);
(iii) la fonction x(t, ) satisfait, pour te< 0, + o) et 6e< 0, + o),

a léquation
{

(16) x(t,0)=d(d)+6-x(t,d(4)) + ' p(x(r,d)dr;
0
(iv) pour tout t non mégatif
17 lim (max x(t,d))=0.
60 0<rt
En effet, posons
M = max (sup¢(x), supd(4))

et, pout te<{0,+ o) et 8e<{0, 4 oo), définissons la suite de fonctions
{xal(t,8)}, n=1,2,.., par les formules récurrentes

(18) 2,(t,)=(1—0""M(1+1),

{/
Tn(t,8)=d(6) + 6-xa—1(t,d(6) + { @(xa_1(zr,8))dr pour n=1,2,...
0

En raisonnant par récurrence on constate que
(19) 0< xa(t”,8)—xa(t',8) <(1—6)'M(t"—1t') pour t' >t >0,
8e{0,4 00), n=0,1,2,..,
(20) x4 (t,8") <xa(t,6”) pour 0L <8’ te0,+ ), n=0,1,2,...

On constate aussi, par récurrence, que la suite {x, (t,8)} est non croissante
et que les fonctions x,(t,4) sont non négatives; par conséquent, pour
tout t et tout 4 non négatifs, la limite lim x, (t, §) existe et elle est non
négative. s



Sur l'existence des solutions ... 79

Admettons *)
x(t,0) =lim x,(t,8) pour te{0,+ o) et de<0,+ co).

Nous allons prouver que la fonction x (t, d) ainsi définie a les propriétés
(i) — ().
En vertu de (19) on a

rr ’ - M 4 ’ rr ~_ -~ /
(21) 0 < x(t ,6)—x(t,6)\xf:—o(t —t’) pour t” >t >0, 6¢<0, + o0)

d'ou résulte la propriété (i). La propriété (ii) se déduit immeédiatement de
la formule (20).

Du théoréme de Dini sur les suites monotones de fonctions continues,
et aussi directement, du fait que les fonctions x,(t,d) sont équicontinues
par rapport a t, il résulte que pour tout 4 fixée non négatif la suite des
fonctions {x, (t, )] converge presque uniformément dans lintervalle
0 <<t <<+oo vers la fonction x (t,d). Il résulte donc de la formule (18),
en passant a la limite, que la fonction x (t, ) définie par nous satisfait
a I'équation (186).

En vertu de (16) la fonction x (t, 0) satisfait dans I'intervalle 0 <t<{+co
a I’équation

!

1
.'E(t, 0)—1—_ O. ‘P(x (T’ 0))dt:
0
d’ou il vient, d’aprés (15),
(22) - x(t,0)=0 pour ted0,+ o).

En raisonnant par récurrence on voit que toutes les fonctions xa(t,d),
n=20,1,2, ..., sont continues, donc la fonction x(t,d8), comme limite d’une
suite non croissante de fonctions continues, est semicontinue supérieure-
ment et, par conséquent, on a, vu (22), pour tout t fixé non négatif
(23) lim x(t,8) =0

450+

La propriété (ii) étant établie, pour prouver la propriété (iv) il suffit

donc de remarquer que la suite de fonctions continues

{x(tr 1/'n)}, n= 1, 2, ceny

*) Cette définition de la fonction x(t,d) est due & M. A. Bielecki. Le raison-
nement que j’avais primitivement utilisé était un peu plus long et moins élémentaire.
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tend vers zéro presque uniformément dans l'intervalle 0 <<t <<+ oo, Ceci
résulte aussi bien du théoréme de Dini, car d’aprés (ii) cette suite est
non croissante et d’aprés (23) sa limite est une fonction identiquement
nulle, mais aussi directement de (23) et du fait que, en vertu de (21), les
fonctions x (t, 1/n) sont équicontinues. Le lemme 1 se trouve ainsi dé-
montré.

Lemme 2°). Soient:

1" la fonction ¢(d) continue, non décroissante et bornée pour de {0, + 00),
telle que ¢ (0)=0, ¢(6) >0 pour §=>0 et
¢

du .
‘ = + oo pour 6=>0,

0

W

la fonction d(d) continue, non décroissante et bornée pour e 0, + o),
telle que d(0)=0,

3° les constantes positives A et B vérifiant l'inégalité
Aq - B 1,

4 la fonction g(x) continue dans l'intervalle { a,,a,), et la fonction
h(y) continue dans d’intervalle {f,,8, >, les conditions (4) et (5) étant
vérifiés.

Dans ces conditions, il erxiste deux fonctions ¢, (x,y,d) et e,(x,y,d8) dé-
finies pour xe{a,,a, , ye B, s, et de< 0,4+ co), non négatives, non
décroissantes par rapport d 8, telles que pour tout re< a, a, > et tout 6 >0
fixés la fonction e,(x,y,d) soit continue par rapport d y dans lintervalle
{ B, B2, que pour tout ye < B,,B. > et tout 6 >0 fixés la fonctions e,(x,y, d)
soit continue par rapport ¢ x dans Uintervalle {a,,a, ), que pour re{a;a, ),
ye{By,pB. et 60, + o0) les inégalités.

| :V |
(24)  d(O)+A-e(x,g(x),dO)+ | @le (x,v,6)dv| < e (x,y,0)
&lx) !

et
x

25)  d(®)+B-& h(y),y,d0) + | oleslu, y,a))du < &, (x,y,0)
hiy)

soient veérifiés et que lon ait, de plus,

(26) lxm ( sup ei(r,y,8)=0 pour i=1,2.

a.(;x

ﬁ-<y<ﬂ-

*) C'est une généralisation d'un lemme contenu dans [4], p. 322.
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En effet, soit

s, (x)= _E |27 (x) — A7+ (x)| +_E g (x)—p" g (x)), pour xelay,a,),

n 0 n=0

8. (y) = \ () — u 1 ()] - L 47(h () — 4" (h (y))| pour ye By, fy)-
’er n=0

En vertu de I'hypothése 4° de notre lemme, les fonctions s,(x) et s,(y)
sont bornées. Soit 7(s,d) une fonction, dont l'existence est assurée par
le lemme précédent, non négative, définie pour se 0, + o) et d¢e<0, + o),
ayant les propriétés suivantes:

1° pour tout 6 =0 fixé elle est continue et non décroissante par rap-
port a s dans l'intervalle <0, + o),

2° pour tout s =0 fixé elle est non décroissante par rapport a 6 dans
I'intervalle <0, + oo),

° elle vérifie la condition

lirgl l](max 7 (o, 0)) =0 pour tout se < 0,4+ o),
430 0<o< s

et

° elle satisfait a I'équation

8,6 ( +——) d(8)+y AB- ( (1 + 25 (a))

7(8,0) = VA VB Ui A |B,)

1
(r- o frrltl A + V'B) (0, 8))do
0

Admettons

elz,y,0)=VA-5(ly—g(x) + s, (x),9),
e (x,9,8) =) B-q(x—h(y) + s;(¥), §).

Alors, il est évident que toutes les conditions énoncées dans la conclusion
du lemme 2, sauf les inégalités (24) et (25), résultent du fait que les fonc-
tions s, () et s,(y) sont bornées et des propriétés correspondantes de la
fonction #(s, d).

Pour vérifier que l'inégalité (24) a lieu, remarquons que
1 1

===r + 5

A VB

|lx—h(g(x) + s, (g (x)) =5, (x),
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¥
J (e, 0, dv < [@(VA+VB)-n(v—g(@) +s5,(x),8)dv| =

glx) R(x)
Ly~ gtx)i +5,(x) 1y —g(x)i +5,(x) L
= [ ¢(YA+VB)-n(0,8)do < fqu«VA+| B)-7(0,6) do,
5,(x)

donc
¥

d(0)+A- e (x,g(x), d0) + | | (e, (x,v,8) dv|
g(x)

CAO+A VB n(y—9@) + 5 ) {'A ylﬁ)'d(‘”)“L
P4
ftp(el(x v,0))dv | <

xlx) = (( - '/B) T

| 1 1
+ } BA - =3 | + 3 -1d (6
BAn(ly— 9@+ @ 7+ ) aw) +
| Y- g(x)] + 5:(x)

= 4 —=]|- ‘A + VB ylo,8)de) =
+(]«’A+VB a ¢(VA + VB 1lg,9)) a)

='rA .17( y—g(x)l +s|(x);d)=sl(x7y’6)'

On vérifie de la méme facon que l'inégalité (25) a lieu.

Lemme 3. Supposons que f (x,y, 2, p, q) soit une fonction continue pour
(xr,y)e R (Cest-a-dire x e a,, a3, Ye{f,,P, ) et z,p et q quelconques, et
que U'hypothése 4° du théoréme 1 soit vérifiée. Considérons l’espace de
tous les couples (p (x,y), q (x, y)) de fonctions continues dans le rectangle
R et désignons par F la transformation de cet espace en lui-méme *)
définie par la formule

(27) F(p,q)=(p, Q),
ou
y
(28) px y) =] f(x,0, 2(z,v), p(x,v), q(z, ) dv +
£lix)

+ G (x,z(x, g (x)), g(x, g (x))),

x

(29) q(x, y)= J' fu,y,2(u,y), p(u,y), qu,y)du +

i y)

+ H(y,z(h(y),y), pth (y). y)),

*) Une telle transformation a été uuhsée par Mlle Z. Szmydt dans le travail
[20], p. 573.
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5 g
(30) 2(z,9) =%+ | pudut [ q(z,v)dv.
2 y

Dans ces conditions, il existe des constantes positives P et Q telles que, si

lp(x.y)| <P et g(x,y)|<Q pour (x,y)eR,
on ait

P(x,y)| <P et 'q(x,y)|<Q pour (x,y)eR.

En effect, il suffit de montrer qu'il existe des constantes positives P
et @ vérifiant les inégalités

(31) Lo+ (P+Q)+[z) +PU-(P+Q)+ 2))+A*-Q<P
et
(32) Le@d(L+1)(P+Q)+|2)) +d(U(P+ Q)+ 2|+ B*-P<Q
ou

| =max (ay —a,, f—B,).

a) Dans le cas ou limt™'-@(t)=0, il existe un nombre positif n assez
f>+om

grand pour que l'on ait

1 1\ = Ahs i
- . (I+1)d((1+1)-(y A B*). ' Y A* B*n < n.
(VA,+VB_,(+) (1+1) (VA + VB )on+|2)+ YA B'n<n

Les nombres positifs P=n ) A* et Q=n}B* vérifient les inégalités
(31) et (32).

b) Dans le cas ou @(t)=M+ N+t,un calcul bien simple montre que
I'inégalité (12) est équivalente a l'inégalité

‘ (1— 2> (A°+2)-(B°+2),
ou
- 1—A*B° 1
A=N-(P+2) <ot <

Il existe donc des nombres positifs P* et Q* tels que
A4 _P* _1—1
1—1 ~Q* B*+1
c’est-a-dire
2'(P‘+Q.)+A“Q.<P.
A-(P*4+Q*) + B*-P* < Q".
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En pausont donc P=nP* et Q =nQ*, ou n est un nombre positif suf-

fisamment grand, nous aurons
M-(I+1)+N-(1+1)-|z|+N-(12+20)-(P + Q)+ A*-Q < P,
M-(1+1)+N-(1+1)-|2[+ N-(*+2)-(P+ Q)+ B*-P < Q,

et les inégralités (31) et (32) seront ainsi vérifiées *).

AY

L’ensemble de couples de fonctions Z
Posons

l = max (a, — a,, B — B,),

a=|{(x,9,2,p,9q); (x,9)€R, 2| < 2 +1:(P+Q), [p <P, lq <Q}

ou P et @ sont les nombres positifs qui vérifient la conclusion du lemme 3.
En vertu de I'hypothése 2° du théoréme 1 il existe une fonction ¢(d)
continue, non décroissante et bornée pour 8e€<0, 4 ©0), telle que ¢(0)=0.
@(0)=>0 pour 6=>0 et ;

6{ ;Z) =+ 00 pour 4>0,
et que l'on ait
fxy2zpd—f(xy2p9 <¢(p—p + ¢—q)
pour (x,v,2,p,q)en et (x,y,2,p,q)emn.
On peut admettre, par exemple,

% (8) = min (w (4), 2 max f(x,y,2,p,q)| +1),

ou w(9¥) est la fonction qui intervient dans les hypothéses du théoréme 1.
Désignons par () le module de continuité commun des fonctions
f(x’ y,'f’, P, Q), G(I, Z,q)» H(y’ 'U,P): g(x) et h(y) pOUr xe\;alvaﬂ‘/v ye<ﬂl!ﬂ2>!
lz| <|2[+1-(P+Q), |p| <P et |q <Q, c'est-a-dire soit 2(8) une fonc-
tion continue et non décroissante pour d¢<0, + oo) telle que Q(0)=0 et
lf(x: Y,2,p, Q)_f(xv 37: z,p, q)l < Q(.x—xi“}"y—y' +!‘Z—Z\ +lp'—P\+1q-a‘),
fG(x,Z,Q)—G(_-T,Z,Q), /Q(lx—x+,z——é;+:q—q ),
|H(y,z,p) —H(y,2,p)| < Q(y—y|+ z—z|+[p—D)),
g(x)—g(@)| < Q(|lx—7T)),
lh(y) —h(y)| < Q(ly —y|)

*) La marche que nous avons suivie dans le calcul est la méme que dans la
note [3].
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pour J?ex\val, aa\/’ X € <a1! (12>, ye\ﬂlv ﬂ2>: ye‘/\ﬁh ﬁﬂ g |Z] “< lZ; e l'(P+ Q)9

12| <[2|+1-(P+Q), [p| <P, [p <P, |qg <Q et [q<Q. Supposons la

fonction () bornée dans l'intervalle <0, + c©), ce qu'on peut faire sans

nuire a la généralité, de méme que dans le cas de la fonction ¢ ().
Posons

d@)=1-2Q(1+P+Q+1-L+L)-8)+L-Q() +
+2(Q+P+Q+1-L+L)-6+(P+Q+1-L)-2(d)),

L=a&(z]|+(1+1)-(P+Q)).

ou

Enfin, supposons que les fonctions e(x,y, d) et e,(x,y,d) vérifient la con-
clusion du lemme 2 avec les constantes A et B figurant dans I’hypotheése
3° du théoréme 1 et pour les fonctions ¢(8) et d(é) qui viennent d’étre
définies.

Considérons I'space de Banach des couples (p (x, ¥), q (x, y¥)) de fonctions
continues dans le rectangle R avec la norme

[ (p, @)l = max [p(x,y)| + max |q(x, y)|
(x,y)eR (x,.y)6 R

et désignons par Z l'ensemble des couples (p (x, ¥), q(x,y)) de fonctions
continues dans le rectangle R et satisfaisant aux conditions

Ip(x,y)] <P, Iq(:r, Y) < Q,
lp@x,y) —px,y)|<L-y—yl, |q(x,y)—qlxr,y) <L x—2x|,
|p(1?,y)'—P(1',y)| \‘/el(x’y’ |x_x|)v |Q(x, y)_ q(x,y)l \<82(I, Yy, iy—‘_l_jl)

pour (x,y), (x,y) et (x,y)eR. L’'ensemble Z est non vide, car il contient
un couple de fonctions identiquement nulles dans le rectangle R, il est
fermé et convexe, et, en vertu de la condition (26), il est aussi compact,
puisqu’il contient des couples de fonctions bornées dans leur ensemble
et équicontinues.

Transformation fonctionnelle F
et fin de la démonstration du théoreme 1

Considérons la transformation F définie par les formules (27)—(30). Si
(p,q)eZ, F(p,q)=(p,q) et si z(x,y) est définie par la formule (30), on a

donc

P, y)—D(x,y)|<L:ly—y|, |q@xy—aqy)|<L-lx—x|.
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De plus, en vertu du lemme 3, on a

P,y <P, [q(x)<Q.
En suite, on a

lz(x, ) —z2(x,9)| <(P+ Q+1-L)-(|lx—Z|+|y—yl)
pour (x,y)eR et (x,y)eR,
donc

< t f f(z, v, 2(z, ), p(x, v), gz, V) — f(x, v, 2(x, V), p(F, v), (=, V) dv| +
8(x)

y

+| [ 1§z, v,2(z, v), p(x, ), q(x, v) — §(@, v, 2@, ), p (=, v), g (&, 0))| dv | +
£ix)
g(x)

+ | [ 1§@ v, 2(z,v), @, v), a(x,v)) dv | +

gix)

+ |G (x, z(x, g (x)), q(x, g (x)) — G (x,2(x, g (x)), q(x,g(x))| +
+ G(x,z(x, g (x)), q(x,9 (X)) —GCG(x,2(x, g(x)), q(x. g(x)))| <
5
\<U¢(el(x,v,lx—5¢‘))dv| +1-2(lz—=x|+ (P+Q+1-L):|Jx—Z| +

glx)

+L:|lx—Zx|)+ L-[g(x)—g(x)| +A-e;(x,g(x),[g(x)—g (X)) +
+ Q2(lx—z[+(P+Q+1-L):(lx—x|+ lg@)—g@)|)+L:lz—x)) <
<d(lx—x)+ A-gy(x, g (x),d(|x—x|)) +

Y
+'fqz(s‘(x,v,]x—lri))dv!\<e,(x,y,i:c—i;)
&x)

pour (x,y)eR et (x,y)eR, et de méme
19 (x,y) —q (x,9)| < ealx,y, |ly—y|) pour (z,y)eR et (x,y)eR,
par conséquent
F(Z)CZ.
Sl (pl’ ql)GZ, (sz %)62, (513 al)=F(p11 QI) Et (Aﬁz) '62)=F(P2, qz)’
il vient 1
1Py (x,y) — Pa(x, y)| < (1 +1)-2(A+1)+ (P, — P2y @1 — qa)i))
1q, (2, 9) — Qo (x, y)| < (X +1)-Q((L+1)+[[(p; — P2y @ — Q)I])
pour (x,y) € R, donc
H(iil - 53: 61 - az)” <2:(141)-Q(1+1)- “(px — P2, @y — Q2)l|),
d'ou il résulte que la transformation F est continue sur l'ensemble Z.

et
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En vertu du théoréme du point fixe de Schauder [16], il existe
donc un couple de fonctions (p, q) € Z tel que F(p, @) =(p, q), c'est-a-dire
un couple (p(x,y), q(x,y)) de fonctions continues dans le rectangle R,
pour lequel sont vérifiées les équations

y
p(x,y)= ] f(x,v,2(x,v),p(x,0),q(x,0) dv + G (x,z(x, g (2)), g(x,g (x)))

gixl
et

q(x,y)= J flu,y,2 (u, y)’ p (u, Y),q (u, y))du+ H(y,z(h (y), y), P (h(y), y))
h(y)
ou f
x y

(30) 2(x,y)=2+ | pu,y)du+ _f q(z, v) dv.

x y

On vérifie aisément que la fonction (30) est une solution du probléme
(S). En effet, on a

0 dq (x,
(33) B ATV f(z,y,2(2, )P+, 9) 4 2, )
et .
et =q(x,

et enfin, d’apres (33),

0z (x,y)

P =p(x.y) + dqu %)

dv=np(x, y)+fdp(a:,v)dv—p(x y)

y

d’ol il résulte que la fonction définie par la formule (30) est continue
dans le rectangle R avec ses dérivées 0z/0x, 0z/0y et 02z/dx0dy et qu'elle
satisfait a 1'équation (1). Enfin, on a

z(r,y)==2

g; (x,g(x)=p(x,g(x)=G(x,2(x,g(x),q(x,g(x))=

0z
et =G (x' 2 (I, g9 (x))) dy (x, g (x)))

3; (h(y),y)=qh(y,y)=H(y,zh(y y,phy),y) =

— H(y2(h ), ), 5 (@)Y,

ce qui achéve la démonstration du théoréme 1.
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v

Dans les cas particuliers A, B et C, signalés au chapitre I, quelques unes
des hypotéses du théoréme 1 peuvent étre affaiblies; ces cas seront étudiés
dans ce chapitre et dans le suivant. Nous appliquerons la méthode qui
consiste a construire les solutions intégrales en accouplant successivement
les solutions locales, ce qui est pénible & exposer, mais ne présente aucune
difficulté essentielle. Les théorémes 3, 4 et 5, qui seront établis dans ce
chapitre, peuvent étre considérés comme des conséquences assez simples
du théoréme 1 et du théoréme 2, celui—ci étant une modification d’un
théoréme dii a Mlle Z. Szmydt ([22], théoréme 1, p. 45). Dans la
mesure du possible nous tacherons de mettre a profit I'hypothése K, due
a M. A. Plis et appliquée par Mlle Z. Szmydt (cf. [22], p. 44); nous
la rappelons ici sous une forme qui ne présente pas de modifications essen-
tielles.

Hypothese K.
34) |f(x,¥,2,02,9 —f(x,4,2,p,9) <o, (x,y,p—p|) + 0. (x,y, g—q)),

pour (x,y)eR et 2,p,q, p et g quelconques, ou w,(x,y,d) et w,(x,y,o)
sont des fonctions continues pour (x,y)eR et de<0,+ co), non décrois-
santes par rapport a d; de plus,

1) pour tout xe{a,,a,> fixé la fonction v (y) = 0 est la seule fonction
de classe C!" dans l'intervalle <{B;,g(x)> telle que v (g (x)) =0 et v'(y) ==
= —w, (x, Y, v (y)) pour ye B, g(x),

2) pour tout xeda,,a,> fixé la fonction v (y) =0 est la seule fonc-
tion de classe CP) dans l'intervalle (g (x), 8, telle que v (g (x))=0 et
v'(y) = w, (x,y), v (y)) pour ye{g(x),py,

3) pour tout ye{f,,B,> fixé la fonction u (x) = 0 est la seule fonc-
tion de classe C'" dans l'intervalle <a;, h (y)> telle que u (h(y))=—0 et
u' (T) = — o, (x, y,u(x)) pour xea,,h(y)),

4) pour tout ye {B,,B,> fixé la fonction u (xr) =0 est la seule fonc-
tion de classe C!") dans l'intervalle <h (y), a;> telle que u (h(y))=0 et
u'(x) = w, (x,y, u (x)) pour xe<h(y),ay.

L’hypothése 2° du théoréme 1 est un cas particulier de '’hypothése K.

Théoréeme 2°*). Le probléme (S) admet une solution si Uensemble
des conditions suivantes est vérifié:

*) Bien que ce théoréme présente une grande analogie formelle avec le théoréme
1 du travail [22], p. 45, il ne saurait en étre déduit a cause des limitations imposées
aux constantes qui interviennent dans celui-ci. Dans le cas ou @ (t) = M+Nt, si les
hypotheéses du théoréeme 2 sont vérifiées, le théoréme cité de Mlle Z. Szmydt
n'assure l'existence d’une solution du probléme (S) que lorsque sont vérifiées les
inégalités N+A4 <1 et N+B<1.
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1° g (x) =const pour xe{ a,, ay ) ou h(y)=const pour ye{B,, B2,
ou G(x,2z,q)=G (x,2), ou enfin H (y, z,p) = H (y, 2),
2° les hypothéses K sont vérifiées,
|f(x, y, 2, p, @< (2] +ip|+iq)
3° |Gz, 2, Q)| < ®(|z])+ A-|q/,
|H(y,z,p)| <®(z)+B- pj,

pour Xe< a;, az,, Yye P, fa, et z, p, q quelconques, les constantes positi-
ves A et B satisfaisant da l'inégalité

A-B<1

et @(t) étant une fonction nen négative et non décroissante pour te< 0, + oo}
telle que

lim ¢(I) =0
3o ¢
ou bien
(35) @(t)=M+N-t et max (az—a,,ﬂ,—ﬂ,)<]/ +-I:£B—— e
N-(A+B+2)

Nous nous bornerons a esquisser la démonstration de ce théoréme. Le
lemme 3 subsiste a cause de 1'hypothése 3°. De méme que dans le cas
du théoréme 1, nous appuierons sur le théoréme du point fixe de Schau-
der: nous considérons la transformation F définie par les formules (27)—
(30) et l'ensemble convexe et compact Z, contenant tous les couples

(p (x, ¥)), q(x,y) de fonctions continues dans le rectangle R qui remplis-
sent les conditions

P, Y| <P, |qlx,y|<Q,
px,y)—plx,PI<L|y—yl, ey —qEy)|<L-|x—z|
P,y —px, Y| <e(x,y|lr—x), gy —qxy)| <elxr,y, y—yl)),
ou les nombrgs positifs P et @ satisfont 4 la conclusion du lemme 3,
L=o(z|+(1+1):(P+Q)), = max (e, —a,, fs—§,), et les fonctions
& (x,y,0) et &(x,vy,d) sont définies d’'une facon analogue a celle qu'a

utilisée Mlle Z. Szmydt [22]. Si, par exemple, g (xr)=const ou
G (x, z, Q) — G (x, 2) on demande que l'on ait

y
(36) 5(2, 9, 0 =dO) +| | @ (2,0,5 (z,v,6) dv|
£ (x)
et

(37 & (x,9,8) =d(0) + 2(sup §: (z,,2 mﬂquw%%Wymmﬂ

(K yeR £
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pour (xr,y)eR et de(0,+ c0), d(d) et Q(8) ayant la méme signification
que dans la démonstration du théoréme 1 et

&;1(1‘, Yy, a):mln(z K: wi(x’ Y, 6)) pour i=1’2’
ou
K = max |f(xv Y,2,p, q)l

pour (x,y)eR, z| <|z +1-(P+Q),|p| <P et q| <Q.

(L’introduction des fonctions bornées w; assure, pour tout 8 > 0, l'exi-
stence des solutions &;, définies dans tout le rectangle R, des équations
(36) et (37)).

Théoreme 3. Le probléme (S) admet une solution si l'ensemble des
conditions suivantes est vérifié:

1° §=g(%), z=h(y);

2° g (x) = const pour xe{a,, a,,, ou h(y) = const pour ye{P,, B

3° Phypothése K est vérifiée;

4° il existe des constantes positives C et D et des fonctions A(x) et
B(y), continues et positives pour xe{a;, a, ) et ye{p,, f. >, telles que

(38) A(x)- B(y) <1,
et

|f(x,y,2,0,0)|"C+D‘VZ|»
G(x,2,q)| <C+D-|z +A(x) ql,
H(y,z,p)| < C+D-|z|+B(yl-!p|,

pour (x,y)eR et z, p, q quelconques.
La démonstration de ce théoréme sera facilitée par les deux lemmes
suivants.

Lemme 4. Dans les conditions du théoréme 3, il exriste des constan-
tes positives M et N telles que

|f(x,y,2,2,9)| <M+ N-(|z]|+|p|+Iq]),
G(x,2,q)| <M+ N:|z|+ A(x)-|q],
H(y,z,p), <M+ N-:|z|+B(y):|p|,

pour (x,y) € R et 2, p, q quelconques.
En effet, d’aprés (34) pour tout 4 == 0 existe

©* (8) =sup|f(x,y,2,p,9)—f(x,¥,2,P, Q)| < +

ou (xr y)e R, z est arbitraire et p,p,q et q vérifient 'inégalité |p —p| +
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+|q— q| < 4, étant d'illeurs arbitraires. La fonction w®(d) est non dé-
croissante. Il est aisé de montrer que

w® (8, + 8,) < w*(8,) + ©w*(8,) pour 6, =0 et 8., >0,

d’ou
ow*(n-d)<n-w(d pour 6>0 e n=1,2,3,..
0*(0) <o (6] +1)<(é] + 1) 0* (1) < w* (1) (1 +9),
ou [68] désigne la partie entiére du nombre 8. Par conséquent
f(xy2p9—f(x7y200 <o*(p|+q) <w*(1)-(1 +[p| +q))
et il suffit d’admettre M = C + »* (1) et N=max (D, o°® (1)).
Si la fonction z (x,y) et ses dérivées 0z/0x, 0z/dy et 02z/dxdy sont

continues dans un ensemble Z, nous dirons qu’elle est de classe C!'* dans
cet ensemble.

donc

Lemme 5. Supposons que ’hypothése K soit vérifiée, que la fonction
f (x,y, 2, p, Q) soit continue pour (x,y) e R et 2z, p, q quelconques et que la
fonction z (x, y), de classe C''* dans le rectangle R, vérifie I'équation (1).
Considérons le segment de droite

r=const==Xela;, @, Ye'y,y", ou B, <Y<y’ <p,.

Les valeurs de la dérivée 0z/0x le long de ce segment sont univoquement
déterminées si Uon donne les valeurs de la fonction z(x,y) le long de ce
segment et la valeur de la dérivée 0z/0x en un point quelconque de
celui-ci.

En effet, soient (T,y) les coordonnées du point du segment ou la valeur
de la dérivée 02/0x est donnée et soit P cette valeur. Désignons par p (y)
la valeur de la dérivée 0z/dx le long du segment considéré. Alors

dp(y) _ d (9z(x,y) L1 0z(x,y) Oz(x,y)\|
dy ~ dy| ox | ~’—f(lx,y,z(:c,y), oxr ' Oy

X =¥

X=X

Désignons par u (y, p) une fonction continue, déterminée univoquement
par la fonction f(x,vy,2, p,q) et par les valeurs z(Z, y) au moyen de la
formule

= = = dz(i-yl
v(yp) f(x,y,Z(x.y).p. 3 )

\
Nous aurons alors

| dp (y)
(39) | dy

p(¥)=p.

=y, p)

Comme B . .
ly(y,p)—y @, D) <o, @y p—p)
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ou w, est la fonction qui intervient dans I'hypotése K, la fonction p (y)
est univoquement déterminée par les conditions (39) en vertu du théoréme
d’unicité de Kamke (cf. [9], p- 99) et le lemme est ainsi démontré.

Les roles des variables x et y peuvent évidemment étre échangés
dans ce lemme. Il résulte de ce lemme que si 'on a, dans d’hypothése K,
deux rectangles fermés dont les intérieurs sont disjoints et le cété
commun est parallele a l'un des axes coordonnées, tous les deux
contenus dans le rectangle R, et si dans chacun de ces rectangles une
solution de classe C!'*) de I'équation (1) est donnée, enfin si sur le cété
commun des deux rectangles les valeurs sont les mémes et en un point
de ce c6té les dérivées (unilatéres) dans la direction perpendiculaire a ce
coté sont les mémes pour les deux solutions, alors ces solutions prises
ensemble fournissent une solution de l'équation (1) de classe C!!*) dans
la somme de deux rectangles.

Démonstratiqn du théoréeme 3

Pour fixer les idées, nous admettrons que h (y) = const. En vertu du
lemme 5 on peut admettre, sans nuire a la généralité, que le graphique
de la fonction x==~h (y) est un des c6té du rectangle R. Pour fixer les
idées, nous supposerons encore que a;,=0, a,=a, f,=—f,=§#, (x,9)=(0,0)
et h(y) =0 pour |y|<p.

Soit Ry, le rectangle défini par les inégalités

0<z<ay, Yyl 0<ay<a, 0<B,<B,

tel que

(x)] < B, pour xe0,a,
et -

All Bll

40 l —1
) °<V1+N (Ao+Bo+z)
et g r
41 =< -—1
(41) l B T2

ou N est le nombre défini dans le lemme 4,

l, = max (a,, 2 8,),

A, =(:nax Al(x),
B, = max B(y),
Ly <
B = max B(y).
lyi<p

Un tel rectangle existe en vertu de I'hypothese 1° et de la condition (38).



Sur l'existence des solutions. .. 93

D’aprés 'inégalité (40) il existe, en vertu du théoréme 2 et du lemme 4,
une fonction 2y, (x, y) qui constitue la solution du probléme (S) pour le
rectangle R,,,.

Désignons par Ry le rectangle déterminé par les inégalités

0<x. @y ‘yl‘(fﬂ

Partageons le rectangle R; en les rectangles

Ro = {(z,y); 0 < x < @, max(—4,(2i —1)B,) < y < min (,(2i +1) ,)},
i=my,m,+1,..,—1,0,1,2,..., n,

D’aprés l'inégalité (41) il existe, en vertu du théoréme 2, une fonction
201 (x, y) de classe C"'*) dans le rectangle Roj, satisfaisant a 1'équation (1)
et telle que
0201 (0, y) .
Old(y— Y_y y, 20.1(0, y) (0 y)’ pour B, < y < min(g, 3f,)
et
20,1 (x. B,) = 200 (x, p,) pour xe<0,a, .

Pour constater qu’une telle fonction existe, il suffit d’appliquer le théo-
réeme2 en posant R = Roj, (T, §)=(0, Bo)s 9(x) = B, h (y) =0, 2 =1200(0,p,)
et G(x, 2z ,q) =dzo(x,p)/dxr pour xe<0,a,>. On peut alors admettre
B =B et A> 0 assez petit pour que l'inégalité (35) soit satisfaite pour
a,=0, ay=a, B,=4p, B.=3p, ce qui est possible grace a I'inégaliteé
(41). En vertu du lemme 5 nous obtenons ainsi une solution du probléme
(S) dans le rectangle Rgo + Ro1. En procédant pareillement nous obtenons,
aprés un nombre fini de pas, la solution du probléme (S) dans le rec-
tangle R,.
Soit
A= max A(x),

l<x< &

et désignons par l; un nombre positif tel que

l, < -——1,
]/ +N (A+2)

et
max g(x’)—gx")| <’ f:.l—}—————! - —1.
0< x' 7"‘%1 '/ N- (A+2)

Alors il existe un rectangle

Rio= (x,y); a, < & < min(a, a,+1,), 8 <y < Bil,
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tel que

—B<B<B < B, p — ﬂm]/ +N{A+2) 1,

T < g(x) < B2 pour a, < x < min (a, a,+1,).

et

Soit z10(x, y) une fonction de classe C!'*! dans le rectangle Ry, satisfaisant
a I’équation (1) et telle que

‘1‘3_"( 9(@) = G(z, 210 (x, g(2)), ° d “(z, g(x))

pour a, < xmin(a, a,+1,)
et
z10(a, Y) =2, (a0, y) pour ye{Bi, B2 ).

De méme que la fonction 2o1(x,y), cette fonction existe en vertu du théo-
réme 2. Soit ensuite 211(x, y) une fonction de classe C!'*) dans le rectangle

R1‘1= ‘(x, y), a, Zax ‘min(ay a0+ll))ﬂ5 ‘/y<ﬂ}’
satisfaisant a4 1'équation (1) et telle que
z11(x, B3) =z10(x, f3) pour a, < x < min (a,a,+1,),

211 (ag, y) = z,(ap, y) pour ye{fs, B .

Cette fonction, qui constitue une solution du probléme de Darboux, existe
en vertu du théoréme 2 du travail [10] (p. 78; nous avons signalé dans la
note au bas de la p. 78 que ce théoréeme est valable dans I’hypothése K).
De la méme facon nous définissons la fonction 211 (x, y) dans le rectangle

Ry_1= {(.’t, y); a, < x < min (a, a0+ll)v_ﬂ <Y ﬂ”

Nous obtenons ainsi, en vertu du lemme 5, une solution du probléme (S)
dans le rectangle

R, = |(x,¥);0 < x < min(a,a, + 1,),|y| < B}.
En prolongeant cette solution, d'une fagon analogue, sur les rectangles
R" = {(x’ y)’ 0 h —‘ X - / min ((1, a, + nll)) |yl ‘: ﬂ}!n = 2v 31 sty

nous obtenous, aprés un nombre fini de pas, une solution du probléme (S)
dans tout le rectangle R. Le théoréme 3 se trouve ainsi démontré.
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VI
Hypotheses H. 1° 11 existe des constantes positives C et D telles que
|f (x,9,2,0,0)| <C + D-lz,
|G (x,2,q)| <C + D-(|z]| + qi),
|H(y,2,p)| <C+ D-(lz| +|q}),
pour (x, y) € R et 2, p, g, quelconques;
2° si (x,y)e R, y=g9 (x) et x=h(y), on a (x,y) = (x,y) (c'est-a-dire
le point (Z,y) est le seul point commun des courbes y==g (x), x¢{a,,a,
et x=h (y)1 Ye ‘/\‘ﬁl ’ ﬂ)/)v
3° 1l existe un >0 tel que

If(x,9,2,0,@) — f(x,9,2,p,0) <w(lp—p +|qg—ql),
|G (x,2,q)—G(x,2,q) < A-|g—ql,
'H(y,z2,p)—H (y,2,p)| <B-|p—p|,

pour (z,y)eR tels que |x—zx| <7y et [y—3y <y et pour zp,q,p,q,
quelconques; les constantes positives A et B remplissent la condition

A-B<1

et w(d) est une fonction continue et non décroissante pour €< 0, + o0),
telle que w(0)=0, w(8) >0 pour 6= 0, et
)

‘ Jd('i—)=+oo pour 6=>0.
0

Théoréeme 4. Le probléeme (S) admet une solution si les hypothéses K
et H sont vérifiées et si le seul point commun des courbes y=—g (x),
Te'a,a,> et x=h(y), yelf,,fs, (daprés H, 2° c’est en méme temps
le point (x,y)) est un des sommets du rectangle R *).

Démonstration. Pour fixer les idées, supposons que l'on {a,.a, =
={0,a>, {f,fs>=1<0,8>, et que le seul point commun des courbes y=
g(x), re{0,a> et x="h(y), ye<0,p)> soit le point (0, 0).

Soit

g(x) =nmﬁx‘g(t) pour xe-0,a),

h (y) = max h (t) pourv yel0,p).
0ty

*) 11 serait désirable de remplacer, dans ce théoréme et dans le suivant, les
hypothéses H par les hypothéses 4° du théoréme 3. Pour le moment, nous n'y avans
pas réussi, car dans les démonstrations nous nous appuyons sur le théoréme 1.
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Si x>0, on a h(g(x)) <z. En effect, si pour un xe€{0,a> on avait
h(g(x)) -»x, comme h(g(a)) <a, il existerait un xelx,a) tel que
h(g (x))=x. Mais, le point (x,y), ou y =g(x), serait alors un point
commun, différent de l'origine, des courbes y=g(x), x€{0,a> et x=
=h(y), ye<0,p).

Si pour un point (x,y)eR on a y=g(x) et x=h(y), il existe un
xel{0,x) tel que y=g(x)=g(xr) et h(y)=x >z, d'ou, en vertu de
ce qui précéde, r=0 et par suite y=g(r)=g(0)=0 et x=nh(y)=
=h (0) =0, donc (x,y) = (0, 0). Par conséquent, le seul point commun des
corbes y=g(x), x¢0,a et x=nh(y), ye{0,8> est 'origine. Ceci établi,
on démontre d’'une facon analogue que T'origine est aussi le seul point
ccmmun des courbes y=g(x), xe{0,a > et x=h(y), ye<0,8> d'ou il ré-
sulte que h(g(x)) <=z pour x>0 et g(h(y)) <y pour y= 0.

Soit N le nombre positif défini dans le lemme 4 et l; un nombre positif

tel que
lo < 7, lo / min (a, ﬁ)
et

(42) z<]/1+N(A+B+2) 1.

Si 'on avait g(l,) >1, et h(l,) >1, on aurait aussi h(g(l,)) =1, puisque
la fonction h (y) est non décroissante. C'est pourtant impossible, car [,>>0,
donc

min (g (1), k(1) <1,

Pour fixer les idées, supposons que g(lp) <ly. Désignons par 1* le plus
grand nombre de l'intervalle 0 <<y <<g tel que h(y)=<1,. On a I*>=>g (),
sinon il existerait un y < g(l,) tel que h (y)>1, et on aurait alors
h(g(ly)) > h(y) >1,, ce qui est empossible. Evidemment on a aussi 1*>> 0,
puisque l, > 0. Désignons par R; le rectangle déterminé par les inégalités

0 x <l 0y <min(l,!*).
Sixe<0,1l,),onao0 -« g (x) < g(x) < g(ly) << min(l,, I*), si ye < 0, min (I, 1*),
il vient 0 < h(y) <h(y) - h(1*) < 1, Dans le cas ou h(l,)) <l,, le rect-
angle Ri est défini d’un facon analogue. On peut donc affirmer qu'il
existe un rectangle

Ro={(x,y); 0 <x<a® 0y <p*); 0<a®<a 0<p*<
tel que
“g(x) < p* pour xel0,a*),
0 h(y)<<a® pour yel0,p°),

at <, ﬂ‘ < ly
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‘D'aprés l'inégalité (42) et les hypothéses H, 3° il existe, en vertu du
lemme 4 et du théoréme 1, une solution du probléme (S) pour le rectangle
Rg. En procédant comme dans la démonstration du théoréme 3, on peut
prolonger cette solution de maniére i obtenir une solution du probléme (S)
pour le rectangle

Ry={(z,y); 0 <x <ay, 0<y < Boly
ou B,=p* et a, est le plus grand nombre x de l'intervalle (0, a) tel

que g (x) < B, (donc a, > a®).
Il existe un nombre positif §, tel que

(43) size aya> et h(y)==x, on a y > g(x)+4,,
(44) siyelB,p et g(x)=y, on a x}ﬁ(y) + 6,
Sinon, il existerait une suite de" points (x,, y,) €R telle que
(a) Zneay, @), Tn=h(ya), Yn << g (xa) + %,

ou bien

(b) Yne < Boy B, Yn =9 (), 20 < B+,

et on pourrait admettre dans les deux cas que la suite (x,.y,) est con-
vergente. Soit (xy, yo) =1lim (x,, y,). Alors
n—oco

(a) Toeag, a, Xy = h (yo), . Yo < g(xo)
ou bien
(b) Yo€<fn b Yo = 9 (xo), T, < h (Yo)-

Dans le cas (a) on a yo=> 0, puisque h (yo) = x>0 et en méme temps
Yo < g(x) = g (h(y,), dans le cas (b) on a x>0 et en méme temps
x, < h(g(x,)); mais l'un et I'autre sont impossibles, puisque h(g(x)) <<zx
pour x>0 et g(h(y)) <y pour y = 0.

En appliquant ensuite le procédé utilisé dans la démonstration du théo-
réme 3, nous prolongerons la solution du probléme (S) pour le rectangle
Rj successivement sur le rectangles

Ri={(x,1);0<x<a,0<y<§,)
et
Ri={(x,9)0<x<a,0<y<8p,

ou B, est le plus grand nombre y de l'intervalle <0, ) tel que h_(y)< ay et
a, est le plus grand nombre x de l'intervalle {0, a> tel que g(x) < B,.
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Comme h(8,)=a, ou bien a,=a, on a d'aprés (43) , > min (B, g (a;)+ ;).
Mais on a de méme g (a,) =4, ou bien a,= a, et a,= a entraine §, =, donc

B, > min (B, B, + &,).
Comme g (a,) = p, ou bien a, = a, on a d’apres (44) a, > min (a, h(8,) + 6,).
Mais h(8,) =a, ou bien 8, =4, et f, = f entreine a, =a, donc

a, > min (a, a,+ d,).

La solution du probléme (S) pour le rectangle R; sera prolongée d’une
facon analogue sur le rectangle

. R2={(xsy);0<x€a2:0<y<52}:
ou
B, est le plus grand nombre y de ’lintervalle <0,8> tel que h(y) < a,,
a, est le plus grand nombre x de l'intervalle <(0,a> tel que g(x) < f,.
Alors nous avons

a, > min(a,a, + 26,), pf, > min(B,B, + 28,).
En procédant de méme on obtiendra, aprés un nombre fini de pas, la

solution du probléme (S) dans tout le rectangle R.
Théoréme 5 *). Le probléme (S) admet une solution si les hypothéses
K et H sont vérifiées et si les inégalités suivantes ont lieu (de la résulte
H, 2°): _
lg@—y|<a-lx—z| pour xela,ay,
lh(y)—z| <b-ly—y| pour yelpy, P,
ou a et b sont des constantes positives telles que
a-b<l.
Démonstration **). Pour simplifier, admettons ay=—a,=a, f,=

=—p,=p et (x,y)=1(0,0). Soit N le nombre défini dans le lemme 4
et désignons par Ry le rectangle déterminé par les inégalités

|x|<am |yI<ﬁo; 0<ay<a 0<B,<B, B,=naaq,

tel que
) a,<<m, ﬁo<77»
2max(ao,ﬂo)<]/1+ﬁ?:_,q—¢%—l

*) Généralisant un théoréme donné dans le travail [4], ce théoréme va plus loin
que celui qu'on obtient directement du théoréme 1 (cf. p. 76).
*¢*) Comparer [17]. :
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Nous avons alors
g(@)|<a,ra=4p, pour |z|=< a,

|h(y) < b- ﬂo<“’ﬁo—ao pour |y| < B,

En vertu du théoréme 1 il existe une solution du probléme (S) pour le

rectangle Ry.
Sl min (ﬁ, a"_l), si ap-1<<a,
Bn= b
n
ﬂ, si Qn—y = a,
I min (a, ﬂ") , si pa<<B,
an =

a, si ﬂ’l =ﬁ!

pour n=1,2,3,.. On prouve aisément par récurrence que l'on a, pour
tout n=12,3, ...

(45) fn > min (ﬂ, o b)")' a, ~> min (a, e b)") 3

En effet, les relations (45) ont lieu pour n=0; supposonsles vraies
pour un n donné, alors

. 5 ]
si an=a, on a Bnyi=f>minliBb AH—,),

"' (a-b)
] . {, Qn) Gl Bn
si an<<a, on a fni1=min kﬁ, T}l et an="", donc

Ba+1=min kﬂ, ﬁb) > min (ﬂ. a—%,(a—f%) — min (ﬁ, (a—%;)

si (1=f, on a =a_>min|a,
ﬂnl ﬁ Qn 41 a . ('(ﬂ'b}'”’;l,

ﬂn-!-l

" a,
si Bay1<<p, on a a,.+1=mm(a, T) et ﬂ”l=?ﬁ' donc

— mi n | - : A G =% .
aa +1 = MiN (a, ‘?. b) -~ min (a, a-b'la-byt! = min|a, (a- by’
D’autre part
l min (ﬂ, aa,ﬂn) < Bn- Si ﬁn <ﬁ)
| min (8,aa) < f=10n, si Bu=05,
( min (a,bB, an—1) < @an—1, Si an—1<<a,

min (g, bia) = i min (a,bf) < a=an—1, Si G1=0q;

min (§, aan) =
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par conséquent on a, pour tout n=1,2,3, ...,
(46) min (8, aas) < fx, min(a, bfa) < an—1.
Désignons par R et R, n=1,2,3, ..., les rectangles
Ri= |(x,y), |x! < an—, |y| < Bal,
Ro=|(x,y); |x| < an, y <ﬂn]

D’aprés (46), on a
lg(x)| <Bs pour | < an,

|h(y)| < an—1 pour |y|< B,

donc, en appliquant le procédé utilisé dans la démonstration du théo-
réme 3, on peut prolonger la solution du probléme (S) pour le rectangle R,
successivement sur les rectangles

R R, Ry, R, RS, Ry, ...

Puisque a-b <1, on obtient d’aprés (45), en répétant un nombre fini de
fois I'application de ce procédé, la solution du probléme (S) dans tout le
rectangle R.

Vil

Le probléme de Goursat (cf. [6] et [7]) pour l'équation (1) con-
cerne l'existence et l'unicité de la solution de cette équation qui admet
des valeurs données a l'avance le long de deux courbes représentées par
les équations y=g (x) et x="h(y), ou g (x) et h(y) sont de classe C",
ayant exactement un point commun. Ce probléme peut étre formulé de
deux maniéres.

Probleme ((G,). On suppose que les fonctions g (x) et h (y) sont non
décroissantes pour xe{a;,a,, et yelf,,f,) et que lon a gla)=24,,
h(B,) = a,, h(g(x)) <x pour x> a,, g(h(y)) <y pour y = f,, et on cherche
une solution de I'équation (1), déterminée dans l’ensemble

A—{(xr y)1 h(y) 02) g(.‘L‘ y<ﬂ2})
qui admette des valeurs données a I’avance le long des courbes y =g (x)
xela,a,, et x=h(y), ye(p,,f,>°).

*) On peut énoncer le probléme de Goursat d'un fagon analogue si les fonctions
g (x) et h (y) sont non décroissantes et g(a,) = #s, h(8;) = a,, si les fonctions g (x) et h (y)
sont non croissantes et gla;) = g,, h(8;) =a,, et enfin, si les fonctions g (x) et h (y) sont
non croissantes et gl(a,)=4,, h(8,) = a,. L'hypothése relative a l'allure monotone des
fonctions g (x) et h (y) n'est pas, comme il résultera du théoréme 8 de ce chapitre,
nécessaire pour l'existence d’une solution du probleme (Gj). Elle est pourtant essen-
tielle pour l'unicité de cette solution, méme pour l'équation 9%*z/dxdy = 0 ce qui
résulté d’'un exemple donné dans le travail ,Sur 1*unicité des solutions de certains
problémes relatifs a ’équation 9%z/dx dy = f(x, y, 2, 0z/dx, 0z/3y)" qui fera suite au présent.
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Probléeme (G,). On suppose que les courbes y =g (x), re{a,, a,)
et x="h(y), ye{ B, P2 > sont contenues dans le rectangle

R={(x,y); & < x < ayf <y<pB,)

et ont exactement un point commun. On cherche une solution de I'équa-
tion (1), déterminée dans le rectangle R, qui admette le long de ces courbes
des valeurs données a l'avance.

Dans le travail [10] j'ai énoncé un théoréme sur l'existence d'une
solution pour le probléme (G,) moyennant des hypothéses assez faibles.
Il s’agira maintenant de théorémes analogues pour le probléme (G,). Ils
seront des conséquences des théoremes du chapitre précédent et du théo-
réme 1 du travail [10] (p. 78).

Hypotheéses H. Désignons par R le rectangle déterminé par les iné-
inégalités
a,ST<ay By SY= By aa>ay, B, P
Nous supposons que:

1° la fonction g (x) est de classe C'" dans l'intervalle { a,, a, >, la fonc-
tion h (y) est de classe C!" dans l'intervalle {f,,f, >, et on a

By<g(x)<p, pour xelaya,),
a,<h(y)<a, pour yelf;,f,,,
les courbes représentées par les équations y = g (x), xe < ay, a; ) et o=h(y),
ye{ B, Ba> ayant exactement un point commun, que nous désignerons
par (z,9),
2° les fonctions ¢(x) et y(y) sont de classe C" pour Tela,, ay) et
Ye ﬁnﬁz , et on a q’(i')=W(y),
3° la fonction f (x, v, 2, p, q) est continue pour (x,y) € R et 2, p, q quel-
conques, les hypothéses K sont vérifiées et il existe des constantes posi-
tives C et D telles que |f(x,y 2,0:0)|<<C+D-|z| pour (x,y)eR et z
quelconques,
4° il existe un 9 > 0 tel que

fx,yz2.0,0—f(x,4.2,09)| < w(lp—p|+Iqg—7q))

pour (x,y)€R tels que x— x| <7 et|y—y|<ny et pour z, p,p,q,q quel-
conques, o w(d) est une fonction continue et non décroissante pour
de 0,4 00), telle que w(0)=10, w(d)=>0 pour é >0 et
)
" du
—_— 6 0.
j o + oo pour
0
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Théoreme 6. Si

1° les hypothéses H* sont vérifiées,

g T B LY
|h(y)—x| <b-[y—x| pour yel BB,
oua>0b>0etab<l,
il existe une fonction z (x,y) de classe C""*) dans le rectangle R qui satis-
fait a ’équation (1) et aux conditions
(47) { z(x,g(x))=g(x) pour zxela,aq,,
z2h(y),y)=y(y) pour yelp,,fa-
Ce théoréme généralise le théoréeme 2, [20], de Mlle Z. Szmydt.
Démonstration. Les conditions (41) sont équivalentes aux suivantes:
g—;(x,g(r)) = —x'(z) gg(x.g(x)) +¢'(x) pour xelay, ay),

) vy O :
5y @9 =—H @) Z(h @)y +y'@ pour yeh fo),

z(x, Y) =@ (X) =y (¥).
Posons

G(x,2,9)= —g'(x)-q +¢'(x),
H(y,z,p)= —h'(y)-p+v' ),
z =gp(@)=p(®).
En vertu de 2°, on a |g'(x)|<le, | h'(y)|= b on peut donc trouver un 5°=>0
tel que pour (x,y)eR satisfaisant a |x— x| <7 et |y —y| < n° on ait
|g’(x)-h'(y)| < 1. Par conséquent, pour les fonctions G et H définies ci-

dessus lies hypothéses H sont vérifiées et le théoréme 6 résulte du théo-
réme 5 du chapitre précédent.

Théoreme 7. Si

i° les hypothéses H* sont verifiées

2° (p,y) est un des sommets du rectangle R et

3 g’ @) R (@G <1,
il existe une fonction z (x, y) de classe C''*) dans le rectangle R qui satisfait
a U’équation (1) et aux conditions (47).

Ce théoréme résulte du théoréme 4 de méme que le théoréme 6 découle
du théoréme 5.
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Théoreme 8. Si

1° les hypothéses H* sont vérifiées,

2° (x,Y) est un des sommets du rectangle R,

3° il existe une fonction x(x.y) de classe C""' dans le rectangle R dont

les dérivées satisfont aux conditions de Lipschitz
| % (z,9) — % (@, y)| < K-ly—y,
1% (z, y)— %, (x,y)| < K-lz—x],
ou K est une constante positive, telle que
g(x)=y(x,g(x)) pour xelay,ay),

y(@y)=yx(h(y)y) pour yelf,pfs)

4° toutes les fonctions di*(x)/dx, n=0, 1, 2,...,, ou A°(x)==x, A"t (x)=
=h(g(A"(x))), sont bornées dans leur ensemble dans lintervalle, (a,,a,),
il existe une fonction z (x, y) de classe C"'* dans le rectangle R satisfaisant
a l’équation (1) et aux conditions (47).

Démonstration. Pour fixer les idées, admettons (x, ) =(a,, 8,)=(0,0),
a;=a, f;=p. Comme nous I'avons montré dans la démonstration du
théoréme 4 on a h (g (x)) < zx pour x>0, donc 0 << h (g (x)) < x; de laon
tire 0 < dh (g(x))/dx |x=0 <1, c’est-a-dire 0 <h’(0)-g’(0) < 1. Si g’ (0)-h'(0) <1,
le théoréme résulte du théoréme 7. Supposons donc que g’ (0)-h’'(0) = 1.
Comme g (x) == 0=g (0), h (y) == 0= h (0), on a alors g’ (0) =0 et h'(0)=>0.
11 existe donc un d¢(9, min (a, 8, 7)) tel que

g (x) >0 pour xe<0,8, h'(y) >0 pour yel0,8).
Désignons par 4, I'ensemble déterminé par les inégalités
h(y) <x <4, glx) <y <.

En vertu du théoréme 1 du travail [10] il existe- une fonction zy(x, y) de
classe C"'* dans un ensemble ouvert D, 4,, qui satisfait dans 1’ensemble
A, a 'équation (1) et aux conditions

z,(x,g(x)) =g@(x) pour xe(0,8), z,(h(y),y)=y(y) pour ye 0,8
Soit
4, =\z,y) 0<x <4 0<y<gW@)

et
A= ((x,y); 0<x<h(y), 0<y<d}.

En vertu du théoréeme 2 du travail [10] il existe une fonction 2(x, y) de
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classe C"*) dans un ensemble ouvert D, D) 4 qui satisfait dans I'’ensemble
4, a I'équation (1) et aux conditions

z,(0,0) =2,(0,0),
o (x,g(x) = 0z, (x,g(x)) pour xe:0,8>
dx 24 dx '’ =l

9z, _ 9z 08
oy (x,g(x) = 5 (x,g(x)) pour xe 0,0).

De ces conditions résulte que
2, (x,g (x)) = 2,(x,g (x)) pour xe<0,4 .
Une fonction semblable zy(x, y) existe pour l’ensemble 4,. Les fonctions
2o(x, y¥), z(x, y) et z5(x, y) donnent ensemble une fonction z*(x, y) de classe
C"*) dans le carré déterminé par les inégalités 0 << x <4, 0 <<y << 4, qui
satisfait a I'équation (1) et aux conditions
z* (x,g(x)) =g¢(x) pour xe 0,4,
2" (h(y),y) =y(y) pour ye<0,6.
L’ensemble des conditions
z(x,8) =2*(x,8) pour xe€<0,6),
2(6,y)=2"(4,y) pour ye 0,0),
2(x,g(x) =¢(x) pour xeld,a’,
z(h (), y)=v(y) pour ye 4,6,
étant équivalent a celui des oconditions
z2(x,0) =2"(x,8) pour xe€<0,6),
z(6,y)=2"(4,y) pour ye<0,6),

%%(x,g(x))=—g'(x)-gg(x.g(x))-kw'(x) pour xe<d,a,

9 o0 , ;;
oy M@Y= =@ 3* () + @) pour ye<sp,

on peut, en procédant comme dans la démonstration du théoréme 4, pro-
longer la fonction 2*(x, y) en une fonction z (x, y) de classe C!'*) dans tout
le rectangle R, qui satisfait a 1'équation (1) et aux conditions (47). Le
théoréme 8 est ainsi démontré.

Les théorémes 7 et 8 étendent a I’'équation (1) les résultats établis pour
I'équation 022/0x0y — f (x,y) dans le travail [2]. Les exemples donnés
dans le travail [2] montrent que les hypothéses 3° et 4° sont essentielles
pour l'existence d'une solution et, sans elles, le théoréme serait faux,
méme pour I'équation 02z/0x0dy == 0.
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Streszczenie

Praca zawiera twierdzenia o istnieniu rozwigzan dla nastepujgcego
ogoélnego problemu, dotyczacego rownania

(1) 2y =f (2,9, 2,21, 2y),
postawionego przez Panig Z. S zmydt.
Problem (S). Niech R oznacza prostokat
g, <x<a, f<yY=<Sf,.

Dane sa funkcje f(x,y 2, p,q), G(x,2,q) i H(y, 2, p), ciagle dla (x,y) ¢ R
i 2, p, g dowolnych. Ponadto dane sg funkcje g (x) i h (y) ciagle odpowied-
nio w przedzialach (a,,a,) i {8,, 8, > spelniajace nieréwnosci §, < g(x) < g,
i a; < h(y) < a,. Wreszcie dany jest punkt (r,y)eR oraz liczba z. Poszu-
kiwane jest rozwigzanie z (x, y) réwnania (1), okrelone i ciggle wraz z po-
chodnymi z., 2y i 2xy w prostokacie R, spelniajace warunki

z:(x,9(x)) =G (x,2(x,g (), 2y (xz, g (x))) dla xelay,ay,
zy(h(y),y)=H (y,2(h (y),y), 2:(h(y),y) dla ye<B,bs,
z(2 ) =z.
Gléwny wynik, uzyskany w pracy jest nastepujacy.
Twierdzenie. Zalézmy, ze

1° sup _Zjl"(x)—l"“‘(x)‘<+oo

aENTy g )
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i o=

s?g [ (y) — u" " (y), < + o0,
gdzie
A=z, I'(x)=h(@@A" @), L=y, p"*'@W=ghE @)
20 3f(xyy,2.P, q)_f(xryizvﬁvé)l < w(|P—p| + |q—§l),

gdzie funkcja w(8) jest ciggla i miemalejqca dla 6 < 0,w (0)=0, w(d)=>0
dla § >0, oraz
s

(ﬂl’ =400 dla >0,
o (u)
0
& |G(x,2,9) —G(x,2,q)| <A-[q—q],

|H (y,2,p)—H(y,2,p)| <B:|p—pl,

gdzie state dodatnie A i B spelniajq nieréwnosé

A-B<1,
¥ If(x,y.2,0,9)| < ®(|z| + |p| + [q])
|G (x,2,q)| < ®(|z]) + A*|ql,

<
|H (y,2,p)| < @(|2]) + B*|p|,
gdzie stale dodatnie A* i B* spelniajq nieréwnosé
A®-B* <1,

a O(t) jest funkcjg nieujemng i niemalejgca dla te<0, + o), takq, zZe
badz

i @O _ o
{400
bqdz tez
przy czym

max(a,—a,,ﬁ,-——ﬂ,)<]/l+N(l—A B* o

N BTD
Przy powyzszych zalozeniach problem (S) posiada rozwigzanie.

Dowéd tego twierdzenia opiera sie na twierdzeniu Schaudera
o punkcie stalym.

W dalszym ciggu pracy dowodzi sie kilku twierdzen o istnieniu roz-
wigzania problemu (S) przy specjalnych zalozeniach o funkcjach g (x)
i h(y), oslabiajac natomiast zalozenia 4° i czesciowo zast¢pujac waru-
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nek 2° przez ogolniejszy warunek (warunek K, rozdzial V), pochodzacy
od A. Plisia. W dowodach tych twierdzen stosuje sie metode, pozwa-
lajacg wyznaczy¢ rozwigzanie problemu w calym prostokacie R przez
sklejanie rozwigzan, okreslonych w mniejszych prostokgtach.

W ostatnim rozdziale podane sa, latwo wynikajace z powyzszych twier-
dzen, twierdzenia o istnieniu rozwigzania zadania Goursata dla row-
nania (1).

Peszwme

Orta pabora COmEpPKUT TeOpeMbl O CyLIECTBOBAaHMM PELIEHMI AJA CJe-
oymoueir obuyeit mpobsieMbl, OTHOCALENACA K ypaBHEHMIO

(1) Z.\y — f (.'L', y) Z, Z_r, z)’)v

nocraBJeHHoir ManaM C. IlImbigT.
IIpobnema (S). Ilycte R o6Go3HauaeT HpAMOYTOJBHUK

ay < T < ay, br<y<ph,

Haub! oyuxkunu f (x,y,2,p, q), G(x, 2,q) u H (y, 2, p) HenpepbIBHbIE 414 (T, Y)
€R m npou3BoJabHBIX 2, p, q. CBepx Toro manbl pyHKUMM g (r) 1 h (y)
HenpephLIBHbIE B CETMEHTaX COOTBETCTBEHHO < a,, a, > € ¢ B, B, ), UCMIONHAIO-
e HepaBeHcTBa f; < g(x) < B, u a, < h(y) < a,. K TomMy fmaHa Touka
(x,Y)eR n umcyo z. Ymeres pewenne z (x,y) ypaBHenmsa (1), onpenené-
HOE ¥ HeINpepbIBHOE BMECT€ C NPOU3BOAHBIMMU 2, Zy M Zry B MPAMOYTLOJIb-
HMKe R, MCIOJHAIOLME yCJIOBUA

ze(x,9 (x)) =G (x,2(x, g (X)), 2y (x, g (X)) nna zxelay, ay),
zy(h(y),y) =H(y, z(h(y), y), 2:(h(y), y) Ana ye’py, B>,
z(x,y) = z.
T'naBHbIt pe3yJsbTaT, IMOJY4YEHHBIM B 5Toit pabore, cocTour B cJiefyro-
em,
Teopema. IlosozkymM, 4TO

10 sup ‘}: "lll(x)_xnol(x) - +O
L= . n-0

n
e .S Y — )"t Y) < + oo
AVt n=0

Fae
Alx)==x, iI""'(x)=h(g(x"(x)), s’y =y, p"*'(y)=gh ")),
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2’ |f(l',y,Z,P,q)|—f(x,y,2,f),qn < w(p_p:+:q_q|))

rae pyHKuMsa o (6) HenmpepbIBHa M HeyGbiBawwaa aaa 4 >0, o (0)=0,
w(8) >0 gna 6 << 0, a Takxke

4
du
fw(u)—-{-oo ana 6 =>0,

0
¥ G(x,z,9 —G(x,2.9)| < A-[q—q,
‘H(y,z,p)—H(y,2,p)|<B:|p—p,
rae noJIoXuTedbHble A MU B MUCIIOJHAIOT HEPaBEHCTBO
A B> 1,
& flx, .0, @) <®(z|+|p +1q)),
|G(x,2,qQ)|<d(iz)+ A* q,
|H(y,z,p)| < ®(/2z))+ B*[p],
rae ITOJIOXKUTEJIbHbIE MOCTOAHHbIe A®° M B*® ucnosHsOT HepaBeHCTBO
A*-B*<1,

a @ (t) ectb pyHKUMA HEOTpMLATENbHAA U HeyObiBawowaa axa te{ 0, -+ oo),
Takas, 4YTO WU

lim S o,
1ot T

NN 2Ke

npuuém

5 A. Bo
max (a; —a,, f, —B8,) << ‘/1 e A‘ TB 19

IIpu BrmIENIpMBEREHHBIX MPEAIOCHIIKAX npobsema (S) umeeT pelleHue.

Jloka3aTenbCTBO 3TOM TeopeMbl onmupaeTcs Ha Teopemy Illaynepa o mo-
CTOAHHON TOYKe.

Hdajnee moKa3aHO HECKOJILKO TEOPEM o CYLLUECTBOBAHMM pelLueHuit Ipo-
6nembr (S) mpy crenMasIbHBIX NPERJIOKEHUAX OTHOCUTENbHO QPYHKINMA
g(x) n h(y), ocnabasaa B3aMeH TOrO NMPOAMOCLUIKY 4° M 3aMeHAA OTYAaCTH
ycaosue 2° Gosee obupm ycsoBueM (ycnoBue K, rnasa V) mpeqroxKeHHbIM
A. Mlnaucem. B 3™X Q0Ka3aTeJbCTBaX NMPUMEHAETCHA METO[, ITO3BOJIAIO-
LMt HAATU pellleHMe B LeJIOM IIPAMOYroJibHMKe R mocpencTBOM CKJIeUBa-
HUA pelIeHui, HalAEeHHbIX B YaCTUYHBLIX, MEHbILINX ITPAMOYrOJIBHMKAX.

B nocnenneit rnase panubl, Jerko BbIBOAMMBIE M3 NPEABIAYLUMX, TEO-
PeMBI o CyILIecTBOBaHMM peluenua 3agauu Iypca ana ypasHeHus (1).






