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Sur le second théoréme de la moyenne du calcul intégral *)
O drugim twierdzeniu o wartosci sredniej rachunku calkowego

O BTOpOIt TEopemMe O CPeIHeM 3HAYEHHH B MHTErpajJbHOM MCUMCIIEHHM

Introduction. Dans la formule classique de O. Bonne't
2 §
| f@ex)dz =g(a) | f(x)dx (@< &< b)

on suppose que ¢ (x) est positive et non croissante. Je me propose d’établir
une formule analogue, et aussi une formule analogue a la formule de
Weierstrass, en supposant seulement que ¢ (x) est ,,en moyenne non
croissante a droite de a dans (a, b)”, c’est-a-dire que la moyenne arithmé-
tique

LY
-

z—a, p(x) dx
a
est non croissante dans cet intervalle [cf. mes travaux 1, 2].
Voici d’abord quelques propriétés de ces fonctions. On constate immé-
diatement que pour que ¢(x) soit en moyenne mon croissante a droite de
a dans (a, b), il faut et il suffit que ’on ait dans cet intervalle l'inégalité

X

(1) @ (x) <

[ 7
xra} ¢ (x)dx.

*) ‘Les principaux résultats de ce travail ont été présentés le 116 aout 1958 au
Congres International des Mathém. & Edimbourg.
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Il en résulte que si ¢(x) est en moyenne non croissante a droite de a dans
(a,b), on a ¢(xr) <<¢(a) dans cet intervalle. On voit aussi aisément que si
¢(x) est en moyenne croissante d droite de a dans (a, b) et en moyenne
croissante a droite de b dans (b, c), alors ¢(x) est en moyenne croissante
a droite de a dans (a,c).

En effet, il résulte de nos hypothéses que l'on a

b

(b—a)pd) < [ g(x)dx

X

(x—be@) < | p(x)dz (b<x <o)
b

Si donc b<<xr<c, on a

(x—a)gE@)=(x—Db)g(x) + (b—a)p(x)

X

| ¢(z)dx +(b—a) ¢ (b)

b

X b 4

f(p(:r)d:r—}—J‘<p(x)dx=fq)(x)dx.

Supposons maintenant que g@(x) soit non croissante dans lintervalle
(a, b) et non décroissante dans l'intervalle (b, c). Pour que ¢(x) soit en

moyenne non croissante a droite de a dans lintervalle (a, b), il suffit que
Pon ait
c

(%) ,p(c)‘.'c_la ‘ ¢ (x) dz.

- a
En effet, la propriété en question, qui s’exprime par l'inégalité

X

1) o< L [owaz,

a
est évidente dans l'intervalle (a, b) et vérifiée pour x==c. Supposons
d’abord que dans (*) on ait le signe d’inégalité. Si (1) n’était pas verifiée
dans (b, ¢), il existerait dans cet intervalle un point ¢ tel que l'on aurait
£

‘.‘ ¢(x)dx
J

et que linégalité (1), avec le signe <, serait vérifiée pour <z =<c.

1

-—a
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Or cela est impossible, car dans cet intervalle @(x) est non décroissante et

X

1
x__af:p(.r)dx

décroit.

Si l'on a le signe d'égalité dans (*) on pourra considérer la fonction
g(x)—ex, ou &>0 est arbitrairement petit. Cette fonction satisfait
a l'inégalité () avec le signe <<, elle est donc non croissante en moyenne
a droite de a dans (g, b). En faisant tendre ¢ vers 0 on voit qu’il en est
de méme de ¢(x).

Voici maintenant quelques exemples:

a) La fonction (x — 1)? est non croissante en moyenne, a droite de 0,
dans l'intervalle (0, 3/2).

b) La fonction représentée par la ligne polygonale: y = — m (x — a)
dans l'intervalle (0, a) et y = p (x — a) pour x=>a, ou m=>0 et p=0, est en
moyenne non croissante a droite de 0 dans l'intervalle (0,a J/'1+ m/p).

c) La fonction 2 —sinx posséde la méme propriété dans l'intervalle
(0, xg), ou x, est la racine (unique), comprise entre z/2 et =, de I’équation
rsinxr4cosx—1=0.

d) On peut aussi construire une fonction définie sur tout I’axe positif,
croissante pour r suffisamment grand, qui soit pourtant en moyenne non
croissante a droite de 0 sur tout l'axe positif: d’aprés l'inégalité (1) il
suffit, par exemple, de considérer une fonction ¢ (r) décroissante et posi-
tive dans lintervalle (0,a) et croissante pour x =>a, de maniére que
{i!‘!} @ (x) =c avec ¢(a)<<c<¢(0) en supposant que l'on ait, x, désignant

la valeur unique de x ou @(x)=0,
Xa oo

oj. | (x) —c]dx > _} [c — ¢ (x)] dx.

e) On voit aussi sans peine qu'il est possible de construire une fonction
@(x) positive pour x > 0, qui tende vers 0 lorsque x — + co et qui posséde

une infinité de maxima a, (k=1,2,3, .., lim a;, = o0) de maniére que
k-0

® (x) soit en moyenne non croissante a droite de a; dans l'intervalle infini
x>a, (k=1,2,3,..). Il suffit pour cela, par exemple, que la suite (ax)
soit décroissante vers zéro et que l'on ait

Ak +1

1 -
«p(ak.l)<am_~dJ ¢ (@) dz, (k=1,2,..).

ap
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En supposant, en effet, que ¢ (xr) posséde un seul minimum dans l'inter-
valle (ay, ar 1) cela résulte des propriétés qui ont été énoncées au début.
Evidemment, on pourrait considérer, par exemple, des fonctions ¢ (x)

non décroissantes en moyenne d gauche de b dans (a,b), c’est-a-dire
telles que
b

1

X

soit non décroissante dans cet intervalle. Les propriétés de ces fonctions
se déduisent de suite des propriétés des fonctions en moyenne non crois-
santes a droite.

Il est clair que l'on pourrait aussi considérer des fonctions ,,en moyenne

non croissantes a gauche de b dans l'intervalle (a, b)”, c’est-d—-dire telles
que l'expression

b
(%
b—?rj f(x)dx

soit non croissante dans (a, b). Les théorémes correspondants, de méme
que les théorémes relatifs aux ,fonctions en moyenne non décroissantes”,
s’obtiendraient des théoréemes démontrés dans ce travail par de simples
changements de variables. On peut aussi s’attendre a ce qu'il soit possible
de généraliser encore davantage, en introduisant des fonctions ,,monotones
d’ordré supérieur”. Ainsi par exemple, la fonction f (x). sera dite en moyen-
ne non croissante d’ordre deux a droite de a dans (a, b), si I'expression

dt

X f J f(u) du

t—a
a

est non croissante dans cet intervalle.
J’ai établi les énoncés suivants:

I. Supposons que ¢(x) soit continue, positive et en moyenne non

croissante a droite de a dans lintervalle (a, b) et que f(x) soit continue
dans cet intervalle. Posons

[, — _ Max [f(x)|

= (@ < x<b).
Max | _[‘f(:c)dx
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Alors ; |
ff(x)da:' (@< &<D).

]
| f@)p(x) dz|=(L+1) p(a)

II. En conservant les hypothéses du théoréme précédent, admettons
toutefois, plus généralement, que ¢ (x) == m, m << 0 dans (a, b) et supposons
X

que l'on ait en outre [f(x)dx >0 pour a <<x<b et

P= sup [I@—a)f@ : [ f@az| < 1;

Dans ces conditions on a

: .
| f@) g(x)dx =|(L +1)p(a) —mL] | f(x)dx+m | f(z)dz *)

s

(L est la constante de l’énoncé I, évidemment L << P).
La démonstration de ces théorémes sera exposée aux §§ 1—3.

Le théoreme I peut avoir des applications analogues a celles du théo-
réeme de Bonnet classique; ainsi par exemple, on obtient 1'énoncé suivant:
¢ (x) étant la fonction considérée dans lUexemple e (p. 47) et f(x) une
fonction continue pour x => 0, s’annulant en changeant de signe aux points
a, de Uexemple c) et seulement en ces points, si l'on a

q
ff(x)dx;<A (p=>0, g=0)
p
et
Max f(x)
x>0 L,
% 1
| f(x)dx

ou A et L sont des constantes définies, dont la seconde ne dépend pas
de k **), lintigrale

f f(x) p(x) dx
0

est convergente.

‘) Cette formule est exacte pour m >0, mais il est préférable d'utiliser dans
ce cas la formule plus simple qui correspond au cas m = 0. Si f(x) >0, la condition
P> 1 est remplie par toute fonction f(x) non croissante i droite de a.

**) Par exemple, si f(xr) =sinx, on a A =2 et L =1/2.
‘
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En effet, il résulte des hypothéses que la fonction

¢
F(p,q) = | f(x)¢p(x)dx
P

possede des extréma aux points p=a;, q=a; il suffit donc de con-
sidérer le cas p=—a, ; or, en appliquant I’énoncé I on voit que

x §
Jf@e@dr =(L+De@)| | f(x)dr < AL+1)g(@)
a

ar

tandis que le second membre de l'inégalité tend vers zéro lorsque k — co.
J’ai établi [1]), pp. 123—130, une proposition qui s’énonce, dans un cas
particulier, de la maniére suivante:
»3i f(x) et g (x) sont continues dans I'intervalle (a, b), si g (x) remplit
les conditions

L3

9@ #0, | g(xdr#0 @<z < b)

et si ¢(x) est une fonction bornée, positive et non croissante dans (a, b),
on a

' : : :
| f(x)w(x)dx/,f g(@) g (x)dx= | f(a:)dx/Jg(x)dx (@< &<b).

Actuellement j'ai reconnu que cet énoncé ne s’étend pas, en général,
au cas ou @(x) est seulement en moyenne non croissante a droite de a dans
(a, b). L’exemple correspondant sera étudié au § 4.

1. Dans la démonstration des théorémes I et II je vais considérer les
approximations des intégrales en question par des sommes de Riemann.
On peut supposer, sans nuire a la généralité, que a =0 et b—=1. En
supposant donc que ¢(x) est positive dans [0, 1], je vais écrire pour abréger:

k_n ! kn
fa= | fx)dax, (pk=<p(-:'), szff(x)d:c (k=1,2,...,n)

(k- 1)n b
et

Se=¢;+@+ -+ gp—ker-1 (k=1,2,...,n—1).

1
La somme de Riemann approchant l'intégrale bH(x) @ (x) dx peut s'écrire:

L]
Vigi=A+B,
=y
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ou

= s, L I PR Sn-1.

A== + Fy» 3+ { Fy J[ﬂ—2)(ﬂ—l)+F” ln 1+Fn¢n,
__F,—F, Fz—_F,, Fn 2—Fn 1

B=T1TT0s 4 00, o poit e,

En effet, la transformation d’A b e 1 fournit d’abord, en posant @r— @r, 1=
== g, l'égalité

%
; fl‘Pi=F10|+"'+Fn 10n 1+ Fnon;

=]

en y substituant les formules:

o =S ag =S,~—Sl o, = _Sn l_ls_ll-i
1 Oy 2 2 y oy On-1= n—1
on trouve que
* \1 — F F fa T3 Fn !_Fn 1
() X ( )s +( 3)s+ e ) S0 +
Sn 1

+ Fn— n—‘”— +Fn¢n

Je vais tout d’abord établir les deux lemmes suivants:

Lemme . Quelque petit que soit ¢ =0, on a pour n suffisamment

grand
Sk

?<¢p(0) (k=1,2,...,n—1).

lLemme Il. Si ¢ (x) est de classe C' dans [0,1], on a
= — (k=1,2,..,n—1),

ou C est une constante indépendante de n.

@ () étant en moyenne non croissante a droite de 0 dans (0, 1), on a,
d’aprés (1) et en vertu de la définition d’une fonction en moyenne non
croissante, les inégalités:

(ki 1)n

(2) e E-%—IJ ¢ (x)dx < ¢(0) (k=12,..,n—1).
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Divisons l'intervalle (0, (k+1)/n) en k intervalles égaux I, I,..., I,. On
a, d’aprés le 1°F théoréme de la moyenne, & étant un peoint de I, (i=
= 1,2,..,k):
(k+1)/n
n _¢(£1)+‘P(ez)+"'+¢(£k)
k+1 ¢(x)dx = k

0

Or, ¢ (x) est continue dans [0, 1] et les différences &— (i/n) ne depassent
pas 1/n en valeur absolue, donc, & étant un nombre positif arbitrairement
petit, on aura pour n suffisamment granc

(R+1)n
3) wl+¢:';"'+¢’k_e__-'_k_:'__lfw(:r}d.t (k=1,..,n—1).
0

Si @ (x) est de classe C!, posons C = max |¢’ (x)| (0 <<x < 1); on aura

C
o (6) — il <— (i=1,2,..k)
et par suite
(k+1) n
n Pt Q o
(4) T rp(x)dx<——————k T 5 (k=1,2,..,n—1).
0

Les inégalités (2), (3) et (4) fournissent immédiatement les lemmes I et II.

2. Pour établir le théoréme I, on profitera de l'identité

Sy Sy S S

(3) 2.3 (n—2)(n—1)

i a1t o=0 "
En vertu dv lemme I on a, en posant s;=s; lorsque s;<<0 et s;,=10
lorsque s;==0,

S S, . S, » Spsi
6 Lo ... & n 2 L
il 2 23" "n—2)(n—1)  n—1
-
n

S
-

C(logn+1) sl

e A

*) Cette identité s'obtient, par exemple, de la formule (*) qui précéde le texte
du lemme I, en y posant f(¢) =1 dans [0, 1/n] et f(x) =0 dans [1/n, 1]; alors F, =1
(k=12 ..,n).
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si n est suffisamment grand. Il en résulte, en tenant compte de (5), que
I'on a

S|  LISTE 1Su2l | S
(7) 2 I 2.3 + +(n—-2)(‘n—l)+ =1 T on<g,t+2¢.
En posant

| X

max |ff(x)da: = M,
0<x<<1

on a donc, en vertu de la définition des F; et de la somme A (p. ),
(8) Al < M(p,+2¢).

Quant a la somme B, on constate, en tenant compte du lemme I, que son
k-iéme terme ne dépasse pas en valeur absolue

If @) IS¢ _ 1§ ()|
olgfét n  k+1 ugl_fé‘T[‘P(o)-i-s],

on a donc

(9) IBi\<01_YIf§l!f(-‘r)l[<P(0)+GI<LM[¢(0)+61-

Les inégalités (8) et (9) fournissent évidemment, lorsque n — oo, le théo-
réeme I dans le cas ou ¢ (x) est de classe C!. Si ¢ (x) est seulement continue,
on peut approcher cette fonction uniformément dans (0, 1) par des fonc-
tions de classe C! (par exemple par des polynomes); ces fonctions seront—
dans le cas de l'inégalité stricte dans la formule (1) — aussi en moyenne
non croissantes a droite de 0 dans (0, 1), le théoréme 1 s'obtiendra donc
en effectuant un passage a la limite. Dans le cas général, on remplacera
@(x) par ¢,(x)=¢(x)—ex, ot 8=0 est assez petit pour que ¢, (x) soit
positive dans (0, 1). La fonction ¢, (x) satisfait & l'inégalité stricte de la
formule (1); en lui appliquant la formule de I'énoncé I et en faisant tendre
€ vers zéro on obtiendra cet énoncé dans le cas général.

3. Pour obtenir I’énoncé II (nous supposerons d’abord dans cet énoncé
que ¢ (x) est de classe C! et que m=0), il faudra comparer séparément

les termes correspondants des sommes A et B, c'est-a-dire considérer les
rapports:

Fr— Fry1
k-+1

0 Fk
“k(k +1)

(k=1,2,..,n—2).
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Or, ces rapports peuvent s’écrire

k k k

s fa)  fe—1(3) |
10) —mridimin, 3 l“ (k ik e !C+1)‘

k/_n R'n kn n n
| f(x)dx E ff(x)dx T fx)dx
0 K g

k
0

Le premier terme du second membre de (10) ne dépasse pas P en valeur
absolue, d’aprés I'hypothése de 1'énoncé. Si 1'on considére ceux des termes

des sommes A et B qui correspondent aux indices k== 4n, ou A=>0 est
k/n

fixe, f f(x)dx est plus grande qu'une constante positive C(4), donc, f (x)
0

étant continue, le deuxiéme terme du second membre de (10) sera plus
petit que ¢ arbitrairement petit, pourvu que = soit assez grand. D’autre
part, la somme des termes de B qui correspondent aux indices k<<An
est, d'aprés les inégalités Si/k << @(0)+edu lemme I, plus petite en valeur
absolue que

(11) An+ Max —"+[¢(0)+¢].

f ()]
0<x 1 n
Pour obtenir I’énoncé II dans le cas considéré (m —0), ils suffit d’établir,
en tenant compte de I'énoncé I, l'inégalité

1
Jf(x)tp(x)dx = 0.
0
Or, considérons la somme:

© (Fa Sk Sn—1
(12) A+B=Z(7+Fk—Fk,l)k+1+Fn 1‘ﬁ:i+F,.¢,.

k=1

et fixons l'attention sur les termes négatifs éventuels de la somme (12),
d’abord sur ceux d’indice k = An de méme sur le terme F,_ (S,—1)/n—1.
Il résulte de (6) et des considérations précédentes que la somme des termes
en question, auxquels correspondent les termes négatifs de la somme A,
est plus grande que — Me&(1+P+e¢). D’autre part, il résulte des mémes
considérations, de I'hypothése P<1 et de (8) que la somme des termes
en question, auxquels correspondent les termes positifs de la somme A,
est plus grande que —eM(p,+2¢&). En ce qui concerne les termes de la
somme (12) pour lesquels k << An,.leur somme sera plus grande, en vertu
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de (6) et (11), que — Me— AMax f(x) [¢(0) + e]. En résumé, on obtient
donc l'inégalité:

(13) A+B>—eM(2+ P+¢,+3e)—AiMax|f(x)|[¢(0)+e].

& étant arbitrairement petit, pourvu que m soit suffisamment grand, on
obtient, en faisant tendre n vers l'infini dans l'inégalité (13), la suivante:
1

| f(@) g, (@dz - —AMax f(z) |p(0)+e].
0

Or, 2 >0 est arbitrairement petit, on a donc bien
!
| f(x) p(x)dx >0,
0

c'est-a-dire le théoréme II dans le cas ou m = 0 et ou ¢(x) est de classe C.
Ce résultat s’étend au cas ou ¢(x) est seulement continue en appliquant
le procédé décrit a la fin du § 2. Pour I'étendre au cas ou m <0, on con-
sidére la fonction y(x)=¢@(x) — m qui est, de méme que ¢(x), non crois-
sante en moyenne et, en plus, positive. En lui appliquant la formule

b :
| f@yp@de=(L+1e¢() | f(x)dx

a a

on obtient bien la formule de I'énoncé 1I.

4. Occupons-nous maintenant de l'exemple dont il est question a la
fin de l'introduction. Posons f(x) = x*, g (x)=x", ou s> p>|/§ . Sup-
posons que ¢@(x)=(x—1)?, a=0, b =23/2; p(x) est en moyenne non
croissante a droite de 0 dans l'intervalle (0, 3/2). Dans ces conditions on
a les égalités:

v bs -2 2b; 1 bs

W dreree ST

b o ¥
= P2 p+1 P

[p@g@de 22 b

(1]

p+3  p+l ' p+1

¢
d
6! f(x)dx e

1 =
ol (s+1)¢*

(0 < é<D).

| g(x)dx
0
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L’égalité des rapports (14) et (15) entrainerait l'inégalité

¥  2b 1
s+3  s+2 C s+1 _p+1(i)w_,p+1
b? 2b + 1 T s+11b AT

p+3 p+2 " p+l
qui peut s’écrire, en remplagant b par 32 et en posant

9 x+1 x+1

Ex)=1+ 4 x4+ 3*—3x-+ 2’

E(s)< E(p).

Or la fonction E(x) est égale a 1/4 pour x =20 et elle tend vers la méme
limite 1/4 lorsque n—co. La fonction E(x) posséde un seul minimum
positif pour x=1 6 et elle est par suite croissante pour x=})/6. L’iné-
galité E(s) < E(p) est donc incompatible avec I'hypothése s> p>> /6.
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Streszczenie

Funkcje ¢(r) nazywamy $rednio nierosnaca na prawo od a w przedziale
(a, b) jesli w tym przedziale wyrazenie

=}
et L
a

jest nierosngce. Podaje nastepujace twierdzenia analogiczne do twier-
dzen Bonneta i Weierstrassa.

I. Jesli ¢(x) jest ciagla, dodatnia i Srednio nierosnaca na prawo od a
w przedziale (a, b) a f(x) jest ciggla w tym przedziale, to kladac

L = Max | ()| / Max ff(:c)dx‘ (@< z <),
mamy

(@ <E&<b).

¢
[ fx)dz

b |
erwumﬁ=w+nmw
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II. Utrzymujac zalozenia twierdzenia I, zat6zmy ogdlniej, ze @(x) =m

»

P 4
m<0 w (a, b). Zalézmy ponadto, ze [ f (x)dx >0 gdy a < x = b. Kladac

P=SUP[|(x—a)f(1‘)[/ff(l‘)d-l‘] (@a<<x < b)

i przypuszczajac, ze P << 1, mamy
d £ b
J f@ ¢ dz = [(L+1)g(@)—mL] [ fx)dz+m [ f(z)dz.
a a g

Podaje zastosowanie twierdzenia I do dowodu zbieznosci calek okres-
lonych niewlaéciwych typu

ff(x)w(x)dx-

Wykazuje réwniez w tej pracy, ze wzor

> :
| @ f@)dr | f(x)dx

a a

¥ i 14
J‘P(l‘)g(l‘) dx J g (x)dx

L)

ktéry udowodnilem w tomie IV Ann. Univ. Mariae Curie-Sklodowska
przypuszczajac, ze funkcja @(x) jest dodatnia, ograniczona i nierosngca
w (a, b), nie uogodlnia sie na przypadek, gdy ¢(x) jest tylko Srednio nie-
rosngca na prawo od x ==a.

Pe3womMme

dyHkumo @ (r) Ha3blBaeM B CpeJHeM HeBO3pacTalolllell HampaBO OT @
B uHTepBaje (a,b), ecim B 3TOM MHTepBaJe BbIpazKeHue

x

L [owa

He Bo3pacTaeT. f1 palo ciaeAaylolMe TeopeMbl aHaJIOTMYHbIE TeopeMaM
Bouue u Beltepmrpacca.
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I. Ecau ¢(x) HempepbiBHa, IIOJIOXKUTEJILHAa M B CpeflHEM HeBo3pac-
TalOL@ad HanpaBo OT @ B MHTepBase (a,b), a f(x) HempepbIiBHa B 3TOM
MHTEepBaJe, TO MoJiarad

X

} 4
L=Maxrf(:c)l/'Maxi_| f(x)dx (@ <x<b),

nMeem . :
Jf@e@dz| =L+ )| | f@)d

(@< &<b).
II. YngepxuBaa mnpeaAnocblNIKM TeopeMmbl [, moJsioxkum oblgee, YTO

@(x) >m, m <0 B (a,b). CBepx Toro mpeanonoxum, yro | f(x)dx >0,
korga a << x < b. [Ilonaras 0

(a<<x < b)

P=sup|/(x—a)f(x) :j‘f(x)da:

u npepgnoJarad, 4yto P < 1, umeem

b ¢ 5

| f@e@de=|L+De@—mL] [ f(z)dz+m [ f(z)dz.
a a é

fl npuBOXKY npuMeHeHMe TeopeMbl I K QOKa3aTeJIbCTBY CXOAMMOCTM
onpenesIEHHRIX HeCOOCTBEHHBIX MHTErpaJjioB TMIA

| §(@) g (x)dx.

B sToit paboTe mokaszaHO TOXe, uTO hbopMyJia

0 :
Je@fxdz | f(x)dx

[px)g@@)dz [ g(z)dx

KoTopylo s gokaszan B IV Tome Ann. Univ. Mariae Curie-Sklodowska
B NPEANOJIONXEHNHM, YTO PYHKLMA ¢ (r) MOJMOKMUTENbHA, OTPaHMYEHa U He
Bo3pactaeT B (a,b), He obobraercsa Ha ciydait, Koraa ¢ (xr) Jmmb B cpea-
HeM HeBo3pacTallllad HalpaBo OT T ==a.



