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Sur Pexistence et I'unicité des solutions des problemes classiques
relatifs a 1I'équation s = F(x,y,2,p,q)

O istnienin i jedynosci rozwigzan zagadniei klasycznych dla rownania
s=F(z.9,2,p,Q
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s=F(x,v2pq)

Introduction. Les conditions classiques qui assurent l'existence et

I'unicité des solutions des problémes classiques relatifs a 1'équation
0"z / dz 0Oz

1 e o I
(1) = F\x,y,z, B dy)
sont bien connues; ce sont la continuité de la fonction F(x, y, 2, p, @) qui
figure au second membre et la condition de Lipschitz a constante
universelle, vérifiée par cette fonction par rapport a z, p et q. Ces condi-
tions permettent l'application de la méthode des approximations suc-
cessives de Picard (cf., par exemple, [4], pp. 317—323), et aussi [5]).

Hartman et Wintner [7] ont démontré en 1952 que la condition
de Lipschitz a constante universelle, vérifiée seulement par rapport
a p et g, jointe d la continuité de la fonction F(z, v, z, p, q), entrainent
I'existence d’une solution du probléme de Darboux relatif a I’équation (1),
mais, comme le montre un exemple convenable, elle n’assure pas l'unicité
de la solution. Un autre exemple donné par ces auteurs montre que, pour
assurer l’existence méme des solutions des problémes classiques relatifs
a I’équation (1), il faut imposer a la fonction F(x,y, 2, p, q), par rapport
a p et g, des conditions plus fortes que la continuité, semblables a celles
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que l'on impose a la fonction F(x, y) par rapport a y afin d’assurer l'unicité
des solutions de 1’équation

dy __

d"x— = F(x,y),
avec une valeur initiale donnée. Dans le travailde Hartman et Wint-
ner une condition de ce genre est la condition de Lipschitz.

En 1955 Mlle Z. Szmydt [10] a considérablement généralisé les
résultats de Hartman et Wintner. Dans les théoremes qu’elle
a établi sur l'existence des solutions de l'équation (1) pour deux problé-
mes trés généraux comprenant les problémes classiques de Cauchy,
Darboux et Picard, la condition de Lipschitz par rapport
a p et g est remplacée par une condition qui ressemble au critére de com-
paraison de Kamke dans la théorie des équations différentelles
ordinaires.

Un travail ultérieur de Mlle Szmydt [11], paru en 1956, contient des
résultats relatifs a I'existence d’une solution d’un probléme encore plus
général que les deux précédents, que l'on peut considérer comme une gé-
néralisation du probléme classique de Goursat, dans le cas ou la
fonction F(x, y, 2, p, q) satisfait a la conditionde Lipschitz par rapport
a p et g, ainsi que des résultats concernant l'unicité de cette solution dans
le cas ou F(x,y,z, p,q) satisfait a la condition de Lipschitz par
rapport a z, p et q.

En rapport avec ces résultats on peut se poser la question a savoir s’il
serait possible, tout en renongant a la possibilité de l'application de la
méthode des approximations successives, de remplacer la condition de
Lipschitz parrapport a z, p et q par une autre condition plus générale,
portant aussi sur ces trois variables, qui assurerait en méme temps 1'exis-
tence et 'unicité des problémes classiques pour l’équation (1).

La réponse est affirmative. En effet, je montre dans ce travail que la
condition de Lipschitz par rapport aux variables z, p et q peut étre
remplacée par une condition qui correspond au critére d’unicité d’' O s-
good pour les équations différentielles ordinaires. Appliquant cette
condition, j'étudie le probléme de Cauchy, généralisé de telle maniére
qu’il comprend comme cas particulier celui de Darboux, ainsi que
le probléme de Goursat formulé de telle maniére que les problémes
de Darboux etde Picard y sont compris comme cas particuliers.

Bien que leurs sujets soient sensiblement apparentés, notre travail
différe notablement de celui de Mlle Szmydt en ce qui concerne la
position des problémes. Ce qui est essentiel ici, ce sont le domaine dans
lequel les solutions sont recherchées et 1’allure, par rapport a celui-ci, des
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courbes sur lesquelles les conditions aux limites ou initiales sont données.
C'est pourquoi, par exemple, le probléme de Goursat tel qu’il est
étudié ici ne peut étre ramené aux résultats de Mlle Szmydt. Au con-
traire, en ce qui concerne l'existence d’'une solution du probléme de
Cauchy, elle est une conséquence d'un des théorémes de Mlle Szmydt
({10], théoréme 1); toutefois, si l’'on veut obtenir la solution dans un do-
maine arbitrairement grand, il faut la rapiécer, alors que la démonstration
donnée ici n'exige pas un tel procédé.

Les démonstrations des théorémes sur l'existence des solutions données
dans ce travail s’appuient sur le théoréme de Schauder relatif au
point fixe [9], comme le fait Mlle Szmydt. Hartman et Wint-
ner [7], ainsi que Alexiewicz et Orlicz [1] démontrent les
théorémes sur l'existence des solutions de I'équation (1) par des méthodes
plus élémentaires basées sur le théoréme d’ Arzela. Leurs résultats ne
se rapportent pourtant pas au probléme de Goursat. La démonstra-
tion de l'existence d'une solution de ce probléme que nous exposons ici
exige de nombreuses et pénibles limitations, mais il semble douteux qu'il
soit possible de les éviter en appliquant des méthodes plus élémentaires.

En ce qui concerne le rapport de ce travail a celui de Goursat
[5], il est a remarquer que les résultats obtenus par cet auteur concernent
I'équation dont le second membre satisfait a la condition classique de
Lipschitz, les courbes le long desquelles sont données les valeurs de
la solution n’étant tangentes ni a elles-mémes, ni aux caractéristiques.
Goursat considérait d’abord localement de simples cas particuliers,
généralisant ensuite le résultat en appliquant des transformations con-
venables et les procédés connus consistant a rapiécer les solutions obtenues
dans de petits domaines partiels. Dans notre travail, au contraire, le rai-
sonnement sera plus direct et il se rapportera d’emblée au probléme plus
général, non local et concernant, en particulier, le cas singulier ou les
deux courbes dont il vient d’étre question sont tangentes.

Ce travail est partagé en 8 chapitres. Le premier contient un énoncé
des théorémes sur l'existence et 'unicité des solutions des problémes de
Cauchy etde Goursat. Dans le second, ces problémes sont ramenés
a certaines équations fonctionnelles; dans le cas du probléme de Gour-
sat nous utilisons les résultats du travail [3]. Dans le troisiéme chapitre
nous établissons, en profitant encore des résultats du travail [3], certaines
propriétés des solutions du probléme de Goursat relatif a 1’équation

0*z(x,y) _
9z 0y =s(x,y),

.que nous utiliserons dans les considérations sur le probléme de Goursat
relatif a I'équation (1). Le quatriéme chapitre contient un théoréme sur la
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résolution d’une inégalité intégrale pour une fonction de deux variables,
ainsi que les démonstrations simples, basées sur ce théoréme, de 1'unicité
des probléemes de Cauchy et de Goursat. Le cinquiéme est con-
sacré a la démonstration de l’existence d'une solution du probléme de
Cauchy. Certaines limitations intervenant dans cette démonstration,
ainsi qui les résultats du quatriéme chapitre sont utilisés dans le sixiéme,
on y trouvera une preuve de l'existence d'une solution du probléme de
Goursat, précédée de quelques lemmes que l'on mettra a profit dans
cette preuve. Dans le septiéme chapitre nous considérons quelques
exemples. Enfin, dans le huitiéme nous étudions sommairement le cas ou
le second membre de 1’équation satisfait a la condition de Lipschitz.

1. Enoncé des théoremes

Une fonction de deux variables sera dite de classe C*) dans un ensemble
donné Z si elle peut étre prolongée sur un ensemble ouvert G ) Z de
telle maniére qu’elle ait dans I’ensemble G des dérivées partielles du
premier ordre continues et une dérivée mixte du second ordre continue.

I. Probléeme de Goursat. Nous admettons les hypothéses suivan-
tes (cf. (3], p. 101, p. 110 et p. 109):
(H,) La fonction y == g(x), de classe C!", non décroissante dans l'inter-
valle [0, a], et la fonction x — h(y), de classe C'", non décroissante
dans l'intervalle [0, b], remplissent les conditions:

0<g(x)<_b pour xel0,al,

0 <h(y)<a pour yel0,b],

si glx)=y et h(y=ux alors x=y=0.
Nous admettons que toutes les fonctions (d/dx)i'(x), i=0,1, 2, ..,
ou A°(x)=ux, At (x)==(h (g (A*(x))), sont bornées dans leur ensem-
ble dans l'intervalle |0, a], ou que toutes les fonctions (d/dy) ' (y),
i=0,1,2,..., o 1°(y) =y, o' "' (y)= g(h (' (y)), sont bornées dans
leur ensemble dans l'intervalle [0, b]*).

*) Cette condition est remplie, par exemple, quand il existe un nombre ¢, 0<<e <.
min (a, b), tel que 'une des inégalités

L@@ <1 pour ze(0,4
ou d
dg[g(h(y))l<l pour ye[0,el,

est remplie; donc, en particulier, lorsque g’(0).h’(0) << 1, c’est-a-dire lorsque les
tangentes aux courbes y = g(x) et x = h(y) au point (0, 0) sont distinctes, comme I'a
suppos¢ Goursat [5).
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(K,) Nous supposons donnée une fonction y (x,y), de classe C!" dans
I’ensemble 4 défini par les inégalités

g(x) <~ y<b,

o h(y) < x < a

les dérivées de cette fonction satisfont dans I’ensemble 4 aux condi-
tions de Lipschitz

2 (2, Y — 2 (@, Y)| < K|y —yi.

vEY—uEy <Kz—zx.
Enfin nous supposons donnée une fonction continue F(x,y, z, p, q),
définie pour des valeurs arbitraires de z, p et q et pour (x, y) € 4.

Dans ces hypothéses il s’agit de déterminer une fonction 2(x, y), de classe
C™ dans I'’ensemble 4, vérifiant I'équation (1) et les conditions

z(x,g(x)) =x(x,g(x)) pour =xe¢|0,al,

2
a z(h(y),y)=z(h(y),y) pour ye|0,b|.

II. Probleme de Cauchy®*). Soit une fonction y = g(x), continue
dans l'intervalle [0,a] et une fonction x = h(y), continue dans l’inter-
valle [0, b]. Supposons qu’il existe un a*¢[0,a] et un b*e€ [0, b] tels que
g(x)=0 pour xe[a*,a] et h(y)=0 pour ye[b*, b], que la fonction g(x)
soit strictement décroissante de b* a zéro dans l'intervalle [0, a*] et que
la fonction inverse de g(x) dans l'intervalle [0, a*] soit identique a la
fonction h (y) considérée dans l’intervalle [0, b*].

Soit une fonction o (x), continue dans l'intervalle [0,a|, et une fonc-
tion z (y), continue dans l'intervalle [0, b]. Soient encore deux nombres x,
et Yy, tels que x, € [0, a], y, € [0, b] et xo="h(y) ou bien y,= g(x,), et un
nombre arbitraire z,.

Enfin, soit une fonction continue F(x,y, 2, p,q) définie pour z,p,q
arbitraires et pour (r,y)ed, ou 4 est I’ensemble déterminé par les
inégalités

x) < b
) g(xr)<y
h(y) <x - a.

*) Cet énoncé du probléme de Cauchy, un peu plus général que l'’énoncé
usuel, est dd & M. A. Bielecki; ainsi formulé, il comprend comme cas parti-
culier le probléme de Darboux, ce qui est avantageux pour les calculs que
rous allons effectuer.
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Le probléme consiste a déterminer une fonction z(z, y), de classe C'
dans I'’ensemble 4, satisfaisant a I’équation (1) et aux conditions

3—;(.1', g(x)=oa(x) pour x¢|0,al,
(3)

92 (y),9) =1 () [0, b]

Oy'( Y,y =rzt(y) pour ye|0,b],

2(x,,Yy) = 2,.

Théoreme 1. Le probléme 1 a exactement une solution si la fonction
F(x, y, 2, p, qQ), définie et continue dans ’ensemble

e E {(-?-y)fd;—oo(~z»P»Q<+°°},
(x.y.2.p.q)

satisfait dans cet ensemble d la condition
(4 |F(z,y,2,p,9 —F(x,9,2,p,9)| < o(z—2 +|p p|+|g—ql),

ou w(d) est une fonction continue et faiblement croissante, définie pour
6> 0, telle que w(0)=0, w(6)=>0 si =0 et que l'intégrale
; dt
J w(t)
o
soit divergente dans un voisinage droit arbitraire de zéro.
L’existence seule d’une solution, sans l'unicité, est assurée par les
conditions

(5) F(x,y,2,p,9) —F (x,9,2,p,9)| < w(lp—p|+ q—ql)
et
(6) |F(x,9,2,0)| <A+ Bz,

ou la fonction w(é) remplit les mémes conditions que précédemment et A,
B sont des constantes arbitraires.

Théoréme 2. Le probléme II a exactement une solution si la fonction
F(x, vy, 2, p, q), définie et continue dans Uensemble II satisfait a la con-
dition (4), ensemble II étant défini comme dans le théoréme 1 et la fonc-
tion w (8) ayant les mémes propriétés que précédemment.

L’eristence seule d’une solution, sans lunicité, est assurée par les
conditions (5) et (6) *).

* Dans la partie du théoréme relative a l'existence d'une solution, la condition
(5) peut étre remplacée par la condition plus générale énoncée par Mlile Szmydt
[10], hypothése K. Nous ignorons s’il est possible de le faire dans le théoréme 1.
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2. Réduction des prob‘lémes I et II a des équations fonctionnelles
sans conditions supplémentaires

Nous étudierons d’abord le probléme II, plus facile. Les conditions (3)
de ce probléme se raménent aisément aux suivantes:

oz
gz & 9(x)=0 pour xe [0,a],

(7 0z
5y(h(y),y)=0 pour ye|0,b],

z (:!.‘0, yu)=0-
Cela résulte, d’'une fagon bien connue, de la remarque suivante: si la
fonction z,(x, y), de classe C'* dans I'ensemble 4, vérifie 1'équation

0%z (z,y) _ . dz,(z,y) 0z (x,y)
(8) 0.7.' Oy _Fl (‘riyrzl (I,y),# , lay )’
ou

X y
F,(z,v,2,p, q)=F(:c.y.z +Jat)dt+ | (t)dt +z, p+ o (x), q+r(y)),
et si elle satisfait aux conditions

0z
()—a;(x’g(x)) =0 pour xe€[0,al,

d
- 5y @), 9=0 pour ye[0,b],

2, (x,, yo) =0,

alors la fonction z(x, y), de classe C® dans I’ensemble A définie par la
formule

E y
z(x,Y) = z(x,y) + | o()dt+ | z(t)dt+z,
Xo Ya
satisfait a I'’équation (1) et aux conditions (3).
Inversement, si la fonction z(x, y), de classe C!*! dans l'ensemble 4,
satisfait a 1'équation (1) et aux conditions (3), alors la fonction 2,(z, y),
de classe C'® dans l'ensemble 4, définie par la formule

x y
2,(x,y) = z(x, ) — [ o(®)dt— [ z(t)dt—z,,
i Yo

vérifie I'équation (8) et les conditions (9).
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De plus, si la fonction F(x, y, 2, p, q) satisfait aux hypotheses (4) ou (5)
et (6), alors la fonction Fy(x, y, 2, p, q) les vérifie aussi.

En profitant de cette remarque nous pourrons, sans nuire a la géné-
ralité, nous borner a I'étude du probléme II sous les conditions (7).

Si z(x, y) est une solution du probléme II sous les conditions (7), alors
pour la fonction s(x, y) continue dans I'ensemble A et définie par la formule
s(x,y)==0%z(x,y)0xdy, on a

z(x,y) = _f' _i‘S(u,v)dv=du= !{ JATS(u,v)du}du,

h(y) ‘gla) R(A‘) h(v)

4 X

0z r 0z :
(o)== ’ s(x,v)dv, (x,y)= | s(u,y)du,
ox gix) dy m!'»

par conséquent la fonction s(x, y) vérifie I'équation

\

10 s =Fey, || [ s v)dnfd, [ o, [ somd).

glx) Yh(v) 2(x) h(y)

Inversement, si la fonction s(x, y), continue dans l'ensemble 4, vérifie
I’équation (10), la fonction correspondante z(x, y), déterminée par la for-
mule que nous venons d’écrire, est une fonction de classe C™*). En effet, la
fonction s(x, y), étant définie sur I’ensemble compact 4, peut étre pro-
longée au déja de celui-ci d’'une facon continue et, si I'on admet que
g(x) =>b* pour x <0 et h(y)=a* pour y <0, ainsi que g(x)=0 pour
x>a et h(y)=—0 pour y>b, la formule en question sera valable dans
un voisinage de I'’ensemble 4. Donc, elle définira un prolongement de la
fonction 2(x, y) ayant la régularité demandée. Il est évident que la fonc-
tion z(x, y) ainsi définie sera une solution du probléme II sous les condi-
tion (7). Par conséquent, la résolution du probléme II sous les conditions (7)
est équivalente & celle de ’équation (10) pour les fonctions s(x, y) conti-
nues dans ’ensemble 4*).

Dans le cas du probléme I cette réduction n’est plus aussi simple.
Nous profiterons ici de certains résultats exposés dans un autre travail

*) La méthode qui consiste a introduire des intégrales dans la fonction
F(x, y,2,p, q) a été déja appliquée par Schauder. Pourtant la plupart des auteurs
applique une autre méthode de réduction ol 1’on introduit une intégrale double
en dehors de la fonction F(x, v, 2, p, Q) en laissant & l'intérieur de celle-ci les dérivées
dz/dx et dz/dy (1], (4], [7], [10]), [11].
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du volume précédent: moyennant les hypothéses (H,) et (K,) le systeme
d’équations aux fonctions inconues G(x) et H(y) :

G(x) + H(g(x))= x(x,g(x)) pour =x¢€|0,al,

11)
( H(y) + g(h(y) = x(h(y),y) pour yel0,b],

a une solution de classe C!'l *¥),

En s’appuyant sur ce résultat il est facile de ramener le probléme 1
avec les conditions (2) au méme probléme avec les conditions
12) z(x,g(x))=0 pour x¢|0,al,
z(h(y),y)=0 pour yel0,b|.
En effet, soit 2,(x, y) une fonction de classe C!*) dans ’ensemble 4,
vérifiant 1'équation

(13) a ;;(-;yy) F, (:t, Y, 2,(x,y), dz‘,;.: y)’Oz,((};; v
ou
F,(x,y,2,p,9) = F(x,y,z + G(x) + H(y),p + G (x),q + H'(y)),

et les conditions

(14) z,(x,g(x))=0 pour =ze|0,a|,
2,(h(y),y)=0 pour ye|0,b|.
Alors la fonction

z2(x,y)=2z.(x,y) + G(x) + H(y),

de classe C'*’ dans l'ensemble 4, vérifie I'équation (1) et les conditions (2).
Inversement, si la fonction z(x,y), de classe C'® dans I'ensemble A,
satisfait 3 I’équation (1) et aux conditions (2), alors la fonction

z,(x,y) =2(x,y) — G(x)—H (y),

de classe C*) dans 'ensemble 4, vérifie 1'équation (13) et les conditions (14).

Si, de plus, la fonction F(x, y, 2, p, q) vérifie les hypothéses (4) ou bien
les hypothéses (5) et (6), alors il en est de méme de la fonction
Fi(x,y,2,p, 9.

Nous nous bornerons donc, dans la suite, a I'étude du probléme I avec
les conditions limites (12). De méme que dans le cas du probléme II, nous
raménerons ce probléme a une équation fonctionnelle sans conditions
supplementalres

**) Cf. [3], p. 115, théoréme 4. La fonctlon H(y)+ G(x) est alors déﬂme unijvoque-
ment ce qui, d'ailleurs, n’est pas essentiel dans notre cas.

[}
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Soit 2(x, y) une solution du probléme I sous les conditions (12) et soit
s(x, y) une fonction continue sur le plan xy tout entier et telle que

s(x,y) =d’;T('i;-:) dans 4.

Admettons, en outre, que

Ary= E{h(v)s u<xg() < vyl

(4, D)

Nous constatons sans peine que

Ul(x,y) = J | s(u,v)dudv =

L4 | AL Y (A
=f{fs(u,v)dv;du——_j !Ifs(u,v)dv}du——f{fs(u,v)du;dv,--
0 0 J 0 ) 0

0 0

d’ou
U,y _ Wix,y) [
——F = | s(x,v)dv, ——"=|s(u,ydu
d.‘l‘.‘ mj\: ﬁy ,l:f_!-l
et

U (x,y)  *U(x,y
dxdy  Oyox

=s(x,y).

Il en résulte que la fonction

z(x,y) — j'_}'s(u,v)dudv,
Ae,y
est de classe C'*) dans 4, car les fonctions g (x) et h (y) peuvent étre pro-
longées d'une fagon continue au déla des intervalles fermés [0, a] et [0, b].
On a évidemment
02 .
P z(z,y)— | | s(u,v)dudv|=0,

Ay y

dans I'’ensemble 4. L’ensemble A4 étant normal par rapport aux deux axes
du systéeme Oxy, nous avons

z (xi y) — ¥ U(x! y) =V (x) + W(y),

ou les fonctions V(x) et W(y) sont de classe C!"! pour x¢€[0,a] et ye[0, b].
En vertu de la condition (12), le systéme d’équations

V(x)+W(g(x))=—U(x,g(x)) pour xe|0,al,

(18) W(y)+ V()= —U(y),y pour yel0,b]
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est vérifié. La fonction U(x,y) étant de classe C!*) dans le domaine 4,
le systéme d’équations (15) a une solution {W(x)+c, V(y) —c} de classe
C'V) déterminé a4 une constante ¢ prés (Cf. [3], théoréme 4).

On voit donc que la solution 2(x, y) du probléme I sous les conditions
(12) s’exprime par sa dérivée s(x, y) univoquement au moyen de la formule

(16) z(x,y) =Os(x,y) = | | s(u,v)dudv+V(x)+W(y),

J.\'.y
ou les fonctions V(x) et W(y) constituent une solution du systéme d’équa-
tions (15).

Dés lors, il est évident que le probléme I (résolution de I’équation (1)
avec les conditions aux limites (12)) est équivalent a celui de la résolution,
en termes de fonctions s (x, y) continues dans I’ensemble 4, de I'équation
fonctionnelle

(1) (9 = (24,6, 1), 5 6.9, 5 6:(@ ).

Dans la suite, nous n’étudierons plus que les équations fonctionnelles
(10) et (17).

3. Les fonctions O;(x,y), d dxO;(x,y), d/dyO;(x,y) et leurs propriétés

Puisque V(0)+W(0) =0, on peut admettre que V(0)=0= W(0) et il
résulte alors des équations (15) que l'on a *)

- P 1Y
V(x)=— V{ || s(u,v)dudv— | s(u,v)dudv}=
C— - . - -
el 41‘ (x). g(3% (x)) 8504 Yy, gial (=)
s Al gt ) \
= S‘ ' f s(u,v)dv}du,
— » -
=0 i+l * gla) )

ou
P@)==zx, A "(x)=h(g@ (), 1=0,1,2,..,
et
oo pliy) chiwt () A
W(y):.-—z f J f s(u,v)du}dv,
(=0 41y b hiv) 2
ou

WPy =y, #@=ghE @), i=0,1,2,..,

les séries figurant dans ces formules ainsi que celles qui s’en obtiennent en
les dérivant terme a terme étant uniformément convergentes.

*) [3], théoréme 4, p. 115.
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4+ De 13, en posant
T =2A(x), yu=p'(y), Tuar=h{@'W), Y=g (),

pour i=20,1,2,...,, nous obtenons en vertu de la formule (16) (cf. [6],
t. 111, p. 123)

S, Yi

O (x,y) = 2(—1)’ [ [ swvdvdy,
x, 1 -Vl 1
2 &3¢ (x))
53—[05(& y) = fS(x v)dv + 2 l—l‘“(x)) J s(2'"! (x), v)dv—
2(x) g txy
S (Low@) | 2(2) d
— 2 (gs oW @) [ stuo@iaddu,
=0 l‘+llx)
d Vet o .
i ¥ Os(x,y) = ‘ s(u, y)du+ Y’ |——p‘ ’(y}| J s(u, ' (y)du —
Y hin hpt+1iy)

_u' (Y]

——Zo: (;yh""‘ym‘ [ s(h(s (@), v)do.

tt ‘(‘Vi
Les fonctions

dc-iz-' A(x)= EidE [h (' (g (x)))], i=1,2,..., dans l'intervalle [0, a],

et

d ') | E_ -1 5 Ji8 = N
dy‘“ (y)= i3 lg(A* - (h(y))], i=1,2,..., dans 'intervalle [0, b],

sont bornées dans leur ensemble, donc les fonctions
da d . da d
ax M @, ar 9 @), & " (v), dy h(u' (y),

i=0,1,2,.., 0<x<Ta, 0=Cy=<|Dh, le sont aussi. Désignons par L une
constante entiére positive limitant supérieurement leurs modules (donc
L=1).
Puisque les suites
[ (@)}, lg@ @)}, (@)} et (h'®@),

sont faiblement décroissantes *) pour tout x ou y fixé, on a évidemment:

*) Cf. [3), lemme 2, p. 104.
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Lemme 1. Si s,(x, y) et s.(x, y) sont des fonctions continues dans 4 et
si p(x,y) est une fonction continue dans le rectangle

(D) 0<xr<a 0Ly <Ch,
définie par la formule

o(x,y)= max s, u,v)—s,(u,v),
(w,v)6dy o

ou
Ney=[ ) <u<z, g < v<y),

(u, o)
alors

X )" )" P 4
164, (2,9) —0s(x.9) < [ [ ow,v)dvdu < [e(z,v)dv+ ¥ [o(u,y)du,
00 0 0

X

)0 s (x,y)— d 0,, «L]g(u y)du+L|g(x v)dv,

5y — dy(-h,(:r y)‘ <Lje(u y)du +L l e (x,v)dv.
|

En posant s,(x, y) = 0 on obtient comme conséquence:

Lemme 2. Si [s(x,y)| <Ae***¥), 1> 0 *¥), alors

|65 (x, y)| < %e‘""”’,

d | | @ 5
o A2 +y)
ldx@(x,y)!, 'oya.(x.y))<2Le B+y),

Lemme 3. Si les fonctions s(x, y) sont continues et si elles satisfont
a l'inégalité
s(x,y)| <M

ou M est une constante positive arbitraire, toutes les fonctions O:(x, y)
sont équicontinues.

Démonstration. Soit & un nombre positif quelconque. La série

Z (xl'—xi'f-l) . (y: e y:+1),
1=0

**) Je dois I'idée d’une telle limitation exponentielle 3 M. A. Bielecki qul
I'a proposée dans le cas du probléme de Cauchy.
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est uniformément convergente dans le rectangle D, car

\:‘(x——x- ) (Yi— Yiit) < Za

P i i+1) (Y Yit Ln * Yn
et x,, Yy, tendent vers zéro uniformément par rapport aux x et aux y con-
tenus dans les intervalles [0, a] et [0, b] *). Il existe donc un N tel que

W e e (2 ek
1‘_:__1:, (xl Tii1) (y: y1+l) SSM
pour tout point (x, y) e D.
Désignons par x; et y; les valeurs les fonctions x; et y, pour x==<x
et y=y. Puisque, pour |s(z,y)|<<M, on a

X{ 7 Yi
f fs(u v)dvdu— | fs(u,v)dvdu’«\\
fi+1 Yitt Xip1 Vit

L(Jor—xi| + [T —Zisa ) M-b+ (Y —yi| + |yi1—Yis1|) M-a <
<2L-M-(@+b-(|lx—Zx +ly—yl),
on aura, pour
[
3-N-2L-M-(a+b)’

x—x|+ |ly—yI<

 N—1 i Yi

{9,{1',;;]—0,(::,@[(! M (—1y [ j s(u,v)dvdu —
’i:S X4y Yi 1
A' y‘ i
_Z(—l)! f J s (u, v)dvdu’-}- Z(—-l), ] .lp s(u,v)dvdu| +
Xigq y,+1 =N Lipt Y+t
l
‘Z(—n’f fs(u v)dvdu| <G+ M- \ (20— Tiet) - (i — i) +

Xt Yigt "'"\

; y — — €& E ]
+M _Z; (@ —Fie) Gi—Yio) < 3+ Mogr + Moz =e,

ce qui établit le lemme.

Lemme 4. Pour toute constante positive M il existe une fonction con-
tinue &, (d), définie pour 6 =0 et satisfaisant aux conditions

EM(0)=0 et sm(61+62)\<5,“ (61)+€M(aa)

") _Cf. [3], lemme 3, p. 104.
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telle que, si s(x, y) est une fonction continue dans I'ensemble 4 satisfaisant
a Vinégalité [s(x,y)| <M et si [r— x|+ |y—y| < 4, on ait

@S(xvy)—(')s(xv;y)l ‘{em(é)~
Démonstration. Admettons que
&y (0) = sup |Os (x, y) — Os (T, Y)|,

ou (x,y)ed, (r,y)ed, |[x—x|+|y—y = 6 et s(x,y) désigne une fonc-
tion continue dans 4 telle que |s(z, y)|<< M. On constate aisément, en
s'appuyant sur le lemme 3, que la fonction e,(d) satisfait bien a I'énoncé.

Lemme 5. Pour toute constante positive M il existe des fonctions
41 (8), i=1,2, continues pour =0 et satisfaisant aux conditions

£ (0) =0, i=1,2,
(8, + 8y) < &4} (8,) + 84} (35), i=12,

telles que, si e(x,y,d) est une fonction continue de trois variables définie
pour (x, y) e D et 4 =0, faiblement croissante par rapport a chacun de ses
arguments, et si s(x, y) est une fonction continue dans l'ensemble 4 telle
que

s(x,y)| < M,

s(x,y) —s(r,y)| < e(x,y,8) pour |r—zx|+|y—y|<s,
on ait

0 9 il T : X
~0,(x,y) — 5 0:(%,7) <eW(®) +L [ elw,y,Lo)du+L | e(x,v, L8)du,
dx ox F b

x Y

() d el , g
=0 (x,y) — 5. 0:(Z, ) e+ L | e(u,y,Lé)du+L | e(x,v,Ld)du,
oy Yy 0 0

pour |x — x|+ ly—y|< 4.
Démonstration. Nous n’'établirons que l'existence de la fonction
&)(8). Celle de la fonction &§(d) se démontre d’'une maniére analogue.
Admettons les notations

(1) v s \\ J:l-i-;_l‘\'ll
(x,t)= / '_;“+l(x) 1 o s(ll?l(t)'v)dvv
Zs: & \dx : g(ai 1)
(2) d At x)

d @) - g (A (1) du..
ip 9 @) Wflms(u g (A (¢))) du

o —

D =

L

{
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Soit ¢ un nombre positif quelconque et désignons par N un nombre
naturel tel que

g{).v(.r))mamru pour x€|0,al.

Soit 4 un nombre positif tel que
N—1
2L*MNé+ 3 M-b-

==

d (41 _iil" =
drl (x) dx).*(:c)

i
3 )

pour |[x— x| <6 (l'existence de ce nombre est assurée par la continuité
des fonctions dA’(x)/dx). Puisque, pour [s(x, y)|<<M, on a

[ d &' x)) d
| (—-— /1‘*‘(;1:)) ) s(Af*+1(t), v)dv — ( =y
iz glaf+1g) e
gl (x) F x
s(A'1 (1), v)dv| < | — A ()|
gl3‘+1(k) du r

Alg(k (@) — g @)] + |g A+ (@) — g4+ @)} <
<o LtMez—z+Mbe | Lo,

on obtient pour [x — x| < é l'inégalité
W (1) |
Z (:r,t)— (x, t)| < & pour tout te|0,al.

Donc, si l%s fonctions s(a:, y) satisfont a l'inégalité |s(x,y)|<<M, les
i )
fonctions ' (x,t) sont équicontinues par rapport a x.

s (2)

Pour les fonctions 2 (x, t) la démonstration est la méme. Or

i0;(:!: y)— —@,(x y)= f{s(:c v) —s(x,v)) dv +

g(x)
o= At
+ Y (Era@) [ s @), 0 — s @, ol v +
=0 (ll“‘(x])
V(L g ai(ay) z}m (@) — s(u, g(¥ () d
+ 2 (59t @) [ 1s W@ —stug¥ @) du+
glx) (1) (2) (2)

fs(x v)dv+fs(x v)du+2(:c x)—Z(xa: +Z(xx v(:x:,E);

x(X)
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on a donc pour |x—7T|+ |y—7y| <6

| >4 3
’,5%0’(1' y)—-a%@,(h:, y)'chﬁl e(:c,v,Lé)dv%—Lﬁl e(u,x, Lé)du +

X

2 ) (i)
+L-M-lz—Z|+ M- y—yl+ 3 D xn—) (7).

=1 s ’
On pose
(i) (§) d
£1;1(8) — sup. 2@o— Y@y E

ou x,x,te[0,a|, |t — x| <4 et s(x,y) désigne une fonction continue dans 4
telle que |s(x, v)|<M,

eB(d) = (L +1)- M-8+ ¥ (6) + ol ¥ ()

et la démonstration est achevée.

4. Unicité des solutions
Théoreme 3. Si la fonction r (x, y), continue dans le rectangle D

0<x<a, 0<y<b,

y satisfait a l'inégalité
& ¥ \
0<r(x,y)<x (f rw,y)du+ | r(x, v)dv),
0 0

o x(8) est une fonction continue pour & =0, faiblement croissante et
telle que x(0)=0, x(8)=>0 pour 6> 0, et si intégrale généralisée
fa
0 "(t)
est divergente dans un voisinage droit arbitraire de zéro, alors r (x,y) =0
dans le rectangle D.

Démonstration?®). Soit

R(r) = max r(x, y).
(x,y)eD
x+y<t

Pour établir le lemme il suffit de montrer que R(t) =—0. La fonction R(t)

*) Dans cette démonstration j$ai utilisé certaines suggestions, dues 8 M. A. Bie-
lecki, qQui m’'ont permis d’abréger la démonstration primitive.
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est continue, faiblement croissante, R(t) 0 et r(xr,y)- R(x+y). Si
(x,y)e D, x +y <t, alors

r(@y) < x| [ Ru+y)du + | Rz+v)do)—
0 /

0

Xty Xty t
=x| [ (r)dz+j Rt)dr) x(2 [ R@)dz),
d'ou - | ' |
. R(t) x(2.'-R(t)dt).
0

Supposons R(t,) > 0. On a donc nécessairement t, >> 0. Désignons par
t, le plus grand nombre positif t tel que R(u) =0 pour 0 << u < t. Alors
fy !

[ R(dr=0, [R@dr=>0 pour t=t

0 0

(1]

donc

f
x(2fR(t)dt)>0 pour: t>t,,
[i]

On a donc pour t > t, l'inégalité
R(t)

[
x( { R (7) dr)
i
En intégrant les deux membres de t, a t; on obtient

3
2 [ R(x) d(s)
0 !

fd“ =2 ‘ RGN0

x(a)

§ A x(2 _nfR(z) dr)

ce qui signifie que l'intégrale généralisée J est convergente dans

( )
le voisinage de zéro, contrairement a lhypothése On a donc nécessairement
R(t) =0 ce qui achéve la démonstration **).

**) Dans la démonstration on pourrait aussi appliquer la théorie des
'

inégalités différentielles. En effet, la fonction ¢ (t) =ofR(t)dz satisfait & 'indgalité

¢ (t) <x(2¢(t), donc @(t)<y(t), ou y(t) est une intégrale supérieure de I’équation
y' ==(2y) issue du point (0,0) & droite, mais y(t)=0, d’'aprés les hypothéses relatives
4 la fonction x(t), d’out ¢(t)=0 et, par conséquent, R(t) = 0 (je dois cette remarque
a M. J. Szarski).
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Démonstration de l'unicité de la solution de I’équation (10)

Soient s,(x, y) et si(x, y) des solutions de I'équation (10), continues dans
I'ensemble 4. Soit

I 0, si (x,y)¢eD—4

I max 8, (u,v) — Sa(u,v)!, si (x,yleA,

fu, 0)edy ¥

ou

Aey=F @) <u <z, g < vy}

(a, @)

Alors, en vertu de la condition (4), nous aurons pour (x, y) e 4 I'inégalité

$,(x, Y) — su(x, Y)| < ’w[_} ! d(u,v)dudv + l d(u,y)du+ ld(x v)dvl

Ae.y hiy) g0

dont il résulte que d(x, y) est une fonction continue dans le rectangle D et
que, en vertu de l'inégalité

x ¥y y ¥

[ [dw,v)dudv< 3 [ d(x,0)dv+ L [ d(u,y)du, -
o @ 23 24

on a

(1#2

9 %
d(x, y) - j dw,y)du+ T _) d(z, v)dv},
; ,

ou | = max (a, b). Il en résulte, d’apres le théoréme 3, que d(x,y) =0 et
par suite s,(x, y) = sy(x, y).

Démonstration de 'unicité de la solution de I’éguation (1?)

Soient s,(x, y) et si(x, y) des solutions de I'équation (17), continues dans
T'ensemble 4. Soit p (x, y) une fonction continue définie dans le rectangle D
par la formule

olx,y)= max [s,(u,v)—s,(u,vl
(u.D) e Ax,y

En vertu de la condition (4) et du lemme 1 on a pour (u, v)e 4., , I'inégalité
4 L
sy (u, v) — s,(u, V)| < ‘I 5 I ol(t, v)dt+ j o(u,t) dt\l

l+4L

w(IT4L )dt+—

J o(x ,t)dt’
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et par suite, pour (x, y) ¢D, I'inégalité

x ¥
o(x,y) < w(i;i‘_ﬂ o(u, y)du+l+24Lj g(:z:,v)dv),
) 0 0

d’'ou ¢ (x, y) = 0 et par conséquent s,(x, y) = s,(x, y).

5. Existence d’'une solution de I'équation (10)

Dans ce chapitre, et dans le suivant, nous admettons que la fonction
w (6) qui figure dans la condition (5) est faiblement croissante et satisfait
a la condition

(18) (8, +9,) < w(8;) + w(8,).

On peut le faire sans nuire 3 la généralité, en remplacant la fonction
w(d8) par la fonction w*(8) définie par la formule

o*(8) =sup |F(x,y,2,p,9) —F(x,9,2,p,q)|,

ou (x,y:Z,P»Q)GU, (l,y,z,i’.ﬁ)fn et |p_p| + lq—‘_ll <6
Lemme 6. Si la fonction a(d), définie pour 6 > 0, non négative et
faiblement croissante, satisfait a la condition

a (at + 62) < a(dl)+ a(az) ’

alors
a(n:48) <na(d) pour n=1,2,3,..,

|a(d,) — a(dy)| <= a(|6, — 8al), a(8) <a(l):-(6+1).

Lemme 7. Si la condition (4) est remplie, la condition (6) V’est aussi

pour
A=w(1)+ max |F(x,y,0,0,0)|, B=w(1).

ix, yled
lLemme 8. Si les conditions (5) et (6) sont remplies, alors
|F(x,9,2,p,9| < A+B-|z| +o()-(1+|p|+]q])-

Nous omettons les démonstrations immeédiates de ces lemmes.

Démonstration de I’existence d’une solution de I’equation (10)

Supposons que les hypothéses contenues dans l’énoncé du probléme
11 (probléeme de Cauchy, p. 77) soient remplies et que la fonction
F(x, y, 2, p, Q) soit continue dans 'ensemble 4 et satisfasse aux conditions
(5) et (6).
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Ceci posé, considérons l'espace de Banach (c’est-a-dire un espace
linéaire, normé et complet) des fonctions s (x, y) continues dans I’ensemble
4 avec la norme |Is (x, y)ll= max|s (x, y)| pour (x,y)e 4. En appliquant
le théoréme du point fixe di & Schauder [9], nous allons prouver
qu’il existe dans cet espace un élément invariant par rapport a la trans-
formation I, définie par la formule

S(x,y)=1Ts(x,y) = F{x, Y, J ’ s(u, v) dudv, |‘ s (x, v)dv, | s(u, y)du.|.
8.y Rix) Ay

Admettons les définitions et les notations suivantes:

’=A+B+3m(l)+1,

(x.y.%.p.9)6 Il l N I
2,0) = max |F(x,y,2,p,q9)—F(x,y,2,p,q)| pour 0 < <400,
(x.y.2.p.9)ell,
(x.y.2.p.qlell,

le—x|+|y—yl+|2—2| <8

Q(8)=max( max g(x)—g(xr), max 'h(y)—h(@)|) pour 0< &+ oo,
0<x<x<a Osysy<b ;
Ix—x|<h ly—visé

Q) = 2,((14e*@).8) + w(|2(8) +8]-Ae* ?) pour 0< é<+o0o.

Enfin, supposons que la fonction &(u,d), définie pour u =>0 et 4= 0, soit
la solution unique, en vertu de la condition (4), de I’équation

(19) elu,8) = w( [ e(t,0dt) + 2.
0

L'inégalité (18) étant remplie, on a, d’aprés le lemme 6 (p. 92), w(9) -
Zw(1)-(1+9d) et, par conséquent, la solution de l'équation (19) existe
dans l'intervalle 0 << u <+ co tout entier, pour tout 6=> 0 fixe. La fonction
e(u,d) est égale a la dérivée dé(u,d)/du de la solution &(u,d) de I'équation
différentielle

d
d‘lf = w (&) + Q*(d)

qui satisfait a la condition initiale

£(0,8)=0.



94 Jan Kisynski

Les fonctions w(d) et £2*(8) étant continues, é(u, d) est une fonction con-
tinue de deux variables et, puisque

e(u, 8) = w(&(u, 8)) + Q*(9),

e(u, d) est aussi une fonction continue de deux variables. La solution de
I'équation (19) étant unique pour chaque é > 0, on a nécessairement

e(u,0)=0.

Considérons maintenant, dans I’espace fonctionnel envisagé, I’ensemble
Z, des fonctions s (x, y) qui satisfont aux conditions

s (@, y)| < A erieen,

is(x,y) —s(x,y)| <ely, *—x|) + e(x, [y — yI).

L’ensemble Z, n’est pas vide, puisqu’il contient la fonction identiquement
nulle sur I’ensemble 4. Les fonctions de ’ensemble Z, sont bornées dans
leur ensemble et, vu la condition &(u,0) =0, elles sont équicontinues.
L’ensemble Z, est donc compact dans l'espace considéré. Enfin, on voit
aisément que cet ensemble est convexe et fermé.

Pour s(x,y), s (x,y) €Z, on a I'inégalité

|l s(x,y)— I'ys(x,y)| < 2, ( _}J s(u, v) — s(u,v) dudv.\ +
d'.\n,v /
+w( ._l' s(u,y) — s(u,y) du + l

s(x, v) — s(x, v)! dvl -
“h(y) gix) !

d’ou
N\ Iy8s—1I;s|| <Q,(abi|s—si|)+wl(atb):|s-—sl),

ce qui prouve que la transformation Iy est continue uniformément sur
Yensemble Z,.
Si (x,y)e 4, (x,y)e A et s(x,y)e Z,, alors

:ffs(u,v)dudv— ffs(u,v)du.dv!\< lx— x| edrto)
ldx, y Ae.y

. o' y

J. s(x, v)dv — J s(x,v)dv < Q(x—x)-A-eHartl | fe(t, xr—uxi)dt,
gx) gl °

X \

:| s(u,y)du — f s(u,y)du| < x—x -A-eHead
U hiy) (y)
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d’ou
S(x,y) —S(x,y) <Q(x—=x (14 ")+

+w((§(|x—xi)+ x—xl)-l-e"‘“""+J‘e(t,lx—x[)dt <
5 1]

Q' (lx—zx1) + wu e(t,lx—:c|)dt)=s(y,|:r—a:|).

D’une maniére tout a fait analogue, si (x,y)e¢ 4, (x,y)e 4, et s(x,y)e2,,
alors
S(x,y) —S(x,y)| <elx,[y—y);

donc, si s(x,y)eZ,, on a
S(x,y) —S(x,y)l < ely, x—x|) + elx,ly—y').
Enfin, si s(x,y)eZ,, il vient

S(x,y) < A+ B- J]|s,v)dudv +

i ,

+w(l)-=l+ J s(u,y) du + fs(a:,vhdv}‘\

hiy gix)
{ B .
(‘A + ; +- 3(»(1)) eI < RN
La transformation /', transforme donc I'ensemble Z, en un sous-en-
semble de celui-ci. En vertu du théoréme du point fixe dia Schauder
[9] il existe dans 'ensemble Z, une fonction s (x, y) telle que I';s(x,y)=
=s(x, y), et la démonstration est ainsi achevée.

6. Existence d’une solution de P’équation (1?)

De méme que dans le chapitre précédent, nous admettons que la fonc-
tion o (d) est faiblement croissante et qu’elle satisfait a la condition (18).

l.emme 9. Pour tout 5 >0 il existe exactement une fonction continue
rq(x, y), définie dans le rectangle

(D) 0<r<a, 0 < y<b,

qui y satisfait a 1'équation

(20) ro@y=o|[ 9t + [, 0dt) + 9.
(] 0 1
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Démonstration. La conclusion résulte du théoréme 2. Il suffit
de poser g(x)r 0) h(y):'O, 0(:1:):‘ 0) T(y)Eo et

F(x,y,2z,p,9) = w(p+q) + .

L’équation (10) se raméne alors a 1'équation (20).

Lemme 10. Toutes les fonctions ry(x,y), ou %€[0,c| et c est une con-
stante positive, sont bornées dans leur ensemble et équicontinues.

Démonstration. Pour toutes les fonctions F(x,y,2,p,qQ)=w(p+q)+7,
0 <n<c, la condition (6) est vérifiée pour A=c et B=0 et la condi-
tion (5) est vérifiée en vertu du lemme 6. Dans la preuve de l'existence
d’une solution de I'équation (10) on peut admettre dans ce cas

A=c+3 - w(l)+1,
Q') =ow(A-e*@t9.§) pour 4 > 0.

Par conséquent, si e(u,d) désigne une solution de I'’équation

[ et,8) dt‘) +2'0),

0

e(u,d) =ow (
les fonctions 7,(x, y), ou 5¢€|0,c], satisfont aux conditions
T (x,y) < 4.t

r'](x: y)—'ﬂ(i’-',y)l - e(y’ x_'il)"*‘ E(xr y:y!)

et le lemme est ainsi établi.

l.emme 11. Etant donnée une fonction continue r*(x, y) satisfaisant
dans le rectangle D a l'inégalité

0 <r'x,y) w(fr'(t.y)dt+ fr"(-r,t) dt) + 7",
‘0 0 '

ou " >0, si 5" <<w, alors r*(x,y) << ry(x,y), et si y* =n, alors r(x,y) <
< ralx, y).

Démonstration®*). Supposons n*<<#. Alors r*(0,0) < 5*<<y=r,0,0)
et, en vertu de la continuité, on a *(x, y) < ry4(x, y) dans un voisinage
du point (0,0). Si cette inégalité n’était pas vérifiée dans tout le rec-

*) La méthode utilisée dans cette démonstration est celle que M. Opial
a appliquée dans l'étude d'un systéme d’inégalités intégrales avec des fonctions
d’une variable, cf. [8], théoréme 1.
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tangle D, il y existerait un point (x, y) tel que r*(x, y) =ry(x,y) et r*(u,v) <
< ry(u,v) pour 0 <u<x, 0 << v << y. Nous aurions alors

w(} (t, y)dt+ ' r(x, t) dt) < (f‘r,,(t, y)dt + ' rq(x, t) dt
\o 0 0 )

et par suite
0=ry(x,y) — ">, 9) > n—n">0.
La premiére partie du lemme est ainsi démontrée,
Supposons maintenant que ==1y". Alors, en vertu de la premiére partie
du lemme
@, y) <1q1a(x,y) pour n=1,23,..,

0 <7y yniy(x,y) <rgiinlx,y) pour n=123,...

La seconde de ces inégalités prouve que la suite {r, 1/n(x, y)} est con-
vergente et, en tant que suite de fonctions équicontinues, elle est unifor-
mément convergente. Sa limite 74:0(x,y) est donc une fonction continue
et satisfait 4 1'équation (20), par conséquent 7,0 (x,y)=ry(x,y). On
obtient la seconde partie du lemme en passant a la limite dans I'avant-
derniére inégalité.
Corollaire. Soit maintenant
To(x,y) = max re(u,v).

I<a<x
0==v<y

Donc 7q(x,y) =ry(x,y), o 0 < x < x, 0 <Ly <y, et par suite
:

(T, y) = w ‘6“ rq(t,y)dt + | rq(x,t) dt) + 9 <
\ 0

ol [Fatt, gt + [ Folxstrdt] +ara
0 0 !

d’'ou il résulte, d’apres le Lemme 11, que 7q4(x.y) < ry(x,y), ce qui prouve
que r4(x, y) est une fonction non décroissante de ses deux arguments.

Lemme 12, Soit L un nombre naturel et Q2(4) une fonction continue
faiblement croissante, définie pour =0, telle que 2(0)=0 et Q(L-8) <
<L L-Q(). Pour tout 6=0 il existe exactement une fonction continue
e(x,y; 6) définie dans le rectangle D, satisfaisant & I’équation

1
IJ

¥

21) e(x, v, 6)=w‘,\2L [ e(t,y, 808t +2L [ s(x,t, a)dt) +20).
0 0 ! .

7
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En tant que fonction de trois variables la fonction e(x,y;d) est continue
(par rapport a I'ensemble de ses variables) et faiblement croissante par
rapport a chacun de ses arguments. De plus, cette fonction vérifie
I'inégalité

(22) L-¢(x,y,8) > e(x,y, L - 6).

Démonstration. En remplacant dans les lemmes précédents la
fonction w(d) par la fonction L-w(2L- d) et le nombre n >> 0 par le nombre
L-Q(4), on voit que la fonction e(x,y;d) est univoquement définie par
I'équation (21) et qu’elle est une fonction croissante de ses arguments,
En vertu du lemme 10, les fonctions £(x,y;d), ou de[0,¢c] et ¢ >0 est
un nombre fixe, sont équicontinues. Soit {d.} une suite monotone arbitraire
8r€[0,c|, convergente vers é. Alors la suite &(x,y;ds) est uniformément
convergente en tant qui suite monotone bornée de fonctions équicontinues.
La limite de cette suite satisfait a 1'équation (21), elle est donc égale a
e(x,y;0). 11 en résulte que pour toute suite {4} convergente vers é, la
suite e(x,y; d,) est uniformément convergente vers e(x,y;d), ce qui veut
dire que pour tout point (x, y; d) la fonction e(x, y;d) est continue par rap-
port a 6. Les fonctions e(x,y; d), d€[0,c], étant équicontinues par rapport
a (x, y), la fonction e(x,y;d), en tant que fonction de trois variables, est
aussi continue par rapport a 'ensemble des variables (x, y), uniformément
par rapport a 6¢[0,c]. Par conséquent la fonction e(x,y;d) est continue
par rapport a ’ensemble de ses arguments.

Il nous reste a établir 1'inégalité (22). Soit en(x, y;d) une solution de
I’équation

1 [ y
L en@ 9,0 =0(2L [ enlt,y,0)dt + 2L | enx,t, 6)dt) + 2(8) + 711
\ 0 0

En vertu des lemmes précédents il existe exactement une telle solution
et, pour J fixé, la suite ea(x,y;d) est uniformément convergente vers
e(x,y; 8). Il suffit donc de prouver que

L:eéen(x,y,8) > €e(x,y,L-é).
On a

1 Sy -
[ en(0,0,=0@) + , [ ¢(0,0,L-8)=0(L-3),

donc
L - (0,0, 06) >¢(0,0,L - 8).
Si I'inégalité
L-ea(x,y,8) > e(x,y,L-9)
n’était pas vérifiée dans tout le rectangle P, il existerait dans ce rectangle
un point (x, y) tel que
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L:ea(x,y,8) ==e(x,y,L-6)
et

L - eq(u,v,0) > s(u,v,L-4),

pour 0 <<u<Cux, 0<<v<y. Mais, comme w(L:4é) « L-w(é), nous aurions
alors

2
0=0L"-en(x,y,d8) — e(x,y,L- 9d) *IL-(L-£2(6)—Q(L-6))+%+

y

42 L"-w“2L [ en(t,y, &) dt + 2L | e(x,t,d)dt)-—-
b /] (1]

f : .' \ o
-—L“-w‘Z_‘ e(t,y,L-8)dt+2 | s(m,t,L-é)dt,>%>0.
L’inégalité (22) est ainsi établie.

Démonstration de ’existence d’une solution de I’équation (17)

Supposons que les hypothéses contenues dans 1’énoncé du probléeme I
(probléme de Goursat, p. 76) soient remplies et que la fonction
F(x, y, 2, p, q) soit continue dans I'ensemble 4 et satisfasse aux conditions
(5) et (6).

Considérons l'espace de Banach des fonctions s(x,y) continues sur
Iensemble 4, de norme [Is (x, y)ll =‘mz?x‘;s(x, y)|. Nous allons montrer

X, yied

qu'il existe dans cet espace un élément fixe par rapport a la transforma-
tion I'y définie par la formule

23 Sy =@ =F [z 0.6z, 5 6@ 5 6z

Admettons les définitions et les notations suivantes:
A=A+B+w(l)-(1+4L)+1,

ou L est la constante entiére positive que nous avons définie dans le
chapitre 3,

,— L

{'z' A Dt Ip'.iq|<L-e““+”'},
x5 zp 9ell

2:(8) = max F(x,y,2,p,9) —F(x,9,2,p,q)| pour 0<4<+oco.
(x,y.2,p.9)ell,

(*x.y.z.p.qell,
|x=x|+|y—yl+]12—2|< 8

Soit em(d) la fonction déterminée dans le lemme 4, o M = A-e*(a+d),
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Désignons par 2(4) une fonction définie dans l'intervalle 0 <Cd << 4 oo
par la formule

Q2(8) = 2,( + £, (9)) + w (el (8) + &5} (3)),

ol les fonctions &/}(8), i=1,2 sont celles du lemme 5. La fonction Q(é)
est continue, puisqu’elle est composée de fonctions continues, et elle est
non décroissante, car elle est composée de fonctions non décroissantes.
Enfin, elle satisfait a la condition

Q(L-8)<L-Q(9),

ou L est un entier positif, puisque les fonctions dont elle est composée
vérifient des conditions semblables. Enfin, observons que £(0)=0.
La fonction Q(4) étant ainsi définie, soit e(x,y,8) une solution de
I’équation (21). Puisque 2 (0) =0, nous aurons e(x,y,0) = 0.
Considérons maintenant dans l’espace fonctionnel envisagé l'ensemble
Z, des fonctions s (x, y) qui satisfont aux conditions

s(x’ y)l \< A- e1~(x+y),
s(x,y) —s(x,y) <elx,y,0) pour x—zx + y—y <4.

De méme que T'ensemble Z,, ’ensemble Z, est non vide, compact, fermé
et convexe.
Si les fonctions s (x, y), s (x,y) sont continues sur ’ensemble 4, on a,
en vertu du lemme 1,
1@, —0;|| <a-b-[s—3|,
‘ d 0
: \1 535 9 &

|| 0 0
t'dx@s—"; O

\<L-(a+b)-'s——'s|,

0 oy

donc, pour s(x,y),s(x,y)eZ,,
[Fas—Tys|| <Qy(a-b-[[s—s|) +w(2-L-(a+Dd)-|s—5s]),

Ceci prouve que la transformation I, est uniformément continue sur
Yensemble Z,.
Si |s(x,y)|<<A-€+=+Y) on a, d’aprés les lemmes 2 et 8,

S(x,y) <A+ —?e""‘“” o) (1 +4L-e¥t) < q.et x4,

Sis(xr,y)eZ, |[x—x|+ |y—7y|<4, on aura,
[S(x,y) —S@,y)| <2(6+ |Os(x,y) —Os(x,y)|) +

0 2 0.z + |2 L 6.@
+w(|a;@s(x;y)_%0s(x'y) -*—a!—I@s(x,y)_a{y@s(E,y)f)(
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X

7 3 v
< Q,(0+¢e4(d)+o (e',},’(d)+e£;",’(d)+2LJ e(x,t,Lo)dt+2 L} e(t,y,Lé)dt)-{_
. : 5 )

-,'Q(L-o)+w(sze(:c,t,L-o)dt+2Lfe(t,y,1,-<s)dt)=
0 0

ey 114 bV IR ol B):

La transformation I, transforme donc I'’ensemble Z, en un sous-ensemble
de celui-ci. En vertu du théoréme du point fixe de Schauder [9], il existe
une fonction s(x,y)eZ, telle que I'ys(x,y)=s(x,y), ce qui achéve la
démonstration.

7. Exemples

1. L'exemple de Hartman e Wintner [7] mentionné dans
Pintroduction montre qu’aucune condition de régularité de la fonction
F(x, vy, z, p, Q) par rapport a p et g ne peut assurer I'unicité de la solution
du probléme de Darboux. En effet, 'équation

%2 —¥n
oz oy — 2%, 0<<i1<1

a les solutions
2, =0
et
z3(x, y) = (1 — )14 [(x — a) (y — B) | V=4,
détext;minées pour x >a, y > f, toutes les deux nulles sur les droites xr=a,
y=_4.

A T'aide de la méme équation on peut aussi montrer qu’aucune condi-
tion de régularité de la fonction F(z, y, 2, p, q) par rapport a p et g ne peut
assurer l'unicité des solutions des problémes I et II pour des formes quel-
conques, compatibles avec les conditions des problémes, des courbes
y=g(x) et x=h(y). Rapportons-nous, pour abréger, aux figures:

WY

o a «

Probléme 1. Probléme II.
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Chacun des problémes I et II a deux solutions satisfaisant aux mémes
conditions aux limites ou initiales. L'une d’elles est z = 0, |'autre
0 si (x,y)eB,,
z(x,y) = i
z,(x,y) si (x,y)eB,.
2. La condition (6) est essentielle pour I’existence d’une solution dans
tout le domaine 4. Prenons, par exemple, ’équation
0%z
ox dy
En admettant sur le segment 0 << x << d de la droite x+y=d les condi-
tions initiales de Cauchy

z(x,y)=D-(c—adp"~*

= | z|*, A>1.

dz 0z 2D :
- = = — _— (1 -4)/(1—2)
dx(x’ y) oy (x,y) P (c—d)

oud<c<2d, D==|2(4+ 1)/(A—1)*)]"*=Y, on voit que la solution

z(xz,y)=D-(c—x —yp—2
qui satisfait a ces conditions ne peut étre étendue sur tout ’ensemble
(4) 0<x<d, d—zx < y<d.
Cette solution est unique dans 1l'ensemble

0 <x<d, d—xr<y<d, r+y<ec,
car elle est unique dans tout ensemble
0<x<d, d—zx < y<d, r+y<c<ec

En effet, dans le dernier ensemble elle est bornée et pour z borné par la
constante k la fonction |z|*, 1>1, satisfait 4 la condition de Lipschitz
avec la constante 4-k*—!

Par conséquent, dans I'exemple considéré, il n’existe pas de solution
réguliére dans tout l'ensemble 4.

3. Les conditions relatives aux fonctions A‘(x), u‘(y), i=1,2,... et
a la fonction y (x, y), énoncé dans les hypothéses (H,) et (K,) du probléme
de Goursat sont essentielles pour l'existence d'une solution de ce
probléme, méme dans le cas de 1’équation

0%z
ox oy~ "

comme le prouvent les exemples donnés dans le travail [3].
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4. Dans I'énoncé du probleme II nous avons admis que le point (x,, Yo)
ou la valeur de la solution est donnée d’avance est situé sur la courbe sur
laquelle les valeurs des premiéres dérivées de la solution sont données
d’avance. Si 'on voulait, en poursuivant la voie des généralisations indi-
quée par Mlle Szmydt, placer le point (xo, yo) ailleurs dans le domaine
4, non nécessairement sur la courbe en question, il faudrait pour prouver
I'existence d’'une solution introduire certaines restrictions relatives
a I'’étendue du domaine A. Les exemples suivants le montrent:

a) Trouver une fonction z(x,y) de classe C™® dans le carré

(K) 0<{x<a, 0~ vy<.q,
satisfaisant a I'équation

0"z
(24) 050&——1‘1'2, A>0,
telle que

0z 0z
et

z2(xy,Yo) = 2,,

ou (x., Yo) est un point a l'intérieur du carré K et z, est un ncmbre arbi-
traire donné d’avance.

Si la solution de ce probléme existe, alors, en désignant par C la valeur
de cette solution a l'origine, on voit que cette solution est en méme temps
la solution unique du probléme de Darboux pour l'équation (24) avec les
conditions

z(x,0)=2(0,y) =C.

En appliquant la méthode des approximations successives on constate que
cette derniére solution s’exprime par la formule

2z, =C- N (—1) (‘f“‘,y-__f =C-J,(2} Azy),
el ni)
ou J,(p) désigne la fonction de Bessel dordre 0. On voit que si le
point (x,, y,) est situé sur I'une quelconque des hyperboles
02

-

.ry=4-A, n=1,2,.%

ou o, n—=12,3, ..., sont les zéros positifs consécutifs de la fonction J,(p),
alors le probléme du type de Mlle Szmydt énoncé ci-dessus a une in-
finité de solutions si z,=—=0 et n’en a aucune si z, 5= 0.
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b) Trouver une fonction 2(x, y) de classe C*) dans le triangle
(T) x+y>0; X,y < a,
satisfaisant dans celui-ci a I’équation (24), telle que
dz dz
d—x(xv—x)—o_y'(x)-—.x)—o
et )
z(xy, Yo) = 2,,

ou (X, Yo) est un point a l'intérieur du triangle T et 2, est un nombre
arbitraire donné d’avance.

Si la solution de ce probléme existe, alors pour C égal a la valeur de
cette solution sur la droite x+y =0 cette solution est en méme temps
solution du probleme de Cauchy sous les conditions

0z z
d;_c (x, _‘J.') - d;y(x’—x) - 0’
z(x,—x)=C,

celle-ci est pourtant unique pour C donné et elle s’exprime par la formule

z(:z:,y)=C-cos(|/z “(x + y))-
Donc, si

: n 1
Lo-T y..:’.A—l(ﬂ“ 5),

pour une valeur quelconque de n=1,2,3, ..., alors le probléme b) a une
infinité de solutions pour z,=0 et n’en a aucune pour z, # 0.

Considérons, d’'une maniére générale, I’équation (1) et posons relati-
vement a celle-ci le probléme du type de Mlle Szmydt avec les conditions

0 0
(25) @@ =c@,  ZhEy=rw)
(26) z(x,y) = z;

admettons que les graphiques des fonctions y = g(x) et & — h(y) forment
une courbe, de méme que dans le probléme II énoncé dans le chapitre 1,
mais que le point (x, y) soit situé non pas sur cette courbe, mais ailleurs
dans le domaine 4. Le probléme consistera a déterminer une fonction
z(x, y) de classe C® dans ’ensemble A satisfaisant a I'équation (1) et aux
conditions (25) et (26).
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Si le probléme considéré a une solution, alors, en choisissant un point
quelconque (x,, ¥o) de telle maniére que

x,=h(y) ou y,=g(x,)

et en désignant par z, la valeur de la solution en ce point, on voit que
cette solution est en méme temps solution du probléme II avec les condi-
tions (25) et

(27) 2, (xy, Yo) = 2,.

La question de l'existence d'une solution du probléme de Mlle
Szmydt se raméne donc a la question s’il existe une valeur z, telle que
la solution du probléme II relatif a I’équation (1) avec les conditions (25)
et (27) satisfasse a la condition (26).

Si I’équation (1) est linéaire, c’est-a-dire de la forme

Pzlx,y) _

(28) 9z 0y Alx,y)-z2(z,y) +Blx,y)-

0z (x,y)
ox +

s "szTy’ S

ou les fonctions A(x, y), B(x, y), C(x, y) et D(x, y) sont continues dans 'en-
semble 4, alors pour tout z, la solution z(x,y) du probléme II relatif
a cette équation avec les conditions (25) et (27) est de la forme

z(x,y)=2,(x,y) + 2, (x,y) - 2,,

ou z,(x,y) est solution du probléeme II relatif a 1'équation (28) avec les
conditions (25) et la condition

< (xO) yo) & Ov
et z,(x, y) est solution du probléme II relatif a 1’équation

Pz(x,y) _ : 0z(x,y) 0z(x,y)
Y=oy = A(x,y)-z(x,y) + B(x,y) g Clx,y) "

avec les conditions

0 0
£(x,g(x» —=0= a’%(h (), Y), 2 (Ty, Yo) = 1.

On voit donc immédiatement que le probleme de Mlle Szmydt relatif
a l'équation (28) avec les conditions (25) et (26) admet exactement une
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solution si zy(T,y) # 0; si 2,(x,y)=0, il en admet une infinité lorsque
2,(x,y)=12 et n’en admet aucune lorsque 2z # z,(x,y) *).

8. Application du théoreme du point fixe de Banach

Dans le cas particulier, ou la fonction F(x,y, 2, p, q), continue pour
(x,y)e A et 2z, p, q arbitraires, satisfait a la condition de Lipschitz

(29) F(x,y,2,p,q9) —F(x,y,2,p,q9) - L*(z—z +p—p + q—q)),

(qui implique évidemment (4)) on obtient des preuves beaucoup plus
simples de I’xistence et de l'unicité des solutions des problémes I et II
basées sur la méthode des approximations successives de Picard.

Pour le probleme II on le fait de méme que pour les problémes clas-
siques de Cauchy et de Darboux. On peut obtenir la preuve en
trouvant directement une limitation des différences entre deux appro-
ximations successives (cf. [4]), ou encore en s’appuyant, d’'une fagon bien
connue, sur le théoréme du point fixe de Banach.

Puisque la démonstration basée sur le théoréme du point fixe de
Banach contient une preuve du fait que la méthode des approximations
successives peut étre appliquée dans ce cas, 'étendue du domaine auquel
ce théoréme peut étre appliqué y joue un réle important. Si on I'applique,
par exemple, au probléme de Dar boux et si I'on introduit dans 1’espace
fonctionnel la métrique usuelle, c’est-a-dire pour les fonctions continues
dans un ensemble fermé Z

d(jlrf'_}) == max fl(x’ y)"‘fz(x,y) ]
(x.y)eZ

*) Observons toutefois que le théoréme de Mlle Szmydt ({10], théoréme 1) en-
traine la conséquence suivante. Si 1a fonction F(x,y, z, p, q) est continue pour (x, v)
appartenant au rectangle

(D) 0 < xr<a, 0<y<s,

et pour 2z, p, q arbitraires, et si elle satisfait a I’hypothése K ([10], p. 69) qui contient
comme cas particulier la condition (5), enfin si elle remplit la condition

[Flx,y,2,p,q| < A+ B(lz] +|p[+lqlle, 0<a<1

(plus forte que la condition (6)), alors pour deux courbes continues quelconques,
d’équations
y=glx) et x=h(y),

contenues dans le rectangle D et allant d’'un bord a l'autre, pour des fonctions con-
tinues arbitraires: o(x) définie pour x¢[0, a] et r(y) définie pour ye[0, 4] enfin pour
un point quelconque (z,y) e D et un nombre arbitraire z il existe une fonction z(x,y)
2 (x, y) de classe C(®) dans le rectangle D satisfaisant & 1’équation (1) et aux conditions
(25) et (26). Je dois cette remarque a l'auteur du travail cité.
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alors 'ensemble 4, qui est un rectangle dans le cas considéré, doit en
général étre partagé en rectangles plus petits, d’autant plus petits que la
constante L* est plus grande, et le théoréme de Banach doit étre
successivement appliqué a chacun d’eux. Ceci ne fournit pourtant pas
de preuve de l'application possible de la méthode des approximations
successives dans le rectangle 4 tout entier.

Dans le travail [2] M. A. Bielecki a exposé une élégante méthode
permettant d'éviter cet inconvénient pour les problémes de Darboux
et de Cauchy: elle consiste a appliquer le théoréme de Banach dans
un espace fonctionnel de meétrique convenablement choisie. La méme
méthode s'applique évidemment au probléme II.

Or, il est plus intéressant que cette méthode s’applique aussi bien dans
le cas 1, moins simple. Dans ce but, il suffit d’introduire dans I’espace des
fonctions s (x, y) continues sur le domaine 4 la distance

s(x,y)—s(x,y)

(30) d(s,s) z(‘ma)z(A (_QL)T(L%’_y) ,
-ou x est une constante non négative. L’espace fonctionnel ainsi métrisé
est complet, donc, en vertu du théoréme du point fixe de Banach,
I’existence et l'unicité de la solution de l'équation fonctionnelle (17) et
I’'applicabilité de la méthode des approximations successives avec une
fonction arbitraire continue dans l’ensemble 4 choisie comme approxi-
mation de rang zéro s.(x, y) d’aprés les formules

$1(x,y) = I'ys0(x, ), sn+1(x, y) = I3 sa(x, ),
seront établies, si I'on prouve que la transformation (23) satisfait, avec
la metrique (30), a la condition de Lipschitz avec une constante <1,
par exemple 1/2,

Nous allons montrer qu’il en est bien ainsi pourvu que la constante
soit suffisamment grande. En effet, en vertu de la condition (29) et du

lemme 1, on a pour des fonctions s(x, y) et s(x, y) continues dans l’en-
semble 4,

v )
Vs y)— sy <L (2L+ %}-(,fr(u,y)du + r(x,v)dv),
0 L

ou

1= max (a, b), r(x,y)= max s(u,v)— s(u,v)|
(4, v)edy
pour 0 < r<<a, 0 <<y < b.
Comme
Is(x,y) —s(x,y) <d(s,8). e,
on a

r(x,y) < d(s,s)+ e {x



108 Jan Kisynski

et par suite

x ¥
| Mys(x, y) — ys(x, y), < L* (2L+ _21_) -d(s,s)- Ue..(umdu _}.J.e..lx.ol dv) <
0 0

<L-(2L+ l-)-d(s,g).i.e--mn
-. 2 #
et de la
. . 1y 2
d(I'ys, I'ys) <L '\2L+—2— -'}-‘dd(s,s).

En posant donc x =4L*(2L+ 1 2), on obtient
d(Iys, Iy s) < ;—d(s,s).

On obtient ainsi, d’'une maniére beaucoup plus rapide et plus aisée
un résultat un peu plus général que celui du travail [5].
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Streszczenie

Tematem pracy sa dwa problemy dotyczace réwnania:

0%z 0z dz)

1) 55 00 [Te T

= F ( x, Y,z
I. Problem Goursata. Dane s3 dwie funkcje niemalejgce, klasy
C): y—g(x), gdzie x€ [0,a] i x=h(y), gdzie ye [0, b], spelniajg nieréw-
nosci 0 <g(x) << b i 0 << h(y) = q, takie, ze poczatek uktadu wspdirzednych
jest jedynym wspolnym punktem ich wykreséw.
Chodzi o rozwigzanie z=—2z(x, y) réwnania (1), klasy C*, tzn. ciggle
wraz z pochodnymi 2%, 2 i 2xy, w obszarze

--I=Elh(y) x<a, g(x)<y<b],
(x. ¥
przyjmujgce wzdluz krzywych y=g(x) i x==h(y) wartosci te same, co
pewna, dana z géry funkcja yx(x,y).

Il. Problem Cauchy’ego. Dane s3 dwie funkcje y=—=g(x)i x =
=h(y), ciggle i nierosnace odpowiednio w przedzialach 0<x<a
i 0<<y<|Db, spelniajace tamze warunki: 0 <"g(x)<<b, 0<h (y)<a.
Ponadto istnieja dwie liczby a*€[0,a] i b* ¢[0,b], o tej wlasnosci, ze
g (0)=b, h (0)=a, g (a*) =h (b*)=—0, a przy tym funkcja x=nh (y), dla
ye[0,b*], jest odwrotna wzgledem funkcji y=g (x), x € [0, a*].

Chodzi o rozwigzanie z = z (x, y) réwnania (1), klasy C'*) w obszarze 4,
ktérego pochodne 2: i 2, przyjmowaly by dane z géry wartosci odpo-
wiednio wzdtuz krzywych y=—g(x) i x="h(y), a ktére samo przyjmo-
waloby z gory dang wartos¢é w jakims$ ustalonym punkcie jednej z nich.

W zwiazku z tymi zagadnieniami udowodnione zostaly nastepujace
dwa twierdzenia:

Twierdzenie 1. Problem I ma dokladnie jedno rozwigzanie, jesli
spelnione sg warunki nastepujace:
1° funkcja g (x, y) jest klasy C" w 4, x- speilnia warunek Lipschi-
tza wzgledem y, a y, — wzgledem x;
2° wszystkie funkcje di‘(x)/dx, i=0,1,2,..., gdzie A°(x)==zx, A'*'(x)=
=h(g (A" (x))), sa wspolnie ograniczone w przedziale [0, a|; :
3° funkcja F (x, v, 2, P, q) jest ciagla dla (x,y)ed i dowolnych 2, p, g,
oraz spelnia w tym zakresie nieréwnos¢

4 |F(x.y,2,p,9 —F(x,9,2,0,9) <o(lz—z +|p—p +|qg—qi),
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gdzie w(d) jest funkcja dodatnig dla >0, niemalejacy i ciaglg dla 6 -~ 0,

tatg, ze w(0) =0 i catka niewlasciwa
)

=)
J o (u)
0

jest rozbiezna w sasiedztwie prawostronnym zera.

Jesli funkcja F spelnia analogiczny warunek ze wzgledu na dwie ostat-
nie tylko zmienne niezalezne'p i q i czyni zados¢ nieréwnosci

(6) .F(x;y)zvoyo)l A+B.'ZI’

gdzie A i B oznaczaj dowolne stale, to zapewnione jest istnienie nieko-
niecznie juz jednoznacznego rozwigzania.

Twierdzenie 2. Problem II ma dokladnie jedno rozwigzanie, jesli
wartosci pochodnych tego rozwigzania sg zadane na krzywych y=g (x)
i *=h(y) za pomocg funkcji ciggltych i jesli funkcja F (x,y,z, p,q)
spelnia warunek analogiczny, jak w twierdzeniu 1. Slabszy, analogiczny
jak poprzednio warunek dotyczacy tej funkcji, zapewnia istnienie (nie-
koniecznie jednoznacznego) rozwigzania.

Dowody polegaja na sprowadzeniu probleméw do pewnych rownan
funkcyjnych bez warunkéw pobocznych. Istnienia rozwigzan tych ostat-
nich dowodzi sie metodg Schauderowska punktu stalego, natomiast do-
wody jednoznacznosci opierajg sie na twierdzeniu 3:

Twierdzenie 3. Jesli funkcja 7 (x, y) ciagla w prostokacie 0 < x<Ca,
0 <<y <\ b, spelnia tam nier6wnosé¢

0 <r(x,y) < x(fr(u,y)du+fr(x,v)dv),
0 0

gdzie funkcja »(6) ma wlasnosci analogiczne, jak wyzej wspomniana
funkcja (), to 7 (x, y) = 0 w danym prostokjcie.

W przypadku bardziej specjalnym, gdy funkcja F (x,y,z,p, q) spet-
nia warunek Lipschitza ze wzgledu na z,p i q, problemy I i II sg
oczywiscie jednoznacznie rozwigzalne, czego w tym przypadku dowodzi
sie prostszag metoda punktu stalego przeksztalcenia zblizajacego. Tutaj
rozwazania maja réwniez charakter nielokalny.

W odniesieniu do problemu I wyzyskane zostaly w sposéb istotny wy-
niki zawarte we wczesniejszej pracy wspolnej z A. Bieleckim [3].
Szczegolne znaczenie miata tu, przeprowadzona w cytowanej pracy, ana-
liza skomplikowanego przypadku stycznosci krzywych y =g (x) i x = h(y)
odno$nie réwnania 2y, = f(x, ).

Zawarte w pracy kontrprzykiady wyja$niajg znaczenie niektérych zalozen.
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Pe3wome
Temoit paboThl ABJAIOTCA gBe NpobJeMbl, OTHOCALMECHA K ypPaBHEHMAM

0%z [ 0z 0z
(1) ZF‘x,y. z'(ﬂx'dy}'

I. Hpobnema I'ypca. Jaubl gBe cdyHkumym kiaacca C", crmabo pos-
pacratomme: y = g(x), rae xe{0,a], u £ =h(y), rae ye|0,b] BuIMOMHAIOLIME
HepaBeHceTBa: 0 < g(x) <<b n 0 < h(y) < a, a TakKe ycJoBue, YTOOBI MX
rpacpuKku TiepeceKkasMch B ONHOM, €IMHCTBEHHOM TOYKe, MMEHHO B Hauale
KoopauHaTt. Ilojsaraem

A .
A=ﬂ4h(y) x<a, g <y<bl.
(x.y)
Tpebyerca Haittu B obmactu 4 pelrenue z2=2z(x,y) ypaBHenusa (1) xuacca
C™ To-ecTh ONpefesieHHOEe U HENpephLIBHOEe B 4 BMeCTe ¢ IPOM3BOIHLIMM
z%, 2, M zky, IpMHUMAIOLIME BAOJL KPUBBIX ¥y=g(x) u x=7F(y) Te ke 3Ha-
YyeHus, Kak 3afiaHHaA byukuma y(x,y).

II. Ilpodnema Komun. J[lanbl ase pyHRumM y=g(x) u x=~h(y),
1pepruIBHBIE U cJabo yObIBaoolye COOTBETCTBEHHO B oTpedkax 0L xr<Ca
n 0 <<y < b, ucrosHaAwuMe B HUX ycaoBusa: 0 << g(x) < b, 0 << h(y) < a.
Ceepx TOro CywecTBYIOT ABa uuciaa a*e€[0,a] u b*e[0,b] Takme, uyTO
g(0)=b, h(0)=a, g(a*)=h(b*)=0, a npu Tom dyHkumna x=h(y), ana
y €[0,b*], obpaTHa oTHOCHMTENBHO PyHKUMM Y=g(x), T €0, a"].

Tpebyerca HaitTu B obsactu 4 pewueHue 2z = z(x,y) ypaBHeuusa (1)
kjaacca C™*)| KoTOpOTo MPOU3BOAHBIE 2x M 2y NPUHMMAJY ObI 3aaHHBIE 3Ha-
YeHUA COOTBETCTBEHHO Ha KPMBBIX Y =g (T) u x=h(y), n xoropoe camo
npuHuMaJto 6b1 3ajaHHOEe 3HaYeHME B KAaKOM HUOYAbL ONMpEeNEeJIEHHO TOYKE
OTHOM M3 HUX.

B cBA3M ¢ aTMMu mpobJseMaMy TOKa3aHbl CJEAYIOLME OBE TEOPEMBI:

Teopema 1. IIpo6iema I umeer B TOWHOCTM OSHO pelleHMe, €CJIM VCIION-
HEHBI CJeylolMe YCJIOBUA:

1° pyukuma x(xr,y) xmacca C' B 4, x: BbmojaHser ycioBua JIumn-
LI M I{a OTHOCUTEJNLHO Y, Yy — OTHOCUTEJILHO X;

2° Bce pynkwmm di‘(x)/dxr, i=0,1,2,.., roe A°()==zx, A'*(x)=
=h(g(2'(x))) B coBOoKymHOCTH orpaHuuyeHnl B orpe3ke [0,al;

3° ¢yuxima F(x,y,z, p,q) onpeneneHa u HemnpepnIBHA AJA (T, y)e 4

U NPOM3BOJIBHBIX 2, P, Q, @ TaKXe BBINOJHAET B 5TOil 00jacTu HepaBeH-
CTBO

(4) F(x,y,2,p,9) — F(x,9,2,p,9)| < w(|lz—2|+p—pP/+!q—q)
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rae o(d) dynrkuma nosoxurenvHaa ana 6 >0, cyabo Bo3pacTarolias
u HemnpepbBHaA ajd 6 >0, »(0)=0, u HecobCTBEHHBII MHTErpasa

du
0 o (u)

pacXoaUTCA B IPABOCTOPOHHEM COCEACTBME HYJIA.

Ecau dyskuua F BBEIIOJHAET aHAJOrMYHBIE YCIOBUE TOJBKO B OTHO-
WIeHMy ABYX TOCHEeAHUX HE3aBUCUMLIX NMEPEMEHHBIX P M q U BBIIOJHAET
HEepaBEeHCTBO

(6) F(x,y,2,0,0)| < A+ B!z

rae A u B 0603HayaloT HEKOTOpbIE IOCTOSHHBLIE, TO €LE rapaHTMPOBAHO
cyllecTBOBaHMe (HO yiKe HeobA3aTeJIbHO OJHO3HAYHOIO) pellueHus.

Teopema 2. IIpobiema Il MmMeeT B TOYHOCTM OAHO DPELIEHME, €CJM 3HA-
YeHMA IMPOM3BOAHBLIX 3a4aHbl Ha KPMBBIX Y ==g(x) u x=h(y) c momoiunio
HemnpepbIBHbIX (byHKUuit M byHkmma F(x, y, z, p, q) BBIUIOJHAET yCJIOBME
aHaJIorMyHoe, Kak B Teopeme 1. Bojee cnaboe, aHajlorMuHoe, KaK B Ipe-
ABITYLUEM CJy4Yae, YCJIOBME OTHOCHMTENbHO 3TOM (YHKLUMM TrapaHTUPYET
y¥Xe CylIecTBOBaHMe HeoDA3aTeJIbHO OTHO3HAYHOIrO peleHMs.

Joka3aTenbcTBa COCTOAT B TNIpUBEAEHMM MpobsieMbl K HEKOTOPhIM
GYHKIMOHHBIM ypaBHeHMAM 6e3 nobouHbix ycioBuit. CyllecTBoBaHME
pelueHnit 3TMX YypaBHEHMI ROKa3bIBAeTCA llayJepPOBbBIM METOJOM ITOCTO-
AHHOM TOYKM; HO J[0Ka3aTeJIbCTBa OSHO3HAYHOCTM INpu bojsiee CUIIBHBIX
MpeANochlIKaX OMUPAalTCA Ha Teopeme 3.

Teopema 3. Ecom dyHkuua 7(x,y) HenpephlBHAa B NPAMOYTrOJbHUKE
0<x<a 0< y< b, BLIMOJHAET TaM HEPaBEHCTBO

s

e A
0<r(x,y) < x ({)‘ r(u,y)du + f r(x,v)dv).
0

rae yHRuuA x(0) obnajaerT aHAJOTMYHBLIMM CBOICTBAMM, KaK BhIllIe-
ynomaHyTaa pyHKuMA o (8), To r(r,y)==0 B JaHHOM IPAMOYTrOJIbHMKE.

B Gousee crmenmanbHOM ciiydae, koraa pyHkumsa F(x,y, p,q) BbINoJHAET
ycaoBusa Jiumumna oTHOCUTENBHO 2, P M q, mpobaembr I u II oueBmmgHo
pa3peuieHbl OJHO3HAYHO, YTO HOKa3bIBAaeTCA B 3TOM cJiydae OoJiee mpo-
CTLIM . METOAOM TIOCTOSIHHOM TOYKM NpUOIMKAOLEr0 Npeobpa3oBaHMUA.
U 3peck paccyKIaeHMA MMEIOT HEJOKAJbHBIIA XapakTep.

Adnsa npobnemb! I ObLM MCMONBL30BaHBI CylecTBEHHBIM ob6pa3om pe-
3yJbTaThl TIpexxHeir paboTel coobua ¢ A. Beameukum [3]. Ocobennoe
3HaYeHMe MMeJI 34ecCh IPOBENEHHbI B LMTMPOBAHHOM TpYyJAe aHaImus
CJIOXKHOTO CJIyyas COTPUKOCHOBeHuS KpuBbIx ¥ ==g(x) u £=h(y), orHo-
CAIUMXCA K YpPaBHEHMIO 2xy = f(x,y).

Copep>kanpecs B paboTe NpoTHBHbIE NpUMEPbl OOBACHAIOT 3HaYeHME
HEeKOTOPbIX TPEAITOChIIOK.



