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Un exemple simple de mouvement non holonome
Prosty przyklad ruchu anholonomicznego
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§ 1. Introduction

1,1. On rencontre fréquemment des systémes non holonomes (par
exemple la plupart des jouets constituent de tels systémes: bicyclette, cer-
ceau, croquet, etc.). Cependant la place qu’on leur consacre dans divers
traités de mécanique rationnelle (Appell [3], p. 371—395, Lojcjan-
ski-Burie [9], p. 281—286 et 399—402, Hamel [8], p. 464—507 et
756—1789) ne correspond pas a leur importance.

Cette situation résulte d’'un manque des exemples faciles a traiter par
des méthodes générales ou particuliéres. Les exemples de systémes non
holonomes que l'on trouve dans les traités se bornent presque exclusive-
ment a des mouvements de roulement. Leurs solutions conduisent le plus
souvent aux fonctions elliptiques (voir par exemple Whittaker [13],
p. 217—226 et 234—240). De plus, ces exemples ne fournissent que des
liaisons non holonomes linéaires.

1,2. Un exemple basé sur d’autres principes a été indiqué par Appel
[1] (voir aussi Appell [3], p. 37—43). Par un choix particulier et artifi-
ciel des forces appliquées le mouvemenat de cet exemple peut étre dé-
terminé au moyen de quadratures (non élémentaires) et d’'une inversion
de fonction. De plus, la réalisation physique de ces liaisons (quoique
théoriquement possible) n’est pas possible — méme approximativement —
en pratique.

Encore un autre exemple a été fourni par C. Carathéodory [6]
(,traineauxr de Carathéodory“ — qui ont bien peu de commun avec les
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traineaux ordinaires). Le mouvement de ce systéme se laisse déterminer
par des quadratures et, pour certaines valeurs d'un paramétre (qui dépend
de la distribution des masses dans les traineaux) on obtient comme solution
méme des fonctions élémentaires. Les liaisons non holonomes des traineaux
de Carathéodory peuvent étre réalisées uniquement a l'aide du
frottment ,,;sec”.

Différentes généralisations des traineaux de Carathéodory sont
données par Gran Olson [7], par Lojcjanski-Lurie [9],
p. 400—402 et par Hamel [8], p. 483—485.

L’exemple d’'un systéme non holonome donné par Bottema [5]
a été vivement critiqué. (Son systéme est regardé comme holonome par
Block [4] et comme pseudo-holonome par Tatarkiewicz [12}]).
D’ailleurs le mouvement exact de ce systéme est donné par des fonctions
non élémentaires.

1,3. Le but de ce travail est de donner un exemple simple et nouveau
de mouvement non holonome, que l'on résout par des fonctions élément-
aires et dont la réalisation physique est possible non seulement a I'aide du
frottement ,;sec’’, mais aussi au moyen du frottement visqueux. Dans le
§ 2 nous étudions certaines liaisons non holonomes. Le § 3 est consacré
a notre exemple.

§ 2. Une classe de liaisons non holonomes

2,1. Soit un point matériel de masse m ayant des coordonées (x,, x., x;),
et supposons qu’il soit assujetti aux liaisons:

3

v s
(1) 2 Qo (8, Ty, Ty, Tg) £y Ly =0
v. u=0
ou Iy==1.

Supposons que pour chaque ensemble de valeurs t,x,, ;, x; (consi-
dérées comme des parametres) I'équation

3
(2) \ Ayu (t, XTyy Loy xs)y" Yu =0

v.;c_:JO
(oit y,==1) réprésente, dans l'espace [y, ¥, ¥s], une sourface du second
degré qui ne se réduit pas a des figures linéaires.
Alors I'équation (1) réprésentera des liaisons non holonomes. En effet,
notre point aura alors deux dégrés de liberté infinitésimale et trois degrés
de liberté intégrale.
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2,2. Considérons un cas particulier des liaisons (1), a savoir, les liaisons
non holonomes non linéaires

(3) B =

ol v >0 est une constante (L'équation (2) réprésente ici une sphére. Pour
v =0 il résulte de (3) x;=const. — donc les liaisons sont holonomes).
Cest Appell [1] qui a déja remarqué que les liaisons (3) sont non
holonomes.

Les liaisons analytiques (1) ne déterminent pas univoquement les
réactions des liaisons. I1 faut admettre une hypothése supplémentaire.
Nous allons supposer que la réaction R; (ou R; désigne le vecteur qui
a comme coordonnées les trois nombres R,, R;, R;) vérifie la condition

(4) x| Ri.

La réaction R, est déterminée univoquement par les conditions (1)
et (4) (donc aussi par (3) et (4)).

En dérivant (3) nous obtenons

3
(5) 2, #vE, =0,

v=1
c’'est-a-dire I'accélération est normale a la vitesse.

Soit une force donnée F;. Décomposons-la et la réaction R/ en com-
posantes paralléles et normales a Z; (2 la tangente de la trajectoire). Nous
aurons

(6) F,=F; + F,, R,=R; +R;.
Vu (4)

(7 Ri=0.
Les équations du mouvement sont

(8) m& = Fi + Ri.

C’est-a-dire, vu (6) et (7),
mi,—=F} +F, +R).
Mais de (5) il vient que la composante de I; paralléle & Z; doit étre

nulle. Il s’ensuit que
F,+R;=0
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et les équations du mouvement ont la forme
(9) m ‘§c g Fr' :

Comme condition supplémentaire la formule (3) doit étre’ vérifiée pour
un t, donnée (elle est alors vérifiée pour tous les t).

23. Trouvons la forme analytique de (9). Substituons dans (5) T:
calculé de (8). Nous aurons

3
N #.(F.+R)=0,

—
v—1
c’est-a-dire
3 3
|
I Ny Y
v—1 v—1

Vu (3) et (4) on a

—
v=1
ou
3
2 \ p2
R af R?
Donc
- H -
R1=+in = — vFuxu'x-’;-
v v=1 v®
Il s’ensuit
) i
= O g A
(10) mx,~=F,—"A\1 vav'v;-

Le systéme d’équations (10) (d’ordre 6) avec la condition supplémen-
taire (3) vérifiée pour un t, donnée, détermine le mouvement du point.

2,4. On peut trouver un systéme d’équations dans lequel (3) ne joue
plus le réle d’une condition supplémentaire. En effet, supposons que
]
M=o

2
9 4 <

=1

Vu (5) on a ¥ | &;, donc de (4) et de (6) il s’ensuit donc,
’ i

F ZEFN-{‘#":‘,'-

I -
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De (9) il s’ensuit

3 ~
(11) mi‘iz 1Flw-{‘v""r’.:; .
=1 g
En calculant le produit scalaire de (11) avec &; on obtient
ul 3
(12) mMe= Yr3,

v=1 v=1
Cette derniére formule est vérifiée méme dans le cas ou g = 0.

Enfin vu (4) et (8), la vitesse Z;, ’accélération T; et la force donnée
F; doivent étre dans le méme plan, donc

F e S

(13) : X Z|=0
|
IFI F, F,

Vu leurs interprétations géométriques les équations (3), (12), (13) sont
indépendantes et forment un systéme d’équations d’ordre 5, qui détermine
univoquement le mouvement de notre point.

2,5. On peut encore trouver d’autres systémes d’équations déterminant
notre mouvement. Vu (5) les -déplacement virtuels dx; doivent vérifier
I’équation 3

b %

=
[

TuO =0,

Il s’ensuit que si les réactions vérifient — comme nous l'avons
supposé — la formule (4), alors

3
‘;{ R.,éx,=0.

C'est-a-dire que les liaisons analytiques (3) avec. les réactions vé-
rifiant (4) sont des liaisons @ travail virtuel nul (voir — par exemple —
Appell [2], p. 10). Il s’ensuit (voir — par exemple — Przebor-
ski [10] ou bien Przeborski [11], p. 269) que le mouvement de notre
point vérifie les équations de Lagrange du premier genre généralisées

(14) m:'i,-=F,-+l:f:,-.

Les équations (14) avec la condition (3) détérminent notre mouvement.
Il est facile, et assez intéressant, de former encore d'autres équations
de notre probléme en employant les équations générales de la dynamique,
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par exemple les équations A ppell, de Maggi etc. Il est & remarquer
que les équations de Lagrange du second genre généralisées aux systémes
non holonomes (voir — par exemple — Whittaker [12], p. 215) seront,
dans notre probléme, identiques aux équations (14).

2,6. Les résultats obtenus se laissent facilement appliquer aux liaisons
non holonomes unilatérales

=+ .7:2 + 25 > v*>0
ou bien
2+ B4 22000,

De méme il est facile de généraliser les équations obtenues aux sy-
stémes de points et aux mouvements des corps solides.

§ 3. Un exemple: la descente d’un alpiniste

3,1. Etudions maintenant le mouvement d’un point de masse m assujetti
aux liaisons (3) dont la réaction vérifie (4) et sollicité par une force con-
stante. Nous nous bornerons aux mouvements plans, soit en considérant
le mouvement dans le plan de la trojectoire (il est bien connu que le
mouvement sous l'influence d'une force constante et d’une force pa-
rallele a la vitesse est plan), soit en introduisant de liaisons nouvelles
(holonomes) obligeant notre point de se mouvoir dans un plan donné.

Ce dernier cas a une intéressante interprétation physique. Supposons
que ce plan soit incliné et le point matériel se meuve sous la seule
influence de la pesanteur et du frottement. Supposons, en plus, que ce
point soit pourvu d’un dispositif automatique qui régle la force du frotte-
ment de telle sorte que la valeur absolue de sa vitesse soit constante. Ce
dispositif peut étre réalisé — par exemple — par un alpiniste qui glisse
le long d’une pente glacée et qui régle la force de I’appui sur son piolet de
telle sorte que la valeur absolue de sa vitesse soit constante. (Evidemment
il faut supposer que l'alpiniste n'est pas soumis a des mouvements relatifs
par rapport au point d’application du piolet a la pente — voir d’ailleurs
les généralisations indiquées au n° 2,6).

3,2. Les liaisons non holonomes de la descente d’un alpiniste peuvent
étre réalisées non seulement a l'aide d'un frottement ,sec”, c'est-a-dire
un frottement qui fait naitre des forces indépendantes de la vitesse. Elles
peuvent aussi étre réalisées par un frottement visqueux, c’est-a-dire un
frottement qui fait naitre des forces dépendantes de la vitesse (le plus
souvent proportionelles a la vitesse).
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Ce frottement visqueux nous fournira une réalisation physique méme
dans le cas ou les liaisons sont formées uniquement par (3) et il n’y a pas
de liaisons holonomes supplémentaires. Nos suppositions seront alors
réalisées — par exemple — par un parachutiste qui change convenable-
ment la surface de son parachute.

3,3. Pour fixer les idées supposons l'absence d’autres liaisons que (3).
Choisissons un systéme de coordonnées tel que notre plan du mouvement
ait comme équation x;=—0 et les coordonnées de notre force constante
soient

F,=0, F=ma, F, =0

ol a > 0. Pour simplifier les formules posons x=ux,, y = x..

Le systéme d’équations le plus simple, déterminant notre mouve-
ment est formé par les équations (3) et (12). (Dans notre cas de mouve-
ment plan l'équation (13) sera vérifiée identiquement). C'est-a-dire

(15) T2 4+ yi=?,
(16) m(Z* + §*) =may.
Posons
17 §=1, n=19.
Nous obtenons de (15) et de (16)
(18) &+ =17,
(19) £ + it =aj).
Supposons qu’a l'instant initial t, du mouvement on ait
(20) n| F# v,

c’est-a-dire
& #£0.

En éliminant la fonction £ de (18) et de (19) on obtient
. a, . :
21) 0= (v — 7).

L’équation (21) est a variables séparées. En intégrant nous obtenons

v+ =2a

In —t+2C
v—1 v

ou C est une constante arbitraire.
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Donc
v+
2 + = .
(22) * = exp 2 t+C|
Vu (18) il doit étre
e/ P
V—17
il faut donc, dans (22), choisir le signe ,,+".
De (22) il s’ensuit que
exp2|Zt+C|—1 .
(23) y(t)=v — ==9.th U!:J.-C|.

exp 2

at+C|-{-1
v

De (23) on voit que la condition (20) est vérifiée non seulement pour
t = t,, mais aussi pour tous les t, donc les formules obtenues sont valables
pour tout t (si pour t =t, la formule (20) est vérifiée).

La condition (18) donne
(24) )=+ ) v*—xn*=+wvsch

a
t4C
v

En intégrant (24) et (23) nous obtenons, vu (17), la solution générale
de notre probléme.

(25) x(t)=Ai—Z-arctg shlit+C|,
[}

(26) y(:)=B+‘:1nch it+C

ou A, B,C sont des constantes arbitraires, qui sont détermincées par les
conditions initiales (de méme que le signe ,, =’ dans (25) qui est déter-
miné par sgn I (t,)).

La solution de notre probléme est donc donnée par des fonctions
élémentaires.

Par exemple si nous exigeons que pour t,=0 on ait x (0) =— 0=y (0)
et que X (0)= v (vu (3) du bien (15) il s’ensuit ¥ (0) = 0) alors

3
v a
= h—t
x(t) 3 arctg s S

' v° a
— t.
y (1) = Inch .
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3.4. On peut obtenir d’'une maniére presque aussi facile I'’équation (21)
en partant du systéme (3) et (10). Il existe d’ailleurs quelques autres
méthodes menant a la solution de notre probléme. Par exemple en intro-
duisant des équations I ==v cos e, Yy = v sin e contenant une variable de
Maggi e (sous la supposition x; =0, ces équations sont équivalentes
aux liaisons (3)) et en employant I’équation d’Appell. La méthode
employée au n° 3,3 semble étre la plus simple et la plus élémentaire.

3,5. Les équations (25) et (26) sont des équations paramétriques de la
trajectoire. En éliminant le temps de ces deux équations on obtient
I’équation normale de la trajectoire. Ce qui est intéressant, c’est qu’elle
aura comme second membre aussi une fonction élémentaire. En effet il
s'ensuit de (25) que

o a t + C| o lEa{ITA)»

v - 1°

donc
ch? $L4C|=lﬁ—sh2 :t+C =1+tg'-’a(x?A)::-sec”a(I_:A)
et
v* a(x— A)

=B — 1 2

(27) y=B A n cos o

C’est une courbe qui est contenue antre deux asymptotes verticales.
La distance entre ces deux asymptotes est égale a av?/a.

3,6. Considérons encore le cas, exclu ci-dessus, ou l'on a linstant
initial, §=0, c’est-a-dire |7/|=v. Etant donné que nous aurons alors
v; || F; le mouvement sera rectiligne et uniforme. Pour 7=1v le mouvement
sera stable, et pour = —w il sera non stable (c’est-a-dire un petit chage-
ment des conditions initiales pourra avoir comme conséquence des chan-
gements considérables de la trajectoire).

3,7. 1l est a4 remarquer que tous les mouvements de notre systéme
(considérés au n° 3,3 et au n° 3,6) sont des mouvements non holonomes
(voir Tatarkiewicz [12]).
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Streszczenie

1. W przyrodzie i w technice czesto spotyka sie uklady anholono-
miczne, lecz mimo to podreczniki poswiecaja im bardzo malo miejsca.
Jedng z przyczyn tego stanu rzeczy jest fakt, iz przyklady bedgce za-
stosowaniem ogélnych wzoréw dynamiki uktadow aholonomicznych (i to
zaréwno dawniejsze, oparte na toczeniu sie cial, jak i nowsze, bedace wa-
riantami sanek Carathéodory’ ego) prawie nigdy nie posiadaja roz-
wigzan elementarnych.

Praca ma na celu omdéwienie nowego przyktadu ruchu anholonomicz-
nego, ktory daje sie rozwigzaé elementarnie.

2. Rozpatruje mianowicie ruch (na plaszczyznie lub w przestrzeni)
punktu, o masie m, ktérego wiezy anholonomiczne dane sa wzorem

v (t) = const. > 0

i ktory porusza sie pod wplywem stalej sily.

Zakladajac, iz ruch odbywa sie na plaszczyznie x, =0 i ze uklad od-
niesienia obrano tak by sila (stala z zalozenia) miala za wspdlrzedne
F,—0, F=—ma (a>>0) mozna latwo utworzy¢ uklady réwnan ruchu
tego punktu. Prawdopodobnie najprostszym takim ukladem jest uklad (15),
(16) w ktérym polozono r=wx,, y=—x,. ROwnania te dajg sie rozwigza¢
elementarnie (wzory (25) i (26)).

Ciekawg jest rzeczs, iz krzywa po ktérej porusza sie punkt, a ktorej
réwnaniami parametrycznymi sa (25) i (26), ma tez elementarng postaé
normalng (27).
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3. Ruch naszego punktu realizuje — na przyklad — taternik zeslizgu-
jacy sie po.zalodzonym zboczu i regulujacy tak nacisk swego czekana na
16d, by warto$¢ bezwzgledna predkosci byla stala.

Innym przykladem realizacji (w przestrzeni) moze byé spadochroniarz
uzyskujacy podobny efekt regulowaniem powierzchni spadochronu.

PeswmMme

1. B npupone M B TeXHMKe HYaCTO BCTPEYAlOTCH HErOJOHOMHBIE CU-
CTEMBbI, HO, HECMOTPA Ha 9TO, Y4eOHMKM MOCBALUAIOT UM OYE€Hb MAaJiO MECTa.
OZHOI1 U3 NPUYMH ITOTO TOJIOKEHUA ABJIAETCA TO, YTO NPUMEPHLI NMpuUMe-
HeHusa obmmx popMyJs AMHAMMKM HETOJIOHOMHBIX CUCTEM (KaK INpexHue,
OCHOBaHHbLIe Ha KayeHUM TeJ, Tak u Oojiee HOBBbIe, ABJAIOIUMECA BUAOU3-
MeHeHMeM caHok KapaTeomopyu) modTy HMKOTAA HE MMEKT 3JIEMEHTapHBIX
pelueHunit.

Orta pabora MMeer LieJbI0O IPOAUCKYTUPOBATh HOBBII NMPUMEP HEroJIo-
HOMHOTO JBMIKEHMA, pa3peluuMblil 3JIeMEHTapHO.

2. limeHHO, A paccMaTpuBalo JBMXKeHMEe (Ha IJIOCKOCTM MJM B IIpPO-
CTPaHCTBE) TOYKM C MacCO M, HEroJOMHBbIE CBA3M KOTOPOi AaHel ¢pop-
MY JIOIO

v (t)=-const. > 0

M KOTOpaA ABMIKETCA MNOJ AEMCTBUMEM ITOCTOAHHON CUJIBL

ITonaras, yTo ABMIKEHME ITPOUCXOOMUT B IJIOCKOCTH X; =0, U YTO cucrema
KoopAuHaT BbIOpaHa Tak, 4YToObl cuia (ITOCTOAHHAA IO YCJIOBUIO) MMeJa
cocraBasaoupmu F, =0, F;=ma (a > 0), MOKHO JIETKO COCTaBUTb CUCTEMbI
YPaBHEHMI OBMIKEHMA 9TOM TOYKM. BeposTHO, mpocTeitiieil Takoil cucre-
Mot sBuserca cucreMa (15), (16), B KoTopoit £ = &;, Yy = T,. OTU ypaBHe-
HMA pa3peluuMbl jeMeHTapHo: GopmyJasl (25) u (26).

JIHTepecHo, YTO KpuBas, IO KOTOPOH ABMIKETCA TOYKA, M KOTOPOM mna-
paMeTpUYECKMMM ypaBHeHMAMM ABIAIOTCA (25) u (26), mmeer ToxKe aJe-
MEHTapHbI By HOPMAaJbHOIO ypaBHeHuA (27).

3. IBuixeiye Halleil TOYKM OCYLUECTBJISAET, HalpuMep, aJbIMHUCT, CO-
CKaJIb3bIBAOIMIICA M0 obJiefeHeJIOMYy CKJIOHY, DeryJupyd HAaBJeHMue Ha
néx csoero sémopyba Tak, uToGbI abcosoTHaA BeqMuMHa CKOpocTH Oblia
ITOCTOSTHHAA,

Jpyrim npuMepoM (B NPOCTPAHCTBE) MOXKeT ObITh MapalllloTUCT, NOCTHU-
ralolUMii aHAJIOTUYHBIN 3(PEeKT peryJMpoBaHMEM IOBEPXHOCTU MapallioTa
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ADDITION EN EPREUVES

L'idée des traineaux de Carathéodory peut étre trouvée deja chez
A. Brill, Vorlesungen zur Einfiihrung in die Mechanik Raumerfiillender Massen,
Leipzig 1909, pages 30—32, sous le nom de planimétre de Prytz. Récemment les
résultats de Carathéodory furent généralisés par G. Aumann, Der Raum-
schlitten, Zeit. f. Angew. Math. Mech. 36 (1956), p. 433—436.



