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Nouvelles remarques sur les théoremes de Schild relatifs
a une classe de fonctions univalentes
(Démonstration d’une hypothése de Schild)

Dalsze uwagi o twierdzeniach Schilda dotyezacych pewnej klasy funkeji
jednolistnych. (Dowadd hipotezy Schilda)

JansHeliniHe 3ameyaHHa o Teopemax IlIMiabaa, oTHoCALHXCA Kk HEKOTOPOMY KJaaccy
OTHOMHCTHBIX GYHKIHI (ROKasaTesbcTBO rHMoTesnt llHabpa)

§ 1. Désignons par S, la classe des fonctions réguliéres et univalentes
dans le cercle |z|<1 et multivalentes dans tout cercle plus grand.
A. Schild [2] a étudié la classe des polynomes de la forme f,(2) =2z —

N

— Yan2", N=2, a coefficients réels et non négatifs. Is a prouvé que la
2

condition nécessaire et suffisante pour qu’un polynome f,(z) appartienne
a la classe S, s'exprime par I'égalité:

o
(1) 1= _E na, = 0.

2
En profitant de I'égalité (1) Schild a établi dix théorémes sur les pro-
priétés de la représentation conforme du cercle unité et du cercle |z| <}
par les polynomes f,(2) € S,. Voici, en particulier, le théoréme 7:

Pour toute fonction fy(z) € S, on a Vinégalité: d°/d*>=2/3, ou d° et d*
sont les rayons des plus grands cercles de centre d l'origine recouverts
respectivement par lUimage du cercle [z|< 7, (r,— rayon de convexité
de la fonction fp(z)e Sp) et par limage du cercle unité.

Supposant que I'évaluation d'/d*=2/3 n’était pas exacte, Schild
a énoncé '’hypothése que d°/d* == 3/4, suggérée par le fait que pour la
fonction f}(2) =2z — 2%/2, extrémale dans la famille de polynomes con-
sidérée fy(2) € S,, on a I'égalité d°/d* =3 4.

6
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Dans le travail [1] j’ai étudié une famille @ plus générale de fonctions

analytiques de la forme f(2) —z+ Va,, 2" satisfaisant a la condition

(1’) == E n . a, 0 ’

2
ou a, sont des nombres complexes, et j'ai démontré que la plupart des
théorémes établis par Schild pour les polynomes fn(2)¢ S, subsiste
pour les fonctions de la classe @.

Dans cet article, je me propose de démontrer I’hypothése de Schild
pour les polynomes f,(z) ¢ S,. Dans la su1te le symbole f,(2) désignera

toujours des polynomes de la forme z— “a,. 2" qui satisfont a la con-
dition (1).

§ 2. Pour la classe des polynomes considérés f,(z) on a:

fp(z)v e fp( r4 ); z 1)
car
| \: N
J‘,,(z)i:;'z—_"V a, z" 2j- : a,,z"' ,z—i an iz = fuli2]),
2 2 2

1=

par conséquent

d’ = fp(r) — fp(0) = fp(r);  d* = fp(1) — fp(0) = fp(1),

ou r satisfait a 1'égalité
Tfl’(r)
2 P

De I'égalité (2) on obtient 7 f,(r) = — f,(r), c’est-a-dire

+1=0.

N N
—Smn—l)a,,r" T=—1- Ena,,r" "
2 2
donc
N
(2" :nza,,r"“:l.
/4
M
ST 7
& _fpn e
d* .fs(1) &

1— Y an
2
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Etant données les conditions (2°) et (1) le numérateur et le dénominateur
de la derniére fraction sont positifs, donc I'inégalité d°/d* >>3/4 est équi-
valente a l'inégalité:

: Bl
B, .y, TV =4r—4 Y a;r"—3+3 Ya, w0,
] 2
ou a, et r satisfont a (1) et (2').
Je vais montrer que la fonction @ (a,, ..., ay, 7), assujettie aux condi-
tions (1) et (2') est non négative et que, par conséquent, d°/d* = 3/4.
Jétablirai d’abord quelques lemmes qui seront utiles dans la suite.

§ 3. Considérons la fonction:

{ [ R A AR
glx)= 1+ ) l/ - T 2
Sa dérivée est:
. i A | 1 r+ 1/ 1 2015
: / + - .
O4x l T x? T \ {(x—1)? o x x(x——l)"

Donc g° > 0 pour les x qui satisfont a l'inégalité

wingd ‘:z:%l'_ 1 In1__ 1 ’ 0
e T (x—1)* xr x(x—1) :
apres quelques transformations faciles nous obtenons:
ad=—1
(3) Inx 2‘1_ i1
L’'inégalité (3) étant vérifiée pour x—2, puisque
- 2 3, 3 1 4
In 2 3 2>7e ) 7,389 ... et (1)

pour x > 1 (cela signifie que la dérivée du membre gauche de (3) est plus
grande que celle du membre droit pour x> 1), on a g'(x) = 0 pour x> 2,
puisque I'inégalité (3) est alors vérifiée. La fonction
1\*=/ 1
(1+- )

est donc croissante pour o = 2. On obtient ainsi:

lLemme 1. Chaque terme de la suite croissante

(1+ 11&)"]'/1 (n=2,3,..)
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satisfait d@ Uinégalité ]
1)/ T3
(1 ) ] n 4

n
La preuve est immédiate, car il suffit de poser n=—=2 et on a

. ]
by 355
Pour n > 2 on a l'inégalité forte.
lLemme 2. La suite n—;"ﬂ (n=2,3,..) est croissante,
La preuve est aussi immédiate, car la suite (14 1/n) "_|1/'1/n est crois-
sante, la suite (1+1/n) est décroissante, donc "_V'ITn croit,
Lemme 3. Sik, je(2,3,..), k>j, dors = V1k< "V jk.
Démonstration. En vertu du lemme 2 on a k“;/'k<j'i' j, donc
k!t et kF VKRS << #71, et enfin (1/k)/ < (j/k) Y, c. q. f. d.
Je vais établir encore deux lemmes dont nous ne profiterons pas dans

la suite; ils sont toutefois intéressants par leur rapport a I’hypothése de
Schild.

Lemme 4. Les notations étant celles des §§ 1 et 2, Vinégalité r =3/4
entraine d°/d* > 3/4.

Démonstration.

n 1

@ T g“”" i‘lfz\;a"(:;)

4 3 4 7 3
= ¥ T e T =g G944
1 G Z an 1 2 an, 1 s 2 an
2 2 2
Lemme 5. Sia,=4a,=..=a,=—0, alors r > 3/4 (je dois ce lemme
a M. M. Biernacki).

Démonstration. Des conditions (1) et (2’) il vient:
x
@(r)= _21 na,(nr"'—1)=0.
9

Le membre gauche de cette égalité est une fonction croissante de r. Comme

n—1r——

9—1,——

¥y 1/9 =>0,76... > 3/4, on obtient, en vertu du lemme 2: ¥ 1/n > 3/4
pour n > 9, c’est-a-dire n(3/4)"'—1<0, d'ou ¢(3/4)<0, donc a for-
tiori ¢ (r) <20 pour r << 3/4. Par conséquent r > 3/4, c.q.f.d.
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§ 4. Schild a montré [2] que toute fonction fy(2) transforme le
cercle |z2|<{1/2 en un domaine convexe. On a donc 7 == 1/2. On voit aussi
immeédiatement, en tenant compte de (1), que 0 <Ta; << 1/4, j=2,3,..,N.

Etudions maintenant la fonction @ (a,, ..., an, r) dans le parallélépipéde
rectangle
IO a; ; J
P ] 1=2,3,..,N
l Sl
avec les conditions
N N
_}:na,,-r—l, _\_: nla, " ' =1.
2 2

La fonction @ (a,, ..., ayn, 7) est linéaire par rapport aux variables
G,, @3, ..., ay €t elle est définie sur une variété linéaire par rapport a ces
variables, c’est-a-dire sur un ,segment”. Elle est donc constante sur ce
.segment” ou bien elle atteint ses extrema aux extrémités de ce ,seg-
ment”. Pour étudier les extrema de la fonction @ on peut donc assigner
a un a;, ou 2<<j<CN, la valeur qu'il prend aux extrémités, c’est-a-dire
étudier @ pour a;=0 ou pour a;==1/j. Considérons ces deux cas:

a) a, =1/j. Alors, en vertu de (1) on a ax =0 pour k #j, f,(2) est
donc de la forme: f,(z) = 2z — 2/j. Dans ce cas il vient

(E: T Ty i J 1 " ; i

P —q TTELTY =1,

et dhwit e

J
d'ou 7,= 7 i/"l,’j. Nous avons donc
AN E-5

d’ l/ 7 7 —]— l/ j = 1\/i=1/ 1 3
da* 1 1 ] 4

Yoes =
]
en vertu du lemme 1, ou I'égalité n’a lieu que pour j=—2. Donc, pour les
valeurs prises par a; aux extrémités, dans le cas a) la fonction @ est
non négative.
f) a;=0. Dans ce cas il s’agit d’étudier la fonction
¢ (a,,a,,.., a; 1,0, a1, ..., an,7) = O* (a,,aq,, ...,q-1,a-1, ...,T), assujettie
aux mémes conditions (1) et (2°) que la fonction @(a,, a,,...,an, 7). En ré-
pétant le raisonnement précédent on arrive a la conclusion qu'un extre-
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mum possible de la fonction ?(a,. ..., an, T) dans le parallélépipéde
rectangle P, soumise aux conditons (1) et (2’), doit étre fourni par une
fonction @ correspondant aux polynomes f,(z) qui ont deux termes de
degré = 2. Les polynomes a un terme correspondent au cas a), I'hypothése
de Schild est donc vérifiée pour eux. Le résultat final de ce travail
sera établi si nous prouvons que les fonctions @ (a;, ax, 7) correspondant
aux polynomes fp(z) =z—a;2/ —axz* sous les conditions ja, - kar=1,
j2a;v ' +k*a,r*'-=1 sont non négatives.

§ 5. Soient k,j€(2,3,...), k =3, et fp(2)=2—a;2/ —a,z*, ou

(4) jaj+kar=1, jzal.rj—l Ckfaprt '=1,
P(aj,ap, 1) —=4r—4ajr —4ar, ™ —3+ 3a;, - 3ax.
En vertu de (4) on a

1—krx! jar=t =1

(3) a; = 1 ar jkTT-' k2pe—?

PR — ket
ou, en réduisant aux mémes dénominateurs:

k — k2! SR i s
B Rler ke

{51) A=

ki
Déterminons l'intervalle de variation de r en profitant de la condition
a -« 'l/]', Qar - ‘lk

1) Soit k' —jk*r*—' =0, alors jk —-jk*r*~"'  jkr/' —jkirt!

-1
et kr/~' —jk - *kr/~' — jk*r*~'. Par conséquent les inégalités r - ! V1/j
k—1r AR A
et r y 1/k et aussi 7 ll j/k doivent étre satisfaites simultanément.
i~ f—— k—1, — k=N 88
Comme, d’apreés les lemmes 2 et 3, on a’ I'1ly V. 1k = f )’k, donc

nous obtenons dans le cas 1) la limitation suivante pour 7:

j—1 b 3
(6) l -;f T l/ ; :

2) En posant j*kr/ ' — jk®r* ' << 0 et en tenant compte des conditions
a; - 13j, ar < 1'k, nous avons jk —jk*r*=' . 2ke/~'  jki*r* et j*kr/ '—
—jk ~#kr'—jk*r*'. De la nous déduisons les inégalités r / |1 1/
et r k-ll'l k, ainsi que k_i’/ jjk qui ne peuvent étre satisfaites

) . ) =1
simultanément, puisque, en vertu des lemmes 2 et 3, ona |} 1]

k=1 — R—j i mn
YV 1k < { jk. Dans le cas 2) nous n'obtenons rien de nouveau
pour la limitation de r.
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Le cas j*kr/~' —jk®r* ' =0 ne peut avoir lieu, car on aurait alors

F = kiz j/k et. pour cette valeur de 7, les numérateurs dans (5°) ne sont pas
nuls en vertu des lemmes 2 et 3, donc a,; et a, seraient infinis, ce qui est
impossible.

Comme a, et a. sont des fonctions de r en vertu de (5), @ (aj, ax, )
ne sera fonction que de r et il s’agira de I'étudier dans lintervalle

Vi, TV

Soit @ (ay, ar, 7)=g@(r). Alors on a

kvl —k2rk /! Pkl — gk
@(r)=®(aj,an, 1) =41—4 jzkﬁ-—jk”r” = j"’k;' ?l_jkz.rk I
k—Kk2re-! Pl —j
— 343~ akr/" ]kz‘r" =N 00 7 4 ‘2—k'r/ I;szrk - ==

— |4k — 4R — dkr) + 4KPr S 4Rk S g3kl 4
3k 3k — 3k 3N — 3] |kt — kR 1] =

= |4 (k? — j°) r*+/ '—4j(k>— 1D +4k(F—1)7Y +3K*G—1r* ' —

— 3 k— V) 4 3(k—j)|: |k — ki,

Puisque j*k7/~'— jk*r* ! =0 pour "-|1 1/j << k_i/ 1/k, il suffit donc,

pour prouver que ¢(r)=@(a;, ar, r) est non négative dans cet intervalle,
de montrer que le polynome

Wir) =4k — P — gk — 1)k 4 3R (— 1) r* ' 4
4k =17 =37 (k—1)™ "+ 3(k—j)
est >0 pour’"ll/l/j I k-_]‘/ 1/k. Nous avons ensuite:
WO =3(k—j 0, WQA)=k—ij(k+j—kj—1)<0,

1/ \k

w(}/ ! ;| =a0e —fl—'(l L "““”"“”(] Jl) -

V
1 /g

+3k=(j-—1)( ]'/ i +akGE—1 ) J—af(k—1)~+3(k—»—
L) gf{e =g e —=D) (3t 1\ J—}l
(l ’4“ j )(Va) et
A / ~ k—1
+3|k"'(j—1)( ]/ T) +k—j+j—kj|—:-

1/24/ 1

3/ A*= ey L o ‘ 4 /' k—1
-3 i l I _kgljl." i) t klf}'—“—s{jﬁul_ka(/ l/ _;_) +k|.
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Donc 3 B
=1/ 1 i+13 1 ' l 84 1) |
wi( 1/ ,—)= 15209/ ——slkG—n|1—k{ YV =) |
W byl iy o V3
et d'une facon analogue,
kR—1

/ g T\Jj—1
W'Y/ )= (55 T ahso—|(Y L) )
En vertu des lemmes 1 et 2 nous avons donc
k—1

0 w(P/ L)oo wY o)
I’égalité n’ayant lieu que pour j= 2.

La dérivée du polynome W (r) est

W () =l Bk %), o -+ e 1) 72 /=2 = dygile (%= L )i o

3Kk —1)(k—1) 1% +4kj(F—1Dr ' —3F(k—1)({—1)r 2

—1 r
Nous démontrerons maintenant que W’ (/ vV 1/j) — 0 ou, ce qui revient

O ey
au méme. que W'(’ i/l{a'j)/[l |/1;'j}j = 0. Pour cela, il faut prouver que
I'on a, pour k> j, j =2, I'inégalité:

\R—j 1

(8) 4(k2—j2)(k4—j—1)(r l7 1. I)k* -4kj(k2—1)(.hllv/ ; ) +

1/ 1 A=) i=1/1

+akeG—1k—1)| V ) CakiG =1 )/ =310,
il .

En multipliant les deux membres de I'inégalité (8) par (l } j)k on obtient:

406 =)0 1) 4kl — 11 +3KG Dk —1)] Vi+

akji—1) |/ —.—:wk 1)(3—1)l( Vil

d’ou, en effectuant la multiplication, en ordonnant suivant les puissances
de k et en divisant les deux membres par j— 1, on déduit:

© —l4G+D—35 Vil —135 Vi—alki—4i +
j=—1 i e gl
- {3a"=+ka'l4(j+1) ]/% -3 }(’ Vil

En vertu du. lemme 1 nous avons 4 (j+1)—3j ¥ j > 0, ou I'égalité n'a
lieu que pour j=2.
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Je vais établir maintenant:
x—1
l.emme 6. Si x>=5, alors x-1n i Y T e

4
Démonstration. Puisque 5-In Y5 ~54-1,6=2 et que la dé-
x—1,- Xx—1r—

rivée de l'expression xln J x est positive, on a xIn ) x =2 pour
x>5. -

Soit maintenant j = 5; pour établir 'inégalité (9) dans ce cas, il suffit
de prouver que les inégalités suivantes sont vérifiées simultanément:

(10) e <i(Vir

=

(11) 30TV 18V i—alk - 47

Pour k=3j on a l'égalité k*= j(/ _i” i)' La dérivée du premier
membre de (10) ;)ar rapport a k est 2k, celle du second membre de (10) est
—1/—n !
]( 7'-in" ¥y j. Des lemmes 2 et 6 on tire x

J=1 =1 . f~ir .
k={"Vjl et 2<jln" yj,

d’ou, en multipliant membre a membre,
2% - / l/" )k T

donc la dérivée du premier membre de (10) est plus petite que celle du
second membre, ce qui établit I'inégalité (10).

Pour prouver l’megallte (11) nous allons profiter de lmegahte prece-

dente ]( | 3)“ ‘.1’ ]/3 2k, d’ou, en multipliant par 33 y j nous
aurons:

’

-1 e W Vo J=1 =
3Vl Vio2-3 Vik>213i"yj —4|k,

ce qui prouve que la dérivée du premier membre de (11) par rapport
a k est plus grande que celle du second membre. Comme les deux mem-
bres sont égaux pour j—k, l'inégalité (11) est vérifiée pour k > j. Ainsi,
dans le cas j =5, nous avons etabh (10) et (11), et par conséquent aussi
(9); on a donc finalement W’ ( /1 ’j)=0 pour j==5. 11 reste a prouver
que W’ 1 | "1/j) > 0 pour j=—=2, 3, 4. Nous allons étudier ces cas.

I. j=2,0naalors4(j +1) — 3j d i j =20, et I'inégalité (9) se raméne
a la suivante:
(12) —8k*—16+12:-2¢>0, k> 2.
L'inégalité (12) est équivalente a I'inégalité:
(13) 3280 > kP2,
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Nous allons procéder par récurrence, en profitant de I'inégalité bien connue
21>k

32k L —=23. 2F7" 92— 3 2 25114 8 - 28kt 2
+3:28'>k*+2+3k>(k+1)*+2.
Cette inégalité établit (13), puisque celle-ci est vérifiée pour k=3. On
a donc pour j—2: W' 1'17j) =w’'(1/2)=o.
En passant a I'’étude du cas j = 3, nous allons d’'abord prouver:
Lemme 2. Six=4,alors 2z + 1 <(y3y '-|y3—1}.

Démonstration. Pour x==4 cela est évident. En dérivant
membre 4 mebre I'inégalité du lemme 5 nous obtenons I'inégalité:

14) 2<()3) |y 3—1|Iny 3.
L’inégalité (14) étant vérifiée pour x — 3, pu{sque

I U T
2< o alBin 5

et la fonction figurant au second membre de (14) étant croissante, on
a (14) et le lemme 7 se trouve ainsi démontré.

(37 "{p3 1]:Iny3

II. Nous allons maintenant prouver que les inégalités (10), (11) et, par
suite, aussi (9) ont lieu pour j =3,k 5. Pour k=75, ona 25<<3(} 3)*=27,
donc on a (10). En supposant (10) vérifiée pour k: k?<3(}'3)* ! on
obtient:

k-1

(k +1)* =k 2k +1 <3()3) '+2k+1-=3-3 2 +2k+1.

En tenant compte du lemme 7 nous avons ensuite:
(e +1)% < (13 '+ (P33 —1=3(/3)F=3(/3)* "L

L’inégalité (10) est donc établie par récurrence dans la cas j==3, k =5.
De l'inégalité évidente (j 3)*"' ~3k/2 pour k> 35 il vient pour (11)
dans le cas II: (J3)~ ' 3k/2, donc aussi 13()'3)*>24k, d’ou lineé-
galité 27()'3)*2 - 2.12k; comme 12<In)3 e 93 —4<12, on a
27()'3)In '3 >2]9}'3—4]k. L'inégalité (11) a la forme 27()'3)*
> |9 )3 4|k*+ 36, donc la dérivée du premier membre de la derniére
inégalité est plus grande que celle du second membre et, pour k =4, on a
27 (1'3)' =[9} 3—4]-16 + 36, puisque 243 > 228, donc I'inégalité (11) est
vérifiée dans le cas j =3, k = j. On conclut de 1a que pour j=3, k =5.
les inégalitées (10) et (11) et, par conséquent, aussi (9) sont satisfaites.
N 2 Jj=1
c'est-a-dire que l'on a dans ce cas W'(" }'1j)=0.
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En posant maintenant j==3, k=4, nous allons considérer, au lieu
de I'inégalité (9), I'inégalité équivalente (8). Il faut que l’on ait alors:

1 1 1 1 ,
4= 1-6—4. §~~12-15+6-16-3l/-3 +4-12-8]/-3—162 0,

c’est-a-dire 28/9 —40 —27+112 1/3>0, dou 28 —603+998) 1/3> 0.
La derniére inégalité est vraie, car elle se raméne a I'inégalité }'3<<998/575
qui est vérifée, le premier membre étant égal a 1,7321.., le second

a 1,735... Pour j=3, k=4, on a donc aussi W'(j—;' l‘j).\().

III. Soit maintenant j==4, k = 5. Nous allons prouver que les iné-
galités (10) et (11) sont vérifiées.

Lemme 8. Six =5, alors 2x + 1 < (i 4) " ||I 4 — 1].

Démonstration. Pour r=35, on a 2-5t1—11<16-0,9 <

3 8 — 8 8 8, —gie B

16(16—1 4) =161 4(1a—1) =(Va) *-[) 4—1]|, le lemme 8 est
donc vrai.

En dérivant membre a membre l'inégalité du lemme 8 nous obtenons:

(15) o< {}4) %y 4 1]-In} 4.
L’inégalité (15) est vérifiée pour x =— 395, puisque
2 16-09-04 16y 16—) 4|In}y 4=(V 4 > |} 4—1|In} 4,
V16 —¥2>=09. 1In}4i=04.

Le second membre de (15) est une fonction croissante, donc (15) a lieu
pour x == 5, ce qui tablit le lemme 8.
Pour j=— 4 l'inégalité (10) prend la forme:

(16) kt—a(ya) .

Cette inégalité est vérifiée pour k=15, puisque 25 - :16? 4 ~2539 ..
Supposons (16) vérifiée pour k. Alors

Ge+1r =k + 2k 1= 4 AP +ak+1<a(Var ' L (Var 2 a—
en vertu du lemme 8. Nous avons donc:
G4l a)f ™ - (yaf *—(yar *=(ya) *+
P ()= ) P=a(y a0,
5.

et I'inégalité (16) se trouve démontrée pour k =
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Nous allons maintenant montrer que dans le cas III, ou j =4, k=5,
I'inégalité (11) est satisfaite; elle prend alors la forme

(17) 48()/4) = [12)/4— 4]k* + 64.
L’inégalité (17) est vérifiée pour k =25, car elle entraine alors !'inégalite
(17) 48-41716 — 25[12)/4—4| + 64.
qui est vraie, puisque

48-4)16 — 48-4-2,5 — 480 — 464 —

—25.16 + 64  25[12)/4 — 4] + 64.

La suite (k +1)/k est décroiésante et, comme ?/4 =1,5874...~(5+1)/5=1,2,
on a i/4>(k+1)/k pour k - 5, donc aussi
(18) Vi-2k—2(k+1) k-5

Nous établirons maintenant l'inégalité:
(19) (ValF =2k, k=5

Il est évident qu’elle est vérifiée pour k=75, puisque :/161 ~2,5. Sup-
posons-la vérifiée pour k. Nous avons donc

3 A 3, 3 g, -
(Var'=va.(Va)l=>Va-2k>20+1)
en vertu de (18), ce qui entraine (19).
Comme In 4 =~ 1,3863, on a In :/4>0,4, donc

__3_2__., <. = 2 == 2 =B

81 Yo - o8 Blkeradd

D’aprés (19) on a, pour k=5,

‘?/4)k 323 3 & k)
48In | 4
donc

3 3 - [!
48(V4) Iny4=>32k—2-16k 2|12} 4— 4|k,

puisque 12 VA_I—4<16. Le premier membre de la derniére inégalité
est la dérivée du premier membre de (17) et le dernier membre est la
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dérivée du second membre de (17). Nous avons ainsi démontré que l'on
a, pour j==4, k> j, les inégalités (16), (17), ce qui entraine (10) et (11),
et enfin (9). Il en résulte que pour j=—4 on a W'(l_i/ 1/j) = 0.

§ 6. Le coefficient du terme de degré le plus éleve en r du polynome
W(r) (p. 87) étant positif et la suite des coefficients présentant quatre
variations de signe, on voit, en appliquant le théoréme de Descartes, que
le polynome W(r) a quatre racines positives au plus. La dérivée W’'(r)
présente trois variations de signe, donc W’(r) admet trois racines positives
au plus. On a W(0) > 0, W(1) <0 (p. 87); en posant j > 2 on obtient d’aprés
n: wi” ;/’l,j) 0, Wl ' '_|1' 1/k) = 0. Le polynome W(r) s’annule donc dans

i
les intervalles ¢ |1r'lk,1¢ et {1,00 . 1l s'énsuit que W(r) >0 dans
k—1

—1 e, yo——
1 V1lj=r IV 1/k, sinon il s’annulerait dans deux intervalles intérieurs
k—1, - —
d i 15, ¥ 1k >, ce qui est impossible; en effet, W'(r) devrait alors

) —1 R,

s'annuler dans ’intervalle \'r,,'rz)C/l ]/l,'j, V 1/k ) (théoréme de Rolle)
Y o

et aussi dans l'intervalle .’ V13, r,,, puisque W’ (l } 1/3) =0, ot r, dé-

signe la plus petite des racines du polynomes W (r) qui appartiennent

1r k—1

a l'intervalle ¢’ }'1/j, V' 1k,. La dérivée du polynome W(r) s’annule

certainement dans l'intervalle {r,,r;) et dans lintervalle (r,,7,) (théo-

reme de Rolle), ou r,<<r,<<ry;<_r, sont les racines positives du poly-

nome W(I) En supposant que W(r)< 0 en certains points de V'intervalle

y 1/, y 1 k> , hous arrivons a la conclusion que W’(r) admet au
moins 4 racines posmves et il y a contradiction. Pour j -2 on a donc

W(r) > 0 dans yl/;, "V1k>.

Pour j—2ona W( } 1j)=0 et W(' V/1/j)=0, W(0) >0, donc il
y a une racine de I'équation W(r) = 0 dans l'intervalle (0 / -]’/ l/j) =(0,1/2).
Dans ce cas aussi, W(r) admet 4 racmes posmves et deux d’entre elles
sont a droite de [Ilintervalle V 1/5, | "1k >, une a gauche de
"1/ =1/2 et la quatriéme racine est 1/2. Le polynome W(r) ne s’annule
donc qu’a l'extrémité gauche de l'intervalle considéré et il est positif
danf cet mtervalle Il en résulte (p. 87) que @(r)=®(ay, ar, 7) > 0 dans

i l,"rl i I/ 1/k > d’out on obtient finalement d°/d* > 3/4.
En posant r=1/2 nous déduisons de (5), p. 86, pour j—2:

R0 _l)kl
i (z

1 e
P D

a}, —



94 Zdzisltaw Lewandowski

I1 en résulte aussi que la fonction fp(2) = z — 2%/2 fournit, parmi tous les
polynomes de Schild f,(z), la plus petite valeur d°/d*=—3/4. Dans le
cas j=> 2 on peut, en effet, démontrer par un raisonnement tout a fait

Joo1 - k
pareil au précédent que W(r)£ 0 dans = J'17j, | 1k
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Streszczenie

Oznaczmy przez fp(z) klase wielomianéw postac1 z— Va,, 2", gdzie

a,=0 (n=2, 3, ..), spelniajacych warunek 1—2 na,,—O W pracy tej
dowodze nastepumca hipoteze Schild a:

Dla kazdego wielomianu f,(2) spetniona jest nieréwnosé d°/d* = 3/4,
gdzie d i d* sq to promienie mozliwie najwiekszych kot o $rodku w po-
czqtku uktadu pokrywanych odpowiednio obrazem kota |z|< r, (r, — pro-
mien wypuktosci wielomianéw f,(z)) i obrazem kola jednostkowego.

Schild w swej pracy [2] wykazal tylko, ze d"/d* > 2 3.

Peswme
N,
O6o3nauumM 4epo3 f, (2) kaacc I'IOJIMHOM({B BUIA z— }a,z2", rae a, -0
"

(n=2,3,...), MCIOJIHAIOUMX yCJOBHE I—Zna,,-—o H-noxaabma}o cJye-
Aywouryo runoresdy llluaena:

Hna Bcaxkoro mosamHoma fp(2) MMeer Mecto HepaBeHcrBo d'/d* > 3,4, rae
d’ n d* cyTe paaMycel BO3MOHO GOJIBIIMX KPYTOB C LIEHTPOM B HayaJe
KOOPIMHAT, MOKPhIBaeMbIX COOTBECTBEHHO OToOpa<eHmeM Kpyra |z| << T,
(r, — paaMyc BBITYKJOCTM MNOJMHOMOB f, (z)) u oTobpa)keHMeM EOUHUY-
HOTO Kpyra.

IInabx B cBoeit pabore 2] mokazan Toabko, yro d’/d* - 2 3.



