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Quelques remarques sur la note précédente
Par¢ uwag w zwigzku z poprzednim artykutem

Heckoabko mpHMeyaHHi K npenbiaylied crathe

M. Radziszewski a démontré [1] que dans chaque figure convexe plane
dont l’aire S est positive on peut inscrire un rectangle d’aire s > } S, et
dans chaque corps convexe R de volume V == 0 ayant un plan de symétrie
on peut inscrire un parallélépipéde rectangle de volume v - iV. En
utilisant une méthode semblable, M. Radziszewski et l'auteur de la pré-
sente note ont démontré [2] une proposition analogue pour les corps con-
vexes, qui ne sont pas nécessairement symétriques, et pour les parallélé-
pipédes obliques en général. On peut donc se poser la question si, dans
ce cas général, il existe toujours un parallélépipede rectangle de volume
v >V inscrit dans un corps convexe R de volume V > 0. La réponse
est négative, mais on peut encore demander p. ex. que le parallélépipede
inscrit P jouisse d’'une des propriétes suivantes:

(A) un angle plan de P est droit,
(B) un angle diédre de P est droit,
(C) quatre faces de P sont rectangles.

On peut aussi admettre que le corps R doit satisfaire aux conditions:

(H) R posséde un axe de symétrie,

(K) R posséde un centre de symeétrie.
Supposons que la condition (H) soit remplie. La méthode de démonstra-
tion exposée dans la note précédente [2] s’applique ici et donne un re-
sultat un peu plus fort. L’axe des z étant un axe de symétrie de R, on
vérifie sans peine que le parallélépipéde P satisfait a la condition (C).
L’exemple suivant montre qu’il n'existe pas, en général, de parallélépi-
péde rectangle P inscrit.
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Exemple

L’ensemble R des points dont les coordonnées cartésiennes satisfont
aux inégalités
(R) (;r—2y)"’—$ 2 4(1)0—(1:+2y)'-‘
est un corps convexe, dont la frontiére se compose de deux nappes cylin-
driques: une nappe inférieure Y et une nappe supérieure 3.

Supposons qu’il existe un parallélépipéde rectangle P inscrit dans R.
La somme des carrés des cosinus directeurs de 'axe des z par rapport
aux trois arétes du parallélépipede rectangle P est égale a un. Il existe
donc quatre arétes paralléles Ay Ay, A; A3, As A3 et A¢Ay de P ayant la di-
rection d’'une droite 1, qui forme avec l'axe des z un angle y tel que
3cos*y > 1. On vérifie facilement que toute droite 1, paralléle a I, et
passant par un point intérieur du domaine R, n'a qu’un point A commun
avec Y et un point A” commun avec 3’. Les ordonnées correspondantes
2 et 2’ satisfont a I'inégalité z < 2’. Nous pouvons donc admettre que les
points A,, 4,, A; et A, sont les sommets d’'une face ¢ et sont situés sur la
surface ¥, tandis que les points A, A3, A et Ay sont les sommets de la
face paralléle o’et appartiennent a }".

D’autre part, l'intersection de la surface Y et du plan o est un couple
de deux droites paralléles, le cas de l'intersection parabolique étant évi-
demment exclu. Soient A,A4, et A,A, ces deux droites. Pareillement, 1'in-
tersection de la surface Y’ et du plan ¢’ est un couple de deux autres
droites paralléles, qui ont la direction des arétes Aj A3 et A; Ai, ou bien
A.A, et A/A,. Mais les directions des deux familles de génératrices des
surfaces Y et Y'ne sont pas perpendiculaires et, par suite, la face 4,4,A,A,
n’est pas rectangulaire. Nous avons ainsi.démontré qu'il n’existe aucun
parallélépipede rectangle inscrit dans R.

Les cas (K) n’est pas aussi simple. La méthode de M. Radziszewski
permet ici de démontrer qu'il existe un parallélépipéde inscrit P de vo-
lume v > %V, satisfaisant a la condition (A), et un parallélépipéde in-
scrit P de volume v -2V, satisfaisant a la condition (B), mais il ne
sernble pas facile de construire un exemple de corps R pour lequel il
n’existerail aucun parallélépipéde inscrit de volume v - iV, jouissant
de la propriété (C). Les résultats positifs mentionnés s’obtiennent presque
immeédiatement grace au fait que, la condition (K) étant remplie, on a iden-
tiquement d(p) =0 et a tout P’(p) il correspond un parallélépipede P (¢)
bien déterminé inscrit dans R et ayant le méme centre de symétrie *).

*) Voir la note précédente, p. 99.
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Dans le cas général, ou I'on n’introduit aucune hypothése sur la sy-
métrie de R, je n’ai pas réussi a trouver d’'exemple qui donnerait plus
que le précédent, ou le corps convexe avait un axe de symeétrie, ou bien
a déemontrer que la proposition concernant les parallélépipédes inscrits

dans des corps convexes quelconques peut étre renforcée. Ces questions
restent encore ouvertes.
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Streszczenie

W poprzedniej nocie *) udowodniono, ze w dowolny owal przestrzenny
o objetosci V> 0 mozna wpisa¢ réwnolegloscian o objetosci v - § V.

Tutaj zas podana jest dyskusja niektéorych przypadkow szczegol-
nych. W przypadku gdy dany owal posiada o$ symetrii, istnieje wpisany
réwnolegloscian o objetosci » =iV, ktéorego dwie pary $cian sg pro-
stokatami i podany zostal przykiad, z ktorego wynika, ze moze w ogole
nie istnie¢ zaden prostopadioscian wpisany.

W przypadku gdy dany owal ma Srodek symetrii, istnieje roéwnolegio-
scian wypisany o objetosci v =iV majacy jeden kat ptaski lub jeden kat
dwuscienny prosty.

Peszwme

B npenbiayuem cooblieHnn**) OBLIO JOoKa3aHO, YTO B NPOU3BOJIbHbIA
NpOCTPaHCTBEHHLIH oBasn o6bémMa V>0 MOKHO BIMCaTh napaJsuiesienunen
obbéMa v >3 V.

B srom Tpyame AaH pa3bop HEKOTOPBIX YaCTHBIX cay4aeB. B ciaywae,
Korga [JaHHbIA OBaJl MMeeT OCh CMMMETPMM, CYLIECTBYeT BMNMCAHHBIN MNa-
pannenenunen obbéMa v =+ 3V, y KOTOpPOro Ase Mapnl rpaHeil NPAMO-
YyTrOJBHMKM, M [aH NPMMeEp, NoKa3bIBAIOIIMKA, 4TO MoxeT Booble He cy-
LIIeCTBOBAaTh BMUCAHHBIA INPAMOYTrOJIbHbIN IapaJJjelienunen.

B cayuae, Koria AaHHBIX OBajJl MMEET LEHTP CMMMETDMM, CYLUECTBYET
BIIMCAHHbII NMapaJuieienumnesn o6uéma v > 3V, . uMeloLMit OAUH TJIOCKUI
MJIM OAMH ABYXTIPaHHbIA YroJ MPAMONA.

*) ,,O rownolegloscianach wpisanych w owale‘.

*s) O napajejienuneaax, BIUCAHHBIX B BbIMyKJble Tena'.






