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Sur les parallélépipedes inscrits dans les corps convexes
O rownolegloscianach wpisanych w bryly wypukie

(0] napaJjijiejienHnefnax, BMHCAHHBIX B BbBINYKJIbIe TeJa

K. Radziszewski [3] a démontré que dans toute figure convexe plane
d’aire o> 0 on peut inscrire un rectangle dont I'aire n’est pas inférieure
2 0/2, et que dans tout corps convexe de volume V > 0, ayant un plan de
symétrie, on peut inscrire un parallélépipéde rectangle dont le volume
n’est pas inférieur a 2V!). En utilisant une certaine modification de la
méthode qui y a été appliquée nous allons démontrer la proposition
suivante:

Dans tout corps convexe de volume V >> 0 il est possible d’inscrire un
parallélépipéde ?) de volume v = V.

Avant de procéder a la démonstration proprement dite, remarquons
qu'il suffit de se borner au cas particulier ou la frontiére du corps con-
vexe en question est une surface ne contenant aucun segment de droite.

En effet, on sait que tout corps convexe R de volume V >0 peut
toujours étre approché par une suite de corps convexes R,, n = 1, 2, ..,
ayant cette propriété 3). Désignons le volume du corps R, par V,. Si l'on
a déja inscrit, dans chacun des corps convexes R,, un parallélépipéde Pa
de volume v,=> 4V, il est évidemment possible ¥) de former une suite
partielle Pn», convergeant vers un parallélépipede P, qui doit étre inscrit
dans R. La suite des volumes v, tend alors vers une valeur limite qui
n’est pas inférieure a 2V =llim 2 Va.

Hbems

1) Une autre démonstration a été donnée ultérieurement par W. Siiss [5].

?) pas nécessairement rectangle

7 Il existe méme une telle suite de corps convexes analytiques. Voir p. ex.
T. Bonnesen und W. Fenchel (2], p. 36.

4 Voir p. ex. W. Blaschke {1], p. 62 ,,Auswahlsatz".
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Admettons donc, une fois pour toutes, que la frontiére du corps con-
vexe R ne contient aucun segment de droite.

Maintenant nous choisissons le plan a de maniére que le corps con-
vexe R soit situé d'un c6té de ce plan. Dans ce plan nous fixons un vecteur
arbitraire & +# 0 et 'origine d'un systéme rectangulaire droit de coordon-
nées cartésiennes. Les axes x et y sont situés dans le plan « et 'axe
z est dirigé du c6té ou se trouve le corps convexe R. L’angle formé par
I'axe x et le vecteur a sera désigné par ¢.

Les coordonnées des points du corps convexe R satisfont a l'inégalité

flxyy<z<g(x,vy),

ou le point de coordonnées x,y décrit un certain domaine plan 4 fermé
et convexe, et les fonctions f et g sont non négatives et continues. Le
domaine a 3 dimensions R’, défini par I'inégalité

I<z<<g(x,y)—f(x,y)

ou le point (x, y) décrit le méme domaine 4, est encore un corps convexe,
dont nous dirons qu’il est engendré par déplacement de R vers le plan
a2y du systéme de référence. La frontiére du corps convexe R’ se com-
pose du domaine plan A et d’une portion de surface ne contenant aucun
segment de droite.

D’une maniére tout a fait analogue, en déplacant le corps convexe R’
vers le plan yz du systéme de référence on obtient le R”(p), ayant déja
deux faces planes et, en le déplacant encore vers le plan xz, le corps con-
vexe R'”(g), limité par les trois plans du systéme de coordonnées et une
surface ne contenant aucun segment de droite.

Les corps convexes de ce genre ont été étudiés en détail dans le travail
cité plus haut [3]. En particulier, il y a été démontré que parmi les paral-
lélépipédes rectangles, contenus dans le corps convexe R”’ (pas nécessai-
rement inscrits), dont trois faces sont paralléles respectivement aux trois
plans du systéme de référence, il y a exactement un parallélépipéde rec-
tangle maximal P’’(g), ayant le plus grand volume possible v(g). Le volu-
me v(p) n’est pas inférieur a §V, et tous les sommets du P”(p) sont situés
sur la frontiére de R” (¢). Au parallélépipéde rectangle P”(p) correspon-
dent un parallélépipede P”(g) et un parallélépipede P’'(¢) de méme vo-
lume v (), inscrits dans les corps convexes R”(¢) et R'(¢) respectivement,
tels que P” (p) est engendré par déplacement de P”(¢) vers le plan xz
et P”(p) par déplacement de P’(¢) vers le plan yz. Le parallélépipede P’ (¢)
a une face contenue dans le plan a et deux arétes paralleles aux axes des
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x et des 2. Celle des arétes qui n'est pas parallele a ces axes et qui est
contenue dans le plan a fait avec la direction @ un angle m(g!.

En appliquant la propriété, mentionnée auparavant, des frontiéres des
corps convexes en question nous trouvons immédiatement que le parallé-
lépipede P’(¢p) est déterminé univoquement. Il en résulte tout de suite
que le parallélépipéde maximal, qui est contenu dans R’ et qui a deux
arétes paralléles aux axes des x et des z respectivement, se confond avec
P'(¢), il est donc univoquement déterminé par l’angle ¢.

Les quatres sommets consécutifs A,, 4,, A; et A, de celle des faces du
parallélépipéde P’(¢), qui est contenue dans le plan a, ont les coordonnées
xi(p), yi(p), 0, ou i =1, 2, 3, 4. Les indices 1 et 3 correspondent aux points
situes sur la diagonale.

Soit

tip) = f(zi, yi), ui(g) = g(xi, yi),

t, -+ 1, Lat+1T
t* )) = 1 3 .‘... , —— - § 1
() 9 " () 7

o) =t (p) —t" (),

Dans le cas ou d(p)=0, les quatre points de coordonnées x;(g),yi(), t:(p)
sont situés dans un plan et les quatre points x;(g), yi(¢), ui(p) sont contenus
dans un plan paralléle. Evidemment tous ces points sont alors les som-
mets d'un parallélépipéde P (¢) de volume v(p) inscrit dans le corps con-
vexe R. Pourtant on a, en générale, d(¢) # 0 et ces points ne déterminent
pas un parallélépipéde. L’idée fondamentale de notre démonstration con-
siste a prouver qu'il existe un angle ¢, tel que 8(gp,) =0.

Nous démontrerons d’abord que d(¢) est une fonction continue. Soit
limg, = ¢. La suite des parallélépipédes P'(g.),» = 1,2,..., est évidem-

v oo

ment bornée. On peut donc extraire de chaque suite partielle P’(pu()) une

suite partielle P’(p,(x)) qui converge vers un parallélépipéde P, dont
une aréte est contenue dans le plan a et fait avec & 1’angle ¢ et une autre
est perpendiculaire au plan a. Il s’ensuit que le volume de P n’est pas
supérieur a v(p). D’autre part, pour » suffisamment grand, il existe évi-
demment un parallélépipéde P*, contenu dans R’, ayant une aréte paral-
léle a I’axe des z et une autre située dans le plan a faisant avec la direc-
tion de & un angle g¢,, tel que la différence entre le volume de P* et v(p)
soit aussi petite que I'on veut. Le volume du parallélépipéde P’(p.) n’est
pas inférieur a celui de P*. Donc le volume de P n’est pas inférieur non
plus & v (p).Ainsi, finalement, le volume de P est égal a v(g) et, par suite,

P'(g)=P —:klim P@air) ,
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d’ou l'on a
0(q) = lim &(@pu ().
k-4

Nous avons démontré que toute suite partielle ¢ (pu)) extraite de la
suite d(@.), contient une suite partielle convergente vers d(g). Il en
résulte immédiatement que lim é(p.,) =d(g). La fonction &(@) est donc
continue. ks

Pour achever la démonstration, admettons que v (g,) = max v(g) et re-
marquons que siw, = w(g,), on a P(wy) = P(p,) et d(w,) = — d(gp,), car la
suite des points A,(w,), A.(w,), 44(w,), A4(w,) est dans ce cas évidemment une
permutation cyclique de la suite A,(¢p,), Aq(@,), As(g,), A4(p,), ou les indices
pairs et impairs sont échangés. La fonction é(p) étant continue dans I'in-

tervalle ¢, < ¢ < 0, doit prendre au moins une fois la valeur zéro, ce
qu’il fallait démontrer.
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Streszczende

K. Radziszewski udowodnil, ze w" dowolny owal ptaski o polu S>>0
mozna wpisaé prostokat o polu s >S /2 a w owal przestrzenny o objeto-
sci V>0 majacy plaszczyzne symetrii mozna wpisa¢ prostopadtoscian
o objetosci v =% V.

W pracy obecnej podobng metodg dowodzi sie, ze w dowolny owal
przestrzenny o objetoSci V mozna wpisaé rownolegloscian o objetosci
v>{V.

Peswwme

K. PagsuiueBckuit aokaszan®), 4TO B IPOM3BOJILHBIA IIJIOCKMII OBa.l
¢ muom@anpo S = 0 MOXKHO BIMCATb IPSAMOYTOJbLHUK C IJOIIaAbl § > S/2
a B NPOCTPAaHCTBEHHBI 0BaJ 00BEMa V>0, obsagarolmii NJOLIAABIO CUM-
MeTpUM, MOXKHO BIMCATL NPAMON mMapasnenenunen 06béMa v = 2V.

B HacroAmeM TPYAe CXOAHL'M METOJOM [AOKa3bIBAETCH, YTO B ITPOMU3-
BOJILHBIT NPOCTPAHCTBEHHBbIN 0Basl o6béMa V>0 MOXKHO BMMCaTh Mapal-
nenunen obréma v >3 V.



