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KONSTANTY RADZISZEWSKI

Sur les cordes qui partagent I'aire d'un ovale en 2 parties égales.
O cieciwach dzielacych pole owalu na dwie czesci rowne.

O xoppax AefliHX MJIOIAAb OBaJa Ha [Be pPaBHble YaCTH.

Dans le travail ,,Sur quelques propriétés des ovales”, Annales UMCS,
(A) vol. VI, 1953, M. Biernacki a posé le probléme suivant:

En désignant par d la corde maxima, partageant ’aire de 'ovale plan
W en deux parties égales, et par D son diameétre, trouver le nombre i le

plus grand possible tel que I'inégalité 4 < D ait lieu pour tous les W.

Nous commencerons par démontrer quelques lemmes.

Lemme 1. — Soient <t AOB << n et K une circonférence de rayon r
et de centre 0. La longueur du segment de la tangente d K, intercepté par
Pangle AOB, est une fonction continue du point de la circonférence K
(évidemment entre les limites ou cette fonction existe). Cette fonction n’a
qu'un seul extremum, d savoir un minimum au point d'intersection de la
circonférence K avec la bissectrice de l'angle AOB.

La démonstration est immédiate, car on peut exprimer cette longueur
en fonction de l’'angle polaire ¢ et examiner cette fonction, ce qui est
tout a fait élémentaire.

Lemme 2. — Si ABC est un triangle tel que AB == BC, AC = BC alors
la corde maxima, partageant l'aire en deux parties égales, est AF, ou F
est le milieu du segment BC.

Démonstration— Distinguons deux cas a) et b) suivant que les
deux extrémités de la corde qui partage l'aire du triangle en deux parties
égales sont situées sur les cotés AC et CB, ou que I'une d’elles est située
sur le c6té AB. a) Considérons la corde MN. qui partage l'aire du triangle
ABC en deux parties égales, et dont les extrémités sont situées respective-
ment sur AC et BC. Tracons une circonférence K de centre C, et de ra-
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yon r, égal a la distance de C a la droite AF. Soit P le point de contact de
AF avec K et P’ le point symétrique de P par rapport a la bissectrice de
I’'angle ACB. Le segment ST, tangent a K au point R et paralléle 3 MN,
aura, en vertu du lemme 1, une longueur inférieure a AF. Le point R
étant sur la circonférence K entre P et P’ (sinon ST couperait AB), I'aire
du triangle STC sera inférieure a celle du triangle AFC. Comme l'aire du
triangle MNC est égale a celle du triangle AFC, donc plus grande que celle
du triangle STC, la hauteur du triangle MNC, menée par le point C, sera
plus grande que la hauteur correspondante du triangle STC, donc plus
grande que la hauteur du triangle AFC. Les bases satisfont donc a la con-
dition MN =< AF, car les aires sont égales et les hauteurs inégales.

b) Considérons maintenant la corde MN, partegeant I’aire du triangle
ABC en deux parties égales, dont les extrémités sont situées sur les seg-
ments AB et BC. Soit K une circonférence, de rayon r et de centre B,
tangente a AF. Menons une tangente a K paralléle a MN. Il résulte aisé-
ment du lemme 1 que la longueur du segment de cette tangente, con-
tenu dans 1'angle ABC, est inférieure a AF. En répétant le raisonnement
de l'alinéa a) on trouve que MN << AF.

Lemme 3. — Dans le triangle isoscéele ABC, AC = BC, AB = BC le
rapport de la corde maxima, partageant l'aire en deuxr parties égales, au
diamétre est plus grand que %/4.

Démonstration— En vertu du lemme 2 la corde maxima, par-
tageant l'aire du triangle en deux parties égales, est la médiane AF. Lors-
que le sommet C se rapproche de la base AB, le point F se déplace sur une
droite perpendiculaire a AB, ayant en commun avec la base AB le point
F, qui partage la base dans le rapport 3 :1. Evidemment AF,<<AF, le
lemme est donc vrai. ;

Théoréme. — Le corde maxima d'un ovale quelconque W, partageant
son aire en deux parties égales, est plus grande que 3§ D, ou D désigne le
diameétre de W.

Démonstration— Soit un ovale W de diametre AB. Tragons
des arcs de cercle de centres A et B et de rayon 3/« AB et désignons par
S leur point d’intersection situé du cété de la droite AB contenant la plus
grande partie de 'aire de I'ovale. Désignons encore par E et F les points
d’intersection de ces arcs avec AB. La frontiére de W coupe les arcs ES
et FS aux points K et L, les plus rapprochés de la droite AB. Menons les
droites AK, BK, AL et BL. Les droites AK et BL se coupent au point C,
les droites AL et BK an point Z. Nous désignons par {x} l'aire de la figure x.

Si la frontiére d’une figure contient un arc de la frontiére de W nous

désignons l'arc correspondant par ~ p. ex. KLZ désigne une figure ou KL
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est un arc de la frontiére de R, alors que les autres parties KZ et LZ sont
des segments de droite.

Nous allons démontrer qu’au moins l'une des extrémités U ou V des
cordes AU et BV, qui partagent l'aire de l'ovale en deux parties égales,
tombe en dehors de I'arc KL de la frontiére de l'ovale R. Pour cela il suf-
fit de démontrer que l'aire du triangle curviligne IELZ, ou KL est un

arc de la frontiére de R, est inférieure a celle du triangle AZB. En effet,
si p. ex. I'aire du triangle curviligne

|AKZ} < (BLZ) et |KLZ} < |AZB)

alors, en ajoutant membre & membre ces inégalités, on obtient
(AKLZ| < |AZLB) ;

pour que les aires { AKUA} et {AE—I} } soient égales, il faudra que le point

U tombe sur l'arc L—B, c’est-a-dire que AU = 3/4 AB.
Passons a la démonstration de l'inégalité

(KLZ} < |AZB)

Par le milieu O du segment AB menons une perpendiculaire a AB. La
droite KB la coupe en M, AL en N et KC en R. Prolongeons BC jusqu’au
point d’intersection P avec la perpendiculaire ON. Il suffit de prouver que
l'aire du quadrilatéere KZLC est inférieure ou égale a celle du triangle
AZB, c’est-a-dire

A) |KZLC) < |AZB).

Remarquons que l’inégalité A) a lieu pour les triangles isoscéles, car,
autrement, le point U, ou AU désigne la corde maxima, partageant l'aire
du triangle en deux parties égales, serait sur la ligne brisée KCL, et 1'on
aurait AU << AF, ce qui est impossible en vertu du lemme 3. Nous ‘ob-
tenons ainsi les inégalités

{MKR} < {AMO)| (triangle ARB) et
{NLP} < {ONB]| (triangle APB)
mais
(ONB| = [OMB} + {MNB)} — (AMO} + |AMN)
IMKR) = |KZNR) + {ZNM| < |AMO)
ou
(KZNR} < |AMO)} — |ZNM)
{RNLC) < {NLP)



92 Konstanty Radziszewski

donc
|KCLZ) =|KZNR| + [RNLC} < [AMO} — |ZNM} + |NLP}
'{AMO} —{ZNM} + |ONB} = |AMO)} — {ZNM| + |ANO} =
= {AZB].

Dans la démonstration nous avons admis que la droite ON sépare les
points A et C, ainsi que B et Z, ces conditions sont toujours possibles
a réaliser en modifiant eonvenablement les notations.
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Streszczenie

Niech D oznacza $rednice owalu ptaskiego R, zas d najwiekszg cieciwe,
dzielgca pole owalu R na dwie réowne czesci.

W pracy tej dowodzi sie, ze dla kazdego owalu R zachodzi nieré6wnos¢
d 3

Pe3zwomMme

I[Iyere D obo3HawaeT AmMaMeTp nJjockoro osajia R, a d — makcumaib-
HYIO XOpay, AeJAUlylo IJolLiaab oBajla R Ha aBe paBHble 4HacTH.

B sTom Tpysme noKa3aHO, YTO AJIA BCAKOrO Opajla MMEET MEeCTO Hepa-
BeHcTBO d 3

S



