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1. Soit un entier a. Nous allons désigner par R, (k, n) le reste du nom-
bre a” modulo 10*. M. Sierpinski [4] a démontré que pour k et
a fixe la suite R, (k,n) est périodique, c’est-a-dire qu’il existe deux nom-
bres p et r tels que

Ra(k,»p +r)=R, (k,T) pour v=1,2,3,..
C’est-a-dire que
(1,1) a” "= a" (mod 10%)

Désignons par p (a, k) le plus petit nombre positif p vérifiant (1,1) et
par 7 (a, k) le plus petit nombre non négatif r vérifiant (1,1).
M. Sierpinski adémontré dans son travail [5] que

p (2,k) =45, r(2,k)=k pour k=123 ..
C’est-a-dire que
(1,2) 2v4f ik = 9k (mod 10%)

M. Hampel [1] a démontré des résultats semblables pour a = 3,
5, 11, 2% (pour a = 3 et 2* ses résultats ne sont pas complet).

Le but de cette Note est de généraliser ces résultats pour des bases
a quelconques.

Posons
plak+1)

g ((1, k) df p(a’ k) .
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Le résultatde M. Sierpinski montre que (2, k) = 5. Nous
allons démontrer que

Si (a, 10) désigne le plus grand commun diviseur de a et de 10, alors

10

(1|3) 0((1, k) (a,lO)

pour k=1,2,3,..

Pour chaque a il existe un plus petit nombre N (a) tel que

(1, 4) a(a,k)=(aT—;}0) pour k  Nia)

De plus, nous allons exposer une méthode permettant de déterminer
N (a) et les nombres p(a, 1), p(a,?2) ..., p(a, N (a)) (ou p(a,1l) ne peut ad-
mettre que les valeurs 1, 2, 4). Il suffira, pour 1'appliquer, de calculer les
puissances a” pour des valeurs de n relativement trés petites!).

La démonstration exigera la considération d’'un certain nombre de
cas et de sous-cas, (le cas (a, 10) = 1 sera traité aux §§ 8-10, (a, 10) = 2
au § 7, (a,10) = 5 aux §§ 2-6, enfin (a, 10) = 10 au § 11).

Au § 12 nous établirons les formules (12,1), qui donnent les valeurs
précises de r (a, k). En les simplifiant nous obtenons 1'estimation

r(a, k) k

Au dernier paragraphe nous allons démontrer la formule suivante
(a = 2):

2v2 8 =l k(1) 2% (mod 100)  Kk=1,2,.. v=1,2,3,..
Notre formule est plus forte que cellede M. Sierpinski (1,2,
mais elle ne se laisse par généraliser — par exemple, pour a = 3 ou a = 5.
2. Dans ce paragraphe nous nous occuperons de la base a = 5 (voir
[1]) et nous allons démontrer que
(2,1) p(51) =1, p (5, k) = 22 pour k> N(@5)=2
(c’est-a-dire que p(5,1)=p((5,2)=1 et o(5,k) =2 = 10:(510) pour
k= N(5) =2) et
(2,2) r(5,k) =k

1) Aprés avoir rédigé cette Note et aprés avoir présenté les résultats obtenus
pendant une séance de PTM, nous avons eu connaisance des résultats (encore non
publiés) de M. Jakoébeczyk, M. Jakoébceczyk aobtenu a peu pres les
mémes résultats & I'aide d’'une autre méthode (en employant la fonction ig (m) —
pour sa définition voir ces Annales, sec. A, 5 (1951) p. 97).
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Chaque puissance de 5 se terminant par le chiffre 5, les formules
p(5,1) =1 et r(5,1) = 1 sont évidentes. Il est aussi facile a vérifier que
p(52) =1 et r(5,2) = 2. Supposons que k > 2.

Il est bien connu que le nombre 5 pour k -2 appartient modulo 2*
4 lexposant 2¥—2 (voir par exemple [6] p. 194). C’est-a-dire

52 %=1 (mod 2%
et 541 (mod 2% pour 0-<-6--2¥—2, D’ou

(2, 3) 522 vk = 5t (mod 10%)
Donc, par induction,
5v2% "% k=5 (mod 10) v=1,2,3,..
C’est-a-dire
R, (k,»2* 2 + k) = R, (k, k).

Pour démontrer (2,1) et (2,2) il nous faut montrer que 2 *~? est la lon-
gueur de la plus courte période et que k est le plus petit nombre pour
lequel la formule (2,3) soit vraie.

Supposons que nous avons

(2,4) 52 % m —=5m" (mod 10%)
pour m = m, <k, alors 2*~? étant une périodé, (2, 4) sera vérifiée par
m=m,m, +1 ., k—1,k.

11 suffit donc de démontrer que (2,4) est impossible pour m = k—1. Sup-
posons donc que (2,4) soit vérifié par m = k—1, c'est-a-dire que

52"’—2 k=t __gh—1— 7 10¥
Vu que 22> 1, nous avons t > 0. Il s’ensuit que
5ki5k—1(52k—2_1),

ce qui est impossible.

Il nous reste a démontrer que 2% * est la longueur de la plus courte
période. Soit m << 2¥~? et supposons que R, (k, v m + k) = R, (k, k). C’est-
a-dire

5" k=5t  (mod 10%)
ou bien
5¢ (5" — 1) = o 10*
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Il s’ensuit que

5" —1=uw2F
donc
"=l (mod 2)

ce qui est impossible, puisque pour k> 2 le nombre 5 appartient modulo
2% a I'exposant 2 *—2,

3. Dans ce paragraphe nous nous occuperons des bases a = 5% pour
A=1,2,3,...

En vertu d'un théoréme bien connu (voir par exemple [3] p. 227) si
a appartient modulo m a ’exposant h et d = (4,h), alors a? appartient mo-
dulo m a I’exposant h/d. C’est-a-dire que

h
|a’] ¥ =1 (mod m)

et [@*)° 1 (modm) pour 0<d6-<h/d.

Puisque 5 appartient modulo 2¥ a I'exposant 2% pour k=2, le

2k-——2
nombre 5% appartient modulo 2% a ’exposant 4,25 Y pour k -2

C’est-a-dire

(mod 10%)

ok—2
[5%] #2* 7% =1 (mod 2*)
d’ou
ph—2

54 BB 55 (mod 109
et

= |k
(3,1) [5¢] @2 + !“l [5%] 2

ou {u} désigne le plus petit entier = u.
Le méme raisonnement qu’au paragraphe précédent appliqué a la
formule (3,1) nous donne pour k > 2

2&—2
(312) p(slyk):(l’ 2[;._2)
_ |k
(3,3 r(sl,k)_l“.

Il est évident que pour 4 Z=>2 on a

p(5*,1)=p(5*,2) =1
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et
1 2]
i T ] = o) o)
r(5*,1)=1 {A}’ r(5%,2)=1 7
Soit un nombre t tel que 2/|42 et ~ 2! 1!/A Alors
(3,4) NGBY)=t+2
et pour k > N (5% nous avons
(3,5) 6 (5%, k)=2.
4. Dans ce paragraphe nous allons considérer les nombres
(4,1) a=5(2x+1) ou 4 >1 et ~5 2x+1

(Les nombres a == 5* considérés au paragraphe précedent sont des cas
particuliers des nombres (4,1).)
On a
2k—'l e
@27 |1
Vu la formule (3,1)

R i |5‘]mk 1 LA e

|k
4,2 a 3 2y+1)

HI
[54)'+" 2y +1) 2L (mod 10%)
(4,1) entraine (2x+1,10)=1. Vu que ¢(10%) = 4.10*~!/10**! du Théo-
reme d’'Euler il résulte
(2z+D% '=1  (mod 10%)
et

(4,3) 2y 1 d=244+1Y (mod 10%).
Les formules (4,2) et (4,3) pour 6=-!l k} donnent
A

k

RaRH 4 _ i

[k L2
,-=I5‘I"’(2x+1) =a'?'  (mod 10%)

11 s’ensuit que

T(G,k)/{';} pour k=2

Si g ©~ h (mod m) et (j, m) = 1, alors jg = jh (mod m). Vu la formule

(3,3) si nous remplagons le nombre {7’ dans (4,2) par un nombre § << {%}
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la congruence (4,2) deviendra fausse. Mais évidemment (4,3) restera vraie

et nous aurons

0k 1 s 4
a Sa (mod 10%)

et

(4,4) rla k) = {'j }

Dans le paragraphe suivant nous allons voir que cette formule reste
valable pour k = 1, et k = 2.

5. Nous allons déterminer maintenant les valeurs de p (a, k) et 7 (a, k),
k =1, 2 pour les nombres a=25% (24 + 1) considerés au paragraphe
précédent. Nous avons pour eux

a=>5"(2y+1) =10.5*15+5 =54=5 (mod 10).

pour k =2

Ils sont donc de la forme
a=10y+5
Nous avons
a?=254+1009+100y* =25+100 (y+1)y=5=a (mod 10)

Donc
(6,1) pla,1)=1, r(e,1)=1.

Nous avons

a’ =125+250y (3+6y+49%).

Etant donné que 3+6y+4y*=3+2(3y+2y%) est impair, on a:

I. Si y est pair, alors p(a,2) =1 et

(1 y =2 ({mod 10)

5,2 r(a, 2) =, si
iz ke te ¥ y#2  (mod 10)

Or, si y=2 (mod 10) alors 5°|a et siy est pair et y > 2 (mod 10) alors
~5%a; nous voyons donc que les formules (4,4) restent vraies pour y
pair et k=1,2.

II. Si y est impair, alors p (a, 2) > 1.

a' =6254+5000y (1 +3y+4y*+29°")=25==a* (mod 10?).

Done, pour y impair, p(a,2) = 2 et r(a, 2) = 1 ou 2. Nous voyons comme
ci-dessus, que pour y impair la formule (4,4) reste aussi vraie.

6. Si a est de la forme a =10y +5, alors 5|a et ~2|a. Supposons
que le nombre k == 2 est tel que

ola, k)>1
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et admettons que

r>k+2 -~r(ak) pdp(a,k)

/
Alors

(6,1) a? "=a"+10%p

Vu I'hypothése o(a,k)>1, nous avons ~ 10|o. Alors

aZp 2lr —, (a" r)‘.! =(ar+ 10* Q)‘.‘ — 22r+10k 1 0

a’
_R__+_10k—|9 =a~zr _+__10k ‘9|

ou

@ 106
egels Tt el

On voit que ~ 2:% +10% 'p et comme r >2, k >2, il vient 5,-“5--}- 1051 p.

Il s’ensuit que
a’? ' =a?" (mod 10* )

La longueur de la période modulo 10* ! est un multiple entier de la
longueur de la période modulo 10*. Donc, puisque o(a, k) =1, on a
p(a,k)=2p et o(a,k)=2.

I. Si ~2|g, alors ~10|p, et

a%? " 7 a?" (mod 10%+2)

Vu que 2r ~2k+4 - k+2>r(a,k+2) nous avons o(a,k+1)=>1.
II. Si 2°|g, (s 1) et ~25"g, alors g, =10%p, oU 1 < w < s et
~ 10| 9,. Evidemment 2%|g, et ~ 25 %+1|p,. Nous avons

ola, k+1)=..=o(a, k+w)=1, ola,k+w+1)>1
et
(6,2) a?®? 2r — q2r +10k w+1 0,
ou ~ 2% 0,.

11 s’ensuit que 2r =7 (a,k -+ w + 1). Si 2! g, nous appliquons a la
formule (6,2) le méme raisonnement que nous avons appliqué a (6,1) et
ainsi de suite, et nous arrivons enfin a la formule

P =a"+10% o

ou ~ 2|o" — nous sommes alors dans le cas I.
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11 est facile a voir que pour chaque a — donc pour chaque y — il
existe un K tel que o(a,K)>1 et
(6,3) p(a,2)=...=pla,K) =! ! pour y paire

12 y impaire

Par exemple, si a = 15 (c’est-a-dire y = 1), alors K =5, si a = 25
(c’est-a-dire y = 2) alors K = 3 etc. (voir tableau p. 19).

Soit donc

aP|R=ak’+10K 0

Supposons que 2°|p et ~ 2% '{p. Alors, pour K < k< K+2s, les nom-
bres o (a, k) forment lg suite

(6,4) %1, ., 1,20, ... 1, 2 &L 20, WOy

Le nombre total des unités est égal a s.
Ou voit que K + 2s=>= N (a) = K + s et pour k= N (a) on a
10
(6,5) o(a,k)—2——(-a.~1m .
Evidemment les résultats de ce paragraphe s’appliquent aux nombres
du type 5% considérés déja au § 3 — nous y avons énoncé la formule ex-
plicite (3,4) pour N (a).

7. Passons maintenant aux nombres a tels que (a, 10) = 2 (c'est-a-dire
aux nombres pairs, non divisibles par 10). M. Sierpinski [5]
a considéré déja le cas a = 2. Il a obtenu les formules

(7,1) p(2,1)=4, a(2,k)=5, r(2,k)=k.
Comme au § 3 (voir [1]), nous arrivons aux formules
4,551 k
A eyt il)=1"

12) P =gy, rev={7l

C'est-a-dire il existe un nombre N (2%) tel que pour k > N(2') on a
o (2%, k)=>5.

Des raisonnements analogues a ceux du § 4 donnent pour a = 242 y+1),
on 2 >1et ~5|/2y+1, la formule

_|k)

(7,3) r(a,k) |7
(voir la formule (4,4)).

Chaque nombre pair, non divisible par 10 est de la forme

a=10y+w
ounw = 2, 4, 6, 8.
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Comme au § 5 nous obtenons les formules
p(10y+2,1)=p(10y+8,1) =4
p(10y+4,1) =2, p(10y+6,1)=1.

Le méme raisonnement qu’au § 6, bien que plus compliqué (car il faut
considérer 4 cas, correspondant a w = 2, 4, 6, 8 respectivement) conduit
au résultat suivant:

Pour chaque a pair et non divisible par 10, il existe un N (a) (facile
a calculer) tel que

10
(7,9 ala, k) = 5= @ 10)

pour k = N (a).

8. Supposons maintenant que (a, 10) = 1. Alors, en vertu du Théore-
me ddEuler ona

a? -1 (mod 10%)
11 s’ensuit que

(8,1) r(a, k) =0
et que
(8,2) p(a, k) << 2k 1. 5%1,

I1 est assez facile de montrer que le signe d’égalité dans (8,2) ne peut
avoir lieu que pour k = 1 et pour a se terminant par les chiffres 2, 3, 7, 8.

Dans le paragraphe suivant nous allons évaleur la valeur exacte de
p (a, k) vour (a, 10) = 1.

9. Les nombres tels que (a, 10) = 1 peuvent se terminer par les chif-
fres 1, 3, 7, 9. Nous allons considérer ces cas séparément.

Soit

a=10"y+w
ou ~10|y.
A. Supposons que w =1, n =2, (y, 10) = 1. Nous avons
pla,l)= .. =pa,n)=1
Alors
(9,1) a¥=(10"yp+1)¥=1+N-10"p+ N—(N—?‘;l}-lo‘“y”%— e +10107 10,

Donc, pour N=1, 2, .., 90on a

NN—1 o,
~ 1071 |a¥ — 1 =10"Ny + ————— 102y* + ... + 10107,
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Mais pour N = 10

al() — (10" '}’+ 1)10
Posons

a
21 df. 105 1

Alors

1_*_10n 'y+10“ 1 45,, + 12. 103n+1yw+ _+_ 10'0" 10

10

=}’(1+45- 10"“1‘}/-{— bk 10”""17“).

a'=10" 'y,+1

ou (y,, 10) = 1. Il s’ensuit que

Par induction

On voit que
(9,2)

p(a,n+ 1)=10
pla, k)= 10*" pour k=>mn

o(a. k)=10

pour k=N(@) =n

B. Suppsons que w=1, n_>2, 5y, donc ~ 2|y, c’est-a-dire que

Alors

Posons

On a

y=293y.

@’ =(10"y+1)* =1+10" 'y +25-102"y2.

a*—1 _
g qorT — (1425107 1y).

a?= 10"ty +1.

Etant donné que ~5;1425-10""!y le nombre y, est divisible par
la méme puissance de 5 que y. De plus, puisque n >2, on a ~2|1+
+25-10"'y. Si ~5%|y (posons dans ce cas r=1), alors (y,,10)=1,
et a°=10" 'y,+1 sera du type A avec I'exposant n+1>3. Si 5|y et
~ 571y, r>2, alors a®=10""'y, + 1 sera du type B, mais ~ 57|y, et
5—!|y,. Ainsi aprés avoir répété ce procédé exactement r fois on sera
ramené au cas A et

C’est-a-dire
a(a,1)=...

et

(9,3)

l 1 k=1,..,n

pl(a, k)= | Qk=n k=n+1,..,n+7

27105 k> n4r41

=ole,n—1)=1,- -_q(a_,n)=...=a(a,n+r—1)=2,

agla,k)=10 pour k >~ N(@)=n+r.
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C. Supposons que w =1,n=>1,2|y, donc ~5y. Clest-a-dire

y=2y.
Il est facile a voir que
~10" '[{a¥—1 pour N=1,2,3,4.
Mais
a5=(10"y+ 1)5=10"+l}‘1 +1’
ou nous avons posé

a’—1

4 FT ——10n+1- _—}, U2

et
I 1+107(2y 4 2-107 92 4 102 + 10°1— 1Y)

Il est évident que ~2|I" et ~5|I". Donc, si ~ 22|y (posons dans ce
cas r=1), alors a°=10""'y,,+1 sera du type A avec l'exposant
n+1:-2.Si2|yet ~2 "1y, r=2, alors a®>=10" 'y, + 1 sera du
type C, mais ~ 27|y, et 2'-!'|y,. Ainsi aprés avoir appliqué ce
procédé exactement r fois, nous serons dans le cas A et

1 k=1,..,n

p(a, k)= )5k k=n+1,..,n+7
57-10%"—" k>n4+r+1

C’est-a-dire que

glal)=..=ao(a,n—1)=1, sla,n)=..=acl@n+r—1)=5
et
(9, 4) o(@k)=10 pour k> N(a)=n-+r.
Al. Supposons que w =1, n = 1, (y, 10) = 1, c’est-a-dire que
a=10y + 1.

Comme dans le cas A (voir (9,1)), nous voyons que ~ 10|n¥— 1 pour
N=1,2,...,9 et que
@' =(10y + 1)'* =100y, +1

OU nous avons posé
a’—1
"7 100 7T
et
;;1+45y + 100(129* + ... + 10%97).
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Mais y est impair, donc 1 + 45y pair et y, est pair et non divisible par
5 donc ~ 10|y,. On voit que

a®=100y, + 1
ou ~ 10|y, et 2;y,. Nous sommes dans le cas C.
Soit 27|y, et ~27'/y 2 -1 Aprés avoir répété ce procédé r
fois nous sommes ramenés au cas A et
1 k=1

pla, k) =110.5%—2 k=2,3,..,r+2
- 57.10%—r—2 k r+3
C’est-a-dire
o(a,1)=10, ol@?2)=..=o(ar+1)=5
et
(9,5) (@, k)=10 pour k >N(a)=r+ 2.

Bl. Supposons que w =1, n =1et 5|y, donc ~2|y. Clest-a-dire
que a=10y+1 ou y=5y. Alors

a?=(10y + 1)*=100y, + 1
ou
Vi am{}l =725y +1)

Supposons que 57|y et ~5 |y, r>1 etque 225y +1,
~251259 +1. Vuque ~2|y ona ~2|y. Donc y est impair
et 25y 4+ 1 estpair. On voit que s >1.

Posons m = min [r—1,s], M = max [r—1,s] et r = M —m =>0. Il est
o<m<r—1, 10"y, ~ 10"y, M>1.

Soit r = 1. Alors m = 0; a® sera du type C et aprés s pas on sera ra-
meéné au cas A.

Soit r > 1. Alors m == 1. Si r = 0 (c’est-a-dire si r—1 = s) nous serons
dans le cas A. Si r > 0, nous serons dans le cas B (r—1 >> s) ou bien dans
le cas C (r—1 <s) et aprés r pas nous serons raménés au cas A. (Tous
ces cas sont effectivement possibles — voir la table p. 19).

Nous avons donc p(a, 1) = 1, g(a,l)=2. La suite g(a?2),..,
o @M+ 1) aura la forme 5,5,..,5 ou 1,1,..,1 ou 1,1,..,
1,2,2,..,2 ou bien 1,1,..,1,5,5,..,5 (dans cette suite le nombre des
unités est égal a m). Enfin

(9,6) g(a,k)=10 pour k >N(@)=M + 2
ou M+2>3
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D. Il nous reste a considérer le cas
=10"y +w
ou~ 10|y, n > 1, (10,a) =1, w# 1, c'est-a-dire w=3,7,9.
D1. w = 3. On voit que ~ 10|a¥—1 pour N =1, 2, 3 et que
a'=(10"y + 3)' =10y, + 1,
oll nous avons posé
4=
" o P84 108- 1071y + 54- 1071y 4 121091y 4 1001y,
On voit que
pla,1)=4
et que 2 y,.
Si ~ 5|y,, nous sommes dans le cas C

Si5|y,, alors a*=10"y +1 ou m >2. p(a,2)=4 et nous sommes
dans le cas C ou B ou A.

D2. w=29.0n a
a*=(10"y + 9 =10y, 4+ 1
oll nous avons posé

at—1 R
N g =8+ 181071y 4 10ty

On voit que p(a, 1) =2 et que le nombre a? appartient & I'un des cas
considérés ci-dessus. Une étude plus approfondie montre que nous se-
rons alors dans le cas C ou B ou A.

D3. w = 7. On voit que ~ 10|a” —1 pour N =1, 2, 3. Mais
a'=(10"y+7)'=10y, + 1
ou nous avons posé

p= 1 240 + 1372 1015 + 204 10211 52 4 28 1091y 4 1041y,

- n

On voit que p (a, 1) = 4 et que a* appartient a I'un des cas considérés
ci-dessus. Une analyse plus approfondie, montre comme dans le cas D1

et D2 que a' ne peut pas étre du type Al ou Bl, mais qu'il est du type
C ou B ou A.

2
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10. En résumant les résultats des paragraphes 8 et 9, nous.voyons
que si (a,10) = 1, alors 7 (a,k) =0 et p(a,1) ne peut prendre que les
valeurs 1, 2, 4. Il existe un nombre N (a) =>1 le plus petit possible, tel que

10

(10,1) ala, k)=10=(a,10)

pour k = N(a)

Si N (a) > 1, alors la suite des o(a, k) ne peut avoir pour k =1, 2, ...,
N (a) — 1 que 'une des neuf formes possibles:

1,1,..,1 9 1, Lozl 5,5,...,5
(10,2) e 1,209 15 21,1, LSRG D AL o 2,5,5,...,5
1,1,..1,5,5,..,5 2,1,1,..,1,5,5,...,5 10,5,5, ...,5

’ )

Le tableau p. 19 nous offre des exemples de toutes les suites (10,2)

En plus nous avons démontre que o(a,1) = 2 ou o(a, 1) = 10 ne peut
avoir lieu que si p(a, 1) = 1.

11. Remarquons enfin que si

=102‘}” - 10:)’:
alors

(11,1) pla, k)=1 et r(ak)= =

12. Nous avons considéré tous les types des nombres possibles. En re-
cueillant tous les résultats obtenus (formules (2,1), (3,2), (3,5), (5,1), (6,3),
(6.4), (6,5), (7,1), (7,2), (7,4), (9,2), (9,3), (9,4), (9,5), (9,6), (9,7), (10,1), (11,1))
nous voyons qu’il existe, en effet, pour chaque a un N (a) tel que

10

ola, k)= [0‘1_0)

pour k = N (a), ce qui achéve le démonstration de la formule (1,4); nous
voyons aussi que pour chaque k, o (a, k)< 10: (a, 10), ce qui achéve la
démonstration de la formule (1,3)
Il s’ensuit que
p(a, k) < 4.10%! pour k=1,2, ...
En recueillant tous les résultats obtenus pour les valeurs de r (a, k)
(formules (2,2), (3,3), (4,4), (5,1), (5,2), (7,3), (8,1) et (11,1)) nous voyons que

l pour =y |
a=2%y! ol(y 10)=1

(12,1) r(a,k) = lkl g Ay,
121 a=10*y ou ~10 y
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a(a.k) | type ala, k)

g 48 gl k=1,2,.., Nla)—1/ (pour ali)mpair) k>N(a) r(a,k)
7 o 1 e 5 k
3 4 4 5,5,5 D1;C,n=1,r=3 10 0
4 2 1 == — 5 {k/2}
5 1 2 1 »=0,K=2 k
6 1 1 = — k
7 4 5 1,5.5,5 D3;C.n=2,71=3 10 0
8 4 1 — = 5 | {k/3}
9| 2 4 55,5 D2;C,n=1,r=3 10 0
10 1 1 = = 1 k
1 1 3 10,5 ALC,n=1r=1 10 0
12 4 1 5 | {k/2}
13 4 4 5.5.5 Dl;C.n=1,7r=3 10 0
14 2 1 — k
Y, 5 2,1,1,1 »=1,K=5 k
16 1 1 - {k/4}
17 4 6 555,55 |D3Cn=1.r=5 10 0
18 4 2 1 — 5 k
19 2 3 55 DI;C,n=1,r=2 10 0

20 1 1 — s 1 k

21! 1 2 5 Cin=1,r=1 10 0

22| 4 1 - - 5 k

23 4 5 5,555 |DICn=1r—4 10 0

24 2 2 1 = {k/3}

25 1 3 1.1 y=2,K=3 {k/2}

26 1 2 1 k

27 4 4 5,5,5 D3:C,n=1,r=3 10 0
28 4 1 — — 5 | {k/2}

29 2 3 5,5 D2;C,n=1r=2 10 0

30 1 1 — 1 k
31 1 6 10.5,5,5,5 | Al;C,n=2,r=4 10 0
32 4 2 1 = 5 | {k/5}
51 1 3 2.5 Blir=1,s=1Cn=37=1 10 0

101 1 2 1 Ajn=2 10 0

251 1 3 2,1 Bl;r=2,s=1 10 0

501 1 2 1,2 Bin=2r=1 10 0

751 1 5 2,1,5,5 Bl;r=2,5s=3,C,n=3,7=2 10 0

1251 1 4 2,1,2 Bl;7=3,5=1;B,n=3,7=1 10 0
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13. Tableau — remarques. Le tableau ci-joint ) donne pour quelques
a les valeurs des nombres p (a, 1), N (a), o(a, k), pour k = 1,2, ... N (a) — 1,
T (a, k) et dans la colonne intitulée ,type” on trouve, pour les nombres
a impairs, les différents types auxquels appartient

a, al’(a: 1), ap(a.‘Z), vy al’("- Na)) .

14. On peut considérer la plus courte période de la suite des restes de
a” modulo m*. Alors comme I'a remarqué M. A. Schinzel lafor-
mule (1,4), dans laquelle on a posé, m a la place de 10, sera en général
fausse. En effet, admettons a =2, m =4. On a¢”" =0 (mod m* pour
n =2k, donc p(2,k) =1 et ¢ (2,k) = 1. Cependant 4:(2,4) = 2.

15. Considérons la suite u, (k) des restes modulo 10* de la suite n”".
M. Sierpinski [4] a démontré que la suite u, (k) est périodique
pour chaque k. Désignons par /7 (k) la longueur de sa plus courte période.
Pour k fixe, le nombre /1(k) n’est pas plus grand que le plus petit com-

mun multiple de 10% p (1, k), p (2, k), ..., p (10%, k). Nos formules donnant
les valeurs de p (a, k) montrent que

(1) < 20, I1(k) < 10 pour k > 2.

(voir la remarque finale du § 10). En effet nous avons [17(1) = 20 et
II(k) = 10* pour k > 2 exactement — voir Hampel [2].

16. Il nous reste & démontrer la formule annoncée:
(16,1) 225 'tk=(—1)*2* (mod 10*) k=1,2,.., v=1,2,...

Avant d’aborder la démonstration de la formule (16,1) nous allons’

démontrer que si g est un entier -2 et si 1 < » < k, alors
k
kR—v+1 ﬂ
(16,2) 6 |(v)
En effet, nous avons
(ey___ & _p =1 f—2 D)
I\v_,'——v!(ﬂ"—v)!_ v 1 2 r—1 )

Pour v=1 la formule (16,2) est évidente

f) Je tiens a remercier M. Olekiewicz, d’avoir eu l'obligeance de me faciliter

I'accés d’un arithmometre, ce qui m’a permis de vérifier facilement tous les calculs
nécessaires.
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Soit 1< u<<v<"k<<p* Si p'|u, alors #°|p*— u. Donc, si nous posons
= -- (A,B)=1

B

(%)

On a » = s*~L. Il en résulte qui si §*|», alors §|f 1.
Puisque

" Rk
alors ~ §|B. 1l s’ensuit que si ' 'i alors g’

! k
ﬂk— SR} ﬁ'ﬂ;-_,_

on a
| Rk
ﬁk—v~l ¥ et ﬂk—v+l
v

ﬂk
(5)
Ainsi la formule (16,2) est démontrée
Remarquons maintenant que pour k =1

(16,3) 2081 — —1  (mod 5¢)
En effet,
2R—1
2 L 1=6—1" 1= Y o
v=1
ou
L | Rh—1
a, =(— 1=+ 75
'J

De la formule (16,2) il s’ensuit que
5 a,
et 5* 225"+ 1, d'ot on obtient (16,3).
En multipliant (16,3) par 2* nous obtenons la formule
20571k 9k (mod 10%)

d’ou, il s’ensuit par simple induction, la formule (16,1).

Supposons que m et n soient les plus petits nombres qui vérifient la
congruence

2n—n=—2" (mod 10%).
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Nous avons démontre que de tels nombres existent. Alors
22m':-n = 9m. (_ 2n) — —gm n_—_9n (mod lok)

Donc vu le résultat de M. Sierpinski (5], on doit avoir n = k,
2m = 4-5*—! et m = 2-5%"!; ce sont bien les valeurs obtenues ci-dessus.
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Streszczenie
Jak wiadomo istniejg dwie najmniejsze liczby p >0 i r =0 takie ze
a’?  "=a" (mod 10%) dla »=1,2,..
Oznaczamy je przez p (a, k) i r(a, k). Polézmy ponadto

pla,k + 1)

ala,k) T

W.Sierpinski dowiodt ze p (2,1) =4 i ze a(2,k) =5, (k =1,
2, ..). Analogiczne wyniki dla a =3, 5, 11 i 2* podat R. Hampel
W pracy tej uogélniam te wyniki na dowolne zasady a i otrzymuje twier-
dzenie:

Jezeli (a,10) oznacza najwiekszy wspolny dzielnik ail0 to

Al -(ﬁa,li)_O) o

przyczym dla kazdego a istnieje takie N (a) ze dla k = N (a) w (1) zacho-
dzi znak réwnosci.

Ponadto podaje sposéb wyznaczania N (a) oraz ciggu p(a, 1), p (a,2),
.., p(a, N (a)); przyczym p (a,1) = 1, 2 lub 4.
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Wzory (12,1) podaja dokladne wartosci 7 (a, k). Wynika z nich naste-
pujace proste szacowanie

r(a, k) < k
W ostatnim paragrafie udowadniam wzor
9v26 %1 x=(—1)»2*  (mod 10%)

wzmacniajgcy wynik W. Sierpinskiego.

Pe3wme

Kak 1u3BecTHO, CYLIECTBYIOT ABa MMHMMAJbHbIE umMcaa p -0 u r -0
Takue, 4TO

a*? "=a'" (mod 10%) v=1,2,..
O6o03HaumMm ux uepes p(a, k) u r(a, k). Kpome Toro nycrn

k4 1)
o(a, k)4 P'(; @k

B. CepnuHCKMU gokasan, uto p(2,1)=4 u ¢(2,k)=5, k=1,2,...
AHaJloruyHbIe pe3yJibTaThl asa a =3,5,11 u 2* nonyuun P.TamneJ.
B HacroAwem Tpyzae s o6obujar 9T pe3yJabTaThl Ha INPOU3BOJIbLHbIE
OCHOBaHMA G U MOJIYHAI0 TEOPEMY:
Feau (a,10) odoznavaem wauboawuit obwuii oeaumens wucea a v 10 mo
10

a(a,k)- @10 (1)

Npuwes 0Af 8CAN00 a cywecmeyem manoe wucao N(a), wmo das k- N(a)
8 gpopuyae (1) umeeur mecmo 3Han pasencnea.
Crepx Toro s gawo crnocob HaxoxnaeHua N (a), a Tak»Ke rnocJjefoBaTesb-
Hoctn p(a,1l), p(a,2),.., pla,N(a); npuuém p(a,1) =1,2 uan 4.
&dopmyasr (12,1) xaor TouHble 3Hayenus r(a, k). VI3 Hux BbITekaer
cJenqyioliad NMpPOCTasA OLIEHKa

r(a,k) < k.
B nocnenunem naparpacde A nokasbiBai POpMyJy
225571 = (—1)* 2¢ (mod 10%),

yeunmpawowyio pesyasrar B. CepnuHckoro.






