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Sur une inégalité de F. Riesz et sur quelques inégalités analogues
O pewnej nierownosci F. Riesz’a i o kilku nieréwnosSciach analogicznych
(0] HEKOTOpPOM HEpaBeHCTBe Pucca ¥ HECKONLKWX aHanorH4HbIX HepaBEeHCTBax
§ 1. F. Riesz a démontré') le lemme suivant: ,Soit a,,a,,... une

suite infinie de nombres positifs, vérifiant pour tout couple h, n d’entiers
positifs, tel que n = h, les inégalités

(1) a('i'l iah"n +L—t @n <K
n—h =

ou K est une constante. Alors l'on a a,= 0 (loz n) (c.-a-d. a.: n(logn)—1?
est bornée)” .

I. Je me propose do montrer que l'on a, dans ces conditions, I’égalité
plus précise:
g 1
a,.=0(n X )

Dans le cas ou K <1, légalité est banale, car pour n=h + 1 l'iné-

galité (1) s’écrit % < K. Nous supposerons donc que K= 1. Introdui-
h

sons la fonction ,,en escalier” f(x), définie comme il suit:

pour n—1l<x<n f(x) =a, n=1,2,3,..)
et posons

(2) ®(h) = [ f(z)dz.
h
Lorsque h est un entier l'inégalité (1) peut s’écrire:

@ &) = [ (@) dz <K@m—h1b.
h

') Acta Scient. Math. (Szeged, Hungaria), tome 11, 1848.
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Cette inégalité est cependant valable pour tout h<<n, car si h'—1<<h<<h’, h’
étant un entier, on a évidemment, en tenant compte de ce que K> 1:

r
(*) [f@dz <K} —h)f®H).
h

Ajoutant I'inégalité (3), ou l'on a remplacé h par h’, et I'inégalité (*), on
obtient bien 1'inégalité (3).

Il résulte de (2) que lorsque h n’est pas un entier on a @’ (h) = — f (h),
donc l'inégalité (3) peut s'écrire dans ce cas

ok 1 —1
&th) K n—h

En intégrant cette inégalité entre les limites 0 et 1, 1 et 2,..., (n—2) et
(n—1) et en ajoutant les résultats, on obtient

10g¢(n—1)—10g¢(0)\<—11<logn
c.-a-d. en vertu de la définition de @ (h)
[ f(x)dz ' .
[ fx)d=
0
ou encore
1
z

an < (a, + a3+ .. + a,.)n_
Mais, si h =1, l'inégalité (1) s’écrit:

ag + ..t Qo < Ka;
n—1
donc a, + .. + an < |[(n—1)K +1}a,<n(K + 1)a, et en définitive:
1
="
a. <(K+1)an X

ce qui justifie bien notre assertion.
§ 2. Nous allons établir maintenant un théoréme analogue en rem-
placant la moyenne arithmétique du premier ordre, qui figure dans les
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inégalités (1), par des moyennes arithmétiques du second ordre. On obtient
le résultat suivant:

II. Sia,,a,..a,.. est une suite infinie de mombres positifs, vérifiant
pour tout couple h, n d’entiers positifs tel que n = h les inégalités:

(n—h)axn +_1_+_(T_l:h —1) Qh+2 +__+ 2 an:li Qn
(4) (n—h)(n—h +1)
2

< Kay

2
) 2- py
ou K est une constante, alors a,=0(n £K)?2),

Comme au § 1 on constate que ce théoréme est banal si K <1, on
supposera donc que K 1. Pour établir cette proposition introduisons en-
core la fonction f(x) du § 1, mais posons

- 1
w(h)=j (n+7—t)f(t)dt.
h
Lorsque h est un entier, I'inégalité (4) peut s'écrire

I R R
h

Si h n'est pas un entier, posons h’—1< h -<h’, h’ étant un entier. On

vérifie sans peine l'inégalité suivente, dans laquelle K> 1:
hi
[ (n+ %_t) g < g. AR (—h+ 1);(n—_h )(n—h'+1)
%o .

En multipliant les deux membres de cette inégalité par ax et en lui ajou-
tant membre 2 membre l'inégalité (5), ou l'on a remplacé h par h’, on
obtient la méme inégalité (5), qui est donc valable pour tout h de l'inter-
valle 0 <<h <n.

Lorsque h n’est pas un entier, on a évidemment

Y (R)=—(n+31—h)f(h),

7) 11 résulte d'une proposition de M. J. Krzyz (Monotonity preserving transfor-
mations), ces Annales, tome VI, 1952, Nr 8) qui si la suite a, est croissante. l'inéga-
lité (1) entraine l'inégalité (4).
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donc, dans ce cas, l'inégalité (5) peut s'écrire:

y'(h) 2(n+1—h) = s T
w(h) K(n—h)(n—h+1) Kn—h +1)°

En intégrant cette inégalité entre les limites 0 et 1, 1 et 2,..., (n—2) et
(n—1), et en ajoutant les résultats on obtient

10gap(n—1)—10g:p(0)<; [log 2 —log (n +1)]

c.-a-d., en tenant compte de la définition de y(h)

n

‘ (n+%— t)f(t)dt

2
b e ET (n_i_l) ;
- 2
' (w%-:)mm
0
ou encore
i \ 2
(%) Un < ,[nal+(n2—1)a+...+2an_1+a,.|‘ln +1) S
Mais, si h=1, I'inégalité (4) s’écrit:
-—1
(n—l)a._,+(n—2)aﬂ+...+2a,.l_1+a,.<n(L2—-lKa,.

De cette derniere inégalité et de (*) il résulte immédiatement que notre
assertion est vraie.

§ 3. Nous allons nous occuper maintenant d’'une inégalité plus simple.
III. Si a,,a,,... est une suite infinie de nombres positifs tels que l'on a
pour n=1,2,3,...
(6) R St

ou K est une constante positive, alors on a

(7) an -.;_:(1+K}(1+K?)___(1+ K K:,I

< K (9 e 1)K—1
) S Rek(wep)i=s,
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Remarque. Bien que ce théoréme ait été appliqué a la théorie des
fonctions par plusieurs auteurs ®), il n’'a pas été, a ma connaissance, for-
mulé explicitement jusqu'’a présent.

En posant S,=a,+...+a, on peut remarquer ‘) qu'il suffit de con-
sidérer le cas ou na,+1=KS,. On a alors Sp;1=Sn(1+ K/n), d'ou, en
tenant compte de (6), on obtient par induction la premiére des inégalités (7).
La seconde inégalité (7) s’obtient en profitant des relations 1+ x <<e* et

i e :

n—2

<1+ log(n—2). 11 est clair que ce résultat s’obtien-

drait aussi de la théorie générale des équations aux différences finies.
On peut cependant obtenir un résultat a un certain point de vue plus
précis que l'inégalité (7):
IITa. Dans les conditions de énoncé III et si 0 <<K <1 ou K > 2,
on a l'inégalité
() < DT (1

Dans le cas ou K < 1 la suite a, est donc bornée. Cela résulte aussi di-

rectement du fait que dans ce cas la moyenne arithmétique ne créit pas.
Nous établirons d'abord le lemme suivant:

Lemme. Si n est un entier positif e¢ K un nombre positif, on a

RO+21 4t nf)
n(n 4 1)1

si K<<1 ou si K> 2, et l'inégalité contraire si 1< K << 2. Lorsque K =1
ou K=2, on a le signe d’égalité °).

Sin=1 le premier membre est K:2X—! et I'on constate de suite ’exacti-
tude de notre assertion. Supposons que les inégalités soient établies pour =,
c.-a-d. que l'on ait E,=K(1+ 251+ ...+ nk 1) —nn4+1)K1<0(> 0)
et faisons voir que En;1<<0 (Eny1>0). Il suffit pour cela d’établir que
Eni1i—E,=(n+ K)(n+ 1)¥'—(n+1) (n+ 2)X1<0)(>>0) c-a-d. que
(n+K)(n+1)*?—(n+2)*1<0 (*>0). En prenant les logarithmes on
obtient 1'inégalité

H(K)_—_—log('n.+K)—Klog%;:__f*"lZ + log(n+2) —2log (n+1) < 0)(>>0).

3) cf. par exemple G. M. Goluzin, Geometriczeskaja teoria funkcji kompleksnowo
pieremiennowo, Moscou, 1952, p. 218, et O. Tammi, Annales Acad. Sc. Fennicae.
Helsinki 1952, A I No 114, p. 10, theorem 1.

) Cette démonstration est due a M. C, Ryll-Nardzewski.

) Je n'utilise dans la suite que les cas oi K<<1 ou K>2.
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On vérifie de suite que pour K assez grend et pour K voisin de 0 on a
H (K) << 0 (cela résulte de la concavité de la fonction logarithmique). Pour
i, T 17 n+ 2
n+ K n+1
a un seul extremum, cette fonction ne s’annule donc que pour K=1 et
K =2 et, par suite, elle est négative pour 0 < K<<1, K > 2, et positive
pour 1<K <<2.
Posons maintenant a, = nX—!b, (n =1, 2,...); I'inégalité (5) prend alors
la forme

K=1 et K=2 on a H(K)=0; comme H'(K)= ,H(K)

by 24 Tpe nk—1b,
n(n+1)k-1

(%) bai1 <K ’ 0<K<1ou K>2).

K
En posant n=1 on a d’'abord b, < §K_—Tbl’ donc b, <{b,. Supposons dé-

montré que b, <b,, by <by,...,ba <by; il résulte de (¢) et du lemme que
I'on a bp+1<b;. On a donc b, < b, pour tout n naturel, ce qui équivaut
4 l'énoncé I a.

La proposition III a des applications dans la théorie des fonctions ana-
lytiques (cf. le renvoi ®). Soit par exemple

f(e)=a,z+a,2*+ ... +an2" + ...

une fonction holomorphe dans le voisinage de l'origine et ne s’annulant
pas, sauf pour 2=20, dans ce voisinage. La fonction

g(Z)=‘/f_(z_S)=z+cl zs+1 A E cnzns+|+

ou 'on a choisi une branche déterminée du radical, est holomorphe dans
le voisinage de l'origine; elle y est aussi s-symétrique, car, si w est une
racine s-€éme de l'unité, on a g(zw) = wg(2). La fonction zf:f est holo-
morphe dans le voisinage de l'origine. Posons

?1;—=1+b,z+ i b+ ...

On a

’

fg-= 14b,2° +... 4 ba2™ + ...
L’identité

, 29
z — — e
g = g g
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fournit, en égalant les coefficients de z***! des deux membres, les relations

(‘n8+1)cn=cn+b1 Ca—1+ ... + ¢ ba—1+ ba

ou
bl Cn—1 + vee C, bn—l
Cpz=—  —
ns
Supposons que |b.|<<p, n==1,2,..., oll p est une constante; on aura
|c,.;<»~p I_c_'|+_+|L"—L|
s n—1

On peut donc appliquer les théorémes III et Illa pour évaluer l'ordre
de grandeur des coefficients c,. Par exemple, si p/s <1 ou si p/s>2, le
théoréme Il a fournit l'inégalité
P s
leal<ley|n
§ 4. En remplacant dans l’énoncé III la moyenne arithmétique du
premier ordre par celle du second ordre on obtient l'inégalité
na,+(n—1)a, + ... + an
8 <K.—! e
(8) An+1 < n(n+1) ’
2

dont nous allons nous occuper maintenant. Il suffirait évidemment de
considérer le cas d’égalité. L’équation obtenue serait une équation aux
différences finies linéaire et du second ordre par rapport a la variable
na, +(n—1)a; + ... + as. 1l semble cependant plus simple de remplacer
cette équation par une équation différentielle. Dans ce but nous introdui-
sons de nouveau la fonction ,en escalier” f(x), définie comme il suit:

pour n—1<xrx<<mn f(x)=an (n=1,2,..)

et commencons par observer que l'inégalité (8) peut s’écrire

n(n+1)fn) < 2Kf(n+ %— t)j(t)dt.
0

Remplacons dans le membre gauche de cette inégalité n(n-+1) par n? et
considérons une valeur quelconque x de l'intervalle n << x << n-+1; on aura

@) 2 f(z) < 2 (" - 1)’1(!{ (:r+ %— :) f(t) dt.
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Si & est arbitrairement petit et n assez grand, on a (n+1)*:n®<<1+s;
en posant K(1+¢&) =K’ on aura donc pour tout x assez grand:

2 f(x) << 2K’ ‘{(x+ %— t)f{t}dz.
g\

En remplacant x par x + 4 on aura, a fortiori,
x+%

:c""f(x+%)<2K’ (@+1—t)f(t) dt =
0
I+% x4+

— 9K’ J (:r-{—%—t)f(t)dt-{-l(' ' f(t)dt.
0 0

Posons maintenant

+}
y(x)=.‘ (:H—%— t) f(t)dt;

0
on a

x+-é
y'(x)=f f(t)dt et y"(x)=f(:r+—';-)
0

(y” n'existe pas au points x=n + §, n étant entier). Donc la derniére
inégalité peut s’écrire

9) a'y’ <2K'y+Ky.
Considérons une intégrale z(x) de 1’équation
(10) x?2"=2K' 2+ K'Z2,

qui satisfait aux conditions initiales z(x,) =y (x,), 2’ (x,) =y (x,) (x, est
un nombre quelconque assez grand). En vertu de raisonnements bien
connus on a y(x)<<z(x) et ¥y (x)<<2'(x) pour x>z, Apres le chan-
gement de variable x = e’ 1'équation (10) devient:

diz

T a

=(1+K’ e")%z; + 2K’z
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Pour évaluer z(t) on peut remarquer que l'on a, pour t assez grand,

d2z e dz :

Fre f\(l-}—s)a + 2K’z

ol & est un nombre positif arbitrairement petit. Une nouvelle comparaison
avec l'intégrale u(t) de l'équation

d?u du ,
(11) ﬁ—(l+e)—gt——2Ku—0
qui satisfait aux conditions wu(t,))=2z(t,), u'(t,) =2’(t,), conduit aux iné-

galités z<<u, dz/dt << du/dt pour t=t, L'intégrale générale de (11) étant
u(t)=C, ef + C, e’
ou

ltetV(A+eF+8K  _1+e—V 1+ +8K

S); A= 2 2 '

on a donc, pour t assez grand, u(t)<<Ce®' et dz/dt<<Cs,e"!, ou C est
une constante. Il en résulle que y <z<<Cx* et

dgs.. d2z_sdezwgmi: k .43
PN gl Ty 1
donc, en vertu de (8)

Yy <K C|2+ ) g2 o 0 o
\ T

ou C’ est une nouvelle constante. En posant dans la derniére équation
r=mn-—1 on a enfin l'inégalité

a, <<C’ ns—? (C” constante).

En tenant compte de ce que K'= K (1+¢€), de la valeur de s;, du
fait que ¢ est de 'ordre de 1/n (cf. les relations (8°) et (10°)), et de la relation
lim n'"=1, on obtient en définitive 1’énoncé suivant.

LR
IV. Si a,a,...as... est une suite infinie de nombres positifs tels
que lon a pour n=1,2,...

_na, +(n—1ay +...+ aa
n(n+1)
2

(8) an+1 <K
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ou K 'est une constante positive, on a

V1+8K—3
a,<Cn 2

ou C est une constante qui ne dépend pas de n °).

On voit, en particulier, que si K <1, la suite a, est bornée, et si
K <1 elle tend vers zéro.

Streszczenie

Nawigzujgc do pewnego wyniku F. Riesza udowadniam twierdzenia:

1. Jezeli ciag liczb dodatnich a, spe=inia dla dowolnego naturalnego
n i h, n > h, nieréwnos¢

Ar+1+Qny2 +... 4 an
n—k

(1) < Ka;

1
(K stale), to jest a,==0 (n1 o

II. Je$li nierbwno$é (1) zastapié przez nier6wnosé

(n—h) (n—h +1) — <Ka

2
to jest

22
a,=0(n X).

Znajduje réwniez nastepujgce oszacowania:
MI. Je$li dla kazdego naturalnego n zachodzi nieréwnosé

a+...+as
n

ans1-< K-

przyczem 0 <K <1 lub K> 2, to jest a, < nKk-1-a,.

%) 1l résulte de la proposition de M. J. Krzyz citée au renvoi? que si la suite
a, est croissante, I'inégalité (8) entrafne l'inégalité (6).
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IV. Jefli dla kazdego naturalnego n zachodzi nieréwnosé¢

.na; +(n—1)a, +...+ an

a1 < K nint1)
2
Vi+8K—38
przyczem K =0, to jest a,=0(n ? ).
Pe3iome

HaBs3biBas kK HekoTopoMmy pe3ynbTtaty P. Pucca nokasbiBalo TeopeMbi:

I. Ecnu nocnepoBatennHOCTb MOJIOMHUTENLHLIX YHCEN @, YACBNEIBO-
pseT Ans NpOMW3BONLHOrO HatypanbHoro m W h, n > h, HepaBeHCTBY

(1) it +ary2 +...F G

n—h

< Kan

1
(K noctosHHas) TO a,,=0(n1*"').

Il. Ecnu HepaBencTtBO (1) 3aMeHHWTL HEpaBEHCTBOM
(n—h)ars1+(n—h—1)apee +... + 2an—1+an

(n—h)(n —h+1)
2

< Kay

92
10 a,=0(n K.
Haxoxy Toske cnepyilouiee OLEHKH
I1l. Ecnn nns kawnporo HaTypanbHOro m MMeeT MeCTO HEepaBEHCTBO

ara <K Et

npuyem 0 <K <1 nwnu K> 2, 10 a, < n¥'.q,

IV. Ecnu pns Kaxporo HaTypanbHOro m MMeeT MeCTO HepaBEHCTBO

na, +(n—1)a, +... + an
n(n-+1)
2

Qn +1 'i/ K

vi1+8K—38
npuyem K >0, 10 a»=0(n 5 )






