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Une théorie généralisée de la meilleure approximation
Uogolniona teoria najlepszej aproksymacji

O6o6uleHHas TeopHUs Hauayulled annpoKCHMauuH

Le travail présent a pour but I'étude de la généralisation de la théorie
de la meilleure approximation.

Les § 1 et § 2 sont consacrés a une esquisse de la théorie bien connue
des polynémes généralisés de la meilleure approximation et a 'introduc-
tion d’'une notation appropriée. Le § 4 contient le théoréme d’unicité. La
méthode de la visualisation des procédés de la meilleure approximation
est esquissée dans le § 5. Les § 6 —§ 8 résolvent compléetement la question
de la continuité de la meilleure approximation. Les considérations du § 9
nous permettent d’introduire la notion d’orthogonalité généralisée de deux
droites dans les espaces vectoriels.

Nous allons employer la notation introduite dans mon travail Quel-
ques remarques sur la converité des sphéres (ce volume p. 19). En parti-
culier nous comprenons toujours par K a,o) une sphére fermée de centre a
et de rayon ¢. Mais nous n’emploirons pas les résultats de ce travail,
sauf dans le § 4, et dans les exemples du § 5 et § 7. En citant les enoncés
de ce travail, nous ferons suivre leurs numéros par les lettres ,,CS”.

Je tiens a remercier ici M. Wazewski de ses conseils précieux qui
m’ont facilité la redaction de ce travail.

§ 1. Soit C, un espace vectoriel, normé, avec la norme 4 (x) et com-
plet — c’est-a-dire un espace (B) de Banach.

Df. 1,1. Soit une suite Z={z;)(_C:. Nous allons désigner par F,
Uensemble de toutes les combinaisons linéaires de z,,..,2.. (C’est-a-dire
que F"=10) 2y ey z'll)'

Df. 1,2. La suite Z est un systéme, si pour chaque n les z,,..,2, sont
linéairement indépendants, c’est-a-dire si

Zri1€ Fy pour k=1,2,...



32 Krzysztof Tatarkiewicz

Df. 1,3. Le systéme Z est fermé si

.j?? 1?k===(:a
k=1

(ou si pour chaque yeC, il eriste une suite x,, telle que xn,e F, et x,-y).
Df. 1,4. Soit xeC,. Posons

n () oaf Un (x,2,0) o dist (x, Fa)

{ou par dist(x, Fn) nous comprenons Inf é(x — a)).

aefF,

Si x€F, alors pa(x)=0.

L’ensemble F, étant compact et C; complet il existe au moins un
élément x,¢ F, tel que d (x — x,) = ua(x). Donc

Th. 1,5. K(x, un(x))+ Fa = F K(x, ua(x)) - Fr #0.

Introduisons la définition

Df. 1,6. An(x,Z,0) 57 K(x, un (x)) - Fa. L’ensemble A,(x,Z,d), — nous
le désignerons parfois par A.(x) — sera appelé n-iéme projection de .

Le Théoréme 1,5 nous dit que pour chaque n, la n-iéeme projection
de xeC; est non-vide.

Etant donné que le produit de deux ensembles fermés et convexes
est fermé et convexe, nous avons:

Th. 1,7. L’ensemble A,(x) est convexe et fermé pour chaque x et
pour chaque n.

Nous démontrerons encore un théoréme qui aura une certaine impor-
tance dans la suite.

Th. 1,8. Si

0+# B Fn-K(x,0) C F'K(x,0)
alors
B= An(x) et o= pa(x).

Introduisons la définition: La varieté linéaire H est tangente d la
sphére K(a,0) si 0#H-K(a,0) C F'K(a,0). Maintenant notre théoréme
peut étre énoncé autrement: Si une sphére est tangente d Fn, alors son
produit avec F, forme la n-iéme projection de son centre a.

Dém. Vu la définition de p. nous avons F,: K(x,6)=0 pour o << pn.
Donc ¢ > us. Or si ¢ = un:

P(Grlﬂﬂ)c:l’l((r:o)

An(x) =K(x, pa(x)) - Fa CK(x,0)- Fa=B
et cela signifierait que

mais alors

B-I'K(x,0)#0
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et B ne vérifierait pas l'inclusion B(_ F’'K(x, o), supposée dans les pré-
misses de notre théoréme. Donc il doit étre o = us(x). De la définition
de B et de la Définition 1,6 nous avons

B= A,(x).
C. Q. F. D.
§ 2. Df. 2,1. Nous appelons chaque élément pn(x)e An(x,Z,45) (donc
appartenant ¢ F,) la meilleure n-6-Z-approrimation de x, ou le n-iéme
polyncme généralisé d-Z-approxrimant x.
Remarque: Si C; est 'espace C° des fonctions définies et continues

dans (0,1) ayant comme norme max |[f(r)| et si la suite des monémes
t6<0,1>

i,‘t, 7%, ... forme le systéeme (fermé) Z, alors pa(x) est le polynéme classique
de la meilleure approximation (de Tchebycheff) de x.

Le Théoréme 1,5 montre que si nous avons choisi un systeme Z,
alors pour chaque xeC, il existe au moins un m-iéme polynéme pa(x),
6-Z-approximant x. Il posséde les propriétés suivantes:

2,2. 1l a la forme pa(x)= Y ax- 2.
k=1

2,3. Il donne la meilleure approximation, c'est-a-dire que pour tous
les r, ayant la forme 2,2 (donc appartenant a F,), nous avons

é(x—1rn) > 6(x — pn).
24. Si Z est un systéeme fermé, alors

lim 6 [x — pa(x)] =0
n—)oco

et
lim ua(x) =0

— pour les systémes fermés le degré d’approximation croit idéfiniment.

2,5. 11 suit du Théoréme 1,7 qui si pa(x) et p.(x) sont deux n-iémes
polynémes 8-Z-approximant x et différents, alors chaque élément appar-
tenant & {pa(x), Pa(x)) est aussi un n-iéme polynéme &-Z-approxi-
mant x.

2,6. Nous avons supposé que C; soit complet, donc chaque segment
(_C: est non-dénombrable. De 2,5 nous voyons que le n-iéme polynéme
0-Z-approximant x est ou unique ou l'ensemble des pa(x) est non-denom-
brable.

§ 3. Df. 3,1. Un systéme Z est un systéme (U), si tous les A,(x)
pour chaque xeC; et chaque n=1,2,... ne contiennent qu'un seul élément.
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La surface des sphéres — qui peuvent étre faiblement convexes —
peut contenir des segments. Ceux-ci peuvent faire partie des ensembles
An(x). Donc a priori nous pouvons diviser les espaces C; en trois classes:

3,2. Dans C; chaque systéme est un systeme (U).

3,3. Dans C; il existe des systémes (U) et des systémes non-(U).

3,4. Dans C: aucun systéme n’est un systéme (U).

Pour qu’un espace C, appartienne a (3,2) il faut et il suffit que les
sphéres dans C, soient fortement convexes.

Dans les espaces des fonctions sommables dans {0,1) avec la p >1
puissance et ayant la norme

P 1
a(x)=l/bf \x(r)Pdr

les sphéres sont fortement convexes, donc tous les Aj(x) (pour chaque
systéeme Z) contiennet un élément unique et p.(x) est défini univoquement.
(Ce fait est connu depuis longtemps pour certains systéemes: par exemple
pour le systéme des mondmes et pour le systeme des fonctions trigono-
métriques).

L'espace C° nous fournit un exemple de (3,3). aome

Soit dans C° le systéme fermé des mondémes Z ={1, 7, 7%,...}. Les po-
lynomes classiques de la meilleure approximation étant déterminés univo-
quement, ce systéeme est un systéme (U). Ce résultat est possible — quoique
les sphéres dans C° soient faiblement convexes — parce que les sphéres
K(x, pn(x)) ,,s’appuient” sur ces F, par leurs ,sommets” ou aux points ou
elles sont localement fortement convexes envers ces F,.

Comme les sphéres dans C’ contiennent dans leur surface des seg-
ments, il existe dans C° des systéemes non-(U). Un tel systéme est formé
par exemple par les fonctions

2 (1) = ¥ — 7¥! k=1,2,...

L'ensemble A4, (e*) est alors non-dénombrable. (Mais par exemple A,((1—1)?)
ne contient qu’un seul élément).

§ 4. Maintenant nous allons résoudre le probléeme d’unicité de la
meilleure approximation. Introduisons les définitions suivantes:

Df. 4,1. Nous appelons chaque direction a(a— x) ou x e An(a), n-iéme
direction de la projection de lélément a.

11 résulte du Théoréeme 1,8 et de la Définition 2,10 CS:

Th. 4,2. Si ensemble A.(x) contient plus d’un élément, alors toutes

les n-iémes directions de la projection sont contenues dans un céne d’ad-
ditivite.
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Les n-iéme directions de la projection de 1'élément a dépendent non
seulement de C; mais aussi de Z et de a, ce qui est assez évident —
nous le démotrerons ultérieurement a I'aide d'un exemple.

Df. 4,3. Soit L un ensemble de planéité de la sphére K(a,o). Sup-
posons que x,yeL. Nous appelons angle d’additivité correpondant d la
direction B(x—y) (dite direction de planéité) 'ensemble des directions
a(z—a) ou ze{x,y).

Vu le Théoréme 2,8CS l'ensemble de tous les angles d’additivité
(et I'ensemble de toutes les directions de planéité) est le méme pour chaque
sphére K (a, o) —il depend seulement de C et de la norme 4. Nous pouvons
donc dire: la direction de planéité et l'angle d’additivité de l'espace C,.

Df. 4,4. Nous appelons chaque direction contenue dans F, n-iéme
direction fondamentale de Z.

Nous démontrerons maintenant le théoréeme d’unicité de la meilleure
approximation.

Th. 4,5. Pour qu'un systéme Z soit un systéme (U) il faut et il suffit
que pour chaque n, aucune n-iéme direction de la projection ne soit con-
tenue dans aucun angle d’additivité qui correspond d une direction fon-
damentale de Z.

Dém. I. Soit Z un systéme non-(U). Il existe alors un a et un n tel
que A,(a) contienne plus d’'un élément. Il existe donc un couple x# y,
tel que {x,y)( An(a). Mais alors {x,y)>C F,. Donc f(x—y) est une
n-iéme direction fondamentale. Nous avons {x, y)( F’'K(a, us(a)), donc
I'ensemble des directions a(z—a), ou ze{x,y) forme un angle d’addi-
tivité qui corresponde a une n-iéeme direction fondamentale. Ainsi toutes
les directions a(z—a) sont des n-iémes directions de projection et sont
contenues dans un angle d’additivité. La condition de notre théoreme n'’est
pas verifiée.

II. Supposons maintenant que pour un n il existe une n-iéeme di-
rection de la projection, contenue dans un angle d'additivité qui corres-
ponde a une n-iéme direction fondamentale. Par Définitions 4,1 et 4,3 il
existe un xe An(a) tel qu'une direction a(xr—y) ou r#7y soit en méme
temps une direction fondamentale de Z et une direction de planéité de C:,
et la direction a(a—x) est contenue dans un angle d’'additivité qui cor-
respond a la direction 8(x—y). Nous pouvons supposer encore que Yy est
choisi assez prés de x et de sorte que la direction a(a— y) soit contenue
dans ce angle d’additivité.

De la Définition 4,3 nous voyons que {x,y) est alors contenu dans
un ensemble de planéité de la sphére K(a, un(a)), c’est-a-dire que

(x,y)CF'Kl(a, un(a))-
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Etant donné que x appartient a I’ensemble linéaire F, et que a(x—y)
est une n-iéme direction fondamentale, nous voyons que {x, y)(_ Fa.
Donc {x,y)>( An(a,Z,é). Ainsi nous avons démontré que A,(x) contient
plus d'un élément, donc Z n’est pas un systéme (U). C. Q F. D.

La condition du Théoreme 4,5, quoique nécessaire et suffisante est
trés incommode. C’est qu'elle emploie la notion de direction de la pro-
jection, qui n’est pas un invariant de l'espace C, et du systéeme Z. Mais
un corollaire n'ayant plus les inconvénients mentionnés ci-dessus est une
conséquence immédiate du Théoréme 4,5:

Cor. 4,6. Siaucune n-iéme direction fondamentale de Z pour n=1, 2, ...
n’est pas égale d aucune direction de planéité de C,, alors-le systéme Z
est un systeme (U).

Le théoréme inverse serait faux.

§ 5. Les considérations de deux derniers paragraphes peuvent étre
visualisées griace a la meéthode du § 3CS. Sy

51. Prenons l'espace C° et le systéme fermé {1,7,17%..}. Les pa(x)
seront alors des polynomes classique de Tchebycheff. L'ensemble

oX
\
\
\
X
o2
1

1

e, i,z-] c’est-a-dire le plan défini par les éléments 6, i, ;, contiendra tou-
tes les fonctions linéaires x(r) = a+ fr. Leurs premiéres meilleures appro-
ximations p,(x) seront des fonctions constantes. La figure 1 montre que
les p, (x) pour x¢[O, T, ;] sont définis univoquement, chaque ,cercle” con-
tenu dans l'image de notre plan s’appuyant sur F; par un ,sommet’.

L’intersection de l'ensemble linéaire [O,i, 1,72](C C° et de la sphére
K(0,1) contiendra des segments paralléles au plan [O,i,;]=F2, ce qui
démontre la remarque que le théoréme inverse au Corollaire 4.6 est faux.
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Si nous prenons comme systéme {1—z, 1—7%,...](C C° (il ne formera
pas un systéme fermé) alors F, sera paralléle 4 une aréte du ,cercle”-
parallélogramme et si xe F,, x¢|0O, f, ;] alors les A,(x) seront non-dénom-
brables. )

5,2. Soit maitenant le systeme fermé Z = {i,;, 12,..} de l'espace L®.
Transformons en R; son sous-ensemble linéaire L? défini par les points
0,1, 1, 1? (c'est-a-dire que L:=[0, g ;2]). Ses éléments sont formés par
les polynomes du deuxiéme degré a+ fr+y1% Les p,(x) scnt des fonc-
tions constantes. L’image de la sphere de L2 sera ici la sphére euclidienne.

Soit Z={z, 1, %1% ..}, alors F,=[6,7]. Nous voyons qu’en général
p:(x)F#p,(x) et qu'a Z et Z correspondent en général des differentes pre-
miéres directions de la projection de a.

Si le point x se déplace dans un plan dont I'image est un plan orthogonal
a I'image de F,, alors la direction du segment {x,p,(x)) peut changer.
Autrement dit la premiére direction de la projection de x n’est pas un
invariant ni de C; ni de Z. (Voir la figure 2 et consulter § 3 CS).

§ 6. Etant donné la continuité de la distance, nous avons le théo-
reme suivant.

Th. 6,1. La fonctionnelle ur(x) est continue. C’est-d-dire que si b,—~a
alors p, (bn) > ur (a).

Rappelons la définition de la semi-continuité.

Df. 6,2. Soit une suite d’ensembles {D,]. Nous disons que

D =Lim D,
n—oc
si D est 'ensemble de tous les a pour lesquels dans chaque voisinage il
existe des éléments qui appartiennent a presque tous les D,.
Nous disons que E
D =Lim D,
A —pe=a

si D est ensemble de tous les a pour lesquels dans chaque voisinage il
eriste des éléments qui appartiennent a une infinité de D,.

Si Q=5, alors nous dirons qu’il existe la limite

D= LimD,~D =D.

Df. 6,3. Une fonction G(x) des points de C, ayant comme valeurs
des ensembles (une opération) est semi-continue au point a si pour chaque
suite b,—»a, b,#a nous avons

Lim G(b,) C G(a).
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Nous allons démontrer la continuité de la meilleure approximation.
Th. 6,4. Les opérations A,(x) sont semi-continues.
Dém. Soit une suite b,—a, autrement dit soit

6 (bn—a)— 0.

Nous devens démontrer que
Lim A (bn) C A (a).
Posons » ¥
(6,5) 6 (bn—a) =e¢n.
Alors
tr (bn) = dist (F,, ba) < dist (F, a) + 6 (a — ba) = p, (a) + &n

donc
(6,6 pir (br) < pir (a) + &

(Remerqucns, qu’a l'aide de cette inégalité et a l'aide de I'inégalité
ur(@)— en < pur(bs) ont peut démentrer direcltement le Théoréme 6,1).
Soit ¢, la suite des ncmktres pcsitifs, définie par (6,5). Ncus pcuvens
surpcser qu'elle cdécroit d'vne m:niéze mcnotone. Dens le cas ccntraire
ncus prencricns une suite monotcne majorante.
Nous disons que

(6v7) K (by, Hr (bn)) C K (ba, Mr (a) aF Cn) C K (a, Ur (a) + 2¢en).

La premiére inclusion est une suite de (6,6) et du fait que si 7, <7, alors
K (x,7,) C K(x,1,). La seconde est une suite du fait que si d(y—x) <79
alors K (y,0) C K(x,0+ 7).

Il suit de (6,7) et des propriétés du produit d’ensembles que

6,8) Ar (bn) =Fr . K(bn, Hr (bn))CFr 2 K(a, Hr (a) + 2En)d;!A: o

De méme, du fait que & >0 et que la suite des e, est monotone il ré-
sulte que pour k > n:

(6,9) A (@ CAYC A7

Les A" forment une suite décroissante d'ensembles (r est fixe), conte-
na nt A,(a). Nous savons qu'il existe alors un ensemble-limite non-vide

2 | -
Lim 4! 7 47

Nous avons A:"C A" pour chaque n.
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Nous disons que A;° = A,(a). De (6,9) il s’ensuit que A,(a)C 4.
11 suffit donc de démontrer que si xe A", (c'est-a-dire si xe A" pour
chaque n), alors x¢ A,(a).

Si xeA? pour chaque n, alors xeF, et

d(x—a) < pr(a) + 2en
pour chaque n. Donc

o(x —a) < pr(a).

Mais alors x ¢ K(a, u-(a)) et étant donné que xeF, nous voyons que xe A,(a).
Nous avons démontré que A= A,(a). Or d’aprés (6,8) nous avons
A, (ba) C AP, donc

(6,10) Lim A, (b) C A= = A, (a).
- C. Q. F. D.
Posons
Lim A, (b,) =B,
n—l:.? r( )df
Lim A, (ba) =B; .
1 5

Alors du Théoréeme 6,4 et des propriétés des limites nous voyons que
(6,11) B, B,C Ar(a):

Remarquons que B, et B, dépendent de la suite {b,} et que (6,11)
n’est vrai que pour des B, et B, calculés pour la méme suite {b.}.

§ 7. On peut se demander si dans (6,11) on ne pourrait pas remplacer
les inclusions par des égalités. Des exemples montrent que la reponse
est négative.

Dans le § 3CS nous avons transformé l'intersection de la sphére
de C, et d'un ensemble linéaire n dimensionnel en l'espace R,. Mais nous
pouvons procéder inversement. Soit une fermeture de domaine M (_ R,
convexe et symétrique par rapport a un point — son centre.

Soit C,(_C. Supposons que C est un espace vectoriel complet et
que C, est un ensemble linéaire ayant n dimensions. A l'aide d'une coli-
néation T transformons M en un ensemble G(_C, et éxigeons que son
centre se transforme en @. Nous pouvons alors définir dans C une telle
norme 6 que les éléments contenus dans l'image de la frontiére de M
(par rapport 2 R,) ont la norme égale A 1, (et tous les éléments ¢G ayant
la norme =1 sont contenus dans I'image de cette frontiére).
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7,1. Pour construire I’exemple exigé supposons que l’ensemble M est
formé de deux cones ayant pour sommets les points (0,0,1) et (0,0,—1)
respectivement (en coordonnées cartésiennes (&,7,{) de ’espace R,), ayant

le cercle Q=¢E [£2+n*=1,{=0] commun. (Voir la figure 3.).
(§:n,)
L'’espace R, etant vectoriel et complet il suffirait pour construire notre

exemple d’introduire une nouvelle norme (qui ne serait pas égale a la
distance enclidienne p (z,@)) par la condition que x¢ T F M) soit équivalent
A 6(x) =1. Mais nous obtiendrons ainsi un espace C, qui est seulement 3
dimensionnel.

Il est donc préférable de plonger M par une colinéation biunivoque T
dans un espace vectoriel et complet C. (Il peut étre quelconque, pourvu
qu’il ait au moins trois dimmensions). En employant la méthode esquissée
au commencement de ce paragraphe, nous pouvons introduire dans C une
norme & tel que si xeT (F'M) alors é(x) =1).

Soit

a=(—1:0,0)) b=(0s0’1)1 C=(0,1,0), 8=(0,0,0)€R3

Introduisons la translation

P(q)=q—T(a)
définit pour tous les qeC;.
La translation P est une colinéation biunivoque qui transforme T(a)

en 1'élément neutre @. Posons x =P (T (x)) pour reR;. Alors

P(T([a,b])) =[8,b] et a=@6.
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Soit un systéme Z={b, z,,2s,...] de 'espace C,. Considérons les pre-
miers polynémes 6-Z-approximant les éléments de C,. Nous aurons
F,=|a,b] donc A,(s)=<¢a,b) — c'est un ensemble non-denombrable.
Mais si b, s et les b, sont contenus dans le plan [s, a,c| et ne sont
pas contenus dans le plan |s,a,b], alors A, (bs) est composé uniquement
de 1'élément @ = a (qui est contenu dans P(T(Q))). Donc B,={¢‘z} et dans
notre exemple B, A,(s). Supposons maintenant que b= s et que les
ban+1 ne sont pas contenus dans le plan [s,a,b] (voir la figure 3) alors
B,=<{a,b) et B,=|a}. 1l peut donc arriver que B,+# B,.

7,2. On peut construire un autre exemple d’espace C; (beaucoup plus
compliqué que le précité) dans lequel nous pouvons choisir un 2z, et une
suite b, »a, pour laquelle on & simultanément

B,# B, # A, (a).

Dans le méme espace C, (et pour le méme z,) nous aurons pour une
autre suite ¥’ »a 'ensemble B} = 0.

Remarquons que les ensembles A, (bs) étant contenus dans un ensem-

ble compact et borné, nous avons toujours B, #0.
Dans le prochain paragraphe nous démontrerons que si nous suppo-
sons l'unicité de p.(x) alors B,#0 et la situation que nous avons ren-

contré dans l'exemple 7,2 ne peut avoir lieu.
§ 8. Th. 8,1. Si lensemble A,(a) ne contient qu’un élément p,(a),
C’est-d-dire si A,(a)=|pr(a)}, alors pour chaque suite b, -»a nous avons B, 0.
Dém. Supposons que A(a)={pr(a)} et que B,=0. Alors dans un

voisinage assez petit de p,(a), par exemple dans I'K(pr(a), ¢) les éléments
d’'une sous-suite A,(bs,) ne seraient pas contenus, Mais ces ensembles
étant contenus dans Al (voir (6,8)), sont bornés. Posons

Ar (ba,) C A'—TI'K(pr(a), e)—TTH
H est un ensemble fermé et borné, donc il existe
0+ Lim 4 (bs,) C H
or H:- A,(a)=0 et cependant d’aprés (6,10)

E:in; A, (ba,) C Lim A, (bs) C Ar(a).

Nous avons abouti & une contradiction, donc 1_3_r=#0-
C. Q. F.D.
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Si A,(a) ne ccntient qu'un élément p,(a), alors il résulte de B,#0
et de (6,11) que pour chaque suite b, >a nous avons

B, =B, = A, ()= p(a)).

Nous avons donc démontré le théoréme
Th. 8,2. Si A,(a) ne contient qu'un élément p,(a), alors p,(a) est une
opération continue au point a. C’est-d-dire que rour chaque suite b,—~a
nous avons alors
Lim A, (ba) = A/ (a)

n—4=

ou bien
lim pr(bs) =pr(a).
n—yoco

Remarques: 8,3°. Ce Théoréme est aussi une conséquence du thé-
oreme sur la continuité de la distance.

8,4°. Les ensembles A,(b,) peuvent contenir plus d’'un élément, c’est-
a-dire que les p;(b.) peuvent éire définis non univoquement.

8,5%. D:cns les espzces du type (F) (donc dans les espaces du type (B))
la notion de la limite ne dépend pas de la ncrme, donc la limite b,—a
peut étre prise d’zprés une autre norme que la limite pr(ba)-pr(a).

On peut démontrer facilement que l’cpératicn A, (x) (donc p(x)) est
une orératicn ccmplétement ccntinue, c’est-a-dire qu’elle transforme les
ensembles bornés en ensembles ccmpacts,

§ 9 A. Soit un élément donné fe F,. Supposons que ae A,(f) et
prencns la droite [a,f]. Elle a comme équation

(9,1) r.=a+t(f—a)=a(l—r7)+1f, TeR,.

L’équation (9,1) nous donne une correspondance biunivoque des x¢|a, f]
et des TeR,. Dcnc non seulement x est une fonction de 7z, mais aussi 7
est une fcnction de xe|a,f| et on peut écrire T=1.,.

Th. 9,2. Si a,be A.(f) et si mous employons la notation exposée
ci-dessus, alors

(9,3) c(x)d:rx-%rx(b——f)eA,. (x)

ou xeF, est défini par (9,1).

Si a#b et le segment <{a,b) ne peut pas étre prolongé au dela
de b sans rerdre la propriété d’étre contenu dans un ensemble de planéité
de K(f, un(f)), (donc d’étre contenu dans A.(f)) alors le segment < a,c(x) )
contenu dans un ensemble de glanéité de K(x,pa(x)), ne peut pas étre
prolongé au-deld de c(x) sans perdre la propriété {a,c(x)> (C An(x).
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Dém. 1°. Nous avons
cx)=x+1.(b—f)=a+1.(f—a)+1:(b—f)l=a+1.(b—a).

Or si a,be An(f) alors a,be Fp, donc c(x)e€ Fa.
Nous avons aussi

dx—c@)=d(x—x—1(d—f))=|1x| - 6 (b—f) = 2| - a(f).

Donc c(x)e F'K(x,|t<|* ua(f)), ce qui donne moyennant c(x)eF. que
c(x)e An(x) et que

(9,4) pn () = | Tx| * pn ().

2°. Nous avons 4 (xr—a)=|1x|*d(a—f) = pa(x) donc ae An(x).
Soit d un point situé sur la droite [a,b]:

d=a+14(b—a)

au-dela de c(x) en se mouvant de a. Le point d correspend donc 4 une
valeur du paramétre Ts=1:+a ou signz.=signa (si a#b et xeF,
alors a #*c(x) et nous voyons que t.#0). Or

d(x—d)=éla+1:(f—a)—a—(tx+a)(b—a)|=
=é[t:(f—a)—(zz:+a) (b—a)]=
f—a—(l + %) (b—a)]>|txl/zn(f)=/ln(:r)

=|Tx|6

(le point a+ (1 + a/7z)(b— a) étant situé sur [a,b] au dela de b, n’appar-
tient pas 2 K(f, ua(f)) et nous avons l'inégalité forte dans la formule ci-
desus) donc
d € K (x, un ().
C.Q. F. D.
§ 9 B. L'opération pa(x) (ou A.(x)) n'est pas additive. Mais nous
avons le théoréme.

Th. 9,5. Supposons que aeF,. Si yeA.(f) alors y+aeAn(f+a) et
tnversement.

Donc, si An(f) contient un élément unique pa(f) alors
Pa(f+a) = pa(f) + pa(a).

Dém. 1°. Si a,yeF, alors de la linéarité de F, il résulte que a + y€eFa.
2°. 11 suit de la définition de la sphére que si ye K(f, ua(f)) alors
y+aeK(f+ a,pa(f).
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3° 11 résulte de 1° et de 2° que y+aeF.: K(f+a, ua(f)), donc
| n(f+0) < un ().

4°. En appliquant ce raisonnement a4 1'élément f+a et en le sou-
mettant a la translation # =y —a nous aurons

pn(f)=pn|(f+a)—a] > pa (f + @)

donc

(9’6) Hn (f ol 0.) = HUn (f)
et de 3" nous voyons que
y+aeAq(f + a).

5°. Si aeF, alors p.(a)=a — d’ou il s’ensuit la seconde partie du
théoréeme. C.Q. F.D.

§ 9 C. Nous démontrerons maintenant quelques théorémes sur les
directions de la projection.

Th. 9,7. Si a(f—Db) est une n-iéme direction de la projection de f
et x est défini par (9,1), alors a(f —b) est aussi une mn-iéme direction de
la projection de x.

Dém. La démonstration est une suite de (9,3):

alx—c(x)) =alr—x—1:(b — f)]=al(f —b).
C. Q. F.D.
Pour a=b il en résulte le théoréme.
Th. 9,8. Si 1e¢R, et x est défini par (9,1) alors ae An(x:).
Donc si A.(f) contient un seul élément, tous les An(x.) contiennent
aussi un seul élément.
Le Théoréme 9,8 nous permet d’introduire la définition suivante:
Df. 9,9. Soit feF, et ae An(f). Si ra=p(f—a) (pour $#0 quel-
conque) alors la translation
y=Y+7a

sera dite orthogonale a F, du point f au point a.

Nous pourrons dire aussi que la droite |f,a] est orthogonale a F, du
point f au point a.

Introduisons encore la définition.

Df. 9,10. Si a,eF, alors la translation

y=y+aa
sera dite paralléle d Fh.
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Les Théoréemes 9,5 et 9,7 nous donnent 4 l'aide des Définitions 9,9
et 9,10 le théoréeme suivant:

Th. 9,11. Si l'on peut transformer le point f, et f, a laide d’une
translation qui est a) paralléle @ F, ou f) orthogonale ¢ F, du point f,
au point f,, alors f, et f, ont les mémes directions de la projection.

§ 9 D. De (9,4) et de (9,6) nous avons.

Th. 9,12. Si aeF, alors un(f + a) = pa(f).

Si x est défini par (9,1) alors un(x)=|t%|* pa(f).

L’appliquation la plus intéressante des Théorémes 9,11 et 9,12 c’est
le théoréme sur I’homogénéité.

Th. 9,13. La fonctionnelle un(f) est homogéne.

L’opération p,(f) est homogéne.

C’est-d-dire que

|a| * pn(f) = pn(af)

a - pa(f) € An(af).

et

Si An(f) contient un élément unique pn(f) alors

a- pa(f) = pa(af).

Dém. Transformons f a I'aide de la translation orthogonale a F, de f
a pa(f), fournie par la formule (voir la figure 4)

4 = pn(f) + a(y — pal(f)).
Faisons ensuite une translation paralléle a F,, fournie par la formule
y=y—(1—a)-pa(f)

f se transforme par ces translations en af et p,(f) se transforme en a- pa(f).
Il résulte du Théoréeme 9,11 que af aura comme projection a-pa(f).
Du Théoréme 9,12 il résultera que u,(f) est homogéne.
C. Q. F.D.

Streszczenie

Oznaczmy przez C, przestrzenn wektorows, zupeing i unormowang przez
é(x). Niech {z,,2,,..)](C C; i niech F, bedzie zbiorem wszystkich kombi-
nacji liniowych a,-2,+ ..+ an*2,. Zalézmy, 2e 2n41€ Fp. Oznaczmy
lin (a)ﬁj?’f é(a — x) oraz A,.(a)—d-sz,l - K(a, un(a)) gdzie przez K(a, o) ozna-
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czamy kule zamkniety. Kazdy element p.(a)e A.(a) nazywamy n-tym
uog6lnionym wielomianem najlepiej przyblizajacym a (ze wzgledu na
przestrzen C, i system ({z,,2,,...}).

W pracy tej, po przypomnieniu gléwnych wynikow teorii uogélnionych
wielomianéw najlepiej przyblizajgcych, podaje warunek konieczny i wy-
starczajacy na to by wszystkie zbiory A,(x) zawieraly tylko po jednym
elemencie (tw. 4,5) oraz udowadniam poél-ciggto§é w sensie zawierania
uogoblnionego najlepszego przyblizenia.

W §5 i w § 7 unaoczniam pewne przyklady, dzieki zastosowaniu
metody, podanej przezemnie w pracy Kilka uwag o wypuklosci kul.
Wreszcie w § 9 przeprowadzam rozumowania umozliwiajace zdefiniowanie
w C: uogdlnionej prostopadiosci.

Pe3zwoms

O603Haumm yepe3 C; npocTpaHcTBo BaHaxa HopMHpoBaHHOe GyHKRUHMO-
Hanom 4(x). Myctb {2,,2,,...} CCs ¥ F, 6ynetr MHOKECTBOM BCeX JIMHEHHBIX
KOMOUHAUMH a, + 2, + ... + an * 25. [Ipeanonoxkum, 4to 2,.1 € F,. O603Ha4nM
un (@) _.4.,73an dla—zx) n A,.(a);F,.-K(a, un(a)) rne xeF,, nycrb K(a, o) 060-

€fn

3HayaeT 3aMKHyTylo cpepy. Bcsaruii aneMeHT pa(a)e A,(a) Ha3biBaeM n-TbiM
0606111€HHbLIM MONTMHOMOM Hainyullle annpoKCUMHUPYIOUWMUM a (B OTHOLUEHHH
k npoctpaHctBy C: U cucteme (2, 25, ...}).

B sTo# paboTe, HaNnOMHMUB rnasHble pe3ynbTaTbl TEOPHH 06061LEHHbIX
NONMHNMOB Hainy4diule anmpOKCHMMHMPpYIOLUMX, Aalo HeobxomuMoe M pocTa-
TOYHOe YycnoBHMe pAnd TOro, 4Tobbl Bce MHOMecTBa A,(r) comepskanu
Tonbko no opHoM 3nemente (T. 4,5) u poka3biBalo Mony-HeNnpepbIBHOCTb
B CMbIC/le BKJ/IIOYEHHS 3THX MHOECTB.

B §5 u §7 paio HarnsnHoe npeacrasneHWe HEKOTOPbIX pe3ynbLTaTos,
6naropaps NpHMEHEHWIO MeToha, AaHHOro MHol B pabote «Heckonbko
3aMeuaHWi o Bbinyknoctu cpep». Hakoneu, B § 9 npusowy paccysknenue
nossonswuiee onpegenuts B C, 060611eHHyl0 NepneHAWKRYNAPHOCTD.



