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1. Dans ce travail je m’occupe du probléme des rectangles et des
parallélépipedes rectangles inscrits ou circonscrits aux figures convexes
(théorémes I, II et III).

Parmi les résultats connus, relatifs 4 ce probléeme, mentionnons les
suivants:

Dans toute figure convexe plane on peut inscrire au moins un carré.
A chaque figure convexe plane on peut circonscrire au moins un carré.
Dans toute figure convexe plane on peut inscrire au moins deux rectan-
gles, dont les cotés ont un rapport correspondant donné. A chaque corps
convexe de l'espace on peut circonscrire une infinité de cubes'). Le ré-
sultat de Pé6lya 2): Il existe un nombre 4= 0 tel que dans chaque figure
convexe plane R on peut inscrire un rectangle P dont l'aire {P} >> Z (aire R}.
Le résultat de Schnirelman?3): Sur chaque courbg-fermée, ayant une
courbure continue, il existe quatre points qui ‘'sont les sommets d’'un carré.

M. Biernacki a démontré que dans toute figure convexe plane R
ayant un centre de symé#trie, et dont la frontiére ne contient aucun seg-
ment rectiligne, on peut inscrire yn rectangle P dont I'aire est au moins
égale a la moitié de l'aire de la figure convexe R. Avec la permission de
l'auteur je reproduis une esquisse de la démonstration.

') Pour ces théorémes, voir: Bonnesen et Fenchel, Theorie der konvexen
Korper p. 55.

) P6lya et Szego, Isoperimetric Inequalities in Mathematical Physics.

%) Uspehi Matem. Nauk 10, 1944, 34-44.
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Soient AB et A,B, les cordes qui joignent les points de contact de
la figure convexe R avec deux différentes droites d’appui paralléles, dont
la distance est maximum resp. minimum. Nous appelons droite d’appui
une droite ayant au moins un point ccmmun avec la frontiére de la figure
convexe et n’ayant pss de points ccmmuns avec son intérieur. Nous con-
struiscns les cercles K et K, de diameétres AB resp. A,B,. Le cercle K,
est entiéerement contenu dans R qui, a son tour, est entiérement contenu
dans le cercle K. Menons maintenant dans chaque direction ¢ deux droi-
tes d’appui différentes paralléles et tracons les ccrdes A.B, joignant les
points A, B,, ou ces droites touchent la figure convexe R. Sur chacune
des cordes A,B, comme dicmeétre nous tracons le cercle K, et nous me-
ncns, pour chacune de ces cordes, les droites d’appui de la figure con-
vexe R parzlléles a cette corde A ;B,. Les points M, et N,, ou ces droites
touchent R, varient d’'une meaniére continue avec la direction ¢. Il en est
de méme des cercles K, de dicmetres A,B,. Ccmme le point M, se trouve
d’abord a l'extérieur du cercle K,, puis a l'intérieur du cercle K, lorsque
le cercle K, se transforme ccntiniment en cercle K, il doit exister une
positicn telle que le point M, se trouvera sur la circonférence du cercle
K... En ce mcment, si I'cn jcint les extrémités de la corde A, B, aux
points M, et N, on aura un rectangle A, M,B. N.. Tracons maintenant
un parzllélogremme circonscrit 4 la figure convexe R, dont les c6tés sont
situés sur les droites d’appui correspondant aux points A4,, B,, M,, N,
de R; une paire de ces cotés étent paralléle a la droite A, B,,; l'aire de
ce parallélogremme est deux fois plus grande que celle du rectangle
A.M,B,N,. Le théoréeme est ainsi démontré.

M. le Professeur Biernacki a posé le probléme si son résultat peut
étre étendu a des figures convexes sans hypothése particuliére sur leur
symétrie et leur frontiére. Dens le cas du plan la réponse est affirmative
(th. I). Dans le cas de l'espace j'ai pu obtenir un résultat pour les figu-
res convexes ayant un plan de symétrie (théoreme II). Enfin je donne la
démonstration d’'un théoréme znalcgue sur les parallélépipédes rectangles
circonscrits 4 un ccrps convexe de l'espace (théoréme I1II).

Je tiens a exprimer mes remerciements a M. le Professeur Biernacki,
et particulierement 4 M. le Professeur Bielecki pour les précieux conseils
et les remarques qui m’ont aidé dans le rédaction de ce travail.

2. Je passe maintenant a la démonstration du théoréme I, en com-
mencant par quelques théorémes auxiliaires et quelques définitions dont
il sera fait usage dans la démonstration. Bien que quelques uns de ces
théorémes soient connus, pourtant je les reppelle pour la commcdité du
lecteur.
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Théoréeme 1— Si f(x) est une fonction semi-continue inférieurement et
g(x) une fonction semi-continue supérieurement dans |a,b|, alors il existe
max g(x) et min f(x) dans |a,b].

Démonstration — Posons k =inf f(x) et supposons que inff(x) ne soit
pas atteint. Il existe alors une suite x, > X telle que e |a,b] et lim f(xo)=k.
De la semi-continuité inférieure de f(x) il résulte que f(x)< k, donc
f(x)=k. On démontre de méme l'existence de max g(x) dans [a,b].

Théoréme 2 *)— Si les hygpothéses du théoréme 1 sont remplies et si, en
outre, f(x)<g(x) et inf f(x) < u < sup g(x), alors il existe un nombre &
tel que a < &< b et f(&) < pu<gl(é)

Démonstration — Soit Z— 1'ensemtle des nombres x tels que xe¢ [a,b]
et f(x) < u. De la semi-continuité de f(x) il résulte que I’ensemble Z—
est fermé; en vertu du théoréme 1 il n'est pas vide.

Soit Z* l'ensemble des ncmbres x tels que xela,b] et g(x)> u.
L'ensemble Zt est aussi fermé et non vide.

2~ + Z+=a,b], car il est impossible que les inégalités f(x) > u et
g (x) < p aient lieu simultanément. Les ensembles Z~ et Z1 ne peuvent
étre disjoints; on sait, en effet, qu'un intervalle fermé ne peut étre
décomposé en 2 ensembles disjoints fermés. Il en résulte l'existence
du nombre & ayant les propriétés demandées.

Définition 1— Nous zppelons figure convexe plane tout ensemble fer-
mé et borné de points du plan qui ne posséde en commun avec une
droite quelconque du plan qu'un segment de droite ou un seul point.
Nous n’envisagerons que des figures convexes planes.

Définition 2 — Soit R une figure convexe plane dans le plan de laquelle
nous intrcduiscns un systéme de coordonnées cartésien x,y d’origine O.
Le sens positif de 1'’exe x forme avec une ceriaine direction fixe (axe l,)
une engle ¢. Le projection perpendiculaire de R sur l'axe x est un seg-
ment a-Zx-<_b (cela résulte du fait que 1° tout segment joignant les
projections de deux points de la figure convexe doit appartenir a la pro-
jection, 2° la projection est un ensemble fermé). La droite x=x, ou
a < x <_b, posséde avec R des points communs, dont les ordonnées y sa-
tisfons aux inégalités f(x) << y <  g(x). L’ensemble des points, dont les
coordonnées satisfont aux inégalités a < x <b, o< y < g(x)—f(x), sera
désigné par R (p, x). L'opération consistant a construire la figure convexe

R(p,x) a partir de la figure convexe R sera dite déplacement de R vers
I'axe x.

‘) Ce théoréme, qui généralise en un certain sens le théoréme de Darboux,
m’'a permis d'abréger notablement la démonstration des théorémes I et II. Il m'a
été communiqué par M. le prof. A. Bielecki.
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Théoréme 3 — R (¢, x) est une figure convexe.
Démonstration — Soient (x,,y,) et x,, ¥,) deux points appartenant
a4 R(g,x). Puisque R est une figure convexe, I'on obtient aisément

qhd gw)u
—X,

g(x) >g(x) + =

x;) pour T, L <Xy

l

——(x—ux;) pour ¢, <x <y

Donc

g (@) —f(x) > g(x,)—flx,) + Ig(‘rﬁ)_ﬂ’rsll :Lgu!l_ﬂx‘)l (x—=x)
1 1

Y+ yz z' (x—x) >0 pour o, < x < T,

c’est-a-dire que le segment joignant les deux points (x;,y,) et (x,,y,)
appartient & R(g, x); I’énoncé du th3oréme en résulte imm3diatement.

Définition 3—En déplagant R(g,x) vers l'axe y, nous obtenons, de
méme que dans la définition 2, une figure convexe que nous désignerons
par R(g,x,y), (cela résulte du théoréme 3).

Théoréme 4 — Les aires de R, R(p,x) et R(p,x,y) sont éjales, ce que
nous écrivons |{R} = {R(‘Pv x)| = lR(‘Pv z,y)|.

Démonstration — R3gle de Cavalieri.

Théoréme 5 — Si R posséde des points intérieurs, il en est de méme de
R(p,x) et R(g,x,y)

Démonstration — L’on a alors f(x) # g (x).

Dans la suite nous nous bornerons a l'étude des figures convexes R
qui possédent des points intérieurs.

Théoréme 6 — Il existe un rectanjgle OACB, inscrit dans R (g, x,y), dont
Paire est supérieure ou égale d 3 {R(p,x,y)].

Démonstration — S>it C un point de la frontiére de R (¢, x,y) et n’ap-
partenant a aucun des axes de coordonnées. Cela est possible, car la figure
convexe possede des points intérieurs. Soient A et B les projections du
point C sur les axes x et y. L’aire {OACB} est positive et bornée, car
la figure convexe est bornée. Cette aire étant une fonction continue du
point C elle atteint une valeur maximum, car la figure convexe R(g,x,y)
est un ensemble ponctuel fermé.

Posons M (p) =max {OACB]|. Le point C est situé sur l'’hyperbole
xy=M(p). A lintérieur de l'’hyperbole il ne peut y avoir aucun point
de la figure convexe R (¢, x,y); en effet, on démontre aisément que l’in-
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térieur de I'hyperbole contiendrait alors un point frontiere C’ de R (g, x, y)
et le rectangle correspondant OA'C’B’ aurait une aire supérieure a M (g).
Aucun point de la figure convexe R (p,x,y) ne peut étre situé au-dessus
de la tangente 4 I'hyperbole au point C, car il existerait alors des points
de R(p,x,y) a l'intérieur de I’hyperbole. La tangente considérée coupe
les axes coordonnés respectivem2nt aux points K et L. Les axes étant
asymptotes de I'hyperbole, I'on a CK=CL et de 1a on trouve immédia-
tement que M(p) est égal a la moitié de l'aire du triangle OKL, donc
supérieur ou égal 4 § (R(p,x,y)}. Comme R (p,x,y) est convexe, le rec-
tangle OACB y est contenu.

Si l'on prend, au lieu du point C, un autre point C* de la figure
convexe R (¢,x,y), l'aire du rectangle correspondant OA*C* B* sera infé-
rieure a M(p), car C* est situé a l’extérieur de I’hyperbole considérée.
On obtient ainsi le

Théoréme 7 — Il existe un rectanjle OACB, et un seul, contenu dans la
figure convere R (p,x,y), tel que ses sommets sont situés sur les axes et son
aire M (p) est maximum.

Définition 4 — Une droite parallele a 1'axe Ox, passant par le point C,
coupe R (p,x) suivant un segment FG, l'abscisse de F étant inférieure
a celle de G (F # G car, dians le cas contraire, le point C serait situé sur
I'axe Oy et I'on aurait M (p) = 0O). Désignons par D et E les projections
orthogonales de ces points sur 'axe Ox. Evidlemment BC = FG, OA = DE,
(DEF G} = M (¢).

Une droite parallele a l'axe Oy, passant par le point D coupe la
figure convexe R suivant un segment T,U,, une droite parallele a I'axe
Oy passant par E, coupe R suivant un segment V,W,, les ordonnées de
U, W, étant supérieures a celles de T, et V, respactivemant. Evidemment
DF <T,U, et EG <V, W,. Prenons sur le segment T,U, deux points T,
et U, et sur le segment V, W, deux points V, et W,, tels que l'on ait
T,U,=T,Uy,=DF=V,W,=V,W,. D3signons par S, (¢) le parallélogram-
me T,V,W,U, et par S,(¢) le parallélogramme T,V,W,U,. Comme sens
de parcours positif sur les parallélogrammes nous prenons le sens V,+W,,
et respectivement V,-»W, Nous désignerons par O(¢) l'angle convexe
positif que forme le coté orienté V,W, avec le cote orienté W,U,
()(‘P)—'{(V Wu WIU) i b

De méme, soit o (p) = X (V, W, W,U,).

La construction montre que l'on a @(p) < w (¢).

Théoréme 8 — (S, (¢)} = |S: ()} =M (g). S, (p) et S,(g) sont des parallé-
logrammes inscrits dans la figure convexe R. L’aire d’un parallélogramme
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quelccncue, centenu dans la figure ccnvexe R, dent deux ocCtés sont paralléles
@ laxe Oy (c'est-a-dire fciment avec l'exe I, 'zngle ¢ + n,2), est inférieure
ou égale @ M(¢p). L’égalité n’a lieu cue rcur les rarallélogrammes TVWU ou
TU=UW =T, W, et dcnt les cctés TU et VW scnt situés sur les segments
T,U, et V, W, resgectivement. O (p) «<§Z(VWi W[;)( o (p).

Démonstration — Considérons le segment T,U,. S’il n’eppartient pas en-
tierement a la frontiére de la figure convexe R, on voit aisément que les
seuls points situés sur celle-ci sont les exirémités T, et U,, alors T,U,=DF,
et, per suite T, =T,, U,=U,. Si le segment T,U, est situé sur la frcn-
tiere de R, T, et U, scnt des points frcntiéres. 11 en est de méme pour
le segment V, W,. S,(¢) et S;(p) scnt dcne ces parallélcgremmes inscrits
dens la figure ccnvexe R. Pour la méme raison la parallélogramme TVWU
est aussi inscrit dans R et 'on a les égalités

(TVWU] = (S, (9)} = {Sa(9)] = M ().

Soit maintenant XYZZ un parallélogremme quelconque contenu dans
la figure ccnvexe R, ayznt deux c6tés perpendiculaires a I'axe Ox, mais dif-
férent de TVWU. Le perallélcgremme XYZZ dép'zcé vers I'exe Ox for-
mera un rect:ngle ccntenu dins R(g,x), ce qu'cn vérifie aisément. Ce
rectengle déplacé vers l'exe Oy formera un rectangle d’zire inférieure
a M(p) (théorémes 6 et 7) différent de OACB, d:ns le czs contraire, en
effet, XYZ2Z serait un pzrallélogremme du type TVWU, comme le mcntre
la construction.

Théoréme 9 — M (¢) est une fonction semi-continue sugérieurement du pa-
ramétre ¢.

Démonstration — Soit ¢n > ¢@,. Désignons les sommets du parallélo-
gramme S, (¢2) par T{V{W;U?. La figure convexe R étent un ensem-
ble bcrné et fermé et sa frontiére étant aussi un enseble fermeé, il
existe une suite d'indices u(i)>co telle que T ViUWi0U@ sont des
suites de roints convergeant respectivement vers les points frontiéres
TOVIW{UY de R. 1l est évicent que le quedrilatére T V{ W{UY est un parallé-
lcgrsmme dent les cotés T{UY et VIWY font avec 'axe 1, I'engle ¢, + 7/2.

L’aire ce ce pzrallélogremme {T§V{W]US} =‘1?2M (pun) < M(p,) (théor. 8).

Si, pour une suite ¢, ccnvergeent vers g, 'on avait lim sup M (go) = M(g,),

oy o
il existerait une suite partielle @, convergeant vers ¢, telle que
lim M (¢a) > M (¢,), contrairement a ce que nous avons démontré plus
n —»oo
haut. On a donc toujours lim sup M(g,) << M (p,), pourvu que lim g,==g,,
D —poa n—»oc=

ce qu’il fallait démontrer.
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Théoréme 10 — M (¢) est une fonction semi-continue inférieurement du pa-
rameétre ¢.

Démonstration — 11 suffit de démontrer le fait suivant: ¢, et ¢ > o étant
donnés crbitrairement, il existe un angle x, tel que M (p)=> M (p,)— ¢,
lorsque qo— Ty << @ << @, + To.

Soit T} V{W{U] un paralliélogramme d’aire M(g,), dont les cdtés T{UY
et ViW{ font avec l'axe l, I'angle ¢,+ 2/2. Menons par les sommets
W9, T resp. par les sommets V9,U$ des droites peralléles, passant par des
points intérieurs du parallélcgremme T{V{W{U{ et découpant sur le pa-
rellélogramme T{VIW?US les triengles W{V{W= et TJU{T*: ou respective-
ment V{WJV= et UT}U*. Nous menons ces droites de telle maniére que
I'on ait {(WIVIW=| + {T{UIT=} =¢, {VIWV=) 4 [UJT]U*} =e. Soit la
mesure de l'angle convexe (W{W*, WiV}) = x,. Deux droites quelconques
paralléles pessant per les scmmets opposés du parallélogremme et faisant
avec l'axe 1, l'angle ¢ + n/2, @o— X, << <@, + x,, passe par des points
intérieurs appartenant aux triangles W§V{ W=, T{U{T* ou VIW2V*., U TYU*..
Ckaque couple de telles droites peralleles découpe dcnc dans le parallé-
logremme T{V{WIU} un parallélogramme dont l'aire est supérieure
a M (p,)— &. De 13, en eppliquant le théoréme 8, on obtient M (p) > M (g,)— &
et le théoréme se trouve démontré.

Théoréme 11— M (@) est une fonction continue de la variable ¢.

Démcnstration — Cela résulte des théoremes 9 et 10.

Théoréme 12— O (¢) est une fcnction semi-continue inférieurement, w (@)
une fonction semi-continue supérieurement de la variable ¢.
Démonstration — Soit ¢, > @,. Admettons que l'on ait lim sup o (@z) = o (p,)-

n >oa

En raiscnnant ccmme dans la démonstration du théoréme 9 on voit qu’il
existerzit alors une suite partielle ¢, telle que lim w (@, = 0* > o (g,)
=T

lim S, (p.()) =T*V*W*U* et lim M(p.()) =M (¢,). 11 y aurait contradic-
i—>oco i—>o0c

tion, cer, en vertu du théoréme 11, on a {T*V*W*U*} = M(g,), le pa-
rallélogremme T* V*W*U”* est donc du type TVWU (voir la démonstra-
ticn du théoréme 8) et en appliquant le théoréme 8 nous avons

ey >
LV WS WU*)=o0* < o(p,). Donc lim sup o () <= o (¢,)-

n—»oo

La semi-continuité inférieure de la fonction @ (p) se démontre de la
méme fagen.

Aprés ces théorémes préliminaires nous sommes en état de demontrer le

Théoréme 1— Dans toute figure convexe plane, ayant ces points intér.eurs,
on peut inscrire un rectangle dont laire est au moins égale a la moitié de l'aire
de la figure convexe. La limite est exacte pour le triangle.
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Démonstration — En conservant les notations introduites ci-dessus choi-
sissons dans le plan de la figure convexe R une direction I, telle que I’on
ait M (0) = max M (p) (l'existence de ce maximum résulte du théoréme 11).

Nous distinguerons trois cas.

I. O(0)<a/2<w(0)

Dans le cas ou 6 (0) << /2 << » (0), au moins un des cotés V,W,, T, U,
du parallélogramme S,(0) et au moins un des cotés V,W,U,T, du
parallélogramme S,(0) appartiennent a la frontiere de la figure con-
vexe R. Remarquons ici que si p. ex. les cotés V, W, et V,W, ne sont
pas confondus, alors les cotés T,U, et T,U, doivent 1’étre, car, dans le cas
contraire, en déplagant le parallélogramme vers l'axe x nous n’aurions
pas de rectangle maximum.

Soient, pour fixer les idées, V, W, et V,W, les cotés qui appartien-
nent a la frontiere de la figure convexe et ne sont pas confondus. Si 1'on
déplace d'une fagon continue le coté V, W, le long de VW, jusqu'a ce
qu’ils se confondent, on obtient un ensemble de parallélogrammes TVWU

pour lesquels I'angle < (XTVE;, WU; varie d'une fagon continue de @(0) a w (0).

Comme 0O (0)<<n/2 <<w (0), 'angle (VW;, WL?) doit passer par un angle
droit et l'on obtient un rectangle inscrit dans R, ayant les propriétés
demandées.

Dans le cas ou @(0)==/2 ou o (0)==n/2, le théoréme est évident.

II. 6(0) < w(0)<n/2.

Posons ¢, = o (0). Comme M (0)=max M(g), S;(p,) est un parallélo-
gramme maximum pour la direction ¢,. En appliquant le théoream: 8 on
voit facilement que (p,)) >n2—w(0)>>=/2. Donc, dans lintervalle
0 <@ <2z la fonction w(p) prend des valeurs supérieures a z/2, et la
fonction @(¢) des valeurs inférieures a n/2. Pour ¢e€[0,27z] on a ainsi
inf O(¢) < ¢ < sup ().

En vertu du théoréme 8 O (p) < w(p):O(p) est semi-continue inférieu-
rement, o (¢) semi-continue supzrieurement. Il résulte des théorema2s 1
et 2 qu'il existe une valeur ¢ telle que O (p) < n/2 < (@) et ainsi le se-
cond cas se trouve ramené au premier.

. #/2<<6(0) < w(0).

Prenons ¢, =0 (0) - S, (0) est un parallélogramm= maximum ayant deu:
cOtés perpendiculaires a I'axe x, qui fait avec l'ave I, 'angle ¢,. En vertu
du théoréme 8 O(g,) <x—0O(0)<<n/2 dou inf O(p) < 2/2 < supw ().
De méme que plus haut, le troisiéeme cas est ramené au premier.

.+ 3. Soit dans l'espace un corps convexe F tel qu’un partie de sa
frontiére appartienne a un plan 7 et que toute droite perpendiculaire a
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ait en commun avec le reste de la frontiére de F au plus un point ou
un segment, dont une extrémité est située sur z.

Dans le plan t introduisons un systéme de coordonnées cartésien x,y
d'origine O’ et fixons un sens direct sur l'axe l,, avec lequel le sens po-
sitif de 'axe x fait 'angle ¢. Par le point O’ menons l'axe 2, perpendi-
culaire 4 7. Faisons passer par l'sxe x un plan 7 (g, x) perpendiculaire au
plen 7 et par 'axe y un plen 7 (p,y) perpendiculaire 4 r. Les notations
sercnt analcgues a celles du théoréme précédent. Construisons enfin dans
I'espace, comme dans la définition 2, le corps convexe F (g, x) en dépla-
cant le corps convexe F vers le plan z(g,x), et le corps convexe F (¢, x,y)
en déplacant le corps convexe F (p,x) vers le plan z(p,y). Nous désigne-
rons le volume du corps convexe X par |X].

Démontrons d’abord quelques théorémes préliminaires.

Théoréme 1' — Il existe un parallélépipede rectangle OABCO’'A’'B’'C’ ins-
crit dans le corps convexe F (¢, x,y), de volume au moins égal a : |F (¢, x, y)}-

Démonstration — Soit C un point de la frontiére de F (g, x,y) n’appar-
tenant 4 aucun des plans coordonnés. Soient A,B,C’ les projections
de ce point sur les plans x =0, y=0, 2=0 respectivement, et A’, B’ les
projections des points A et B sur le plen 2= 0. Désignons encore par O
le point d’intersection du plen ABC avec l'axe z. {OABCO'A’B'C’| est
borné et posséde un maximum, on le démontre de méme que dans le
théoréeme 6. Posons max {OABCO'A’B'C’} =1I(¢). Le point C est situé
srr la surface x-y-z=1I(p). Cette surface n’a avec F (¢,x,y) qu'un seul
point commun C (x,,¥,,2;); s'il existait encore un autre point commun
C’ (x,, Y», 25), le point

c’ {_331 + X, Y+ Ya 2y + 2y \
e I 2

appartiendrait aussi a F(g,x,y) et le volume du parallélépipéde, dont le
point C” est un sommet, serait égal a

%‘(xx + ;) (Y + ¥2) (21 +2)=

Liglor 2 2oy Yoy E*4_~i":-‘)>,1(.p)

8 \ 2, 2 Y Y Xy Xy

I’égalité n’ayant lieu, comme on le démontre facilement, que pour
l‘l B 1‘2, yl B ya, Zl —_ 22.

Nous allons encore montrer que F (g, x, ) est situé éntiérement d'un
c6té du plan tangent A la surface xyz=1(p) au point C. Cela résulte du
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fait que la surface xyz=1(p) est convexe pour x>0, y=>0 et que
F(¢,x,y) n’a pas de points intérieurs communs ave:z le domaine convexe,
limité par la surface xyz =1I(g); il existe donc un plan séparant F (¢, x,y)
de ce domaine convexe °). Ce plan ne p2ut étre autre que le plan tangent
en C a la surface xyz =1I(¢), car celle-ci est riguliére pour x>0 y = 0.
Le plan tangent en C a la surface xyz =1(p) coupe les axes aux points
K,L,M. Le parallélépip3de rectangle OABCO’ A’'B’'C’ est contenu dans la
pyramide O'KLM et il est maximum dans celle-ci. Cela résulte du fait
que tout autre point C’ de F(p,x,y) est situé a 'extérieur du domaine
limité par la surface xyz==1I(p); le parallélépipzde rectangle correspon-
dant a donc un volume plus petit. Comme le volume du parallélépipede
rectangle maximum inscrit dans la pyramide O'KLM est %{O’KLMI, on
a [Flg.z,y)} <31

Il en résulte immédiatement le

Théoréme 2'— Il existe un parallélépipéde rectangle OABCO’'A'B'C’ et
un seul, contenu dans F(g,x,y), dont les sommets OABO'A'B'C’ sont si-
tués sur les plans coordonnés et dont le volume I (p) est maximum.

Par le point C menons maintenant un plan 1 (¢) perpendiculaire a I'axe
z. Ce plan coupe le corps convexe F (g, x,y) suivant une figure convexe
plane R (g, x,y), le corps convexe F (p,x) suivant une figure convexe plane
R(p,x), et le corps convexe F suivant une figure convexe plane R (¢).
Le rectangle OABC sera évidemment maximum dans R (@, x,y'. Dans les
figures convexes planes R (g, ,¥), R(p,x) et R(p) faisons les mémes con-
structions, en conservant les notations de la déf. 4. Désignons par M’ la
projection du point M, appartenant au plan z(c), sur le plan z. En abais-
sant les perpendiculaires des sommets des parallélogrammes S, (p) et S.(¢)
sur le plan 7 nous obtenons les parallélépipedes P, (¢) et P,(g).

Théoréme 3'— |P, (p)} = |P, (¢} =1(p). P,(¢p) et Pyip) sont des parallé-
lépipédes inscrits dans le corps convexe F. Le volume de tout parallélépirede
contenu dans F, ayant deux cétés paralléles au plan x =0 et un coté appar-
tenant au plan 2 =0, et au plus éjal a I .¢'. L’éjalité n’a liew que pour les
parallélépipédes TVWUT V'W'U’ (le parallélogramme TV WU a été défini
dans la démonstration du théor. 8) 6 (¢) < (VW. WU) < o (g).

Démonstration— On procéde comme dans la démonstration du théo-
réme 8, en remplacant les figures plenes par les corps correspondants.

Théoréeme 4" —1I (p) est une fonction semi-continue supér.eurement du pa-
rameétre g.

) Bonnesen et Fenchel, Theorie der konvexen Kérper p. 5.
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La démonstration est analogue a celle du th. 9.

Théoréme 5 — 1 (¢) est une fonction semi-continue inférieurement du pa-
rameétre .

Démonstration analogue a czlle du th. 10

Théoréme 6°— I (p) est une fonction continue du paramétre ¢.

Théoréeme 7' —O ¢) est une fonction semi-continue inférieurement, o ()
une fonction semi-continue supérieurement du parameétre .

On d32montre ces théorémes de méme que les th. 11 et 12.

Théoréme 11— Dans tout corps convexe dans lespace, ayant des points
intérieurs et un plan de symétrie, on peut inscrire un parallélépipéde rectangle
de volume au moins égal a ; du volume de corps convexe.

Démonstration analogue a celle du th. I.

Théoréme III— A tout corps convere F dans Uespace, ayant des points in-
térieurs, on peut circonscrire un parallé’épipéde rectangle W tel que {W)] < 6 [F}.

Démonstration — Soit AB 1a corde la plus longie du corps convexe F.
Nous menons a l'extérieur de F un plan t perpeadiculaire a AB et dé-
plagons le corps convexe F vers lui. Aprés ce déplacement le segment
AB se transforme en secment A'B’. Nous obtenons un corps convexe F'
de volume égal a celui du corps convexe F. La projection du corps con-
vexe F sur le plan 7 est une figura convexe pline R. On sait qu'a une
figure convexe plane on peut c:rzenscrire un rectangle P tel que |P] <2{R}.
Nous construisons le parall2lép’p2de rectangle W’ circonscrit a F’, dont la
base est le rectzngle P et la hauteur A'B’. Le volume du parallél :pipede
rectangle W’ est {W’] = |P] {A'B’}. Nous construisons un cone S dont la
base est la figure convexe plane R et la hauteur A’'B. La cone S
est entiérement contenu dans le corps convexe F’. Son volume est
{S|=1{A"B} {R). On a évidemment {S} < [F’}, donc {F'} > |A'B’)-
“{Rl > 4 |4’ B} Pl = ¢ (W').

Comme il est possible de circonscrire au corps convexe F un parallé-
lépipéde identique W et [F’) = |F}, 'on a enfin {F} =6 {W].

Streszczenie

Figura wypukla nazywamy zbiér zamkniety i ograniczony punktéw,
ktéry z dowolng prosty moze mieé¢ wspéinym najwyzej odcinek lub po-
jedynczy punkt.

Twierdzenie ] —W kazdq figure wypuklq plaskq, posiadajgcq punkty
wewnetrzne, mozna wpisaé prcstokqt, ktérego pole jest nie mniejsze od po-
lowy pola figury wypuktej.
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Niech R bedzie figurg wypukla plaska w plaszczyzinie ktérej wpro-
wadzimy uklad wspélrzednych kartezjznskich x,y o poczatku O. Kierunek
dodatni osi Ox tworzy z pewnym ustalonym kierunkiem (osi 1,) kat ¢.
Rzut prostopzdly figury wypuklej R na o§ Ox jest odcinkiem a < x«_b.
Prosta x=ux, gdzie a< x < b, posiada z R punkty wspélne, ktérych
rzedne spelniaja nieréwncsci f(x) <<y < g(x). Zbiér punktow, ktoérych
rzedne spelniajg nieréwnosci ¢ < x <b, 0< y < g(x)—f(x), oznaczymy
przez R(p,x). Konstrukcje prowadzaca do zbudowania figury wypuklej
R (p,x) z figury wypukiej R nazwiemy dosunieciem R do osi Ox. Dosu-
wajac R (p,x) do osi Oy otrzymamy figure wypukla, ktora oznaczymy
przez R (p,x,y). Pola figur wypuklych R; R(g,x) i R(p,x,y) sa réwne,
co zapiszemy {R} = {R (¢, )} == {R (p, x,y)}. Mczna udowodnié, ze istnieje
jeden i tylko jeden prostokat OAC B wpisany w figure wypukia R(g,x,y),
taki, ze trzy jego wierzcholki lezg na osiach wspéirzednych i jego pole
M (¢) jest maksymalne, mamy wiec M (¢) =} [R (¢, x, V).

Zalézmy, ze wierzchotek C prostokata OAC B jest punktem lezagcym
na brzegu R(p,x,y) i nie lezagcym na zadnej z osi wspoirzednych. Prosta
rownolegla do osi Ox i przechcdzaca przez punkt C, przecina R (g,x)
wzdluz odcinka FG, odcieta punktu F jest mniejsza od odcietej punktu G.
Oznaczymy odpowiednio przez D i E rzuty prostopadle tych puntéw na
0§ Ox. Oczywiscie BC=FG, CA=FD, {DEFG}= M (p).

Prosta r¢wnolegla do osi Oy, przechodzaca przez punkt D przecina R
wzdluz odcinka T,U,, prosta rownolegla do osi Oy, przechodzaca przez
punkt E, przecina R wzdluz odcinka V, W,, gdzie U, i W, maja rzedne
odpcwiecnio wieksze niz T, i V,. Oczywiécie DF < T,U, i EG <V, W,.
Weimy na odcinku T,U; dwa punkty T, i U; i na odcinku V, W, dwa
punkty V, i W,, tak, azeby bylo T,\U, =T, U,=DF =V, W,=V,W,.
Oczywiscie {T,V,W,U,} ={T,V,W,U,} = M (¢).

Jako obieg dodatni na réwnoleglobokach T,V,W,U, i T,V,W,U,
przyjmiemy Kkierunek V,-»W, i odpowiednio V4, W,. Oznaczymy przez
O (p) kat wypukly dodatni jaki tworzy odcinek skierowany V, W, z odcin-

—_— ——)
kiem skierowanym W,U,. @(¢p) = <(V,W,, W,U,). Analogicznie w(p)=

= «(Vﬁv’z, WJJ:). Z konstrukeji jest widoczne, ze O (¢) < w (p). Dowodzi
sie, ze O (¢) jest funkcja dolnie poélciagly, o (p) gornie polciagla, a M (¢)
funkcja ciagla parametru g.

Obierzmy teraz w plaszczyznie figury wypukiej R kierunek [, tak,
azeby bylo M(0) == max M (¢). Rozréznimy trzy przypadki.

I. 0(0)<n/2<wl(0)

Prawdziwosé twierdzenia jest oczywista.
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II. O(0) < w(0)<<n/2.

Przyjmiemy ¢, = w (0). Stwierdzamy, ze o (¢,) > 2 — w (0) > 7/2. Stad,
istnieje wertoéé ¢ teka;, ze O(p) <a/2< w(p) i w ten sposéb przypadek
IT sprowadzamy do I.

III. #/2<<6(0) < w(0).

Przyjmujemy ¢, =0 (0). Mamy stad O(p,) <x— 6O (0)<n/2 i podob-
nie jek wyzej sprowadzemy ten przypadek do pierwszego.

W analogiczny sposob dowodzi sie:

Twierdzenie 11 — W dowolng figure wypukla przestrzenna, posiadajaca
punkty wewnetrzne i plaszczyzne symetrii, mozna wpisaé prostopadioscian,
ktérego objetos¢ jest nie mniejsza od :~ objetosci figury wypuklej.

Pcdano tez w tej pracy elementarny dowéd:

Twierdzenie III —Na kazdej figurze wypuklej przestrzennej, posiada-
jacej punkiy wewnetirzne, mczna cpisaé prostcpadloscian, ktérego objetosé
jest nie wieksza od 6 objetosci figury wypukiej.

Pe3ome

Beinyknoi ¢urypoit Ha3biBaeM 3aMKHYTOE€ W OrpaHHMYEHHOE MHOKEC-
TBO TOYEK, KOTOpOEe C NPOH3BOJILHOM NPSMOH MOET UMeTb 06wHM 60.b-
e BCEro OoTpe3OK WNW OAHY TOuYRY.

Teopema 1. B kawxpyo nnockyto Beinyknyio ¢urypy R, umeiowyio
BHYTPEHHHE TOYKH, MOXHO BNHUCaTb NPAMOYroJibHWK, MJOLaAb KOTOPOro
He MeHbwe } nnowapu ¢urypsr R.

B nnockoctn ¢urypsl R BBeAeM NpsAMOYroJibHYiO CHCTEMY KOOPAH-
HaT x,y c HayanoMm O. [llonoyuTenbHoe HanpaBneHHe ocu Ox obpa3yer
C HEKOTOpbIM ¢$HUKCHPOBaHHLIM HanpaBneHuem (ocu l,) yron ¢. OpToro-
HanbHas npoekuus ¢urypbl R Ha otk Ox sBnseTca oTpe3koMm a < x < b.
Mpsamas x =x, rae a << x <~ b, uMeeT ¢ R obiuMe TOYKH, KOTOPbIX OPAUHATbI
yroenetsopsioT HepaBeHcTBeM f(x) <y < g(x). MHOECTBO TOYEK, KOTOPbIX
OpAMHATbLI YAOBNETBOPSIOT HepaBeHcTBam a < x < b, O Ly < g (x) — f(x)
o603HaunMM yepe3 R (@, x). [NoBTOpAs Bbille yKa3aHHylO Omepauuio OTHO-
cuTenbHo BbinykAcH ¢urypbl R(p, x)  ocu Oy nonyuuM Beinyknyio ¢u-
rypy R(e, x,y). Mnowann ¢uryp R, R(p,x) U R(p, x,y) sBnsiorcs pas-
HbiMM, uTO 3anuwem {R) = (R (¢, x)] = {R (¢, x,y)]. MoxHO nokasars, uTO
CyLLecTBYeT OAMH M TOJIbKO . OAMH npsMoyronsHik OAC B, BNUCaHHbIA
B R(p, x,y) 1 Tako#, 4T0 3 €ro BepluMHbI NpUHAANERaT OCAM KOOPAMHAT
M NNolafk KOTOPOro MaKCHMalbHa.

lNpeanonosxum, uto BepwrHa C npamoyronbHHka OACB saBnsetcs
TOYKOW NpHHaanesawei rpaHuue R (g, x,y) M He NPUHANNEKNT HUKAKOM
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M3 oceit koopauHat. [lpamas napannenbHas ocu Ox W npoxoasiias ye-
pe3 Touky C nepecekaer R(p, x,y) Bronb otpeska FG, Touka F umeer
abcunccy MeHbwylo yem Touyka G. O60o3HauuM yepes D u E opToroHans-
Hble NMpOeKuMH 3TUX To4yek Ha ocb Ox. HWmezem BC=FG, CA=FD,
{DEGF) = M (¢).

Mpsamas napannenbHas ocu Oy, npoxopswas 4Yepe3 Toury D nepe-
cekaet R Bpons otpe3ka T,U,, npamas napannensHas ocu Oy, npoxo-
pawas yepe3 Toury E nepecexkaer R Bnonb otpe3ka V, W,, rne U, u W,
uMeloT opanHarbl 6onbuuble 4eM Ty v V. Ouesunno DF <T,U, u EG <V, W,.
Bui6epem Ha otpe3ke T,U, Touku T, u U,, Ha oTpe3ske V, W, Touku V, u W,
tak ytobbl T\ U, =T, Uy=DF =V, W, =V, W,. Hmeem (T, V,W,U,} =
= (T, V. W, U) =M (9).

MycTs nonoskuTenbHbIM HanpasneHHWem o6xoma Ha mapannenorpamax
T, V,W, U, v T,V,W,U, 6yner V,»W, u V,»>W, O6o3Hauum ue-
pe3 O(p) BbINyKNbIA MONOXHUTENHbLIA _yron Mewpy HanpasneHHbIMM OT-

peskamu V, W, u W, U,. O(p)= <):(V W;. WlU) AnanornuHo o (p) =
=X (V,W, WU, OuesnaHo O (p) < o(¢). [ora3biBaercs, uto 6 (p)
aBnseTcs ¢yHKUMEH MOoJyHenpepbiBHOW CHU3y, o (@) nonyHenpepbiBHOM
csepxy, M (p) HenpepbiBHOW ¢yHKuMel napametpa ¢.

Bribepem Tenepb B MNOCKOCTW BbINyKNOW $purypbl R Takoe Hanpas-
nenue l;, utobbl M (0) = max M (p). PaccMoTpum Tpu cnyuam.

. 0(0) <72<w(0).

CnpaBeanuBOCTL TeopeMbl OueBHAHA.

. 0(0) <w(0)<<n/2.

Myctb @, = (0). Torna o(p,) > — o (0) > n/2, oTkyna cywectsyer
Takoe 3HaveHue ¢, uto O (p) < /2 < w(p) ¥ Takum obpa3om cnyuaii Il
npuseneH K I.

. 72<6(0)<o(0),

Mpuuumaem ¢,=@(0). Torma O(p,) <7 —O(0) <n/2 U Kaxk Bblwe
npvBeaeM 3ToT caydad K .

AHanoruyHo poOKa3biBaeTcs:

Teopema 2. B kaxknpoe Bbinyknoe teno F, uMeiouee BHyTpeHHHE
TOYKM M MJIOCKOCTb CHMMETDHM, MOXHO BNHCaTb NpAMOW Napannenent-
nen, o6be€M KOTOpPOro He MeHblue % obbema F.

B 31oit paboTte nMeercs Toye MOKa3aTenbCTBO:

Teopema 3. Ha kaskpom Bbinyknom Ttene F, uMmeioweM BHYTpeH-
HMe TOYKH, MOKHO onucaTb MpsMOHW Napannenenunen, o6beM KoTOpoOro
He 6onbwe 6 o6bvemoB F.



