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MIECZYSEAW BIERNACKI

Sur une inégalité entre les intégrales due a Tchébyscheff
O nierownosci calkowej Czebyszewa

O6 uHTerpanbHOM HepaBeHcTBe YeOnimiena

Tchébycheff a publié en 1882!') le théoréme suivant: si
f(x) et g(x) sont intégrables?) et monotones dans le méme sens dans
un intervalle (a, b), tandis que p(x) est positive et intégrable on

a l'inégalité >
b b b b
Ip@f@g@dz- [p)dz > [p@f@dz- [p)gdx

Si I'une des fonctions f et g est croissante et 1'autre décroissante dans
(a, b) c’est I'inégalité contraire qui a lieu. Le signe d’égalité n’'a lieu
que si I'une des fonctions f et g se réduit a une constante.

Depuis on a montré3) que l'inégalité (1) subsiste lorsque les
fonctions f et g sont ,,également croissantes* dans (a, b), ceci signifiant
que pour tout couple x, y des valeurs de cet intervalle on a:
[f(x) — f(y)] [g(x) — g(y)] = 0. Lorsque les fonctions f et g sont
»contrairement croissantes* c'est 'inégalité contraire qui a lieu.

Dans un article ,,Sur le 2 théoréme de la moyenne et sur l'iné-

') cf l'article ,,Sur l'aproximation des intégrales par d’autres et ,Oeuvres
Completes*, t. 111, 1948, p. 128—131. L'inégalité (1) ci dessus n’est qu'un cas parti-
culier des résultats de cet article.

?) au sens de Riemann, donc bornées, c’est ce que nous supposerons
aussi dans la suite de cet article.

3) of ppex Hardy-Littlewood-Pd&lya. Inequalities. Cambridge,
1934, p. 43.
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galité de Tchébycheff pu'olie dans ces Annales (sectio A tom IV,
12, 1950, p. 123—130) j’'ai montré que l'inégalité (1) subsiste lorsque
les fonctions: '

[p() f(x) dx

g(x) et f(x)= "% =
[p() dx

sont non croissantes ou bien lorsque les fonctions:
b

}.P(I) f(x) dx
g(x) et folx)="s
_' p(x) dx

sont non décroissantes dans (a, b). Lorsque g(x) est non croissante
et fi(x) non décroissante ou bien lorsque g(x) est non décroissante
et fo(x) non croissante le signe d'inégalité (1) change. On peut évi-
demment échanger les riles des fonctions f(x) et g(x)?). Actuellement
j'ai généralisé ces résultats en établissant le théoréeme suivant:

Théoréme

L'inégalité
) x b b
|p@f@g@dzx- [px)dx = [p)f(@)dz- [p()g(x)dx

dans laquelle f(x), g(x), p(x) sont des fonctions intégrables dans (a, b)
et p(x) est positive dans cet intervalle a lieu lorsque les fonctions:

f p(x) f(x) dx f p(x)g(x)dx
fi(x) = u‘_,, —— et g(x)= “,__—_
I p(x) dx ) p(x) dx

n'atteignent leur valeurs extrémales dans (a, b) qu’en un nombre fint

4) Il reésultait de la démonstration qu'il n’est pas nécessaire de sup-

X
poser p(x) positive, il suffit que 'on ait: fp (r) d x > o (@ < x < b)dans le cas ou
a

b

T'on considére f; (x) ou g; (x) et J’p (x)dx > o0 (@a<x < Db) dans le cas ou I'on
X

considére fs (x) ou g3 (x).
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de points, les mémes pour ces deux fonctions et croissent ou dé-
croissent simultanément dans (a, b). Dans le cas ou fi(x) croit lorsque
gi(x) décroit et fi(x) décroit lorsque gi(x) croit c’est 'inégalité con-
traire qui a lieu.

On peut remplacer dans cet énoncé fi(x) par

4 b
_’ p(x)f(x)dx j r(x)g(x)da
fa(x)=*—————et en méme temps g,(x)par g, (r) = 5—;
’ p(x)dx f p(x) dx

Remarques. Dans le cas ou fy et g; (ou bien f2 et g2) sont monotones
dans (a, b) ce théoréme constitue bien une généralisation de 1'iné-
galitéde Tchébycheff carsif par exemple est monotone f; et f»
le sont aussi et dans le méme sens que f (mais non pas inversement).
Dans le cas général les hypothéses faites au sujet de f; et g1 sont évi-
demment moins restrictives que celles de ,croissance égale resp.
contraire‘‘ mais le théoréme ne constitue plus une généralisation de
I'énoncé dans lequel on suppose f et g également ou controirement
croissantes. En particulier le théoréeme n'est plus exact lorsque l’'on
remplace dans son énoncé f; et g, par f et g respectivement. On le voit

par exemple, en posant a=10, b=1,p(x)=1, f=2xpour 0 < x S;;

et f = 1 — ex pour et

[

1
E<x<l,g=l+sxpour0<x<

g = 2 4 ; ¢ — 2x pour ,1,— < x = 1, ¢ étant un nombre positif

suffisamment petit. Une généralisation de l’'inégalité de T ch é-
bycheff dans une autre direction vient d'étre obtenue par N.A.
Sapogoff (Uspiehi Mat. Nauk, tom VI, 1951, p. 157—160).

Démonstration. Nous commencerons par établir un théoréme
analogue mais relatif au cas des suites finies.

Considérons les suites:

jlrf‘l!--"fm 91,92,---,9"1 pl,p2)-'-)pn

oup >0(=1,2,...,n) et telles que les suites:
—Pht...tpfi ., _Pigt...tPig
q pPit...+Dp ' P1t ...+ Di

croissent ou décroissent en méme temps c. a. d. telles que l'inégalité
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%1+, = @, entraine 7

on a l'inégalité:

(1) Prfiogrt .t Pafagn) (Prt ...+ P =
Z P fit...tpPafa) (Pr i+ ...+ Pngn)

Cette proposition est évidente pour m=1. Supposons qu'elle soit
exacte pour n et faisons voir qu’elle subsiste pour n +- 1. Nous devons
donc démontrer que:

141 = Y, et inversement®) Dans ces conditions

Epyy = (Pl figi + ..+ Pat1 fatr Gnta) (Pl + .o+ Pat1) —
— @i fit .o Pt fat1) Pr gt oo F Par1 Gntr) = 0

pourvu que l'on ait:

Enz(plfl gl+"'+pnfngn) (pl+°+pn)—-
— @ fit+.o-tpf) Prgt+...+Drg) =0

Il suffit évidemment d’établir que:

H — Eni & _Er_v >0
DPn+1

Or on trouve que:

H=far1 g1 +...t0)+ @i frgn+...+p,fng,) —
—fn-}-l (plgl+---+pngn)_gn+l(pl fl+ﬂy_pnfn)

Considérons f,4+, et gn+:comme variables, on a en dérivant:

OH

d r:_—g,,_,_l(pl—f—...—f—p,,)_(p191+---+pngn)=
fn+l

=@+t Pp) (Gno1— 7,)

OH
et d'une maniére analogue: Ognir = (Pr+ ...+ pn) fosr — @,).
1

Un calcul aisé montre que les inegalités: gni+1 = 3, €t far1 = @,
sont equivalentes aux inegalités: yp41 = 3, et ¢n+1 = ¢, respec-
tivement, il résulte donc des hypothéses faites que l'on a soit
Gnt1 — =0 et fay1—@, =0 soit gntr—y, <0 et
fa+1 — @, < 0. Dans les deux cas on diminue H en remplacant

6) Cette condition est évidemment moins restrictive que celle d'égale
croissance qui exige que l'on ait: ¢; .+ ¢, en méme temps que y; =~ », et
inversement (i, k = 1,2,..., n).
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fany1 et gns+1 par @, et y, respectivement, or apres cette substi-
tution on trouve que:

H=@ figit .-t PnfaGn) = @n?alPr+ ...+ pn)
expression non négative en vertu da la définition des nombres ¢,
et y, et de I'hypothese E, = 0.

Pour établir maintenant le théoréme dans le cas ou f1(x) et g1 (x)
croissent ou décroissent simultanément, désignons par s le nombre des
extréma des fcnctions f; et gy dans (a, b). Divisons cet intervalle
en n parties a l'aide de s points ou f, et g, ont des extréma et de

(n—s—1) points: a +z:%-k (k=1,2, ..., n—s—1). En désignant
le points de divisions ainsi obtenus et rangés dans l'ordre croissant
par x; r,,..., Tn—1 nous définissons dans chaque intervalle partiel
les nombres f, et g, a l'aide de relations:
! 2%
fe - ' p(x) der = ’ p(x) f(x) dx
k-1 ko
(k=1,...,n; xy=a, x,=b)
*k Xk
g - [ px) dzr = [ p(x) g(x) dx
*k—1 *k—1
et nous construisons la suite p,, p,,..:. p, en posant
3
D = ’ plx)dxr (k=1,2,..., n)
*k—1

Si dans un intervalle (xx—;, x;) f,(x) croit on a dans cet intervalle:

‘I“ p(x) f(x) dx

Mi(@) > G = fi(2),")
| plx) dx
donc en particulier:
*k *x
Ip() f(x) dz | p()fi(x)dx
fomto———— B> i) =
fp(x) dx [ p(x) dx
KI‘.‘ 1 Ii\- 1
Ty fit oo b Prt frer =g
Pit ot Pt =]

% M, (x) :li_r)r(\, sup f(t) ([t — x| < ¢)
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et ceci équivaut a l'inégalité: ¢, = ¢;_;. Au contraire, si f;(x) décroit
dans (x,_,, ;) on a dans cet intervalle:

*k *k
| p(x) f(x) dx f p(z) f(x) dx
= XR:_,: < ?; . — < fi(xpy) =
fp(;r:) dx l p(x) dr
Th=1 “k—1

= @k—1, donc ¢ < @p_;.

D’une maniére analogue on trouve que y, > y,_, si g1(x) croit dans
Iintervalle (x,_;, xx) et yx < 7x—; Si gi(x) décroit dtns cet intervalle.
Ainsi donc les suites f;, g;, p;, remplissent les conditions du théoréme
relatif aux suites et I'inégalité (1') a donc lieu. Or les sommes p, -+
+ oD D1fr + oo + Dafay P19y + ... + Dag, sont égales a des
intégrales correspondantes entre des limites a et b. La somme
plflgl + + pnfngn est égale a

n I x_k ka l‘ x.k \ 1
%) I ' d
I pfdr- | pgdx- Jp:z:
ko |_‘k—| Yk—1 Xk—1
b
et elle tend vers ‘l pfgdx lorsque n — c©. Nous obtenons donc bien

I’ inégalité (1).

Le théoréme est ainsi démontré dans le cas ou f;(x) et g;(x) crois-
sent ou décroissent simultanément. Le cas ou fi(x) croit et gi(x)
décroit (ou inversement) se raméne au cas précedent en remplagant
g(x) par —g(x).

La cas ou l'on considére fa(x) et g2(x) se raméne au cas ou l'on
considére f;(x) et gi1(x) par le changement de variable xr=a + b—y.

Streszczenie

Uogolniajac nieréwnos¢ catkowg Czebyszewa dowodze, ze
jesli f(x), g(x), p(x) sa funkcjami catkowalnymi w przedziale (a, b),
przy czym p(x) jest takze dodainig, a funkcje:

| p(x) f(x) dx | p(x) g(x) dx
f:(l‘)z-’,—‘*‘ = i gn(l‘)=a‘7—~—
_I'p(:r) dx ’ p(x) dx



Sur une inégalité due a Tchébycheff 29

osiggaja wartosci extremalne w (a, b) w skonczonej liczbie punktow,
ktore sg te same dla obu funkecji i jednocze$nie rosng lub maleja
w (a, b), to zachodzi nieréwnos¢:

b b

b b
Ip@ f@) g(x) dz - [p(x) dz > [p (@) f(x) dx - [ p() g(2) d=

Jesli gi(x) maleje, gdy fi(x) rosnie i na odwrét, to znak nieréwnosci
sie zmienia.

Pe3zwwme

O6o6111as MHTerpajJbHOe HepaBeHCTBO Y e O bI 111 € B a AOKa3bIBAlO,
yto ecau f(x), g(x), p(x) ABasiorcs yHKIMAMM MHTErPUPYEMBIMMU
B uHTepBaJie (a, b), npuuém p () ecTb NONOIKUTENbHAA & PYHKLIMM:

fp (x) f(x) dx fp(x) g(x) dx
@) =%—— 1 g@ =% —
f p(x) dx f p(x) dx

AOCTUralOT SKCTPEMAaJIbHbIX 3Ha4yeHuit B (a, b) B KOHe4HOM uMcIe
TOYEK, KOTOpble ABJIAIOTCA Te e AJA obenx pyHKUMIA UM ORHOBpe-
MEHHO BO3pacTalOT MJIM YOBIBAaIOT B (a, b), TO MMeeT MecTO Hepa-
BEHCTBO

b b

¢ [ b b
Ip@ §@) g dz-[p) dz >[p() f(x) dx - [p(x) g (@) dx

Econ g,(x) y6riBaer, xorma f,(x) Bo3pacraer M HaoGopoT, TO
3HaK HepaBEHCTBA M3MEHAETCA.






