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Le maximum d’argument des fonctions univalentes hornées

Maksimum argumentu funkcyj réznowartosciowych ograniczonych

Termes et notations.

Les notations et les termes de ce travail sont empruntées a la note
de Z. Charzynski et W. Janowski ,,Sur I’équation ginérale des
fonctions extrémales dans la famille des fonctions univalentes bornées*
ce vol. 7, p. 41—56.

Introduction.

Dans ce travail nous -obtenons certains résultats concernant le
maximum de l'argument des fonctions univalentes bornées et non
bornées, résultats qui appartiennent a la catégorie des théorimzs sur
la déformation.

Je tiens a exprimer ma reconnaissance profonde a M. le prof.
dr. Mieczystaw Biernacki et a M. le prof. dr. Franciszek
Leja de l'interét bienveillant qu'ils ont accordé a ce travail.

Je dédie cet ouvrage 24 Mr. le dr. Zygmunt Charzynski.

A. 1. Considérons les fonctions holomorphes univalentes dans le
cercle |z|<1 (c. 4. d des fonctions qui ne prennent qu'une fois chacune
de leurs valeurs dans ce cercle) de la forme

0)) _ F(z)=z+A;2°+...

Soit M un nombre positif quelconque, F,, — la famille de toutes
les fonctions tornées de la forme (1) assujetties a la condition
|F(z)|<M, et Foo — la famille de toutes les fonctions de la form:z (1).

La valeur de z étant fixée, nous considérons l'expression

(2) ' arg f;%)
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ou l'on prend la branche de I'ar3umsnt qui est é3ale a 0 pour z=0.
Ainsi form2e I'expression (2) est une fonctionnelle définie dans la fa-
mille Fx et par conséquent dans F,,.

Nous démontrons les théorém:2s fondamzntaux suivants:
I. Pour les fonctions de la famille F, on a l'inégalité:

(3) arg FS—Z) < @n,

ou ¢, et 0y (0<0y<|zl) satisfont aux équations:

1_(@)‘” [—@n
M M. 1—|z|

4) py= """ 3 log i
! 1+(9M)2 14 & 1FIz0
M M
Oum &M
2 1—=7 1—lz)*
6) — o [—H 1=tz o M A oy =0
ou ex 1+|z] Izl(__ )
1+M 1+M On M

et cette limite est atteinte.

II. Pour les fonctions de la famille Fo~ on a l'inégalité;

(6) arg F_gz) < P

ou 2]
1 1+|z

(7) (Poo—l()g l_lzl »

et cette limite est atteinte.

2. Interprétation giomé3trique. Considérons dans le plan z deux
demi-droites issues du point 0 et passant respectivem:znt par les
points z et F(z), la différence de leurs angles respectifs avec le demi-

F(2)

axe réel positif du plan z est égal & arg Les théorémss I ct

II montrent, que z étant fixé et F(z) parcourant les foncticns de la
famille F,, respectivement Foo, I'angle égal a arg F_(zz) est borné selon
(3) respectivement (6).

B. Avant de procéder a la démonstration il y a lieu de remar-
quer que les th¢orémes conservent lcur géneralité si I'on suppose que
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z=r>0 (ce qui dans l'interprétation geom-ztrique se réduit a une
rotation du plan de la variable z). Nous utiliserons cette remarque
dans notre démonstration.

Remarquons en outre que les théorim=zs cités sont équivalents a
ceux qui établissent l’existence de la fonction extrémale par rapport
a la fonctionnelle (2) dans la famille F,, respectivement dans Fe et
dont 'argument est égal a I'expression située de coté droit de la for-
mule (4), resp. (7).

Pour démontrer ces derniers théoréemes considérons d'abord la fa-

f(z)

mille F.') des fonctions 7(z) en y déterminant arg ; pour z=r de

la méme maniére, que la fonctionnelle (2) dans F, resp. F=. Nous
démontrerons que cette famille F; posséde aussi les propriétés qui
permettent de conclure a I'existence et I'équation des fonctions ex-
trémales f*(z) de la famille; d’ou, en vertu de certaines propriétés
de cette équation, nous obtiendrons, tous les calculs faits, deux équa-

f(2)
z

tions, auxquelles satisfait arg pour z =r (avec le nombre

e=If*()).

Enfin, en normalisant les fonctions de la famille F; par leur pre-
mier coefficient, nous obtiendrons aisémznt le théoréme I et ensuite
en passant a la limite le théoréme II.

C. Nous allons démontrer maintenant successivement les théo-
remes I et II.

I. 1. Dans ce but considérons la famille F; et la fonctionnelle
qui y est déterminée:

@®) K (f) = (arg fi—")) g 1s

Nous constatons  que la fonctionnelle (8) a dans chaque point f
de la famille F; la différentielle

) L(h)zl{f‘fgg} I T T

qui ne s’annule pas identiquemsznt dans aucun point de F; .

) Fr o0 0 < T <1 est la famille de toutes les fonctions univalentes bornées dans
(2| <1 dela forme f(2) = a,z+ 8,2'+ ..., ot 8, > T et assujetties a la condition
|F(2)| <1 pour tout |z| <1; comparer Z. Charzynski ,Sur les fonctions extrémales
dans les familles de fonctions univalentes bornécs®, (a paraitre dans les Annales de la
Soc. Pol. dc Math. tome 24).
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En effet, on a
lim |k (f+AD—k()—L (4P _

(10) 1H4fll,~>0 H4fll,
P .09 e 2 2] { ;i L) (0 {-f_if(r)
T L i L A 100
— |14f1l,~0 Hafll,
f(r)+4f (r) f(r)
log PR TEL A o, TAT)
o M ! e % in i AR
lHafll,—~0 Af(r) f@ U 4fll, y
parce que
f)+4f@) __, f(r)
ar) i L T 5} s e X
Af (1) >0 Af (r) f(@
et
(12) lAf (B)I<Il4f]l, pour n assez grand ,

ce qui démontre que (9) est la différentielle de la fonctionnelle (8) au
point f et qui ne s’annule identiquement. On voit aisément, que la
différentielle (9) prise en un point quelconque de la famille F; se pro-
longe sur la famille linéaire

(13) ®

de toutes les fonctions miromorphes dans le cercle K(0,1) possédant
de poles dans I'ensemble

(14) E*

qui se compose des points appartenant a ce cercle et différents de r, la
fronticre de '’enscmble E* contient la circonférence K *(0,1) et aucun
point de cette circonférence n’est pas un point d'accumulation des
points essentiels?) de 'ensemble compl¢mzntaire de E *.

I. 2. On peut donc appliquer a la fonctionnelle K (f) les résultats
obtenus cans le travail cité ci-dessus et relatifs aux fonctions extré-
males rar rapport a la fonctionrelle K(f) dans la famille F; (corol-
aire 1I).%)

?) Comparer Z. Charzynski ,Sur les fonctions extrémales dans les familles de.
fonctions univalentes bornécs".

3 Z. Charzynski et W. Janowski ,Sur 1‘¢quation générale des fonctions extré-
males dans la famille des fonctions univalentes bornées®.
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Il résulte de ces considérations qu’il existe des fonctions extré-
males respectives et qu'elles satisfont a 1'équation

(15) [;:i((zz)) Mm If‘(z)] =£—2§R(z) pour ze E*,

ou

16 @)=y @]+ b G Ow)| - 23

1 ' “n
an  w@=0*|v¢ 0|+ b [vea i ©

—29

{ désigne la variable apparente de I'opération tandis que z joue dans
(16) —(17) le role d'un paramétre.
o 1w
(18) WU"’IJ "}._WJ.
D*(h)=L*(h) —iL*(hi)
D* (h)=L* (h)+i L* (hi)

L* (h) — la différentielle de la fonctionelle (8) au point f*
a9 p=Miin 11 D[y (@), )| +D* [w 7o, e'y)] ¥
osy<er 2 | e _

D’apres (18):

(20) D*(h)+D* (h) =2L*(h).
Vu (20) et (10), les formules (16) et (17) prendront la forms:

)

Q1) Mm(w)=21 O} ill — 29 =l§lwlf‘(r). ;‘1 _ vl (r),‘%, 1]_2qB
L A 9T SO

7o | ORI T
) ,
' i (e S S
Ry = 21 [P0 )T '—-2s;;=l,lw(";)f ® _we. DOy
e R R B

o i L 1
d’'oy, en posant successivement dans (18) w=f*(r), = et w=r,

1='}; on a, vu (21) et (22) et apres des calculs faciles

‘) Comparer le renvoi 3, page 43.
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_ I [wH+i (@) 1+ @w]__,,

= e e e e

; - L) zhe ) 14z o
(24) () =1 [ e 2 e KT |

Posons maintenant pour abréger

(25) ff@)=w, ' (@=w
et soit
(26) arg f—ﬁr—) =g, I*()=ce”, F()=ce™”.

f()=1e”, (=", B=ia¥
L’équation (15) prendra alors (en multipliant les deux mzmbres
par i), vu (23), (24), (25) et (26) la forme suivante:
'_2/w+9e l1+oe ""w
(27) w \w—ee 1— Qe_'“’“’
i ‘(,,_,,,l-i-rz
e € 1—rz

'(0—9») z+r
z—r

a)—— 2‘1‘ aF

— r +2a)

L’équation que nous avons .obtcnue peut étre écrite sous une forme
plus simple en vertu de certaines propriétés des expressions (23) et (24),
que nous allons examiner maintenant.

I. 3. M(w) et N(z), ccmme il a été démontré dans le travail cité
ci dessus prennent sur la circonférence du cercle |w|=1, respective-
ment, |z|=1, des valeurs réelles ncn négatives®), M(w)=0 ayant,
ccmme cela résulte de la définition de P, une racine double sur la
circonférence du cercle |w|=1, n'a pas d’autres racines, ni a l'inté-
rieur du cercle |w|=1, ni sur sa circonférence, puisqu'elle n’ a que
deux racines, c'est ce qui résulte directement de la forme de M (w)

(formule (23)).

N (z) =0 a deux racines, c’est ce qui résulte aussi-directement de la
forme de M (z) (formule (24)). N (z)=0 ne peut pas posséder de ra-
cine a l'intérieur du cercle | z| <1, car alors, en vertu de (15) et vu
f'(z) =0, M(w)=0 aurait une racine a lintérieur de cercle |w|<]1,
ce qui est contraire 4 ce que nous venons de démontrer. Cela posé,

5) B < 0 comme minimum de la fonction, dont I'intégrale dans lintervalle est

égale a zéro (comparer le renvoi 3. page 48). De la I{a} > 0; nous utiliserons cette
remarque plus loin.
%) Comparer le renvoi 3, page 52. -
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N(z) =0 n'a de racines que sur la circonférence du cercle [z|=1.
Comme la fonction N (z) n'est pas négative sur la circcnférence |z|=1,
N (z) =0 ne posséde qu'une seule racine double.

Il s’ensuit de ce que nous venons de démontrer qu'il existe de nom-
bres p, q, (i=1,2), différents de zero et tels, que les expressions con-
tenues entre les parenthéses de I'équation (27) prennent respectivement
les formes suivantes:

w+oe® 1+oe " w w—q,)’
(28) ——‘—-—'—w i is — + 2“: (p‘lw ql) =
w—oe 1—oe *w (w—oe?)(1—oe *w)
2
T =g ztr T -9 1+rz C_(Pzz__qz)_
(29) ree z—r ree 1—rz+2a—9(z—-r)(l—rz)'

par suite I'équation (27) prendra la forme:
2

(30) L4 (p,w— q,)° b g

w' (w—oe")(1—ce "W 2% o(z—r)(1—r2)

En posant dans I'équation (30):

q, q,
31 — = , — =
( ) pl WO I)2 Zo ’

et en divisant les deux membres de I'équation (30) par p:, puis €n
posant

(32) —y—

nous obtenons I'équation

2 (w—w,)’ b Wz =%75)"

4 - = 1
(33) w (w—oe? (1 —ee *w) 2 (z—r)(1—r2)

Posons maintenant
(34) Vﬂ;i; =Vee't ,Ve™ =", V—oe"=i l/e e’ .
Ve P =iyeem=tyee 1, Y=r=iVr
De (33) on obtient
Bl W W £ Vit z—z,

35) ¥ e, Gl -y
W ]/(w—ee“’)(l—ee""’w) 9 ]/9 ]/(z—r)(l—_rz)
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ou I'on a pris les branches de radicaux:

V(z—- r)(1— rlz) , ]/(w —0 e"f) (1 = 0 “w), qui sont égales pour w=0
et z=0 a i-]/ee" resp. i- l/r ]
Ces branches existent respectivemznt dans le cercle K (0,r) et

dans le domaine w [K (0, r)] ou les expressions sous les signes des ra-
dicaux sont différentes de zéro.

Puisque w (0) =0, il s’ensuit de (35) que
w - —ik
(35) Yo==1/re *
U

En intégrant les deux membres de cette équation, nous obtien-
drons, aprés des calculs aisés et vu (36):

—ip

ce Tw—1- I—V(ee “w—1) (e _' w— Dz)

—ip

sV Ay w—1)(ee " w w—g)

log

GD 4wy log 2 1= ee "W+ Voe" A —oe " w) 0e” —w)
e eiV (l -0 e_lw W)_ l/'Q e“y (1 —0 e_‘q’ W) (Q el¢ i W)
rz—1+ ]/r(rz—l)(z_r)

Q —i
= %" | log — I

0 _ rz—l—]/r(rz—l)(z—r)
r(l—rz)+]/r(l:rz) (r—2)
r(l—rz)-—]/r(l—rz)(r—z)

ou1 'on a pris les branches logarithmiques qui, pour w=f(r) et z=r
respectivement, ont des valeurs principales.

Ces branches existent dans les domaines simplement connexe
K (o,r) et w [K (0, 1)).

En tenant compdte de ce que w(z) = f(r) lorsque z—r, nous ob-
tenons immédiatement de (37) que C =0.

I. 4. Notre but consiste dans la détermination de I'argument ¢.
Examinons dans ce but I'équation (37) dans l'entourage du point

+ 2, log +C7?),

7 (x — a)dx Bral cx—l + V(ex—1)(cx = be)
f x V (x=—b)(1 —cx) \"—-cl_ cx—1—V (cx— 1)(cx — bc)
bl —cx)+V b(1 —cx) (b — x) ]
+ ———
a]/b B b(1—cx)— Vb(l—cx)(b—x)
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z=0. En développant les différentes expressions de (37) pour les z
suffisamment petits, nous obtenons les égalités suivantes:

w=Tz+azzz+... =0,(2) ¥

Viee™w—1) (e w— ¢ =0+0,(2)

'j_i = i
Vee (1 —ee™ w)(oe” —w) = ee” — & (1+6) z+0, ()

—i / —i ip 2
P ip 7 e
(38) log 2 —1+V (ee"w—1(ee"w—g) _ logi 2 1 0,(2)
oe*—1—V (oe” v —1) (ce te

—i

"w)+ Vee” (1—ee " w)(ee” —w) _

—y o

(39) log ee"(1—oe
&
(1—oe

2
= log 20" —log T X -:)—Q —log z+0,(2)+2K, =i (K,=0,£1,£2,...)

w)—Vee” (1—oe™w)(0e” —w)

D’une maniére analogue:

— 1+ ¥ r(rz-—-l)(z—r) 1 —
(40) log S = log ; — + 0, (2)
rz—l—]/r(rz—l)(z—r) It
r(l—rz)+]/ r(l—rz)(r—2)
r(l—rz2)—V r(l—r2) (r—2z)
— log z+0,(2)+2K, =i (K,=0,+1,+2,..))

ot 0,(z") sont d'un rang non inférieur 2 1 (K=1,2; i=1,2,...7).
En substltuant les expressions (38), (39), (40) et (41) dans (37), nous
obtenons, en vertu de la définition de la fonction 0, (z") I'équation:

1—7
= )lgyy 2 =l s

(41) log 3

2
log {Tg-i-wa e’ [log 20e”"—1og T l—z*g—log z+2K, =i ]=
(42)

0 i
=—e" 2

; -log l;r_*_ z (10{.!,21'—log1—_—r—1 —logz+2K ni)_|
1 +r Y 27

zﬂ
d’ou, aprés une réduction aisée et aprés avoir divisé les deux membres
_! I3 .
par w,e ’. nous obtenons I’équation:

®) Le premier coefficient du développement de la fonction extrémale est égal & T,
comparer le renvoi 3, page 52.
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o e L
(43)w ”log1+9 log e €” '—10gT(1'—9)—_10g1+r+logr+
—log 1—)+2Kai  (K=K,—K)

I 5. On obtient sans peine de l'équation (43) deux équations
auxquelles satisfont @ et ¢o; en comparant respectivement les parties
réeles et imaginaires des deux membres de 1'équation (43), on obticnt

(44) m{—e”’! log L +loge—logT(1—0)—
Wo |} T e
1 1
—%:Zu}lng+logr—log(l r’)
et i \
1 : e \ am/
(45) }log +<p+2K'n s, on s

Evaluons maintenant w, et z,. Reprenons dans ce but les iden-
tités (2€) et (29).
Il résulte de (28) et de (29), en tenant compte de (31) et aprés des
calculs faciles que
(46) pl(w—w)'=—2[(a+1e aTEe wz.—- 1+ aw+(a—1)ee”)
(47) p: (z—z’=—2{r[vrcos(p—o8)+agl 2’+liv r (1—r’) sin (p — &) +
—ao(1+))z+rlao—rrcos (p — o)}

En comparant les coefficients de w dans les deux membres de
I'identité (46) on a
= __(_1_+ 92) Iy
Yo ™ 20 (at)

On détermine a, en profitant du fait que le membre droit de (46)
est un carré (car le membre gauche est un carré), il vient ainsi

(1+0) " =4(@"—1) ¢,

(48)

c'est a dire:
(49) (1—¢) ’a'=—4¢",
Par conséquent:
(50) 2¢i )
1—¢

)0<e<1 donc ! {a} > 0 (comp. au renvoi 3); la seconde racine a, d’équa-
tion (49) n'est pas utilisable puisque I { a, } <O.



Le maximum d’argument des fonctions univalentes bornées 67

En substituant « dans (48) et aprés des calculs aisés, on obtient

ip I_Ql
(51) w, = ie P

Pour évaluer z,, on remarque d’abord, qu'en vertu de (46) et (47)

p;=—2(a+1)ee™"

et
p, =—2-r[tr cos (p—o)+aol,
d'ou, vu (32)
_rlzr cos (p—o)+anl
(39 iy @+De ¢

Pour définir f, considérons la fonction extremale *(2), et la
fonction

(53) () =e"f*(ze"), (f, (2) e Fy),

ou 6 est un parametre qui admet des valeurs quelconques dans le
voisinage de zéro.

Considérons en outre la fonction de la variable é:
f. (2) —18 g 18
X(«‘)):(ar —’-’—--)fr { og_i (re):

La fonction Z(d) atteint en vertu de (53) son maximum au point
6 =0, par conséquent

l
( d3 I l log
Apres des calculs aisés, on a

_d_ e—ld f‘ (relb) - -d_ e—ld f. rei&) l_
daz{ log € 1" (re” —I{d log € f1re) |

r

(54) oA )

f"(re %) \
=.] { i(r :a) 1)l '

d’ou, vu (54) et en tenant compte de la définition (26), on obtient
(55) rz;cos(é—q))—1=0

En déterminant rz cos (8—¢) de (55) et en le substituant dans (52),
nous obtenons (aprés avoir divisé par ¢ (a+1)):

(56) t=re*,
on obtient donc de (36) en vertu de (56)
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(57) m=—=pr ey

Reprenons maintenant les équations (44) et (45).

Nous obtenons a partir (57), en tenant compte de (51) et apres
un calcul facile

(58) _1_=1_ e*ﬁ'_ 20 + i —l

ZD W‘ 1+Q 1+94 ]
par conséquent les équations (44) et (45) prendront, vu (38), les formes
suivantes:

20 1—

59 -1 @ 41 —log T(1—0o)=
(59) 1+9‘ og T oge—log T (1—¢")=
—-1+ log%T+logr—log(1—r)
et 4
=1 I—e 1 1—r
60 log —— +0+2Ka= = ——1
R ™ e S ST
d'ol, aprés des calculs aisés
1—¢° (l—g l—r)
61 +2Ka="——; 1o :
(61 % BT T <08 W o e

ou o satisfait a 1'équation:
20 ]—ip ! 1_‘1" Q(
(62) 1+¢ 1g(1+9'1+r) lgr(l":E*T 0

On démontre aisémént que l'équation (62) n’a qu'une seule racine
0 =0, qui satisfait a la condition 0 <g, <1.

En effet, en désignant par P (¢) le membre gauche de 1'équation
(62) on obtient, apres des calculs aisés

2(1—0") [1—e1—r) 1—
P (o)=="— — o+ ———= >
(@ (1+92)z 08 \1+01+r/ g(1+g) 0.
car r> o, I'équation (52) n'a donc qu'une seule solution ¢ = g,

En substituant cette solution dans (61) nous obtenons une seule
solution pour p+2K =z, ou ¢+ 2 K= est une fonction continue de r,

il s’ensuit d'autre part de (61) que lorsque r—0 (donc 00, car

o< )) ", o +2Kn—>0, dautre part 0 comms maximum

l°) Comparer avec L. Bieberbach .,Lehrbuch der Funkuonentheone , page 89.
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d’argument, donc finalement, en tenant compte de ce que K est un
nombre entier, on obtient:

(63) K= const.= 0

I. 6. Considérons maintenant la famille F, et la famille des
fonctions de la forme

(64) f(z)=~
ou My;=sup |F(z)| <M.
lz| < 1

F (z)
M,

Les fonctions (64) appartiennent a la famille F;, ou

) 1 11)
(65) T = M
Désignons comme auparavant par f°*(z) la fonction extrémale par

rapport i I'opération K (f)=1 {log ff_r):dans la famille F,. Il existe

alors dans la famille F,, la fonction extrémale F*(z)!*) par rapport
L]
a 'opération K(F) =1 { log Fﬁr)} , et 'on peut admazttre F* (z) = i—I(.z)
En posant F*(r) = oy ei°’M, on aura, vu (64)
(66) M=0oM, Py=g,
ou o et ¢ gardent leur s1gmflcatlons antérieures:

En substituant ¢ et ¢ fournis par (66), T fourni par (65) et K de
(63) dans (61) et (62) et en y posant r=|z|, nous obtenons les équa-
tions (4) et (5), c'est ce qu'il fallait démontrer.

II. 1. Pour démontrer le second théoréme, nous traiterons pour
le moment M comme variable et passerons a la limite dans les équa-
tions (4) et (5) en faisant tendre M vers l'infini.

Puisque ¢, est borné'®), on obtient de (5) pour M-wo apreés des
calculs aisés,

(67) lim Oy — = Bia ==

— 7 oo -
et de (4)

1) Comparer le renvoi 1,
') Comparer le renvoi 1,
3) Comparer le rcnvoi 10.
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(68) lim ¢, = log }i: =@ .

II. 2. Considérons maintenant la famille F__. Soit F¢F __ une fonction
quelconque de cette famille.

Considérons la fonction auxiliaire
(69) ¢x(z)=}F(xZ)=Z+A2sz+...’

définie dans le cercle |z <x <1 et univalente.

La fonction (69) est bornée; soit sup |® (z2)| =M
lzl <1

9

@, (
z=r étant fixé, considérons l'argument arg 'f’}‘ et 'argument de

la fonction extrémale de la famille FMx par rapport a I'opération K (F)
— désignons le par ¢, .p, satisfait évidemmeznt aux équations (4) et
(5) (avec le module Q_Hx).

Il est évident que
arg @ (r)

(70) —— < gy,

Or le membre droit de 1'équation (4) est une fonction monotone
de M, nous obtenons donc pour M= M,:

(71) Pu, < Poo

D’autre part, @, (r) > F (r), si x> 1, donc finalement les équations
(70), (71) et (68) conduisent au résultat:

(72) arg F(r) =

. < 9o, pour chaque fonction F € Feo.1?)

II. 3. Pour démontrer qu’il existe une fonctian pour laquelle la

J
limite relative a ﬂ) est atteinte, considérons maintenant la suite

de fonctions extrémales F: (z) par rapport a 'opération K (F) dans la
famille Fj , o M, est une suite convergente vers Pinfini.

14) Les résultats obtenus pour les fonctions non bornées coincident avec ceux que
H. Grunsky a obtenu par d’autres procédés dans sa these. (H. Grunsky , Neue
Abschitzungen zur konformen Abbildung*, Schriften d. Mat. Semin. Univ. Berlin).
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On a

(73) lim arg 5'_(1:.) = lim (pM" = @
r
Choisissons de la suite F:, (z) une suite partielle F; (z) convergente
presque uniformément dans le cercle |z| <1 (c. a. d. convergente uni-
formément dans chaque domaine fermé complétement intérieur au

cercle |z|<1)'") vers une certaine fonction limite F,(z) univalente,
alors

(74) lim arg Ek;g = arg For(r) .

donc, vu (73)

(75) arg P—":—r) = @ro .

et ceci démontre l'existence de la fonction pour laquelle la limite
relative a ggf_(r) est atteinte. Ainsi, vu (72) et (75) le théoréme II

est démontré.

Streszczenie.

Rozwazam funkcje holomorficzne i jednolistne w kole [z|<1
postaci:

(1) FR)=z+A,2+...

Niech M bedzie dowolng dang liczba dodatnig, F, — rodzina
wszystkich funkcyj ograniczonych postaci (1), dla ktorych | F (z) | < M,
za$§ Foo — rodzina wszystkich funkcyj postaci (1). Dla ustalonego
Z rozwazam wyrazenie
F(2)

z

(przy czym obieram te galaz argumentu, ktora dla z=0 ma wartoéé
Zero).

' arg

) 11 est permis de le faire, car d’aprés les inégalités de Koebe on a
lz]
FRQI<————
Bl< g =
bornée dans |z| <1 (c. a d. bornée dans chaque cercle |z| <r < 1) et par conséquent
normale.

pour chaque F&Fy, il en résulte que la famille Fy est presque
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W pracy niniejszej dowodze nastepujacych twierdzen nalezacych
do kategorii twierdzen o znieksztalceniu:
I. Dla funkcyj rodziny F, zachodzi nierowno$¢ ostra:

F
arg _‘EZ—) S Pu s

gdzie ¢, spelnia wraz z liczba 0, <M rdéwnania:

[oy\? ' Om
S b7 SV S S
M 2 .
On u +|Z|
P
')QM_ 1 eﬂ
M M 1—|z| 1 —|=l|®
—— 1 = = Il AU = — =
T e T P A
I \ M J \Q_“ M’

II. Dla funkcyj rodziny Foo zachodzi nier6wnos$¢ ostra:
arg I'%Z) < Qoo

gdzie
1+|z|

020 == log =iz



