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O wydajnosci ocen obciazonych

In this paper the term ,closeness” is used to denote concen-
tration of sampling values of a statistic, «*, expressed as a function
of observations in a sample of n (a* =a* (xy, x5, ... x,)), around the
estimated parameter e. This concentration can be determined by
means of the complementary property dispersion, as measured either
by mean square error of cstimate

& (a*) =E (a* —a)?, [A]
or, in an alternative and more natural way, by mean absolute error
of estimate

e(a*)=E!a* —a. [B]

Inasmuch as the latter measure has a limited tractability, the
former will be generally taken for criterion of ,,goodness” of a given
estimate when compared with other estimates of the same parameter.
It will be called A-criterion. In more tractable cases, however,
B-criterion, i. e., mean absolute error of estimate, will be preferred.
In cases of divergent determination of ,better estimates by the
two criteria, the B-determination will be taken for ,ultimately
better. We could always speak, of course, of one estimate as
,better in A-sense”, and of the other as ,bectter in B-sense”, but
since we shall be using mostly A-criterion, the above qualification
will not be made explicit, even if tacitly understood. Thus by
»better estimates® such statistics will be generally meant for which
mean square error of estimate is smaller, and by ,best estimates*
— such statistics for which mean square error of estimate is least.

The above principle of least mean square error differs from the
one advocated by R. A. Fisher, who restricts ,,good estimates* to
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unbiased estimates exclusively. The latter principle, now in common
use, postulates:

1. that estimate should be unbiased;
2. that of all unbiased estimates the one with minimum
sampling variance should be chosen.

Since mean square error of estimate can be resolved into two com-
ponents

€2 (a*) = D*(a*) + b*(a"), (1]
where D?(a*) is sampling variance of e* and b (e*) its bias defined by
b(a*) =E (a*) —aq, 2]

it can be seen that Fisher’s principle is based on a weaker criterion
than that of least mean square error of estimate, for instead of
postulating the smallest possible value for the whole expression [1]
it postulates the smallest possible values for its two components
separately (b%(a*) =0 and D?(a*) = minimum).

In this respect his principle is akin to the less comprehensive
principle of least squares, as well as to the principle of Maximum
Likelihood, both of which are based on weaker criteria than that
of least error of estimate.

In fact, the principle of least squares postulates that the ,best"
estimate should be taken as that for which the sum of squared de-
viations of the observed values is least. As long as the meaning
of ,,an observed value” implies that it is an unbiased estimate of
the ,,true value®, the principle of least squares is limited to unbiased
estimates by definition. If we extend this principle to sampling
values of a statistic a®*, we shall have to minimize E (¢* — a)? with
respect to a instead of with respect to «* as it should be done by
the principle of least mean square error of estimate. The solution,
a=E (a*), illustrates the real meaning of the principle of least
squares, which is to assign for estimation the optimum parameter
function, E (a*), to a given statisiic, a*, rather, than to restrict sta-
tistics as estimates of a given parameter. To take an example,

= . A ;
E(sz)=",1 - & according to this interpretation, should be consi-

1 n =
dered best parameter function to be estimated by $= » By (xt'—x)z.
1=

and similarly, E(n_il' s)= o should be considered best parameter to
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be estimated by ;ﬂ-_i -s’. But this is not equivalent to saying that

o s s’ is a better estimate of o’ than other statistics could possibly be.
The principle of Maximum Likelihood postulates that the ,,best*
estimate should be taken as that for which the probability density
at the sample point (x,, x, ... x,), or the probability of obtaining
the given sample (depending on whether X is a continuous or a
discrete variable), is a maximum with respect to a. The principle
is an extension of the idea of choosing the most probable value as
the best guess at the ,true value”. This may have a strong intuitive
appeal, but cannot be defended on purely logical grounds, since the
position of the ,true value” must not necessarily coincide with the
most frequent one, or be closer to it than to any other calculable
value. The great merit of the method of Maximum Likelihood lies
in the fact that its solutions are often given in the form of not
quite obvious functions of x,, x,... x, which, once discovered, can be
used as basic functions in estimation. The principle itself is rarely
used in its pure form, since its solutions are corrected for bias.
Thus in practical application the principle of Maximum Likelihood is
combined with the principle of unbiased estimates. From the point
of view of our criterion, as it will be seen later, Maximum Likelihood
solutions should be corrected in the opposite direction, which, making
them still more biased, will diminish mean square error of estimate.

When speaking of ,,goodness of estimate in Fisher's sense, we
shall use, following Cramér, the qualification ,,unbiased”. To be explicit,
the term ,cfficient estimate” by which Cramér means an unbiased
estimate a with & equal to the minimum & for unbiased estimates
we shall substitute by the term ,efficient unbiased estimate*.

Subject to certain general conditions of regularity!) it is possible
to determine the minimum value of £ for statistics possessing bias
of a fixed magnitude. Two inequalities determine this bottom value,
one for the case of continuous type, and the other for the case of
discrete type?). The first is

(1 + dbd(zi)) :

o] P o

E(a*) > 131

1) Cf. Cramér H. Mathematical Methods of Statistics, sections 32.2 and 32.3.
7) Ibid. pp. 478—483 and 486—487.
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where f(x) is probability density of value x of random variable X;
and the second is

£(a) > ——(1 ) 4
R LTI
N da

where p: is probability of value i of random variable X.

For unbiased estimates, a’s, thec bottom value of £2(a) is, for the
case of continuous type -

1

E¥(a) = Dy*(a) = oS (4 fn f( t‘). ] ’ (5]
n j [ ) f(x)dx
and for the case of discrete type
£2(3) = DB = o o
- ' pi
<\ da )

Under rather restricted conditions there exist unbiased estimates
a’s with sampling variance equal to &?2(a)= Dy2(a). When they do,
they can be always found by the method of Maximum Likclihood.

Generally, for estimates with bias equal to b, say, we shall have
for the bottom value of &%(a;)
y db\*®
Eo¥(ag) = Dyo?*(a) - (1 + da) :
If bias can be expressed as a linear function of a, as it is generally
the case:

(71

b= aaq, :‘;{:=a, @)= 1+ a)a a*=(1 + a) a, say, (8]
then, according to [7], the bottom value of £%(a}) should be
Eo2(a;,) = Do*(a)-(1 + a)2. 9]

It can be easily shown howewer that, when [8] is satisfied, there
exist no biased estimates with E% equal to the bottom value given
in [9]. The inequalities [3] and [4] can be improved then, and the
optimum bias by = aoa found, such that the estimate (1 + a,) a, when
it exists (which depends on the existance of a), will be the ,best",



On the Efficiency of Biased Estimates. 107

that is, ,closest” out of all possible linearly biased and unbiased
estimates of a. We shall call it ,linearly efficient estimate“ of a.

To show that &(a;) > &?(a)), when a#0, we shall write
&(a,)=€((1 + a)al = D((1 + a)al +a%a®* =(1 + a)* D*(&) + a*a®.  [10]
Then &%(a*) — &%(a*) =(1+a)? (D%*a) — Dy*(a))+a%a® >0, (11]
what was to be shown.

To find the optimum bias, we first minimize £*(a..*) with respect
to a, and obtain solution

__ D@ __ D4 ek
BT D& T B+ @) TN T @ DY)
A (AT
N E*(a*)+ D*(a*) [12]

Thus, for any unbiased estimate, a, solution [12] determines the op-
timum linear function, (1+ao)a, as well as for any linearly biased

estimate, a*, the optimum linear function, lj—__Z" - a*, for estimating a
o ke Ll at . ._=1'_|'80. e aE(_a'_)__ -
ot =+a)d =Gy i =i, ¢ T @D 13
Mean square error of estimate for this function is
212( 2 N2 4*
£2(ag*) = E2(a¥) = L D%a) il (14

@+ D*a)  Ea*)+D*a*)

It can be scen from [14] that minimum &*(a*) will be obtained when
D*(a) = D¢*(a), that is, when a is a. Thus the linearly efficient es-
timate of a will be given by

a* &

-
a— m il | 415 [15]
Its mean square error of estimate is
82(:1) = min. 62(0‘ linear b) o D02(&) ; “‘6]

T a®+ Dg(a)



108 M. Olekicewicz

Thus the unattainable limit of £2(a*) given in [9] can be substituted

now by the attainable bottom value given in [16], and incqualities
[3] and [4] by the improved inequalities

a*
((:2((1* linear b) -

.l+ f 'dfn af{. r)) Hx )d.\. [17]

-0

and .
1“’({1‘ linear b) > £
l+frn \' (dfog..p.) D (18]

for the cases of continuous and discrete types respectively.

When linearly efficient estimate does not exist, the solution [12]
can be used for determining a relatively best linear estimate

. . D?*(a*) -
derived from such a statistic, for which Exa)+ D¥a) 'S smaller
than for any other known statistic (cf. [14])!). Denoting such a sta-
tistic by ', and relatively best linear estimate by a;, we shall have

aE(a’) .
" EXa) + D (o) [19]

The expression for its mean square error of estimate can be written
from [14].

When there exists a sufficient joint unbiased estimate, a, the
best linear estimate derived from it will be called ,,sufficient linear
estimate of a with other parameters unknown"

Gy =

@

a= -

a?+ D_g(—&j o [20]

“.I:

It can be seen that linearly efficient estimate of ¢® in normal
population is, according to [15]
» n

o= ;4_“2'802 [21]

2

: ~ ; : )| iy
(since o? exists and is equal to so2='r—“§l (xl—'/l)z.

and D2*(so?) = Do*(62) = =—

1) The functional form of such a statistic can be often determined by the me-
thod of Maximum Likelihood.
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Mean square error of o2 is, according to [16]

20*

£%(0?) = nia (22]

Similarly, the optimum linear function of s® for the estimation
of ¢ in normal population is, according to [13]

1+80 o n -
26 = o2
& e n+1'® 123]
with )
2
) = 3 (241
Fo s
(since for normal population 1)2(82):2(."”2”’ ) .

On the basis of Maximum Likelihood solution for joint estimation

of # and ¢® in normal population, ¥ and nii - s> are found to be

sufficient unbiased joint estimates of these E)arameters. It follows

then from [20] that we can take - s? for sufficient linear esti-

n
n+1
mate of o%, with # unknown, writing instead of [23]

. n
°2=n+_1"82 [25]
with mean square error given in [24].

From the foregoing it can be seen that as an alternative to
Fisher’s conception of efficiency based on minimum variance for un-
biased estimates a different conception can be adduced based on
minimum square error of linearly biased estimates. The efficiency
in this sense may be called linear efficiency. Its measure will be
given by the following considerations.

If by using n observations we obtain an estimate of such pre-
cision (;,closeness*) which can be attained by an efficient estimate
based on n' observations (n’<n), then it cannot be said that we
make full use of the available information, but it can be said instead
-that the use we make of n observations by employing suc}} an esti

mate is equivalent to the full use of n'. The proportion, E, will be

thus considered a measure of efficiency of the employed estimate.
This measure will depend on. our determination of precision (,,clo-
seness'). If [A] is chosen for this determination, then we shall have
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linear efficiency in A-sense, if [B], then in B-sense. Saying simply
Llinear efficiency, we shall understand efficiency in A-sense. Thus
linear officiency will be defined by

’

e, (a) = 2 ; (26}

where ¢,(a}) stands for linear efficiency of a linearly biased (or un-
biased) estimate a* based on n observations, and n'— for number of
observations sufficient and necessary for obtaining a linearly efficient
estimate of the same precision.

To determine n' (for the efficiency in A-sense) we shall write
the equation
a?DyX(a,,)
5 - 0 (? / : (27]
a® + Dy(a /)

62(0;) = min gz(a;'lincarb) =

For instance, in estimating o®> in normal population we shall write

I - 2!1‘
&) = Wi {28]
Taking n—f_'l'-sz for o2*, we shall have
2a* I 24*
2]l = D2 [29]
Solving for n', we obtain
y n'=n—3, (30!
and
< . —3
el = & (.nf—l '3') = nn (311
Similarly we find
e (;i) = e,(s0?) = n:2 . [32]
o) = ef-teis) =T (3]
52— _ '
e, (-5 ) -— n(Zn—]) -~ e;(sﬁ). [34'

The efficiency in Fisher's sense can be obtained from [26] by putting
D¥a,) in [27] in place of min &*(a], linear b). The results will be
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identical with those calculated in accordance with Fisher's!), or, for
that matter, with Kendall's?), definition of efficiency
D; (a,)
£ " S L] n
e\an) — DZ(an) ') [35]
as long as denominator in the expressions for D?(a,) remains equal
to n without any constant number added. For this reason (see [22])
’ ) n' .. min & linear b)
the analogous identity of o with R— - generally does
E n
not exist, and thercfore linear efficiency cannot be expressed as ratio
of minimum &2 to mean square error of a given estimate.

It can be seen that some estimates which in Fisher's sense are
more efficient are not so in our sense, and vice versa. The prevail-
ing practice of correcting s* for bias is from our point of view
unwarranted, inasmuch as s? is a ,closer” estimate of ¢* than

nil.sz is. As it has been already said, the indicated correction

would be in different direction: s®‘to be multiplied by r;—’il-_l rather

n ' q 0 v
than by n—1" From the point of view of estimation we do not see

any special reason, except expedicncy, for preferring unbiased esti-
mates to biased, once mean square error of estimate accounts for
all errors, constant including. The correcting of an individual value
for constant error cannot be logically distinguished from correcting
it for variable error. When correcting for constant error introduces
a still larger variable error, we cannot help but feel that such cor-
rection makes the estimate more unreliable. It is when the combi-
ning of individual values is concerned that constant error assumes
importance. In such cases, however, as for instance in estimating
variance, the knowledge of sample sizes is all that is nceded to
calculate a combined biased estimate that will be ,,closer to the
parameter in question than any unbiased combined estimate.

In fact, applying weights w, , w,,... w, to individual linear
estimates of a, a'l, a,,... a, taken from independent samples of

) Fisher R. A. ,Statistical Methods for Rescarch Workers"”, p. 312. Oliver and
Boyd, London, 1948. (On page 13, though, Fisher gives an altcrnative dcfinition of
efficicncy which is essentially thc samc as ours, when restricted to unbiased estimates).

*) Kendall, M.G. ,The Advanced Theory of Statistics” vol. 2, p 6. Griffin a Co,
London, 1948.



112 M. Olekiewicz

k
sizes n,, n,,... n,, such that combined estimateIZ’lw»,-a,' be the,,closest*

possible, we shall obtain from

k \ k k 2
9(2m®y=2M%W@+(2w£@%w)=mMmm1[m
=]

(=] I=1

a system of solutions

E(ﬂ-') a
s==t LR e et 37
AN O R St e L4
+i=lD2(a;)—, 1=1,4 ... K.
Mean square error of so combined estimate will be given by
[ k ) a*
£2 T w —] ST *
(":):1 w, a, j _ {, B ) [38]
T2 D)
When a= 0%, and
¢ nl
af =s? st X xy—x)%,
l[ 1
n‘—l 0"
= _— - (39]
then w; n,.D2(s,) : J En—1)
. =1 sz(sf)
and
- s S 0‘
&{z “"s']‘l (n,— 1" -
" P& niD¥s)
-1f population is normal, then
n
o LTl - 41
. Wi n+2—k 411
where n= }'n,,
-
k -
Z nlsn‘l
and & of so weighted combined biased estimate, =! | is
AT A=l
(z ns? o\ " (42|
62 i=1 ' ,
\n +2—k/ n+2 k
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which is smaller than £ of best weightcd unbiased combined estimate

2 nlslz
=
n—k -’
which is : .
ans'z\ {va 312‘ 2 [43]
e | i= )__D2 i=1 L= o,ﬂ_
\ n—k | At — k') " n—k

The above weightings, of course, have been deduced on the
assumption that means of the samples are not availab’e for infor-
mation, or that the samples had been drawn from different po-
pulations differing in respect to means, but not to variances, all of
which are supposed to be equal. Were there no such assumption,
the best estimate would be the one calculated with all observations
put together, i. e,

RO L e T
n+1 ——n+l|-_l A ¥ il -3 y

o I
where x== 3 n;%, .
fam)

It may be argued that our negatively biased estimates, if used
for testing statistical hypotheses, would tend in the long run to
overstate significance. This objection could be valid, if the estimates
were used, as they had been before, in inexact tests of significance.
Since the introduction, however, of exact Student’s ratio tests there
is no need to estimate the unknown o, and the objection becomes
pointless. It just so happens that in these tests the expressions for
unbiased estimates of o> do enter, but even then the square roots
of these expressions, which appear in the tests, are not in themselves
unbiased estimates of o. The important thing to note is that the
functional form of any exact critical ratio can be deduced quite
independently from any statements pertaining to estimation. It seems
desirable, even if some authors do otherwise, not to mix problems
of statistical tests with the problem of estlmatmg a parameter by
a single number.

We shall pass now to some special case where B-criterion is,
applicable. An attempt to introduce a biased estimate of o* in pre-
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ference to the unbiased hﬁii -s? was made by Pitman!), who based

his criterion of ,.closeness on absolute magnitudes instead of on
squares. According to him, estimate a; will be considered ,,closer* than
estimate a; for all values of q, if the probability that [aj —a| <|a;—a|

is greater than 4. His principle of finding the ,,closest* estimate is,

however, analogous to the principle of least squares, and as such is
subject to the same limitations. The logic of Pitman’s procedure
can be described briefly as follows.

Seeing that minimizing €(a*) = E |a*-a| with respect to a gives
solution a= Me(a*), where Me(a*) is median value of a* in sampling
distribution, Pitman chooses for best estimate of a such a* the

median value of which equals ¢, e. g., putting e = 0% he choses

2%

R 2
= e 51

Thus he is proceeding similarly to those who, in accordance with
least square solution, a = E(e*), take for best estimate of a such «*
the mathematical expectation of which equals ¢, e. g, putting a= a2,
take o®* = —"- . g,
n—
better than it does any other parameter from the point of view of

In reality Pitman’'s expression does estimate o?

e . n : 3
B-criterion, just as e -s® estimates o> better than it does any other

parameter from the point of view of A-criterion. As estimate of o2,
however, Pitman’s expression is far from being best, for, being of
the form As?, it can be obtained by minimizing but one of the two
components (the second) of the following expression of E | As>—d?|
with respect to 4 .?%)
I8
IE As"’—Me(As2)l+2f(az—Asz)dF(As'3) for Me(As?)<o?
Me(As?)

E| As®*—a® | = [46]

Me(AsY)

E ' As>—Me(As?) |+2f(As’—02)dF(Asz) for Me(As?) >a?,

where F(As?) is distribution function of random variable As?

1) Pitman, E. J.G. The ,closest” estimatcs of statistical parameters. Proceedings
of the Cambridge Philosophical Society. 33 (1937), p. 212.
2) Cf. Cramér, H. Mathematical Methods of Statistics, p. 179.
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In fact, since either integral becomes minimum (zero) when
: |
(1}

lower and upper limits of integration are equal, i.e., when A4 =M e (st

2
this weak criterion gives M;IT‘;’)'SZ’ i. e, precisely the Pitman’s:x-
pression given in [45], for estimating ¢®.. When X is normal, Me(s?)
oF G 1T
can be expressed as a function of n alone, since then sz=ﬂT -

i n , ¥ o ;
and therefore M——eﬂ(s—z) = Me(2), n—t distribution of 2* depending but

on one parameter, ». It remains to evaluate Me (¥*).—n—1 from

Me(z")r=n—1
1
2 2 PN
Jfm@yan=1, - [47]
where fan—1(2%) is frequency function of 22 with v==n—1 as given by
oy L
l 2'2 21
@)= ) e [48]
r(3)
In the result of this eva]uatlon Pitman arrives at an approximate
expression
Me (l’)%v—%+ 049 [49]

which gives an occasional error of 1 in the third decimal place for
v>4. The exact values of Me(x?) for v=1, 2,... 30 can be, of course,
read off directly from Chi-Square Table at P =0.50.

It can be seen that Pitman's estimate of ¢°, which we shall

denote by
(

A LA tealn, gt
Me(%?) vana n_1_2+ 0.09 150
3 n—1

is positively biased and, from the point of view of A-criterion, even
farther removed from o® than the unbiased sufficient joint estimate,
ot= .4t is,

n—1

The best linear estimate of o® of the form As® will be obtai-
ned, from the point of view of B-criterion, through minimizing
¢ (As®) = E| As® — o? | with respect to A. We shall give first a ge-
neral expression for derivative of E | Aa* —a| with respect to A,
equated to zero, where a* is any statistic, and a any parameter.
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For this purpose we shall write

o(A) =E| Aa*—a] =_1Aa‘—a|dF(Aa*) =_J:£a—-Aa") dF (Aa*) +
+ FAa‘—a) dF (Ad*)
= a, L dF (Aa*) —-_f;:da‘dl’(Aa‘) - TAa‘dF(Aa‘)-—
~Farcae
=_ZAa“dF(Aa*) —2 of:Aa*dF(Aa‘) — deF(Aa*) +
+ 2¢£;1F(Aa*)

— E(Aa*) —a—2[ Aa*)dF(da*) + 2o dF(Aa*),  [51]
—oc —co

Changing the \ariable of integration from Aa* to a*,

a a

A a4
¢ (A) = AE(«*) —a—2 A [a*dF (a*) + 2a [dF(a®)

0 A4 0
= AE(a*) —a—2 A [a*dF («*) — 2A [a*dF(a*)+2a [ dF(a*) +
—_00 0 —00

A
+2 ade(a") { 152]
0

Minimizing this expression with respect to A4, we obtain

a
A

; x Id dt
’ Faiy ) = Gy A * L~ i 4 . * A
¢'(A) = E(a*) 2_& dF(a®) 20fa dF(a*) 2A\d;a’| a*dF (a*)) A+
¥ y
—_ o d;....

and since dF(a*) = f(a*) de*, where f(c*) is frequency function of a*,
it follows that
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a [0

df.,.d;'.: sy d5 _ df .)d;
A(dzoadﬁ(a))-cm ”*‘)d'A_ (d;_odF(u) rA

and therefore

0 A
¢'(A) = E@*) — 2 [a*dF(a*) — 2 [a*dF(a*) = 0. [54]
—0 o
x 0
Now, substituting s* for a* and ¢® for a, and noting that js’ f(s)ds*=0

—0o0

we are left with

o2

-
(__n——nl) 2 2%‘ st f(s®)ds* =0,

so that

;’
[st#(st) dsr = (1 [55]

]

If X is normal, we can change the variable of integration from s® to 22

2 y2
Since s = onl =" and f(s?) ds® = wet (2%) d2*, the [55] becomes

A
o* (n—1)s*
2 g . B
n J‘z If.l‘l--l (x)dx - 2” ’
and therefore
3
[ g, ar = ";1 . [56]
]
From [48] we have
=R e
2 ) 2
fomt () = o — V() e [57] -
2 2 F(n—ll)
Substituting this into [56),
: n;l — ;’;
: i1
,._71 == f(x*) e dir= ’12—

22 L) &
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Now, since by [48]

n

4 a1t 4 n+l
=y 2
f () e dt = f farr (-2 T (°1) drt, 58]
0 U]
the [56] becomes
27 F
— L i Frpr (1) d22 = '_":.l !
2‘2‘1’("—}’ y "
But I'("}") ="3'T(%'). and therefore
i
S |
bf‘fn-*—] (x!) dx2 =3 2 ) [59]

which shows that § = Me(X?),=n+1 i. e.,

— ,n =
Using [49] for evaluating Me(x?) ,—n+1 We obtain finally
n
Ao 7 _270_09 . [61]
3 n+l

Thus the best estimate of o> in normal population with unknown

mean, of the form As? is
()2 __ N 2 _ n 2
0 = =+ <5t - ~ i & S [62]
Me(X),-nty  n+1—3+.0

Similarly, for the best estimate of o*> of the form As? in normal
_ population with known mean, we obtain

(.)2 e _n__ . P ———n———— . 2 63
Me(2®) '_S:“ n+2—342% » =

in place of Pitman's

(

o

) n n
- ol . 2
— e o Uea ) * Sy - l64l
Me(2) 2 n—34%2
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It can be seen that our estimates differ from Pitman’s in that
in the expression M;(?*) the #* in our formulas is taken with two

more d. f. than in Pitman’s, which makes our estimates negatively
biased, while his are positively biased.

To determine mean absolute errors of these estimates we shall
consider separately estimates based on s®* and estimates based on s,®.
On the basis of [52] we can write for the former

o2 o?

A

—ot—24 [s*dF(s+2 [dF(s") , l65]
0

44 (n_l )ﬂ"’

E| As*—d?*| =
n

and for the latter

22 i
E| Asi—at| = Ac—ct—24 [52dF(s,)+2¢* | dF(sD). (6]
0 0

Changing the variable of integration from s® to %2 on the assumption
of normal population, the [65] becomes

‘-:7 n
. 2
E| As*—o? =A-("n 10"+ jue 240° f 2, (1)dx2 + 202 lfn_l(x*)d# [67]

and the [66] becomes

II n
I

245! jx2f (22) d22 + 20? I £ dee . [68]

E! Asuz—oz | = Ao*—a*—

Now, from [48] and [58] it follows that
[y de=k [f.,de, 169]

where k is any natural number.
Since in [67] k=n—1, we obtain after substituting [69)

ﬂ n

1)t
E| As*—o* | = An—1) o’ —ol— &” 2 ffn+l(X"') dx+2q° ffn__l(l’) drz,

n
[70]
Similarly, having in [68] k=n, we obtain

n n

E| dst—ct|= Ac—o—24c* [, () dr+2¢* £, dzt.  [71)
] i
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From [70] and [71] some convenient formulas can be derived for the
evaluation of mean absolute error of any estimate based on s® or
on s,? directly from Chi-Square Table.

. Putting Aszer(Iifjr=ﬂ~l , we shall have from [70]

Me(y*) v=n—1
o n—1

E iMé’%p) ';‘f,,__?z' ot [2(1— ,f e dz2)—1] (72]

which is an expression for mean absolute error of Pitman’s estimate
of ¢ in normal population with unknown mean.

o ) > n -
Putting A_Me(x2),=n+1 in [70] , R
| n g e = e .-
E g el =2 121 ;j FiG) a2 | (73]

which is an expression for mean absolute error of our B-estimate
of ¢ in normal population with unknown mean. Similarly, putting

A= Merzﬂ),:n in [71], we shall have
Me(42) y=n
n

L A — 2. R R = ol 72 2|
Bl Mt o 5 = May 2y (21 [ Tard@dr) -1} 4

which is an expression for mean absolute error of Pitman’'s estimate
of o® in normal population with known mean.

Again, putting A= Me(.r:‘)__ . ; in [71],
. < r=/ :,l_ A'e(xe) e
T e R ) (79
Me(x2)y_n+2 #

which is an expression for mean absolute error of our B-estimate
of o® in normal population with knowr mean.
Incidentally, the analogous expressions for mean absolute errors of

s : . . n
other estimates can be obtained in the same way, vis., of n__l-s’,

n—1

n—1
r—at =20 (1 — [ fo () &) = (A — [ f, (P dr)) {76l

n
m==li

which is-an expression for mean absolute error of unbiased sufficient
joint estimate of ¢® in normal population.
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=t {1—2 a— [ f,_ (@) —

(771

n41

—1—2 00— ffn+1(l)d7)]n+ l}

which is an expression for mean absolute error of linearly sufficient
A-estimate of ¢ in normal population with unknown mean.
Next

Elg=adl=tadpi— nf,,.,..(xz)dxf)-—u"‘“H
| n (78]

+[1—=20— Jl' Faea(22) d2%)] :

which is an expression for mean absolute error of sample variance
used as an estimate of normal population variance.

Next

— 20— [ £, @ d)— A= [ ] 179

which is an expression for mean absolute error of unbiased efficient
estimate of ¢ in normal population.

And finally >
o rhey i} 2 — 42 ‘ — __". 2 A==
B ysd = =at | 1=20— [ 1,62 a2 .

2

A B A f ol d22)]

=T 2’
ll
which is an expression for mean absolute error of linearly efficient
A-estimate of ¢ in normal population.
In the above formulas the expressions in parentheses could be

evaluated without using the %® table, by Fisher’s formula?) for even v
U—z

§ . 2\ 2 3 2 v
et 5, -5 e ) (') (%) ‘
L dr—e 2 ( 81]
1 Jf,,(x)d e 1+2 2 3!+ +{21;)
However, for the four B-estimates and for the two unbiased A-esti-

mates the simpler formulas can be derived for mean absolute error
of estimate. For this purpose we shall write the reduction formula

1) R. A. Fisher ,,The mathematical distributions used in the common tests of
significance”. Econometrica, vol. 3, 1935, pp. 353-65.
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k 7" k_-—2_ _1' x ¥t
- PR - P T 2 %2 82
() e de=k|[@) e de—202) e o2
in the form
k+2 2
2,0 Bk j fra(@DdrE=k 2 r( ) J £ (22) dx2—2(x2) e
Solving forffk(JF) dx? and reducing gamma functions, we have
kK g
x? 2 2
[y der= [ f @ drr + ( ,_()_f ;
k22r1\3
Passing to definite integrals, we obtain the relation
zc' 1.' k _Jl‘
N [83]
ffk(xz) dx2=ffk+2(x2) dxe + (xok)_ze
i k2:r )

which expresses distribution function of ¥* with »=k in terms of
distribution function of x> with »=k+2 .

Now, substituting n—1 for k and  for 12, we shall have

: : (g)"?! R
ffn—l(xz) dx® = ffn+1(xz) dx? + 'ﬁs = : [84]

22 (n—1) (")
When—;l1 = Me(2?),»=—=n—1, the last relation gives

"—! *‘"f!') y=n—1
Me () pmn—1
i Me (),
o) dez = 1 e [85]
0 2 22(n——-1)1’(,)
Substituting this into [72], we obtain after some reductions
n—3 Me(x ), o
2 mean absolute error of
‘! . s S‘E._.O‘E‘ = o° - Me(x )" "_l ) l86] Pit:nnn's °cs':m¢"e° ofou
T = S

When = Me(%®),_,,, ., the [84] becomes

A
e
Me(y*) y=n—+1
1 Me(x
f n—l(x )dx2 L_= 5 + _n_g)'""_ﬂ__ 2 [87]

g =2 (n—1) T (23)
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Substituting this into [73], we obtain

n—l m(;-) | iy

mean absolute error of
- i- s*—g2| = o* Me(x )""""'_‘____ _ : [88] our B-estimate of o® in
'Me(x2)y_"+l | 2 e (n_l) T ("—l) normal population with

unknown mean

It can be seen that mean absolute error of Pitman's estimate,'s L
given in [86] is equal to mean absolute error of our estimate, &2
(given in [88]), when the latter is based on 2 less observations.

e (05 =€ (92 89]

Putting now n+1 for n in [85] and then substituting into [74],
we obtain

n—2 Me(x') Sl
2 meusn absolute error of
E n s ot = o Me(x ) 90 Pitman's estimate of o*
Me (x!) nnﬂ | 11( ) 2 l ] in normal population

with known mean

Similarly, putting n + 1 for n in [87] and then substituting into [75],
we obtain
- —Me(z") ymny2

2 91
Me(xZ)r“'H_z,e ' [ ] mean absolute error of

—t | = our B-estimate of o' in

l Me(l’)y_n e

normal population with

2 & 4I‘! F(;) known mean

Again it can be seen from [90] and [91] that mean absolute error of

Pitman’s estimate, (‘6)2, is equal to mean absolute error of our estimate,
(*)2 . " g .
0%, when the latter is based on 2 less observations

e =32, [92]

Thus the taking of Pitman’s estimates instead of ours results in a loss
of 2 observations out of n.

Comparing [86] with [90] and [88] with [91] it can be also seen
that mean absolute errors of estimates based on s® with n observations

are equal to mean absolute errors of the corresponding estimates
based on s, with n—1 observations

(i) =e(Fi_) e(I=e(?;, (931
Bringing together relations [89], [92], and [93], we can write

e =e(G2 )= _)=eG"_) [94]
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which shows the order of B-estimates in respect to their
efficicncy from the point of view of B-criterion. It is interesting to
note that the same order is preserved from the point of view of

Y ) v = n
A-criterion for the corresponding A-estimates of o?, 02=——.¢*

L E
P e i Sl S T e i AR
< R N o duday n+2 ™
£2(o?)=5C_)=0_)=E("), (95l

so that the linear efficiencies in B-sense of the above B-estimates
are proportional to the linear efficiencies in A-sense of the corres-
ponding A-estimates.

Putting in [83] n—1 for k and n—1 for %%, and substituting into [70]

with A=;-n_:1, we shall obtain

| ‘ ( _l)n—23 in nzjl mean absolute error of

E ——1— . 92——02 ‘ =X = —_e— —— [96] unbiased sufficient joint
‘n——l : ! Q=K 1 estimate of o2 in nor-
' 22 F(n; ) mal population

Putting in [83] n for k and n for %,%, and substituting into [71] with
A=1, we obtain

n'l‘;.? o _.; mean ahsolute error of

E Ve 2 ==l A ] ~7 unbiased efficient esti-

! So n—4 : ; [9’] mare of o2 in normal
2rs2 I‘(;) population

Again it can be seen from [96] and [97], and from [77] and [80] that
mean absolute error of unbiased ‘sufficient joint estimate of ¢® based
on n observations is equal to mean absolute error of unbiased cffi-

cient estimate based on n—1 observations, and similarly for linearly
sufficient and efficient estimates

: e(e)=rc@GL) c@)=¢(2_). [98]

Fig. 1 gives mean absolute errors (encircled on continuous lines) and
mean square root errors (on broken lines) of estimates of ¢® in nor-
mal population, with n==1, 2, 4, 8, 16, relatively to the estimated
parameter, for the nine estimates arranged according to the rank
of their linear efficiency in B-cence. The re'ativity of the no-
tion of efficiency is clearly brought out, especially in the case of
8* and so% the first of which is more efficient than the other in
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A-sence and less in B-sense. As it has been said, in cases of diver-
gent results obtained by the two criteria the ultimate decision should
belong to B-criterion rather than to A-criterion. When a compara-
tive appraisal of two or more statistics is sought, either criterion
can be used for most of determinations, the discrepancies being
comparatively small and extending only to estimates lying close to
the controversial ,best estimates”, with the rest of determinations
consistent with both criteria.

The use of B-criterion instcad of A-criterion illustrates also re-
lativity of our notion of bias. While an unbiased cstimate in
A-sense is any a* satisfying E (a*) =a, an unbiaced estimate in
B-sence could be conceived as any a* satisfying Me(a*)=a. Clearly,
the unbiased estimate in one sense will be biased in the other, un-
less sampling distribution of the statistic in question is symmetrical.
But, from our point of view, the prezence or absence of bias in both
senses is from a priori considerations quite irre'evant to the quali-
fications of good estimate. As we have scen, the latter generally
turn out to be negatively biased (in both senses), whether chosen
bv A- or by B-criterion.

The main point of issue is not a di'emma of A- versus B-crite-
rion, but exact solutions by either. None of the criteria in general
use do justice to this point. But on the other hand, in more diffi-
cult cases of estimation, neither A- nor B-criterion provides ready
means for determining best functional form of estimate. In this re-
spect the method of Maximum Likelihood has a unique advantage.
As long as we confine ourselves to linearly biased estimates (which
seems to suffice for most practical purpo:es), we can improve our
estimates by combining Maximum Likelihood solutions with the prin-
ciple of optimum bias.

Table I gives numerical values of coefficients of s* and s,® in

eight etimates of ¢® in normal population — for n varying from 1
to 30.
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TABLE 1
Coefficients of s? Coefficients of s

By A-criterion By B-criterion') By A-criterion By B-criterion')
weak strong  weak strong weak strong  weak strong

E n n n 1 n n

n—1 n+1 Me(2?) n+2 Me(2?)

v=n—1 v=n+1 v=n v—n+2
1 — — — —_ 1.000 0.333 2.198 0.423
2 2000 0.667 4.396 0.845 1.000 0.500 1.443 0.596
3 1500 0.750 2165 0.894 1.000 0.600 1.268 0.689
4 1333 0.800 1.691 0919 1.000 0.667 1.192 0.748
5 1250 0.833 1.4890 0.935 1.000 0.714 1.149 0.788
6 1.200 0.857 1.379 0.945 1.000 0.750 1.122 0.817
7 1167 0875 1.309 0.953 1.000 0.778 1.103 0.839
8 1.143 0.889 1.261 0.959 1.000 0.800 1.089 0.856
9 1.125 0.900 1.225 0.963 1.000 0.818 1.079 0.870
10 1.111  0.909 1.199 0.967 1.000 0.833 1.070 0.882
11 1.100 0917 1.177 0.970 1.000 0.846 1.064 0.891
12  1.091 0923 1.160 0.972 1.000 0.857 1.058 0.900
13 1.083 0929 1.146 0.975 1.000 0.867 1.053 0.907
14 1077 0933 1.135 0.976 1.000 0.875 1.050 0.913
15 1.071 0938 1.125 0.978 1.000 0.882 ‘1.016 0918
16 1.067 0941 1.116 0.979 1.000 0.889 1.043 0.923
17 1.062 0944 1.108 0.981 1.000 0.895 1.041 0.927
18 1.059 0947 1.102 0.982 1.000 0.900 1.038 0.931
19 1.056 0.950 1.096 0.983 1.000 0905 1.036 0.934
20 1.053 0.952 1.091 0.983 1.000 0.909 1.034 0.937
21 1.050 0955 1.086 0.984 1.000 0913 1.033 0.940
22 1.048 0957 1.032 0.985 1.000 0917 1.031 0.943
23 1.0#5 0958 1.080 0.986 1.000 0.920 1.030 0.945
24 1.043 0960 1.074 0.986 1.000 0.923 1.028 0.947
25 1.042 0962 1.071 0.987 1.000 0.926 1.027 0.949
26 1.040 0963 1.068 0.987 1.000 0.929 1.026 0.951
27 1038 0964 1.066 0.988 1.000 0.931 1.025 0.953
28 1.037 0.966 1.063 0.988 1.000 0.933 1.024 0.954
29 1036 0.967 1.061 0.989 1.000 0.935 1.023  0.956
30 1.034 0968 1.059 0.989 1.000 0.938 1.023 0.957

') Based on cxact values of Me(y®) taken from Chi-Square Table at P = 0.50.
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STRESZCZENIE

W pracy niniejszej uzywamy wyrazu ,bliskosé¢” dla oznaczenia
skupienia (concentration) wartosci losowych jakiejkolwiek charakte-
rystyki proby, a*, wyrazonej w postaci funkcji spostrzezen skladaja-
cych si¢ na probe (a* = a* (x,, xs, ... x,)) dookola szacowanego para-
metru, a. Skupienie to mozna okresli¢c przy pomocy wlasnosci od-
wrotnej — dyspersji — wyrazonej jako Sredni blad kwadratowy
oceny, & («*), zdefinjowany w [A], albo, w sposdb bardziej naturalny
jako s$redni blad bezwzgl¢dny, € (a*), zdefinjowany w [B],

Wobec trudnosci operowania wzorem [B] przyjmujemy naogol
wzo6r [A] za kryterium ,,dobroci* danej oceny w porownaniu z innymi
ocenami tegoz parametru. Bedziemy je nazywali kryterjum A.
W latwiejszych jednak wypadkach be¢dziemy sie opierali na kryterium
B, t. j. na $rednim bledzie bezwzglednym. W wypadkach wyznaczen
rozbieznych ,,oceny lepszej przez te dwa kryterja, wyznaczenie B
be¢dziemy uwazali za ,,ostatecznie lepsze”. MoglibySmy zawsze mo-
wi¢ o jednej z tvch ocen jako o ,lepszej w znaczeniu A“, za$
o drugiej jako o ,lepszej w znaczeniu B*, ale poniewaz naogol uzywa
si¢ przewaznie wzoru [A], ograniczenia tego nie bedziemy akcentowali
wyraznie, rozumiejac je tvlko domys$lnie. Tak wige, mowiac o ,,oce-
nach lepszych®, bedziemy mieli na mysli takie charakterystyki proby,
ktorvch $sredni blad kwadratowy jest mniejszy, za$ przez ,,oceny naj-
lepsze®, takie, ktorych sredni blad kwadratowy jest najmniejszy.

Stormulowana powyzej zasada najmniejszego bledu oceny rézni
si¢ od zasady zalecanej przez R. A. Fisher’a, ktory ogranicza
oceny ,,dobre* wylacznie do ocen nieobciazonych bledem stalym (lub
w skrocie, do ocen nieobcigzonych). Zasada ta, znajdujaca obecnie
powszechne zastosowanie, wymaga

1. aby ocena byla nieobcigzona (unbiased),

2. aby z posréd wszystkich ocen nieobciazonych wybierad,
taka, ktorej zmiennos¢ losowa (sampling variance) jest naj-
mniejsza.

Poniewaz $redni blad kwadratowy oceny mozna rozlozy¢ na dwa
skladniki wedlug wzoru [1], gdzie D?(a*) jest zmienno$cia losowa a®,
za$ b (a®) obciazeniem, zdefinjowanvm przez [2], widaé wicc, ze za-
sada Fisherowska opiera si¢ na slabszym kryterjum, niz kryterjum
najmniejszego sredniego bledu kwadratowego, gdyz zamiast wymagaé
aby cale wyrazenie [1] bylo minimum wymaga aby kazdy z jego
dwuch skladnikéw osobno byl minimum (b%*(a*)=0 i D*(«*)= mini-



130 M. Olckiewicz

mum). Pod tym wzgledem zasada ta jest pokrewna z zasada naj-
mniejszych kwadratéw, jak tez z zasady ,,najwickszego podobienstwa'
(Maximum Likelihood), gdyz obie te zasadv opierajy si¢c na slabszych
kryterjach, niz kryterjum najmniejszego $redniego bledu kwadrato-
wego.

Istotnie, zasada najmniejszych kwadratow za najlepsza ocenc
uwaza taka. od ktorej suma kwadratow odchvlen wartosci spostrze-
zonych jest najmniejsza. Dopoki znaczenie ,,wartosci spostrzezonej’,
ma implikowad, ze jest ona ocena nicobcigzong ,,wartosci prawdziwej*,
zasada najmniejszych kwadratow ogranicza si¢ ex definitione do ocen
nieobcigzonyvch. Rozciggajac t¢ zasade do wartosci losowyvch charak-
tervstyki proby, o, bedziemy nusieli minimalizowaé E (a¥—a)? ze
wzgledu na o, zamiast ze wzgledu na 2 jakby to bylo wymagane
z punktu widzenia zasady najmniejszego Sredniego bledu kwadrato-
wego. Rozwiazanie, a= E (a*), ilustruje wlaéciwe znaczenie zasady
najmniejszych kwadratéw, ktore polega na przyporzadkowaniu opty-
malnej funkcji parametrowej, E (¢*), danej charakterystyce proby do
oceny, nie za$ na wyznaczeniu odpowiedniej charakterystvki proby

1

jako oceny danego parametru. Dla przyvkiadu, s*=

n
b
L (x,—ic)'-"
=l

zgodnie z tg interpretacja, powinno si¢ uwazaé za lepiej nadajace sic

= i = L ) 3 il 14
do oceny I:(sz)“:(n = )o- niz, powiedzmy, do oceny o2, lub jakiej-

kolwiek innej funkcji parametrowej. Podobnie, h1 S powinno sig

uwazaé za lepiej nadajace si¢c do oceny E ‘n—-——] S‘)-—'n' niz do oceny
jakicjkolwiek innej funkcji parametrowej. Rzecz jasna, ze¢ nie jest

; . . el in N
to rownowazne z wydaniem sadu, ze =iy s? jest ocena lepszy o®

niz jest nia jakakolwiek inna charakterystvka proby.

Zasada najwickszego podobienstwa zada, aby za ocenc¢ najlepsza
obraé¢ taka, dla ktorej gestosé prawdopodobiennstwa w punkcie proby
(xy,x5...x,), wzglednie prawdopodobienstwo otrzymania danej proby
(zaleznie od tego czy mamy do czynienia ze zmienna ciagly czy nie-
ciggla), jest maximum ze wzgledu na a.

Dla zmiennej ciaglej: L(x|, x5 ... x,) =f(x;; 2 f(xy; 2) ... f(x,;2) =
= maximum.
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Dla zmiennej nieciaglej: L(x,, x,, ... x,) = p,(a) - py(a) ... p,(a) = maxi-
mum, gdzie L(xa,, x,...x,) jest tzw. ,funkcja podobicristwa* proby
zlozonej z n spostrzezen; f(x;;a), {(x,;a),...f(x,;a) sa gestoSciami
prawdopodobienstwa dla wartosci x,, x,, ... x,; za$ p,, p ... P, S4 pPraw-
dopodobienstwami otrzymania wartosci x,, x5, ... X

. . , . . dlog L .
Rozwigzujac réownanie podobienstwa, )a =10, wyznacza si¢

n*

oecen¢ a w postaci funkcji n spostrzezen proby.

Zasade najwiekszego podobienstwa mozna uwazaé za rozciagniccie
zasady, wed'ug ktorej wartos¢ najprawdopodobniejszq uwaza sie za
najlepszg oceng ,,wartosci prawdziwej'’. Zasada ta moze przemawiaé
do intuicji, ale uzasadnié sig logicznie nie da, ,,warto$¢ prawdziwa“
bowiem niekoniecznie musi byé wartoscia najprawdopodobniejszy
ani by¢ do niej blizsza niz do jakiejkolwick innej wartosci. Wielka
natomiast zaleta metody najwickszegdo podobienstwa jest to, ze
rozwiazania otrzymane ta droga wypadajg cz¢sto w postaci funkcji
nie oczywistych, ktore, gdy raz zostaja okreslone, staja sic funkcjami
podstawowymi do oceny parametrow. Zasadz najwigkszego podo-
bienstwa rzadko stosuje sic w formie czystej; oceny otrzymane tg
metody koryguje si¢ zwykle na obcigzenic. Tak wigc w praktycznym
stosowaniu zasade najwickszego podobienstwa laczy si¢ z zasada ocen
nieobcigzonych. Zgodnie z przvjetym przez nas kryterjum najmniej-
szego Sredniego bledu kwadratowedgo, rozwiazania otrzymane metody
najwicksze3o podobienstwa powinno si¢, jak to zobaczymy dalej,
korygowa¢ w kierunku odwrotnym, co czyniac je jeszcze bardziej
obcigzonymi, zmniejsza $redni blad kwadratowy oceny.

Majac na mysli ,,dobro¢ oceny” w znaczeniu Fisherowskim,
be¢dziemy mowili, idac zaCramérem: ,,dobro¢ oceny nicobciazonej*.
W szczegolnosci wyrazenie ,,ocena wydajna® (efficient estimate), przez
ktéra si¢ rozumie taka ocene¢ nieobciazona, «, ktérej $redni blad
kwadratowy jest rowny wartosci granicznej dl'a ocen nieobciazonych,
zastapimy wyrazeniem ,,ocena wydajna nieobciazona“.

Przy spelnieniu pewnych ogélnych warunkow regularno$ci mozna
zgodnie z obecnym stanem teorji, wyznaczy¢ minimalng graniczng
wartosé¢ €2 dla charakterystyk proby posiadajacych obciazenie za-
danej wielkosci. Dwie nierownoéci okreslaja te warto$¢ graniczna,
jedna dla przypadku o typie ciaglym, drugza—dla przypadku o typie
nicciaglym ([3] i [4]). Dla ocen nieobcigzonych, & warto$¢ graniczng
£ znajdujemy ze wzoréw (5] i [6]. Przy spelnieniu pewnych warunkéw
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istnieja oceny nieobcigzone o zmiennosciach rownych tym wartosciom
granicznym. Gdy oceny takie istnieja, mozna je zawsze wykry¢ za
pomoca metody najwickszego podobienstwa.

Ogoélnie, dla ocen posiadajacych obciazenie rowne, powiedzmy,
b, wartosci graniczne S$redniego bledu kwadratowego przy ocenie
danego parametru oblicza sie¢ ze wzoru 7]

Jezeli obciazenie mozna wyrazié, jak to zwykle bywa, w postaci
funkcji linjowej parametru, b= aq, to zgodnie z [7], wartoscia gra-
niczng €%(a;,) powinno by¢ &(a.) =D (a):(1+a)? ([9). Otéz mozna
wykazad, ze jezeli b jest aa, to nie istnieje wogile zadnej oceny ob-
cigzonej, ktorej sredni blad kwadratowy bylby rowny podanej wyzej
wartosci granicznej. Nierownosci [3] i (4] moina wtedy poprawic
i znales¢ takie obcigzenie optymalne, b,= a,a, ze ocena (1+a,)a, gdy
istnieje, bedzie najlepsza, to znaczy, ,najblizsza"“ ze wszystkich
mozliwych ocen linjowo obcigzonych i nieobcigzonych danego para-
metru. Ocene te bedziemy nazywali oceng ,linjowo wydajng“.

Aby znale3é¢ obcigzenie optymalne, minimalizujemy najpierw
£ (asn) ze wzgledu na a, otrzymujgc [12]. Na podstawie [12] mozemy
juz powiedzieé, ze dla dowolnej oceny nieobciazonej, a, da sigc wy-
znaczy¢ optymalna (dla oceny a) funkcje linjowa, (1+ap)a, jak tez
dla dowolnej oceny linjowo obcigzonej’ a*, optymalna funkcje linjo-
wa 1+ao a*

> 14+a
dratowy tych funkcji w [14]. Z [14] mozna zauwazyé, ze Sredni blad
kwadratowy bedzie minimum gdy DZ?(a) = Dy?(a), t. j., gdy a jest a
Ocena posiadajaca ten minimalny graniczny blad kwadratowy, a wiec
ocena linjowo wydajna, jest podana w [15], za$ jej Sredni blad kwa-
dratowy w [16]. Nieosiggalng wartos¢ granicznag Sredniego bledu
kwadratowego, podana w [9], mozna teraz zastapié¢ osiagalnym mini-
mum ([16]), za$ nieréwnosci [3] i [4] nieréwnosciami [17] i [18].

Funkcje te sa podane w [13], za$ Sredni blad kwa-

Gdy ocena linjowo wydajna nie istnieje, mozna uzyé wzoru [12]
do wyznaczenia wzglednie najlepszej oceny linjowej, ay’, pochodzs-
cej od takiej charakterystyki proby, «, dla ktérej Sredni blad kwa-
dratowy optymalnej funkcji linjowej jest mniejszy niz dla innych
znanych charakterystyk proby ([19]). Forme funkcyjni takiej charak-
terystyki mozna nieraz wykry¢ metodi najwickszeso podobienstwa.

Gdy istnieje ,,wystarczajaca laczna“ ocena nieobcigzona, (suffi-
cient joint unbiased estimate), a, to najlepsza ocene linjowa z niej
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otrzymana bedziemy nazywali ,linjowo wystarczajaca oceng, a, [20]
przy innych parametrach niewiadomych."

Linjowo wydajna oceng o w populacji normalnej bedzie, zgodnie

z [15], ocena podana w [21], za$ linjowo wystarczajaca przy u nie-
wiadomym — ocena podana w [25]. Srednie bledy kwadratowe tych
ocen beda, zgodnie z [16], wyrazone wzorami [22] i [24].

7Z powyzszych rozwazan wynika, ze Fisherowskiej koncepcji
wydajnosci, opartej o warto$¢ graniczna zmiennosci dla ocen nieob-
cigzonych, mozna przeciwstawi¢ inng koncepcje, oparta o wartosc
graniczng Sredniego bledu kwadratowego dla ocen linjowo obcigzo-
nych. Wydajnos¢ w tym znaczeniu bedziemy nazywali wydajnoscig
linjowa. Miare jej okreslimy z rozwazan nastepujacych:

Jezeli na podstawie n spostrzezen préby obliczamy ocen¢ jakie-
go$ parametru, ktora posiada taki stopien dokladnosci (bliskosci)
jaki mozna osiagnaé ptzez uzycie oceny wydajnej obliczonej tylko
z n’ spostrzezen (n’<n), to nie mozemy powiedzieé, ze robimy pelny
uzytek z dostgpnych nam informacji. Uzytek jaki robimy z n spo-
strzezen, uzywajac takiej oceny, jest rownowazny pelnemu wykorzy-

staniu tylko n’ spostrzezen z liczby n. Proporcje ';:— bedziemy za-

tem uwazali za miare wydajno$ci oceny rozwazanej. Miara ta bedzie
zaleze¢ od przyjegcia tego czy innego okreslenia dokladnosci (bliskosci).
Jezeli sredni blad kwadratowy wezmiemy za podstawe do okreslenia
tej dokladnosci, to otrzymamy miare wydajnosci linjowej w sensie
A, jezeli $redni blad bezwzgledny, to w sensie B. Mowiac poprostu
o wydajnosci linjowej, bedziemy mieli na my$li wydajno$¢ w sensie
n’ Azt
o+ gdzie
e,(a;) oznacza wydajno$é linjowa linjowo obciazonej (lub nieobcig-
zonej) oceny, a*, obliczonej z n spostrzezen, za$ n’ liczbe spostrze-
zen konieczng i wystarczajacg do uzyskania linjowo wydajnej oceny
o tej samej dokladnosci. W celu wyznaczenia n” do miary wydaj-
noéci w sensie A, piszemy rownanie [27] i rozwiazujemy je wzgle-
dem n’. Tak np., szacujac ¢* w populacji normalnej, piszemy
20t 20
n—_ na+t2’

A. Tak wigec wydajnosé linjowsa definjujemy jako e, (a;) =

4
d . =iJK . o ]
e @)= h?i > biorac zas x = s? jako o', otrzymujemy

A 5 . ! 2 . T .
skad n"=n—3. Tak wiec miarg wydajnosci linjowej =3 - s* jako
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32) =3

oceny o? jest e,( T T W podobny sposob otrzymujemy

n .
n—1
miary wydajnosci dla ocen 6,':=s02, or =
w [32], [33] i [34].

Miary wydajnosci w znaczeniu Fisherowskim otrzymamy z (26
zastepujac w [27] min &%(a), linjowe b) przez Do*(a, ). Wryniki
otrzymane beda identyczne z wynikami obliczonymi wedlug Fishe-

D.f‘ ( &,.)

r'owskiej definicji wydajnosci,e(a,) = D) jak dlugo mianowniki

n_ . .2 2
niy S 1 dla s* podanc

w wyrazeniach na D¢?(a,) beda rowne dokladnie n. Z tego wlasnie
] ; . n’ min & (a linjowe b) iy
wzgledu analogiczna réwnos$é — z ST na ogol nie ist-
n, & (a,)
nieje (gdyz np. mianownik min £%(a?’ linjowe b) dla populacji nor-
malnej jest n+2). Nie mozemy zatem wyrazi¢ miary wydajnosci
linjowej w sposob analogiczny ; do Fisherowskiego, tj. w postaci
stosunku granicznej wartosci sredniego bledu kwadratowego dla ocen
linjowo obciazonych do $redniego bledu kwadratowego oceny roz-

wazanej. Definicja nasza miary wydajnosci jako proporcji - jest
ogolniejsza od wyzej podanej Fisherowskiej.

Z podanych wzoréw mozna zauwazyé, ze niektore z ocen omawia-
nych, ktdre sg bardziej wydajne w sensie Fisherowskim, w naszym sensie
okazuja si¢ mniej wydajnymi. W szczegoélnosci s, jako ocena o* w po-
pulacji normalnej posiada z naszego punktu widzenia wydajnosé linjo-
wa mniejsza od wydajnoéci s®, podczas gdy z punktu widzenia Fishera
jest ocena najwydajniejsza (o wydajnoséci réownej 1). Pochodzi to stad,
7e wydajno$¢ Fisherowska jest wydajnoscig re'atywna, uwzgledniajaca
tylko oceny nieobcigzone, podczas gdy wydajnosé linjowa jest abso-
lutna— uwzgledniajaca wszystkie oceny linjowo obciazone (tacznie
z nieobcigzonymi). Z naszego punktu widzenia nie widzimy zadnego
wzgledu, dla ktorego nalezaloby wylaczaé oceny obciazone z estymacji
jak tez nie widzimy zadnego wzgledu specjalnego, z wyjatkiem moze
wygody, dla ktorego nalezaloby oddawaé pierszenstwo ocenom nieob-
cigzonym. Sredni blad kwadratowy oceny uwzglednia wszystkie mozliwe
skladniki bledu, wlaczajac w nie i blad staly, jakim jest obciazeniec.
Powszechny zwyczaj stosowania poprawki na blad staly, jaka jest

np. mnozenie s® przez n—y » hie da sie wiec uzasadni¢ z naszego.
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punktu widzenia. Poprawka wymagana przez kryterjum najmniej-
szego Srednicgo bledu kwadratowego dziala w odwrotnym kierunku:

pomnozenia s® przez Poprawka warto$ci pojedynczej na

n
eI
blad staly nie da si¢ logicznie odrozni¢ od poprawki na blad
zmienny. ' Jezeli pierwsza wprowadza jeszcze wigkszy blad zmienny,
trudno si¢c oprze¢ wrazeniu, ze poprawka taka czyni ocene jeszcze
mniej pewng. Rola bledu stalego uwydatnia siz dopiero przy sumo-
waniu warto3ci pojedynczych. W takich jednak wypadkach, jak np.
przy szacowaniu o’ wystarczy tylko posiadaé wiadomosci co do
wielkosci préb, z ktorych sa obliczone pojedyncze oceny o aby méc
wyznaczy¢ taka skombinowang oceng obcigzona, ktora bedzie
,blizsza" parametru szacowanego, niz najlepiej skombinowana ocena
nieobciazona.

[stotnie, przypisujac wagi, w,, w,, ... w,, indywidualnym ocenom
. - . - . . » - . -
linjowym aq, q, @, ...q, obliczonym z k prob niezaleznych o wielko-

K

$ciach n,, m,...n,, takie, aby skombinowana ocena, Ew,. a;, byla mo-
1=

zliwie ,,najblizsza®, otrzymamy, minimalizujac [36], uklad rozwiazan

dla w, podany w [37]. Sredni blad kwadratowy tak skombinowanej oceny

obciazonej podany jest w [38]. Gdy a=d?, a;=sf=nl Z(xh.——ic‘.)*,
197

[41]. Sredni bigd

nl

populacja za$ jest normalna, otrzymujemy w, = ntd—k

k
kwadratowy tak skombinowanej oceny obciazonej, ‘E n;s%/(n+2—k)
i=1
! . 20 : A A . .
jest rowny - 20—k ([42]), a wiec jest mniejszy od $redniego

bledu kwadratowego najlepiej skombinowanej oceny nieobciazonej,
k
N n;s?/(n—k), ktory jest réwny-‘?"‘, (143)).
~, n—k

Wazenia powyzszego dokonalismy, oczywiscie, w zalozeniu, ze
srednie arytmetyczne prob nie s3 podane, wzglednie, ze proby byly
wylosowane z réznych populacji, rézniacych si¢ miedzy soba co do
srednich arytmetycznych, a'e posiadajacych takie same zmiennosci.
Gdyby Srednie arytmetyczne prob poszczegélnych byly podane, préoby
za$ losowane byly z tej samej populacji, to najlepsza ocene skombi-
nowang otrzymaliby$Smy, laczac wszystkie spostrzezenia razem, tj.
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bylaby nia znana juz nam wystarczajaca ocena linjowa ¢ przy nie-
wiadomej Sredniej arytmetycznej populacji, #, podana w [25], a ktéra

obliczy¢ mozna na podstawie danych z k prob w spos6b wskazany

k
—

w [44], gdzie x= 1 2, nXx,.
=1
Mozemy sie spotkaé z zarzutem, ze gdyby nasze oceny linjowe,
ktére sa obcigzone ujemnie, zostaly uzyte do sprawdzianéw hipotez
statystycznych, to na dluzsza mete przesadzilibySmy ,,znamiennosé¢*
(significance) wynikéw. Zarzut ten moéglby by¢ stuszny, gdyby trzeba
bylo stosowaé oceny o, jak to bylo dawniej, do niedokladnych
sprawdzianéw statystycznych. Od czasu jednak wprowadzenia do-
kladnych sprawdzianéw ,,Studenta* nie zachodzi potrzeba szacowania
nieznanej o, wobec czego zarzut powyzszy staje sie¢ bezprzedmiotowy.
Co prawda, wyrazenia na oceny nieobcigzone o> wchodzg do tych
sprawdzianéw dokladnych, ale pierwiastki kwadratowe z tych wyrazen,
ktére figuruja w sprawdzianach, nie sa ocenami nieobcigzonymi o.
Wazna tu rzecza jest zauwazyé, ze forma funkcyjna jakiegokolwiek
sprawdzianu dokladnego moze by¢ wyprowadzona zupelnie niezaleznie
od jakichkolwiek twierdzen dotyczacych estymacji. Wydaje sie
wskazanym, nawet jesli niektorzy autorzy postepujg inaczej, nie
mieszaé¢ zagadnien sprawdziandw statystycznych z zagadnieniem oceny
parametru jedna liczba.

Przejdziemy teraz do wypadku specjalnego, w kt6rym kryterjum B
moze by¢ zastosowane. Pewnej proby wprowadzenia oceny obciazonej
zamiast oceny nieobcigzonej dokonal Pitman, ktéry oparl swoje
kryterjum ,,bliskosci® na wielkosciach bezwzglednych zamiast na kwa-
dratach. Pitman uwaza ocene @, a°, za ,blizsz3" od oceny a,, jesli
prawdopodobienstwo, ze |a —a|<|a, —a| jest wigksze od /.
Jednakze jego zasada okreilania oceny ,,najblizszej” jest analogiczna
do zasady najmniejszych kwadratéow i podlega tym samym ogranicze-
niom. Logike postepowania Pitmana mozna pokrétce opisaé¢ w sposéb
nastepujacy:

Korzystajac z tego, ze minimalizacja € (a®*) =E |a* —al ze wzgledu
na a daje rozwigzanie a= Me(a*), gdzie Me(a*) jest mcdjang a*
w rozkladzie losowym (sampling distribution), Pitman obiera za naj-
lepsza ocene a takie o*, medjana ktérego réwna si¢ a, np., kladac

a* .
— o2 1 2% o . q 5
a=gd*, bierze o Me (s?) s®([45]). Postepowanie Pitmana jest ana

logiczne do postcpowania tych, ktorzy zgodnie z rozwiazaniem naj-
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mniejszych kwadratéow, a=E (a*), biora za najlepsza oceng a takie

a®, ktérego nadzieja matematyczna jest réwna g, np., kladac a=oat,

biora ¢**= . -s.
n—1

daje si¢ lepiej do oceny ¢® niz do oceny innego parametru z punktu

W rzeczywistoéci wyrazenie Pitmanowskie na-

widzenia kryterjum B, podobnie jak hii - s? nadaje si¢ lepiej do

oceny o niz do oceny innego parametru z punktu widzenia kry-
terjum A. Jako ocena o% wyrazenie Pitmanowskie jest dalekie
od tego aby bylo najlepsze sposréd innych mozliwych ocen.
Istotnie, mozna je otrzymaé, minimalizujac jeden tylko (drugi)
z dwéch skladnikéw, na ktére mozna rozlozyé E| As*— |, wzgle-
dem A, zgodnie ze wzorem [46), gdzie F (As?) oznacza funkcje¢ dy-
strybucyjna (distribution function) zmiennej ewentualnej As®>. W za-

lozeniu populacji normalnej spélczynnik przy s* w ocenie Pitma-
2

. s . o= o U ] O .
nowskiej, mianowicie Me(s?)® mo#na wyrazié jako funkcj¢ samego
\

2

; . ! 1y o B
tylko n, poniewaz przy tym zalozeniu s* = o o

o? n

Me (s2)=1\_1e [ T rozklad za§ #* zalezy od jednego tylko para-

, 4 wiec

metru, ». Pozostawaloby jeszcze zatem obliczyé Me (42),—n—1, co tez
Pitman czyni podajac wzér przyblizony [49]. Rzecz jasna, ze do-
kladne wartosci Me (¥®) mozna odczytaé z tablicy 2* dla »=1, 2,... 30
przy P=0,50.

Jak widaé, ocena Pitmanowska jest dodatnio obcigzona i z punktu
widzenia kryterjum A jeszcze bardziej oddalona od prawdziwej wiel-

2

kosci ¢® niz ocena nieobcigzona, T

1

Najlepsz4, z punktu widzenia kryterjum B, ocen¢ o?, majaca po-
sta¢ As® mozna otrzymacé przez zminimalizowanie € (As?) =E | As>—o®
ze wzgledu na A. W tym celu wyprowadzamy wpierw ogolng postac
pochodnej E| Aa®*—a| ze wzgledu na A, przyrownanej do zera, tj.
pochodnej sredniego bledu bezwglednego dowolnej charakterystyki
proby uzytej do oceny dowolnego parametru (wzor [54]), nastepnie
za$ podstawiamy o*> na miejsce a i s* na miejsce a*, otrzymujgc
rownanie [55]. W zalozeniu populacji normalnej dokonujemy zmiany
zmiennej podcalkowej z s® na %2, otrzymujac rownanie [56]. Korzy-
stajac z wlasciwosci funkcji czestotliwosci 2%, wyrazonej w [57], prze-
ksztalcamy lewsa strone [56] na wyrazenie bedace funkcjg dystrybu-
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cvjna 2 o liczbie stopni swobody zwieckszonej o 2 (wzér [59].

u ) : . / i - n .
7Z réwnania tego wynika bezposrednio, ze A= Me(xt)»=n+v Tak wiec

. 2 - s 2 . n . ! . ’ . _
najlepsza oceng o° majaca postaé¢ As®? jest Me(x,)':sn_H, nie za$ Pit

manowskie Me (xz)y_n—l.

Analogicznie wyprowadzamy najlepsza, z punktu widzenia kry-
terjum B, ocene o> majaca postaé¢ As,® podang w [63 i porownujemy
ja z druga ocena Pitmanowska — majsca postaé Ase® — (wzér [64]).
Widzimy, Ze obie nasze oceny réznig sie od odpowiadajacych im
ocen Pitmanowskich tym, Ze 2> w naszych ocenach jest wzicte
z dwoma stopniami swobody wiecej niz w ocenach Pitmanowskich.
Okoliczno$¢ ta powoduje, Ze nasze oceny sa obciazone ujemnie,
podczas gdy Pitmanowskie s3 obciazone dodatnio.

W celu wyprowadzenia wzor6w na S$rednie bledy bezwzgledne
tych ocen, piszemy, wychodzgc z [52], wzory [65] i [66]. Przechodzac
do zmiennej 22, otrzymujemy [67] i [68]. Korzystajac z relacji [69),
ktora wynika z [48] i [58], otrzymuiemy [70] i [71], z ktoérych to
wzorow, przez podstawicnie odpowiednich wartosci dla A4, otrzymujemy
wyrazenia na Srednie bledy bezwzgledne dla wszystkich dziewicciu
ocen rozwazanych o®.. Wzory te sa specjalnie przystosowane do
korzystania z tablicy %% [72], [73], [74]), [75], [76]. [77), [¢8], [79] i [80].

x0°
Gdyby chodzilo o Scisle obliczenie wyrazen typu 1—_,’ f.(x®) d 23,
(1]
wystepujacych w tych wzorach, to, w celu unikniccia zwiazanej
z uzyciem tablicy 2% interpolacji, na'ezaloby korzystaé¢ ze wzoru
Fishera podanego w [81] dla » parzystych.

Dla czterech ocen typu Bi dla dwoch ocen typu A (nieobciazonych)
mozna wyprowadzi¢ prostsze wzory na $rednie bledy bezwzgledne
ocen. Korzystajac ze wzoru rekurencyjnego [82] i wlasciwosci funkcji
gamma, wyprowadzamy, przechodzac do calek oznaczonych, relacjc
[83], wyrazajagca funkcje dystrybucyjng 2*, -« przy pomocy funkcji
dystrybucyjnej 22,—=kx+2. Dokonujac odpowiednich podstawien,
otrzymujemy wzory [85] i [87]. Zc¢ wzoréw tych wyprowadzamy
proste wyrazenia na $rednie blqdy bezwzgledne oceny Pitmanowskie;j,

n - i
Me(f),_,._ll oceny naszeJ.M x,)'zn* ([86] i [88]). Poréwnujac te wy

razenia, stwierdzamy, ze $Sredni blad bezwzgledny oceny Pitmanowskiej



O wydajnosci ocen obceigzonych 139

jest rowny Sredniemu bl¢cdowi bezwzglednemu oceny naszej opartej
o 2 mnicj spostrzezenia. W podobny sposob \vyprowadzumv WZOTY

na srednie bledy bezwzdledne oceny Pitmanowskiej, .so i oceny

Me (/)
naszej, M (/} " S” ‘([()O] i [91]), stwicrdzajgc i tu, ze $redni blad bez-

wzglqdn) oceny Pitmanowskiej jest rowny sredniemu bledowi bez-
wzglednemu oceny naszej opartej o 2 mniej spostrzezenia.

: 1 ¢ 2 ' ! 3 ) : ik
(Se= ~ > (x,— ), gdzic u jest $r. ar. populacyjng). Zestawiajac
=]

razem te wyniki oraz porownujac [86] z 190] i [88] z [91], otrzymujemy
relacje [94]. porzadkujaca 4 oceny tyvpu B ze wzgledu na ich wydaj-
nos¢ linjowyq w sensic B. Stwierdzamy analogiczne ustosunkowanie
sic odpowiadajacych im ocen tyvpu A ([95]). Zestawiajac [94] z [95],
stwicrdzamy odpowiednio$¢ miar wydajnosci czterech par ocen
z punktu widzenia dwuch kryterjow.

Wyprowadzamy jeszcze dwa proste wzory dalsze na Srednie
: W n e ¥
bledy bezwzgledne ocen nieobceigzonych, g el so® ([96] i [97)).

Stwierdzamy przytym relacje [98].

Fig. 1 podaje $rednie bledy bezwzgledne (zaznaczone na linjach
cigghveh) i pierwiastki kwadratowe ze $rednich bledow kwadratowyh
(zaznaczone na linjach przerywanych) ocen o* w populacji normalne;j,
opartv¢ch o n=—1, 2, 4, 8, 16, wyrazonych w stosunku do % dla
dziewi¢ciu ocen uporzadkowanych wedlug stopnia ich wydajnosci
w sensic B, Wzglednosé  pojecia wydajno$ei  wystepuje  wy-
raznie na tym wvykresie. Jak juz mowiliSmy na poczatku, w wy-
padkach wynikow rozbieznyvch otrzymanych przy uzyvciu dwoch
kryterjow, ostateczna decyzja powinna by¢ raczej zgodna z kryterjum B,
niz z kryterjum A Gdy chodzi o ocen¢ poréwnawczg dwoch albo
wigcej charakterystyk proby, w wickszosci wypadkow mozemy sto-
sowal ktorekolwick z kryterjow. RozbieznosSci sy stosunkowo male
i dotyczy tylko ocen polozonych blisko dwaoch alternatywnych ,,ocen
najlepszych®. Oceny polozone dalej od punktéw spornych sa spol-
bytne z obu kryvterjami.

Stosowanie kryterjum B zamiast A ilustruje rowniez wzdglednosé
naszego pojecia o obcigzeniu.  Podczas gdy ocena nieobcigzona
w sensie A jest dowolne o spelniajace warunek E(«*) =a, za ocenc
nieobcigzong w sensie B mogliby$my uwaza¢ dowolne o* spelniajace




140 M. Olekiewicz

warunek Me(a*) =a. Rzecz jasna, ze ocena nieobcigzona w jednym
znaczeniu bedzie oceng obcigzona w znaczeniu drugim, jezeli rozklad
losowy danej oceny jest asymetryczny. W obu znaczeniach jednak
pojecie obciazenia jest calkiem nieistotne do ustalania kryteriow
wyboru dobrych ocen. W wyniku takiego ustalania oceny najlepsze
okazuja si¢ naogol ujemnie obciazonymi (w obu znaczeniach), nie-
zaleznie od tego, czy przyjeliSmy Kkryterjum A czy B.

Gléwnym zagadnieniem jest nie dyvlemat: kryterjum A czy B,
tylko dokladne spelnienie wymagan ktoregokolwiek z nich. Jak dotad,
zadna z zasad ogélnie stosowanych nie spelnia tego wymagania-
Z drugiej strony trzeba przyvzna¢ ze w wypadkach trudniejszych,
zasada przyjc¢ta przez nas w jej obu odmianach nie daje sposobu na
wyznaczenie optymalnej postaci funkcyjnej oceny. Pod tym wzgledem
metoda najwickszego podobienstwa ma zdecydowana przewage. Jed-
nakze, jesli sie ograniczy¢ do ocen linjowo obciazonych, mozna
osigga¢ dokladne rozwiazania przynajmniej w wypadkach prostych,
jak to probowaliSmy wykazaé¢ w niniejszej pracy. W innych wypad-
kach oceny mozna ulepszaé¢, kombinujac rozwiazania ,,najwiekszego
podobienstwa® z zasada ,,optymalnego obcigzenia®.

Tablica I podaje wartosci liczbowe spolczynnikow przy s i so
w 6$miu ocenach o® dla populacji normalnej — przy n przyjmujacym
wartosci od 1 do 30.
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