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Sur certaines conditions nécessaires et suffisantes
pour Punicité des solutions
des systemes d’équations différentielles ordinaires
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Introduction. Ce travail ') est consacré au probléme suivant, posé
par M. T. Wazewski:

Soit
(1) x' =f(t,x,y), y'=4(t.x,y

un systéeme d’équations différentielles dont les seconds membres sont
continus dans le domaine

at<b, — o< x <<+ o0, — oo << y<<—+oo.

Soit I, une intégrale particuliere

x=gplt), y=ylt)
définie pour a <t < b et issue du point Py=(a,&,n).
Soit enfin C un ensemble fermé satisfaisant aux conditions:

1° I'ensemble C contient lintégrale I, est il est contenu dans le
voisinage de I, de rayon £>0;

20 il existe deux comes de sommet F;: 'un qui contient dans son
intérieur la fangente de I, au point P, et qui est localement contenu

') dont j’ai communiqué les résultats essentiels au V Congrés Polonais de Mathé-

matique a Cracovie, le 31 mai 1947; voir le compte rendu au supplément des Ann. de
la Soc. Polonaise de Math. (2 paraitre).
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dans C' (c’est-d-dire qu'il existe un entourage de P, dont la partie
commune avee ce cone est contenue dans C), et Pautre qui contient
localement I'ensemble C;

3° toute intégrale du systéme (t) issue d'un point de la fronticre
de C pénctre dans l'intérieur de C' pour les valeurs croissantes de la
variable ¢;

4° les points frontiéres de C situés dans le domaine ouvert limité
par les plans t=a et t=>b forment une surface réguliére 2

5° les intersections de X avec les plans t=¢, ou a<c<b, sont
des circuits simples.

Evidemment, pour que I, soit une intégrale unique issue du point
P,, il suffit qu’il existe, pour tout ¢=0, un continu C satisfaisant aux
conditions 1°-5°.

La question réciproque se pose, a savoir si cette condition est en
méme temps nécessaire pour l'unicité de l'intégrale I.

La réponse est positive. Ce résullat sera établi au Chapitre 4 dans
une forme plus générale et dont la condition en question est une con-
séquence. 1l sera montré au Chapitre 5 qu’il est impossible de généra-
liser ce résultat aux systéemes de n=>2 équations différenticlles en
remplagant, dans la condition 5% les circiits simples par les hyper-
surfaces limitant des domaines fermés homéomorphes a la sphére a n
dimensions. Cependant, si 'on supprime la condition 5° le résultat
s’étend encore au cas d’un nombre quelconque d’équations 2).

[.es méthodes des démonstrations que jemploie ont recours aux
systémes d’inégalités différentielles ou — ce qui revient ici au méme —
aux équations au paratingent de M. S. K. Zaremba®). 1l parait done
naturel de traiter le probléme tout entier du point de vue de cette
théorie, ¢’est ce qui fournit des résultats plus généraux, les équations
différentielles n’étant qu’un cas particulier des équations au paratingent,
Comme les notions dont je me sers different légerement de celles intro-
duites par M. Zaremba, je précise aux Chapitres 1 et 2 leurs défi-
nitions et j’énonce, entre autres, quelques théorémes préparatoires de
la théorie de ces équations.

Je tiens a exprimer ma profonde gratitude a M. T. Wazewski,
mon professeur, auquel je dois le probléme de cette étude et de pré-
cicux conseils au cours de sa réalisation.

?) Ce résultat a été communiqué par moi a la séance de la Sociét¢ Polonaise
de Mathématique, Section de Cracovie, le 9 Octobre 1945; voir Ann. de la Soc. Po-
lonaise de Math., 19 (1946), p. 219.

3) S. K. Zaremba, O réwnaniach paratyngensomych, Dodatek do Rocznika Pol-
skiego Towarzystwa Matematycznego 9, 1935 (en polonais) et Sur les équations au pa-
ratingent, Bull. des Sc. Math. 60 (2), mai 1936, p. 139-160.
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Chapitre 1

1,1. X, désignera l'espace cuclidien a n dimensions contenu dans
un espace cuclidien X, & n-+1 dimensions. le symbole Xn a été
choisi pour faire ressortir le role particulier de la premiére coordonnée f.
A savoir, x=(x,,Xu...,vn) 6tant un point variable de X,, nous po-
serons (t,x)=(t, x,, X,,...,x,) pour désigner un point variable de X.

Le symbole |P, P’| désignera la distance entre les points P et I,
et le symbole |E, P| — celle entre le point P et I'ensemble E.

L’ensemble des points PeXn tels que 'E, P|<<r sera désigné par

K(E,r) et sa fermeture par K(FE,r). Parcillement, celui des points
xeXn tels que |F,x|<<r sera désigné par k(E,r) et sa fermeture —
par k(E,r).

Soit M TI'ensemble des droites menées du point (—1,0,...,0)eX,
aux points d’'un ensemble borné, fermé et convexe m contenu dans X,.
[’ensemble M sera dit pinceau de droites*) ct I'ensemble m — sa
trace. Nous dirons que le pinceau M cst contenu dans le pinceau M’
(en symbole: M M) lorsque m(C m'. Le pinceau M s’appellera con-
tenu dans Il'intérieur de M’ (en symbole: MgAI') lorsque tous les

points de la trace m apparticnnent a lintéricur de m’ (en symbole:
mC m’). Le pinceau qui ne contient qu’'une scule droite s’appellera
i

élément linéaire. Nous désignerons, enfin, par k(M,¢) le pinceau dont

- la trace est k(m,¢). La distance M, M’ entre deux pinceaux sera en-
tendue comme celle de leurs traces au sens de Hausdorff?); 'en-
semble de tous les pinceaux dans X, devient ainsi un espace métrique.

Nous appellerons champ de pinceaux, ou champ tout court, toute
fonction M(P) définie dans un ensemble B( X,, faisant correspondre
un pinceau a tout point de B et qui est semi-continue supérieurement
par rapport & I'inclusion ®) (c’est-a-dire que P, étant un point de B, il
existe pour tout e=0 un 6=>0 tel que l'inégalité P, P;|<<é entraine
M(P) Ck(M(P,), ) pour tout PeB).

Le champ M(P) est dit continu au point P, si, pour tout &=0, il
existe un >0 tel que les conditions PeB et [P, Py| < é entrainent I'iné-
galité M(P), M(P;) < &.

Le champ M(P) sera dit borné, s’il est contenu dans un champ fixe,
[’élément linéaire L(P) dont la trace est le centre de gravité de m(P)
sera dit centre de M(P).

Y Cf. Zaremba, ibidem.

5) F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 293.

¢) Cf. G. Bouligand, Introduction & la géométrie infinitésimale directe, Paris
1942, p. 75.
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1,2. Les propositions suivantes sont des conséquences directes des
définitions qui précedent.

Tout champ d’éléments linéaires est continu.

Tout champ défini dans un ensemble compact est borné.

Si M(P) est un champ défini dans B et si &(P) est une fonction
positive, continue dans B, alors k(M(P),e(P)) est encore un champ; ce
champ est continu lorsque M(P) lest.

Supposons que M(P) soit défini dans B et que M’(P) soit continu
dans B. Alors, si P,eB et M(P)C M'(P,), il existe, pour tout entier

positif p, un ¢=>0, un =0 et un 6=>0 tels que
k(M(P),pe) Ck(M(Py),n) CM’(P’) lorsque P,P’eB-K(I, ).

Dans la démonstration de la seconde inclusion, on aura a faire
intervenir la remarque suivante: étant donnés decux ensembles hornés,

fermés et convexes m, m’ et un A=>0, linclusion k(m,2)Ck(m’, 1)
entraine l'inclusion m C m’.

Si le champ M(P) est continu dans B et sa trace m(P) contient,
pour tout PeB, des points intérieurs, le centre L(P) de M(P) est con-
tinu et L(P)C M(P).

Cela résulte du fait que le centre de gravité d’un ensemble con-
vexe ayant des points intérieurs est une fonction continue de cet en-
semble 7).

1,3. Soit & une famille de champs M(P) définis dans B. L.a fone-
tion qui fait correspondre i tout point P de B lintersection [[ M(P)
de tous les pinceaux M(P) sera dit produit de la famille . )

Lemme 1. M(P), ot i=1,2,..., étant une suite de champs définis
dans B, si l'on a M. (P)_ M:(P) pour i==1,2,..., le produit M(P)=[.Z] M(P)
est encore un champ défini dans B. Y

Soient, en effet, PyeB et ¢ =0. On a évidemment pour un p:
k(Mp(P,),e2) C k(M(P,), ¢).

D'autre part, il existe un 6=>0 tel que

M, (P)Ck(Mp(P,),e/2) pour P,Py<<é ct PeB.
) Cf. T. Bonnesen et W. Fenchel, Theorie der convexen Korper, Ergebn.
der Math. 1934, p. 52.
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Donc

MP) M, (PYC k(M(P),e) pour |P,P,|<é,PeB.

Nous appellerons somme des pinceaux M,.M,.... ct désignerons par

M,}-M,+... ou par H.H’, le moindre pinceau qui les contient. Ainsi
i=1.2,..

définie, la somme de pinceaux est la partic commune (intersection) de
tous les pinceaux qui les contient tous.

Soient maintenant 4 >0 pour i==1,....k, fP=EA.“.'*() et =
=1

Nous appellerons agrégat des ensembles Z;, ou i=1,...,k (en symbole
k n

2 4Z), lensemble Z composé de centres de gravité x=2ux' de tous
i=1 i=1

les systémes de points x'eZ; ou i=1,...,k.

On a évidemment

(1) ( [lzczc ).
i=1,..k i=1,...k

Il est facile de montrer que l'agrégat d’ensembles compacts et
convexes contenus dans X, est encore un ensemble compact et con-
vexe.

Nous pouvons donc appeller agrégat de pinceaux M;, ou i=1,....k

k
(en symbole: Y4 M), le pinceau dont la trace est I'agrégat de leurs

i=1
traces §).
Signalons sans démonstration la proposition suivante?):

Lemme 2. M(P), ou i=1,...,k, étant des champs définis dans B,
soient }.(P) >0 des fonctions a valeurv numeériques, continues dans B

telles que \ A (P)=0. Alors I'agregat 2,2.. )Mi(P) est encore un champ;
en outre si M,(I’) sont continus, leur agregat l'est aussi.

1,4. Soient 4 un ensemble ouvert contenu dans I'espace X., B
et B’ — des ensembles contenus dans A4 et fermés relativement a A.
Considérons deux champs M(P) et M’(P) définis dans B et B’ respec-
tivement, dont M’(P) est continu et tel que tous ses pinceaux posse-
dent des points intérieurs.

Soit enfin

M(P)CM'(P) pour PeB-B'.

8 Cf. Zaremba, ibidem.
®) Une proposition analogue se trouve dans le travail précité de S. K. Zaremba.
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Nous allons démontrer le leinme suivant:

Lemme 3. Il existe un champ M”(P) continu dans A et une fonc-
tion ¢(P)=0 continue dans A tels que:

(2) M(P)C M*(P) pour PeB,
(3) k(M”(P),2e(P))CM'(P) pour PeB’.

En cffet, soit d’abord P,eB-B’. 1l existe alors un nombre r(P) >0
et un pinceau M*(P,) tels que

(4) M(P)CM*(P) pour PeB-K(P,,r(P,y)),
(5) M*(P)_M'(P) pour PeB'-K(P,,r(Py)).
i

Soit ensuite PyeB— B’. 1l existe alors~un pinceau M*(P;) et un
nombre r(P,))=0 satisfaisant 4 la condition (4) et a I'inégalité

(0) r(Po)<<|B’, Pol.

Soit, a son tour, PyeB’—B. Alors on peut prendre pour M*(P,)
le centre du pinceau M’(P) et pour r(P;) un nombre quelconque sa-
tisfaisant a la condition (5) et a linégalité

() r(Po) <<|Bs Pyi.

Soit enfin Pye(A—B)—B’. On prendra alors pour M*(P,) I'élé-
ment linéaire paralléle a 'axe des f et 'on choisira un

8) r(P)<|P,,B-+B.

Ceci posé, soit a(P)=K(P,r(P)). On déduit facilement du théoréme
de Borel-Lebesgue qu'il est possible de couvrir 'ensemble 4 avec
une suite de sphéres oi=o(P), on i=1,2,..., de facon que le nombre
des spheéres empiétant sur n’importe quel ensemble compact EC 4
soit fini. Désignons par fi(P) une fonction continue, positive dans o;
¢t nulle en dehors de ai; posons

M7 (P) ='§f.-(P)M*(P,).

Si 'on se borne a un ensemble compact EC A, le second membre
de cette égalité se réduit a un agrégat fini. Il s’ensuit d’aprés le lemme 2
de 1,3 que M”(P) est un champ continu dans tout ensemble compact
ECA, donc dans l'ensemble 4 tout entier,
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Considérons un point Pe B. Alors M”(P) est un agrégat des pinceaux
M*(Py), o p=1,...,m, satisfaisant a la condition PeK(Piyy, r(Pij)).
Il s’ensuit des inégalités (7) et (8) que les points P, appartiennent
4 B. On a donc, d’apres (4), M(P)C M*(Pi,) d’ou la condition (2) en
vertu de (1). En s’appuyaut sur les relations (1), (3), (0) et (8), on con-
statc aussi sans peine que

M”(PYC M (P) pour PeB.
i

Soient maintenant {s;} une suite de spheres ouvertes et {&) une
suite de nombres positifs assujettis aux conditions suivantes:

19 231=A;
20 K(M”(P),e) CM(P) pour Pes-B;
i

3° FE étant un sous-ensemble compact de 4, les produits s;-F
sont vides a partir ’'un indice 1.

Pour achever la démonstration du lemme, il suffit de poser
ag:”’]n

2¢(

ég.(P)

ot g(P) est une fonction continue, positive dans lintérieur de la
sphere s; et nulle en dehors delle.

1,5. Lemme 4. Sous les hypotheses introduites dans 1,4 et concer-
nant les champs M(P), M'(P) et les ensembles A,B et B, il existe une
suite de champs My(P), ou i=1,2,..., telle que

1°  Mi(P) sont continus dans A4,
2 Mi(P)YC M'(P) dans B’,

30 M 1(1’)(_‘ M.(P) dans 4,

4 My(P)=[]Mi(P) est un champ défini dans A et continu dans
11 _13’ = 1 2

59 M(P)=M,(P) dans B.

Admetions d’abord que r(P) est une fonction positive dans 4
dont les valeurs sont inféricures o la moitié de distance entre P et
la frontiirc de 4 et telle que

M(R)Ck(M"(Q),£(Q)) pour R et QeK(P,2r(P)),
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ou ¢(P) est une fonction considérée dans 1,4. Soient encore {P)] une
suite de points de B et {r;}] une suite de nombres positifs, assujetties
aux conditions suivantes:

1) ri—> 0 pour i —>co,
2) nn<r(Py),

3) MSiCA, ou Si=K(P,2r),
i=1
4) tout point de I'ensemble B appartient a une infinité des sphe-

res 8;=K(Pi,r)),

5) les ensembles s;-B sont non vides.
L’existence de telles suites est une conséquence du théoréme de

Borel-Lebesgue. 1l est évident qu’'en posant M'—vk(M(P) e(Pi)/1),

PeS;

on a pour PeS;

M(P) L‘ MiCk(M”(P),2¢(D)).

Ceci admis, nous allons considérer une suite de champs définie
par recurrence comme il suit:

M (P)=k(M"(P),e(P)),
M, (P)=(1—f(P)) M{(P)+ fi(P)(M](P)- M*+"),

ou fi(P) est une fonction continue, égale a 1 dans s;, positive dans
Si—s; et nulle en dehors de Si. On vérifie facilement que les champs
M!(P) sont continus dans 4 et que:

AI(I’)CMH‘(P)C M{(P)Ck(M”(P),e(P)) pour Ped,
M/ (P)C M pour Pes..

Le produit M (P)= ”M (P) est d'apres le lemme { un champ dé-

fini dans 4. Il est contmu dans A—B car PjeA—B étant un point

fixe, tous les M/(P’) sont égaux dans un voisinage de P, a partir d’un

indice i. Tout point PeB est dans une sphcre s; de rayon arbitraire-

ment petit; le pinceau correspondant M' differe de M(P) d’aussi peu

que 'on veut ¢t on a par conséquent M(P)= M,(P) pour tout point PeB.
Pour achever la démonstration, il suffit de poser

M, (P)— k(M( ””]
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Remarques. Si B=A, le lemme 4 fournit une approximation du
champ défini sur un ensemble ouvert par des champs continus. Si B
est compact, on peut admettre que 4=X,(; on obtient ainsi une pro-
position de S. K. Zaremba sur I'approximation d’'un champ défini
dans un ensemble compact par des champs continus'?). La méthode
de la démonstration utilisée ici n’est d’ailleurs qu’une modification de
celle employée par lui. Dans le cas ou M(P) est continu dans B, on
peut montrer que le champ M () est continu dans I'ensemble A tout
entier.

1,6. Lemme 5. Soient: t=F (x) une fonction continue dans un en-
semble ouvert BC X, et ¢(x), y(x) deux fonctions dont les bornes infé-
rieures sont positives sur tout sous-ensemble compact de B. Alors il
existe une fonction analytique G (x) satisfaisant aux conditions suivantes:

1° 'G(x) —F(x)| < e(x),

2° D, D,,..., 0n ctant des coordonnées d’'un vecteur de longueur 1 situé
dans X,, on a

a(x) — e(x) <9, G(x) < b(x)+ e(x),
ot a(x) est la borne inférieure de 37l (&) et b(x) est la borne supé-
rieure de 3} F(§) dans k(x,(x)).

Les symboles 3, a,, a; désignent ici respectivement la dérivée
partielle et les nombres dérivés dans la direction du vecteur o '').

Icn effet, soient d’abord B’ un sous-ensemble fermé et borné de B
et r> 0 un nombre inférieur a la distance entre B’ et la frontiére de B.
Soit g(z) uue fonction non négative, indéfiniment dérivable dans X,

s'annulant en dehors de la sphére w, de rayon | et de centre a l'ori-

gine, et satisfaisant a la condition ,.g(z)dz=l. Posons

Dy

0<p<r et hlxy= "1..3 (.!f — \)
0 e

[.a fonction

H(x)= }1* Yh(x,y)dy = fl'(x—gz)g (z)dz

est encore indéfiniment dérivable dans B’.

19 Cf. Zaremba, ibidem.

') Pour les fonctions F(x) ayant les dérivées continues du premier ordre, le
lemme 5 est un cas particulier d'un théoreme de H. Whitney, Analytic extensions
of différentiable functions defined in closed sets, ‘I'rans. of the American Math. Soc.
36, 1934, p. 76, lemma 6. l.a méthode de démonstration employée ici est d'ailleurs
une modification de la sienne.
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Soit £=-0. Lorsque la fonction F(x) est continue dans k(B',r), il
existe un nombre r’ tel que 0<<r'<r et que les inégalités z|<1I.
0 <o <r’ entrainent pour xeB’ les relations:

®) |Flxte2)—F(x) <,
©)  HE)—F@|< [ [Fatez)—Fx) gdz<e [ gr)dr=e.

(l)o l')"

Désignons par 5 un nombre positif inférieur a r’ et a la borne
inférieure de %(x) dans B’

En admettant que v est le vecteur-unité et que l'on a
yek(x,n), ytvgek(x,n), xeB et g=+0,

nous montrerons que

(10) a(x) < s {y“i'ﬂfi: =4 < b(x).

Posons a ce but @(s)=I(y-{-vs). On a b(x)>2*(s) ou 0<x<q,
o* désignant le nombre dérivé supérieur a droite. Examinons le cas
ol b(x)<<+oco (le cas contraire étant trivial). Soient: 9 un nombre
positif et s’ la borne supérieure des nombres s pour lesquels
ona 0<s<q et

(1) ®(3)— P(0) — (b(x)+9)s.

Cette inégalité subsiste pour s=s" car @(s) est une fonction con-
{inue. Si 'on avait s'<<(q, il existerait un nombre 6 =0 tel que
B(3) —D(s') < (b(x)+I)(s—s) pour 0 8—s'<0
et Pinégalité (11) serait satisfaite pour 0 <s<<s’+0. On a donc s'=gq
et, =0 étant arbitraire, il s’ensuit que @(q)— @ (0) < b(x)q.
[.a démonstration de la seconde partie de I'inégalité (10) est tout

a fait analogue.
Envisageons maintenant I'expression

A=Hu+mm—H&Liwa+wm—Hw
: q

- 4(2)dz.

q Fy=x+ o2

Si g=19/2, xeB, 0<q<p ct zew,, les points y=x-+oz et
y=x-+pz+ v appartiennent a k(x,%) et, par suite, a(x) <4< b(x),
d’ou a(x) <a,H(x) < b(x) pour xeB’. Remarquons que H(x) et ¢ ont
été définis indépendemment du choix de la direction v.

Ceci étant, soit {B;} une suite d’ensembles bornés ouverts tels que

BiCBi..CB et 2&=&
i=1
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Soit 4¢; la borne inférieure de e(x) dans Bi; la suite {&] est évi-
demment non croissante. Soit enfin ui(x), oun i=1,2,..., une fonction
indéfiniment dérivable, égale a 1 dans B; ., nulle en dehors de B; et
assujettie a l'inégalité 0 <u(x)<1 dans B.

En désignant par ¢; le maximum de 3,u,(x) pour toutes les direc-
tions possibles de p, soit {¢!} une suite décroissante de nombres po-
sitifs, assujetiis aux conditions ¢, <e¢, et c;e),<<¢,. D’aprés la premiere
partie de la démonstration, il existe des fonctions H;(x), ou i=1,2,...,
indéfiniment dérivables dans X, et telles que

H(x)—F(x)|<¢/,
alx) <ooHi(x) <b(x) pour xeB;, i=1,2,...
Posons:

1w, (x)=u,(x), mwix)=w(x)—u_,(x) pour i=2,3,...,

H(x)= Zl ;(x) H;(x)

l.e membre droit de la dernicre égalité se réduit dans chaque en-
semble B; a une somme finic; par conséquent H(x) est une fonction
indéfiniment dérivable dans B.

Soit k=2 et xeB.—B,_,. Alors:

H(x)— F(x)| = () He(x) +- (1 —un(x)) Hies , — F(x)| <
Cup(x) | Hi () — F () (1 — () [ H,, (%) — Fia) | <
(x) e+ —up(x)eg, < e <e(x)2,
8, H(x) = u, (x) 2, H, () + (L —u, ()3, H, , , (x)+(H — H,  )3,u,(x),
a(x) — e(x)/2 < a(x)— 2,6, <2, H(x) < b(x)+ 20 e < blx)+e(x)2.

Pour k=1, on obtient les inégalités analogues. En vertu d’un théo-
reme de Whitney '), il existe une fonction G(x), analytique dans
B et qui y satisfait aux inégalités

|G (x)— H(x)| < e(x)/2, 8, G(x) —a, H(x)| <e(x)/2.

Il est évident que G(x) jouit des propriétés 1° et 2°, c. ¢. f. d.

) H. Whitney, ibidem.
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Chapitre 2

2,1. Considérons un ensemble Z situ¢ dans l'espace X. et un
point P appartenant a Z.

Nous appellerons parantingent de l'ensemble Z au point P I'ensem-
ble Pt(Z,P) des droites issues du point (—1,0,0,...,0) et satisfaisant
a la condition suivante: si I est une droite de Pt(Z, P), il existe dans
Z deux suites de points, {Q;} et {R.}, convergentes vers P, telles que
Qi+ R: et que la suite des droites Q;R; converge vers unc droite pa-
rallele a L

Nous. appellerons contingent de l'ensemble Z au point P le sous-
ensemble Ct(Z,P) de Pt(Z,P) que l'on obtient en posant Q;=DP %)
pour tout i=1,2,...

Soit M(P) un champ de pinceaux de droites défini dans un ensem-

ble BC Xu.

Un arc C, représenté par un systeme d’équations x =¢(t) dont les
membres droits sont continus, sera dit intégrale du champ M(P) si

I'on a CC B et Pt(C,P)C M(P) pour tout point P de la courbe C.

La condition nécessaire ct suffisante pour que I'arc C soit l'inté-
grale du champ M(P) sera dite, d’aprés S. K. Zaremba, équation au
paratingent ).

Si M(P) est un champ d’éléments lincaires, I'équation au paratin-
gent est équivalente a un systeme d’équations différentielles ordinai-
res du premier ordre

(1) x'=f(t, x) **)

dont les membres droits sont continus dans B. Dans le cas général,
les intégrales d’'une équation au paratingent possédent certaines pro-
priétés essenticlles des solutions d’un systéme d’équations différen-
tielles (1) '8).

2,2. Nous énoncerons quelques théorémes de S. K. Zaremba
sous une forme plus restrictive et qui sera plus commode ici.

13) Les notions de paratingent et de contingent ainsi définies different un peu de
celles introduites par G. Bouligand, dans son livre précité, p. 66 et 72.

1) Cf. Zaremba, ibidem.

') C'est une facon abrégée d'écrire un systeme d'équations xj= fi{f,x,x,.....x,),
ou i=1,2,..,n.

16) Voir S. K. Zaremba, ibidem, et Sur certaines familles de courbes en rela-
tion avec la théorie des équations différentielles, Ann. de la Soc. Polonaise de Math,
15, 1936, p. §3-100.
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Lemme 6. Si pour tout Pe(C' le paratingent Pt(C,P) est contenu
dans un pinceau fixe M, toute corde tendue entre deux points différents
de C est paralléle a une certaine droite contenue dans M 7).

Nous disons qu’une suite d’arcs
dM=el(t) on '<t<tY, i=1,2,...,n et j=1,2

converge vers l'arc

ceay

xi=g@it) on t'<t<t" et i=1,2,...,n

st pour chaque valeur de l'indice i les fonctions ¢i(t) convergent uni-
formément vers ¢i(f) dans Dintervalle t' <t <t”,

Lemme 2. Si M(P) est un champ ddfini dans un ensemble ouvert
B(C Xni, tout arc limite d’une suite d’intégrales du champ M(P) est une
intégrale de ce champ.

Lemme 8. Si le champ M(P) est défini dans un ensemble ouvert B
et QeB, il existe une intégrale issue du point Q et qui peut étre pro-
longée jusqu'a la fronticre de B.

Soient: M(P) un champ défini dans un ensemble B( X, et E un
ensemble quelconque contenu dans B.

Nous appellerons zone d'émission Z*(E,M) de I'ensemble E I'en-
semble dec tous les points P satisfaisant a la condition suivante: 7, &
étant les coordonnées du point P, il existe une intégrale x=g(f) du
champ M(P) et un point Py=/(1,,¢,), tels que § =g¢(z), &, =g(1,) et 1, < 1.

Nous appellerons zone d’absorption Z (E,M) de I'ensemble E I'en-
semble des points satisfaisant a la condition qui s’obtient de la précé-
dente en y remplagant 7, <t par 7 <r7,.

Si I'ensemble E se réduit a un seul point P, on a respectivement
la zone d’emission Z*(P,M) et la zone d’absorption Z (P,M) du point.

2,3. Désignons par W/a,f) I'ensemble des points (f,x) pour les-
quels a <t<p ct par Wla,b] celui des points pour lesquels a < ¢t <b.
Admettons que I'ensemble E est contenu dans Wla,f) ou a<<p < co.

[.a zone d'émission Z+(E,M) sera dite régulicre, si toute’ intégrale
issue d’'un point (z,8)eE peut ¢tre prolongée a lintervalle ©<t<<p.

Lemme 9. Soient M(p) et M’(P’) deux champs définis dans Wla,p)
tels que M'(P)._M(P), E et E’ deux ensembles tels que E'C EC Wla,p).
Alors, si la zone 7+ (E,M) est réguliere, la zone 7 (I',M’) est encore
régulicre.

17) Ce lemme est un cas particulier d'une proposition plus générale de A. Mar-
chaud, Sur les champs de demi-cones et les équations différentielles du premier or-
dre, Bull. de la Soc. Math. de France 52, 1934, p. 11. Cf. aussi S. K. Zaremba,
loco cit,
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En particulier, si M(P) est un champ borné dans Wia,g). la zone
d’émission est toujours réguliere.

La démonstration de ce lemme est immdédiate.

On démontre aussi sans peine la proposition suivante, qui est
d’ailleurs contenue sous une forme un peu différente dans le travail
précit¢ de S. K. Zaremba:

Lemme 10. Soient: M(P) un champ défini dans Wla,p) et E un
ensemble compact contenu dans Wla,p). Alors, si la zone d’émission
17 (E,M) est régulicre, elle est fermée relativement a Wla,p) et len-
semble Wa,b]-Z*(E,M) est compact pour a < b<<8.

Lemme 11. Soient, pour i=1,2,..., Mi(P) des champs dé¢finis dans

on

W(a,p) tels que M. ((P)C Mi(P) et My(P)=[]Mi(P); soient E; des en-
i=1

sembles compacts contenus dans Wla,p) et tels que Ei.,C E:. Posons

oo

E,=[[E: et admettons que la zone d’émission 7+ (E,,M,) est régulicre.
=3

Alors, pour tout nombre 7=0:
1“ Z+(E0,A/10)=[IZ+(E,',M[),
i=1

2° a partir d’'un i suffisamment grand, les zones d’émission Z*(E;, M)
sont régulicres dans Wla,b] et on a

Wla.b|- 2+ (E,M)C Wla,b]- K(Zs,n), ou Z,=Z*(E,,M) et a<b<§p.
Soit, en effet. U=W|a,b]-K(Z,,7).

Il est immédiat, d’aprés le lemme 10, que I'ensemble U est com-
pact et que 'on a E/=W/a,b]-E;C U pour les valeurs suffisamment
élevées de i. Soit M® un pinceau fixe pour lequel M (P)C M° dans U;

i

on a évidemment M;(P)C M° dans U pour les i suffisamment grands.
Nous allons montrer que U;=W/|a,b]-Z*(E;,M;)C U a partir d’'un cer-
tain i.

Dans le cas contraire, il existerait une suite {R;} de points et
une suite {i(j)} d’indices, ou j=1,2,..., pour lesquelles on aurait
Riell; et Rjnonel. Il existerait aussi des intégrales C; des champs
Mi;(P) joignant respectivement les points K; aux points PjeEy;. Chaque
C; contiendrait un point S; de la frontiere de U tel que la portion
C] de C, limitée par les points P, et §; serait contenue dans U. Comme
U est compact, la suite des points |S;} aurait un point d’accumulation §.
D’autre part, comme les champs M;(P) sont uniformément bornés dans U,
les arcs P;S; satisferaient uniformément a la condition de Lipschitz
et, par conséquent, on en pourrait extraire une suite partielle, conver-
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gente vers un arc C,C U joignant le point § a un point de E,. D’apres
le lemme 7, 'arc C; serait une intégrale de chacun des champs M;(P)
et, par suite, du champ My(P). Mais c’est impossible car le point §
n'appartient évidemment pas a Z+(E,,M,), de sorte que I'on a U,C U
pour i suffisamment grand. 1l s’ensuit que les zones d’émission Z+(E;, M;)
sont, i partir d'un certain i, régulieres dans W(a,b]. [l est ainsi dé-
montré que la condition 2° est satisfaite.

Pour montrer que la condition 1° I'est également, supposons que
PeW(a,b] et PnoneZ,. 1l existe donc un 5=>0 tels que Pnonel,

d'ott PnoneZ*(Ei;, M) pour i suffisamment grand et /’non e'“Z’f(E.,M,).

i=1
(-}

lls s’ensuit que [] Z+(E;,M)CZ,. L’inclusion inverse est évidente.
=1

Exemples. 1. Considérons I'équation différentielle x’=x* dans le
domaine W][0,-}co)(C X;,. Cette équation admet l'intégrale générale
x=(c—1)"" ct lintégrale singuliére x=0. La zone d’émission de I'ori-
gine est la partie positive de I'axe des t, tandis que celle du segment

(2) t=0," 0<x<q

contient la demi-droite t=1/g, x>0 et, par conséquent, n'est pas
régulicre.

Cet exemple montre bien que, sous les hypothéses du lemme 11,
les zones d’émission Z*(E;,M;) ne sont pas nécessairement régulicres
dans W{a,4-co) tout entier. A savoir, nous prenons ici pour E, I'ori-
gine, pour E; le segment (2) ou g=1/i, et nous admetions que tous
les champs M,(P) et M(P) sont identiques au champ d’éléments linéai-
res de I'équation considérée.

2. Voici encore un autre exemple dans W[0,4c0)C X;. Soient:
My(P) le champ constant d’éléments linéaires paralleéles a I'axe des ¢t
et Mi(P) le champ dont le pinceau se compose, pour P=(t,x) de tou-
tes les droites é=A(z-1-1) o 0< A< (x241)/i.

Dans cet exemple, toutes les zones d’émission du champ limite sont
régulicres, tandis que celles des champs Mi(P) ne sont jamais régulie-
res dans W[0,4-c0).

Les propositions analogues a celles que nous venons d’énoncer
pour les zones d’émission sont vraies pour le zones d’absorption.

2,4. Soit M(P) un champ défini dans un ensemble DC Xn. Dé-
signons par M(P) le come de sommet P=(r,£) engendré par toutes
les droites paralléles a celles appartenant a M(P), par M*(P) la por-
tion de M(P) qui se compose de points (t,x) pour lesquels =7, et

par M () le demi-cone opposé.
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Une fonction t=1I(x) continue dans un ensemble ouvert BC X,
sera dite franoersale a M(P), lorsqu’elle satisfait aux trois conditions
suivantes:

1° la surface (=1F(x), que nous désignons par 2, est contenue
dans D;

2% pour tout point PeZX, le pinceau M(P) contient & Pintérieur un
élément linéaire paralléle a 'axe des ¢;

3° il existe deux fonctions é(x) et 9(x), positives dans B et telles
que, pour tout couple de points xeB et x’ek(x,d(x)), les ensembles
de droites Ct(2,P) et k(Pé(x), on P=(F(x),x) et P'=(I(x),x’),
sont disjoints.

Il en résulte en particulier que si nous nous bornons au voisinage
suffisamment petit du point P, les portions des demi-cones M (P) et
M+(P) sont situées des deux cotés de la surface Z.

Fixons arbitrairement un vecteur o de longueur 1 situé¢ dans X, et
désignons par II(x) le demi-plan

f=x-+ps, —oo<t<<+oco, 38>0.

Les points (f,£) du demi-plan II(x) sont déterminés par les va-
leurs de t et de s. Lorsque le point P=(F(x),x) appartient a X, le demi-
plan I1(x) coupe les surfaces de M*(P) et M (P) suivant les demi-
droites

t=at(x)s et t=a (x)s,

ou s >0. Les coefficients a*(x) et a (x) sont des nombres finis qui
dépendent en général de x et de b.

La proposition suivante est une conséquence de la définition de
la notion de fonction transversale:

Lemme 12. Pour qu’une fonction F(x) définie dans un ensemble
ouvert B(C X, soit transversale a un champ M(P) défini dans D C Xu,
il faut et il suffit que la surface t=F(x) soit contenue dans D et qu’il
existe deux fonctions §(x) et 9(x), positives dans B et telles que l'on
ait indépendamment du choix de v:

(3) a (x)4d(x) <, F'(x) <o} F(x')<a®(x)—I(x),
pour xeB et x'eB-k(x,d(x)).

LLa condition est évidemment nécessaire. Nous allons montrer
qu'elle est aussi suffisante. En effet, soit ¢=>0, M (P)=k(M(P),¢) ct
M,(P)=Kk(M(P),2¢). Désignons par a; (x) et af(x) les coefficients ana-
logues & a(x) et a*(x), mais relatifs au champ M,(P). Le point x

étant fixe, on peut choisir le nombre ¢>0 de fagon que l'on ait
a, (y)<<a (y)+8(y) et af(y)=>a*(y) —d(y) pour yek(x,d(x)). Supposons

-
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que yek(x,d(x)/2). S'l existait une droite commune aux ensembles
Cu,Q) et M(P), ou Q=(F(y),y), alors il existerait un point
zek(x,6(x)) tel que la corde QR, ou R=(F(z),z), serait parallétle & une
droite appartenant a M,(P) et, par conséquent, le segment yz con-
tiendrait un point x" pour lequel les inégalités (3) seraient en défaut.
Les ensembles Ct(Y, Q) et M,(P) sont donc disjoints, d’ou la suffisance
de la condition.

Il est facile de démontrer, en utilisant le théoréme de Borel-
Lebesgue, que les fonctions é(x) et #(x) peuvent éire choisies de ma-
niére que leurs bornes inférieures soient positives sur tout ensemble
compact contenu dans B. Ceci étant, on déduit du lemme 5 de 1,6 les
deux suivants:

Lemme 13. Si une fonction I(x), définie dans un ensemble ouvert
BC X, est transversale a un champ M(P) défini dans un ensemble
ouvert D X,,, il existe dans B une fonction analytique G(x) qui est
encore transversale a M(P).

Lemme 14. Soient: I'(x) une fonction vérifiant les hypothéses du
lemme 13, w(x) un vecteur de longueur 1, B(x) et y(x) deux fonctions
positives dans B, dont les bornes inférieures sont positives sur tout

sous-ensemble compact de B. Admettons que 3, F(x')>y(x) pour

x'ek(x,B(x)). Alors, il existe une fonction G(x), analytique dans B et
transversale a M(P), dont les dérivées partielles du premier ordre ne
s'annulent simultanément en aucun point de I'ensemble B.

2,5. Lemme 15. Soient: M(P) un champ défini dans Wi(a,p) et
F(x) une fonction définie dans l'espace X, tout entier, transversale au
champ M(P). Désignons par X lhypersurface t=1F(x) et par F l'en-
semble des points (t, x) pour lesquels F(x)<t<<p. Alors, si P est un
point quelconque de I'hypersurface X, la zone d’¢émission 7+ (P,M) est,
a lexception du point P, contenue dans l'intérieur de F et la zone
d’absorption 7—(P,M) est, a 'exception de P, située a lextérieur de F.

En effet, il est immédiat, d’aprés la définition d’une fonction trans-
versale, qu’il existe un champ constant M; tel quon a M(P)C M,

localement dans certain voisinage du point P, et les demi-cones M
(1]

et M~ de sommet P, qui correspondent au champ M, sont situés
a l'intérieur ct a I'extérieur de 'ensemble F respectivement. En vertu
du lemme 6 de 2,2, la zone d’émission Z* (P, M) est localement conte-
nue dans lintérieur de M; et la zone d’absorption Z—(P, M) lest dans
Fintéricur de M~ (@ I'exception du point P). S’il existait donc un
point P’ <+ P appartenant & Z* (P, M) sans apparienir a I'intérieur de F,
il existerait aussi une intégrale du champ M(P) contenue dans F et

5
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joignant le point P & un point de I'hypersurface X. Mais c’est impos-
sible d’aprés ce qui vient d’¢tre établi. On voit parcillement que
2= (P, M) reste a I'extérieur de F.

Lemme 16. Soient M(P) et M'(P’) des champs définis dans un en-
semble ouvert D X., Admettons que M(P)C_M'(P), que M'(P) est

continu dans D et que P, est un point frontiérelde la zone d’émission
Z+(E,M), oo ECD. Alors:

1°© Z+(Py, M) est située a lintérieur de Z*(E,M’) a [lexception
de P,

20 2= (Py, M) est située a l'extérieur de Z+(E,M’) a lexception
de P,

En effet, il existe d’aprés 1,2, pour tout point PyeD, un >0 et
un pinceau M, tels que M(P)_M,C M’(P) pour PeK(Py,2¢). Il s’ensuit

d’aprés le lemme 6 que
(4‘) K(Qa 6) 'Z+(Q! M) C K(Q’ 6) 1 Z+(E9 M ’) pour Q € K(P(b 6) L Z+(Ea M’)a

a P'exception du point Q.

Supposons qu’une intégrale € du champ M(P) partant du point
ReZ(E, M’) pour t croissant ne soit pas contenue dans l'intéricur de
Z7(E,M’), et désignons par P, le premier point de cette intégrale, dif-
férent de R et appartenant a la fronticre de Z+(E, M’). Soit Q un point
situé sur l'intégrale C, précédant P, et pour lequel on a Q,P)|<<é.
Or, d’apres (4), le point P, appartient a l'intérieur de Z*(E, M’). Cette
contradiction montre que Z*(R, M) CZ*(E, M’) pour ReZ*(E, M).

L.a seconde partie du lemme 16 en résulte immédiatement.

2,6. Soicnt: M(P) un champ défini dans un ensemble ouvert
DC X,, et U une transformation biunivoque définie sur D par les

équations
- S=A(t,x|, x29---9xn)9
(5)

Y=y, x,x,....x) ou v=1,2,...,n

dont les membres droits sont analytiques et dont le jacobien est
partout non nul. Désignons par [ la droite

r=y, &,=xu, ou »=1,2,...0n

ct considérons une transformation linéaire U* définie dans I'espace
des droites issues du point (—1,0,0,...,0) et qui fait correspondre a /
la droite m:

0 =AD,, 7}/421’7/4»
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ot u=1,2,....,n et ou les coefficients v, sont définis par les égalités

o 0ALX) L halu(tx) | alu(tx)
(()) Dy = 2t o n” —vé,’ 9%, Liy 3t s

Soit My(Q) un champ défini dans UD de la fagon suivante:
My(Q)=U*M(P) pour Q=UP ou P=(t x).
On voit facilement que
Pt(UE,UP)=U*Pt(E,P) et Ct(UE, UP)=U*Ct(E,P)

pour EC D et PeE. 1l s’ensuit que C étant une intégrale du champ

M(P), la courbe transformée UC est une intégrale du champ trans-
formé My(P) ).

2,7. Admettons que les membres droits des équations différenticlles
) E=Ff(r,) ou »=1,2,....n

sont analytiques dans W[0, +c0) et que tout point (f,x) appartenant
a W[0, +c0) est situé sur une intégrale du systéme (7)

E=y(r; 1, x)

définie dans lintervalle 0 <t<<+oco, ou x=y(t;t,x).
Cela posé, la transformation U:

s=t, y=p(0;t,x)

est analytique dans W][0,+4o0), posséde le jacobien non nul dans
W0, +c0) et transforme toutes les intégrales du systéme (7) en demi-
droites paralleles a I'axe des ft:

UW |0, 4-c0) = W0, +c0).

1l est en outre évident que M(P) étant un champ dans W [0, + o),
les zones d’émission ct d’absorption sont invariantes par rapport a la
transformation U.

Chapitre 3

3,1. Théoreme I. M(P) é¢tant un champ défini dans un ensemble
Wia,p) C Xu, et la zone d’émission 7*(P,,M) du point P,=(a,x,) étant
régulicre, soient: M, un pinceau quelconque contenant M(P)) et 7 un

nombre positif. Alors il existe une suite d’ensembles C;, ou i=1,2,...,
telle que:

1° C; est, pour tout i, un continu relatif a l'ensemble W]{a,p),

on a CiC W]a,p) et lintérieur de C; est homéomorphe a une spheére
a n+1 dimensions;

18) Cf. G. Bouligand, op. cit., p. 66 et 73.
5ﬁ
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2° il existe pour tout i un voisinage K; du point P, tel que
My -K,CC-K et CoK,CM-K,, ou M est un demi-cone de sommet
Py correspondant au champ M, et ou M est un demi-cone de sommet
Py correspondant au champ k(M n) (cf. 2,4);

3° on a, a lexception du point P,, Z*(P,M)C Ci et Ci,CC;
{ i

pour i=1,2,...;
®© [1C=2+ (P, W);
==

5° si le point PeW [a, f) appartient a la fronticre de Ci la zone
2+ (P, M) est contenue a l'intérieur de C;, et la zone Z—(P, M) l'est a l'ex-
térieur de Ci, a l'exception du point P;

6° les points fronticres de C. qui appartiennent a Wa,p) forment
une hypersurface analytique n'admettant qu'un seul point singulier P,').

3,2. Démonstration. Nous pouvons admettre que
a=0, f=-+o0, P;=(0,0,...,0) ect MP)=M,

Sinon il suffirait de modifier au point P, le champ donné et de
le soumettre & une transformation convenable, conformément aux re-
marques de 2,6. Appliquons au champ M(P) le lemme 4 de 1,5, en
posant A=X,, et B=W]J0,+o0). Soit Ei=7Z+P,M). On a

[IEi=E=7"(P,M) en vertu du lemme (1 de 2,3, ot ki CE;
i=1 i

a I’exception du point P, d’apres le lemme 16 de 2,5.

Soit j un entier positif quelconque. A partir d’une certaine valeur
i; de lindice i, les zones d’émission E; sont, d’aprés le lemme (1, ré-
gulicres dans W[0,j] et I'on a E;-W[0,j]CK-W[0,j], ou K=K(E,1).
Nous pouvons évidemment admettre que i;=j.

Posons E;=EFE;+ W[i,4o0), pour i=1,2,... Tout E] est un con-
tinu et 'on a

W E=E, EwiCE,

a Pexception du point ;. On démontre sans peine, en s'appuyant
sur le lemme 16 de 2,5, que Z*(P,M) et Z-(P, M) sont, lorsque le
point I appartient a la frontiére de E’;, situés respectivement a l'inté-
rieur et a P'extéricur de E], exception faite du point P. Les ensembles
E; jouant le role des €, satisfont donc aux conditions 3°, 4°, 5° et a

%) On peut évidemment formuler un théoréme analogue relatif aux zones d'ab-
sorption. La méme remarque se rapporte aux autres théorémes de ce Chapitre.
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la premicére partie de la condition 2°. Quant a la seconde partie de
cette condition, elle est évidemment satisfaite a partir d’un certain
indice 1.

Désignons par X la frontiere de [, dépourvue de F,. Soient:
R un point de ¥ et r(R) le minimum des distances entre le point R
ct les surfaces 2 ol j+4-i. Soit ensuite T I'élément linéaire parallele
a Paxe des t. 1l est facile de montrer qu’il existe un nombre r’'(Q)
tel que toute intégrale du champ MH,l(I’)—T-k(T,l) partant d’un point
du voisinage K(Q,r’(Q)), ou Q est un point situé dans I'hyperplan
t=1, pcut ¢étre prolongée jusqu’a cet hyperplan. Soit encore r”(R)
la réciproque de la distance du point R a 'origine. Posons

(R e fmin [r(R),1] si RekK,
s {min [r(R),F(R), r”(R)] si R nonek.

Désignons enfin par H; la somme de tous le voisinages K(R,o(R),0)
ct par I celle de tous les voisinages K(R,o(R)/3) de rayons doubles,
ou ReX,. Il est évident que les H; sont disjoints pour les valeurs
différentes de l'indice i et que

E,.C‘: IIiC‘ H;CW(0,+}0o0) pour i=2,3,...

Fixons maintenant I'indice i et considérons la fonction u(l’) con-
tinue et non négative dans Xnr, égale a 1 dans H=H,-+K(E,1) et nulle

en dehors de H'=H+K(FE,2). Désignons par T, le pinceau k(7,1).
L’agrégat de champs

M (P)=u(P)M,(P)4(1 —u(P)T,
est un champ continu d’apreés le lemme 2 de 1,3 et on a

WP — | Moo (P) dans H,
5T \IM(P)=T, en dehors de H'.

Il est presque immédiat que les intégrales du champ M’(P) sont
définies dans l'intervalle —oco<t<-}co, car l'intégrale définie dans
I'intervalle a<<t<<f<<+oco par exemple, et qui s’éloignerait vers I'in-
fini pour ¢ tendant vers g, serait évidemment située en dehors de H’,
donc bornée pour t assez voisin de g, d’ott la contradiction.

En vertu de la derni¢re proposition de 1,2, le centre M*(P) du
champ M’(P) est un champ continu d’éléments linéaires. L’équation
au paratingent correspondant a ce champ est équivalente & un sy-
steme d’équations différentielles

x;=fv(t,x) ou v=1,2,..,n,

=,
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Les seconds membres de ces équations sont des fonctions conti-
nues dans W][0,4c0). D’aprés le théor¢me de Whitney (voir p. 57),
il existe donc des fonctions analytiques g,(t,x), ou »=1,2,...n, satis-
faisant dans W][0,-+ o) aux inégalités

Igl'(t’x)_fv(t’x)f < £(t,.l‘),

ou ¢(t,x) est une fonction positive et continue dans W |0, o), d’ail-
leurs quelconque. Nous pouvons choisir «(f,x) de facon que le champ
d’éléments linéaires du systéme des équations différentielles

(1) X, =g,(t,x)

soit contenu dans I'intérieur du champ M’'(P).

Soit U une transformation analytique fournie par le systéme (1)
comme celle de 2,7. En conservant les notations de 2,6, on a:

@) TC My(P),

(3) My(PYC M, (P)C M,y (P),

(@) My (P)=M,, ,(P) dans UH,

(5) UE = UE,+ W[i,+c0), oti i=2,3,...

3,4. Nous désignerons, pour simplifier les notations, les figures
transformées UE}, UX,, M,(P) etc. par E], X, M(P) etc. respectivement.

Nous distinguerons deux catégories des points de X, a savoir ceux
appartenant a la frontiére de E; et les autres.

Désignons par d(x) la demi-droite paralléle a I'axe des ¢, conte-
nue dans W[0,4o0) et partant du point (0,x). Soit N(x) I’ensemble
des points communs de d(x) et E;. Nous montrerons que, (f,,x) étant
un point de N(x), tous les points (t,x) ou t > t, appartiennent a N(x).
En effet, lorsque t,>1, il en est ainsi en vertu de (5). Si, au contraire,
t,<<i, le point (t,,x) appartient a E;. Or, d(x) est d’aprés (2) une in-
tégrale du champ M’(P) et, d’autre part, d’apres (3) et (4), M'(P) est
contenu dans M;(P) au voisinage du point (t,,x). Il s’ensuit que d(x)
est une intégrale du champ M:(P) pour tout t du segment f,<f<f{,,
ou t, est suffisamment proche de f,. Par conséquent d(x) est situé
dans E, pour t,<t<t,. L’ensemble N(x) étant fermé, il est évident
que les points (¢,x), ou t=1t,, appartiennent a N(x).

Ainsi, la surface X; peut ¢tre représentée par I'équation ¢t=F(x),
ou F(x) est une fonction définie sur X,.

Or, F(x) est une fonction transversale au champ M(P). En effet,
soit Py un point de la frontiére de E; (pour les autres points de 2 la
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proposition étant manifeste). In vertu de (3), il existe un 9=>0 et un
6=>0 tels que k(Mi;((Py),29)C Mi(P) pour PeK(P,,26). Soient: L un
élément linéaire de k(Mi;((P),9) et QeK(Py,d). Ona

K(L,9) CK(Mi. (P, 29) C Mi(P)

pour PeK(Q,d). Le demi-cone € de sommet Q appartenant au champ
k(L,9) (cf. 2,4) est contenu localement dans Z1(Q,M) et dans E;. Mais
cela implique que L n’appartient pas a Ct(X,Q); par conséquent, les
ensembles de droites Ct(2;,Q) et k(M. ((P,),9) sont disjoints. Ainsi,
la fonction F(x) est transversale au champ M(P).

Comme transversale a un champ, la fonction I'(x) est lipschitzienne,
donc continue. L’intérieur de 'ensemble E; est done homéomorphe a la
sphére ouverte a n-{-1 dimensions. La condition 1° est ainsi réalisée
pour les ensembles transformés; cela suffit d’ailleurs, car toutes les
conditions (°—6° sont invariantes par rapport a la transformation U.

3,5. 1l nous reste a démontrer que les ensembles E] peuvent étre

modifiés de fagon que la condition 6° soit satisfaite, tout en conser-
vant les propriétés déja établies. A cet effet, appliquons le lemme 13
de 2,4 a la fonction I'(x) envisagée dans I'espace X, sans l’origine P,
et au champ M. ((P) envisagé dans I’ensemble H; (les notations con-
cernant toujours les ensembles et les champs transformés). 1l existe,
d’aprés le lemme, une fonction analytique G(x) qui est transversale
au champ M;.((P) dans X,— P,. La surface t= (i(x) étant contenue
dans H;, nous pouvons compléter la définition de G(x) en posant
G(0)=0. On constate sans peine que la fonction G(x) ainsi prolongée
ne cesse pas d’¢tre continue et transversale a M;. ((P); cependant elle
n’est plus analytique a I'origine.

Soit I'1 un ensemble de points (f,x) tels que t>G(x). En vertu
du lemme 15 de 2,5, le continu I satisfait a la condition 5° relative-
ment au champ M. (P) et, de méme, relativement a M(P). Désignons
par C;, ou i=2,3,..., I'image réciproque de I}:

C,-=U“I".-.

On vérifie facilement que les conditions 1°-6" subsistent pour ces
continus. Le théoreme est ainsi démontré.

3,6. Soit M(P) un champ satisfaisant aux hypotheéses du théoreéme I
et contenu dans l'intérieur d’'un champ continu M’(P) tel que la zone
d’émission Z+(P,, M’) est régulicre dans W/a,p). Il existe alors une
suite d’ensembles C; satisfaisant aux conditions 2°-6° du théoréme |
et a la condition que les ensembles Ci;-W/a,b], ou a<b<p et
i=1,2,..., soient des continus bornés,
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La démonstration est semblable a celle du théoréme I, mais plus
simple. En particulier, on y posera M;(P) C M’(P) et E;=E,.

Le théoré¢me 1 peut étre remanié de fagon qu’au lieu du point
P, on y considére un ensemble de points sur I'’hyperplan t=a; les
conditions 2-4° et 6° doivent cependant étre convenablement modifices.

3,2. Théoréme II. Soient: M(P’) un champ défini dans W (a,p),
P,=(a, x,), Ci une suite d'ensembles, K; une suite de voisinages du point
% et i une suite de nombres positifs satisfaisant, pour i=1,2,...,
aux conditions suivantes:

1° C.’CW[&,ﬂ),

2° Ki-k(M(P,), 6)) CKi-Ci,

30 Ci+l C Ch

© [l C=C,
i=1

5° P'=(t',x’) étant un point de la fronticre de C;, il existe, pour
toute intégrale I du champ M(P) issue du point P’, unintervalle t’ <t < t”
tel que la portion de 1 qul correspond a cet intervalle est contenue

dans C..
Sous ces conditions, on a 7+(Py,, M) C,.

La démonstration est immédiate.

3,8. Théoreme IIl. Soient: M(P) un champ défini dans W |a,p)
et I, une intégrale particulicre x=g¢(t) du champ M(P) partant du
point P,=(a,x,) et définie dans l'intervalle a <t<<p. Alors, la condi-
tion nécessaire et suffisante pour l'unicité de l'intégrale I, est la suivante:

d et y étant des nombres positifs quelconques, il existe une suite {C}
d’ensembles et une suite {K;} de voisinages du point P, telle que:

1° Ci:C Wila,p), C; étant un continu relatif au domaine Wia,p) et
lintérieur de 'C; étant homcéomorphe a une sphére ouverte a n-+1
dimensions;

20 ‘.m;(l’o)-K,-CC,-K,-Cim;q(Po)-K.-, ou M; est le demi-cone de
sommet P, relatif au champ k(M (P,),9) et mz;q en est un relatif au
champ k(M (Py), 9+ »)

3, IOCCi+.CC;, a lexception du point P,;
L 1 C=1;
1=
5° P étant un point fronticre de Pensemble Ci, on a Z+(P,, M) C C;

et la zone Z-(Py, M) est en dehors de Ci, a ['exception de P;
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6" les points fronticres des C; appartenant a W |a,p) forment une
surface analytique n’ayant qu'un seul point singulier P,.

Ce théoréme est une conséquence immédiate des théorémes 1 et 11

Remarques. l.c théor¢me Il donne une condition nécessaire et
suffisante pour que l'intégrale I, ne se ramific pas pour les valeurs
croissantes de la variable ¢; il n’est pourtant pas exclu que cette in-
tégrale se ramifie pour les valeurs décroissantes de t. 1l est évidemment
possible de formuler une condition analogue, nécessaire et suffisante
pour qu'une intégrale du champ M(P) définiec dans le domaine
W (a, b], ou a<<x < b, et partant du point P;=(b,x,) ne se ramifie
pas pour t décroissant; il suffit d’intervertir dans le théoréme III
les roles des zones d’émission et d’absorption.

Les autres propositions énoncées dans ce Chapitre sont d'ailleurs
susceptibles des modifications analogues.

Il faut souligner le role important de I'inclusion M3 (Py)-KiC Ci-Ki;
sans cette restriction les conditions 1°-06° ne suffiraient pas pour
Punicité de l'intégrale I,.

Dans le théoré¢me Ill, ¢’est la nécessité¢ de la condition qui est
intéressante, sa suffisance étant manifeste. Par contre, M. T. Wazewski
a donn¢ des conditions nécessaires et suffisantes pour 'unicité des
intégrales des systéemes d’équations différentielles ordinaires, ou la dé-
monstration de leur suffisance constitue la difficulté¢ essentielle du
probleme 2°),

Si le champ M(P) est a lintérieur d’un autre champ M’(P) qui
est continu dans W]a,p) et dont la zone d’émission Z+(P,,M’) est
régulicre, on peut remplacer la condition 1° par celle que les ensem-
bles Ci-W]|a,b] soient des continus bornés pour tout b (cf. 3,6). On
peut cependant montrer par un exemple que, pour n™>3, cette nou-
velle condition exclut, en général, la condition 1° et cela méme dans
le cas particulier d’un systéme d’équations différentielles ordinaires.

S'il s'agit d'un champ M(P) défini dans Wa,b|, ott a <t < b< 400,
on peut remplacer dans le théoréme Il la condition 1" par celle que
Ci soient des continus bornés situés dans Wla,b|, et la condition 4°—
par celle que la suite {Ci} converge uniformément vers I'intégrale I, 2').
On peut méme atteindre, par une modification convenable de la con-
struction des ensembles €, qu’ils soient homéomorphes a la sphére

*) T. Wazewski, Zur Theorie des Unitiitsproblems fiir Systeme von gewohn-
lichen Differentialgleichungen, Math. Zeitschr. 35, 1932, p. 553-562.

%) La démonstration résulte du théoréme III; il suffit de prolonger le champ
considéré a l'espace X,, tout entier. La démonstration directe est cependant plus
simple,
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fermée a n—+1 dimensions. Je renonce ici a la démonstration, qui ne
présente d’ailleurs de difficultés essentielles.

On peut encore formuler un théoréme analogue pour des champs
définis, par exemple, dans un intervalle spacial a <f< b, a, <x,<b,,
o v=1,2,...,n, ou bien dans un voisinage ferm¢ de intégrale particu-
licre, en profitant du fait que le champ donné M(P) peut étre pro-
longé au dela de son domaine d’existence, grice au lemme 4 de 1,5.

Enon¢ons enfin une modification du théoréme Il concernant le
cas du champ M(P) continu au point P,. Dans ce cas, M(P,) est un
élément linéaire L puisque, s’il n’en était pas ainsi, il existerait une
infinité d’intégrales issues du point P;,. Alors, on peut donner a la
condition 2° la forme suivante:

25,(Po)-K,C C,-K,C 83 (Po)-K,;

ot {d:} et {7 sont des suites décroissantes de nombres positifs arbitrai-
rement choisies, les symboles £} et 2} = désignant les demi-cones
I [}

relatifs aux champs k(L,9) et k(L,%-+n) respectivement. La dé-
monsiration exige unc modification, assez simple d’ailleurs, du raison-
nement de 3,2.

En admettant que M(P) est un champ d’éléments lincaires, on tire
du théoreme Il et de ses modifications, comme conséquences directes,
des théorémes concernant les systemes d’équations différentielles ordi-
naires

x,=f(t,x;,x,,..,x,), ou »v=1.2,.,n,
dont les membres droits sont continus dans un domaine.

3,9. Le théoréme suivant est une conséquence immédiate du théo-
reme [I. Envisagé comme condition suffisante pour l'unicité de linté-
grale I,. il est d’'une portée plus grande que le théoréme III.

Théoreme IV. Soient: M(P) un champ défini dans Wla,f) et I, une
intégrale de ce champ, définie dans lintervalle a <t<g et partant du
point Py=(a,x,). Alors, la condition nécessaire et suffisante pour que
toute intégrale issue du point P, soit contenue dans I, est la suivante:

Il existe une suite {Ci} d’ensembles, une suite {K,} de voisinages du
point P, et une suite {8;) de nombres tels que

1° C:C Wla,p);
2° Ki-k(M(P,),6)C Ci-K;
3 CitaCCy

40 ”C‘=C0;
i=1



Sur T'unicité des équations différentielles 75

5° les intégrales du champ M(P) issues des points fronticres de C
sont, pour t croissant, localement contenues dans Ci.

3,10. Théoreme V. Soit M(P) un champ défini dans le domaine
ouvert W(a,f), ou a<<t<p, et borné dans un voisinage du point
Py=(a,x,). Admettons encore que larc C,

x=gp(t), ou a<<t<g,

est une intégrale du champ M(P) pour a<<t<pg et satisfait a I'cgalite
p(a) =x,.

Alors, pour que toute intégrale du champ M(P) pénétrant jusqu'au
point P, soit une partie de C,, il faut et il suffit qu’il existe une suite
{C:} d’ensembles “satisfaisant aux conditions 1° et 3°-6° du théoreme Il
et en outre a la condition suivante:

2" pour toute valeur de lindice i, il existe un voisinage K; du
point P, tel que Ki-W(a,p) C..

Dans la démonstration, on fixera d’abord un pinceau M, pour lequel
on a M(P)C M, dans un voisinage du point P, ¢t on posera, dans ce
voisinage, M(P)= M, sur I'hyperplan t=a. Le champ ainsi prolongé
satisfait aux hypothéses du théoréme IlI dans le voisinage de P,. La
suite de la démonstration est semblable a celle du théor¢me III.

On démontre encore sans peine le suivant

Théoreme V1. Dans les conditions du théoréeme précédent, il est
nécessaire (mais pas suffisant) pour lunicité de lUintégrale C, qu'il existe
une suite [C;} d’ensembles satisfaisant aux conditions 1° et 3°-6° du
théoréme 111 et, en outre, a la condition 2° du théoréme I, o n est un
nombre positif arbitraire et M, est un champ fixe contenant M(P) pour
les points assez voisins a P,.

Lorsque C, admet une tangente au point P,, ces conditions sont
suffisantes pour que C, soit la seule intégrale du champ M(P) péné-
trant jusqu’'au point I, avec une tangente parallele a une droite
intérieure au pinccau M,.

3,11, Dans les théoré¢mes V et VI, la condition que M(P) soit
borné dans un voisinage de P, est essentielle. Considérons, en cffet,
I’équation différentielle

(6) X'=—

dans le domaine 0<t<+oc0, —co<x<<+co.
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Les intégrales de I'équation (6) sont de la forme
2 o it e
(7) x-—-c(t sin ¢ -+ : — t).

Désignons par C, l'intégrale particulicre x=0. 1l est évident
que C, est la scule intégrale pénétrant jusqu'a I'origine. Supposons
qu’il existe une suite de continus satisfaisant aux conditions du
théoréme LV (moins restrictives que celles du théore¢me VI). Pour i fixe,
le continu C; doit renfermer le segment x=cf, ou 0<f<f
et ¢>0. Il y a sur ce segment une suite de points convergeant
vers l'origine et appartenant a l'intégrale particuliére qui correspond
a la constante c. La condition 5° exige que cette intégrale soit
contenue dans C;. Cependant, c’est impossible puisque toute intégrale
(7) qui correspond a une valeur positive de ¢ s’accumule sur la partie
positive de 'axe des x pour t 0.

Chapitre 4

4,1. Ce Chapitre est consacré a 'étude du cas particulier ou n==2,
On verra qu’il est possible dans ce cas de modifier le théoréme 111
de 3,8 cn imposant aux ensembles C; la restriction supplémentaire
suivante: leurs intersections avec les plans perpendiculaires i l'axe
des t sont des circuits réguliers simples.

Les raisonnements qui suivent étant assez longs, nous n’en don-
nerons que l'idée générale, en laissant de coté la discussion détaillée
des passages plus faciles.

4,2. M(P) étant un champ défini dans le domaine W [0, c0) C X,,,
soit I, une intégrale x =¢(f) du champ M(P) définie dans I'intervalle
0<'t<<-+oco et contenant toutes les intégrales de ce champ qui par-
tent de I'origine. On peut former les suites {M;(P)}, {Ei} et {E]} de la
meéme fagon que dans 3,2,

Convenons d’appcler perticale la direction de I'axe des t, et de
dire que le point (t,x) se trouve plus haut que.le point (t',x’) lorsque
t >t". Désignons par X* le plan (horizontal) =1 = const. et posons
E:=E;-X*. La zone d’émission E; est réguliere dans W [0,i] et, comme
la propriété de Kneser, connuc dans la théorie des ¢quations diffé-
rentielles, subsiste pour les équations au paratingent *2), Pensemble
Er est un continu borné pour 0 <7 <<i, ot i=1,2,... L’ensemble con-
plémentaire Z=X*— E* se compose de domaines ouverts. L’un de ces

22) S, K, Zaremba, amb. locis cit. Cf. aussi H. Kneser, Uber die Lisungen
eines Systems gervihnlicher Differentialgleichungen, das der Lipschitz-Bedingung nicht
geniigt, Sitz.-Ber. der Preuss. Akad. der Wiss. Phys.-Mat. KI. 1923, p. 171-174.
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domaines s'étend a Pinfini, tandis que les autres, s’il en existe, sont
bornés. Nous désignerons par E7*?) la somme de I'ensemble E; et
de toutes les composanies bornées de Z. Pour 7> 1, nous poserons
E*=E:. Soit E; la somme de tous les ensembles E°F correspondant
aux valeurs non-négatives de z; on peut montrer facilement que E;
est un ensemble fermé. [l est aussi facile de voir que EH,CE'

(@ Pexception du point P;) et que ”L. =1,

Soumettons maintenant le (lomamc W [0,4 o) a la transformation
U qui a été définie dans 3,3 et convenons de désigner les transfor-
mées de UE;, UE;, M,(P) etc. par E,E;, M(P) etc. respectivement.
Cette ambiguité ne sera d’ailleurs pas ficheuse dans la suite.

4,3. I'ixons l'indice i et désignons par A4 le domaine 0 < <1,
[al <<k, ou »=1,2; choisissons un k=0 suffisamment grand pour
que lon ait E;-W|[0,i]C 4.

Cela posé, il est aisé de voir qu’il existe un ¢ =0 et un 6>()
satisfaisant a la condition suivante:

Si P et P’ sont des points appartenant a 4 et si |[P,P’|<<4, on a
(1) Mis (P) Tk (Misi(P),e) et k(Mirs(P),2e) C Mi(P').

Soient: T I'élément linéaire paralleéle a I'axe des ¢ et s un nombre
positif suffisamment grand pour que le champ M;(P) soit contenu dans
le pinceau constant k(7T,s), lorsque PeA. Posons 5n=4/3(s11).
Divisons l'intervalle 0 <t <i en intervalles partiels 7,—, < t<1,, ou
7=1,2,...,p, 1o=0 et 7,=1i, de longueurs inféricures a 7, et le
carré |x|<<k en carrés particls congruents gz, ou 1=1,2,...,1, de dia-
meétres inférieurs a /3. Désignons par A, I'ensemble des points (£, x)
tels que 1, <f<1, et x¢q;. Prenons ensuite, pour tout couple de
valeurs 7,4 on #=1,2,...,p et A=1,2,...,1, un point R, situé sur
le plan t=t,_, et dans 4.:. Considérons enfin un champ constant
M, dont la trace est un polygone convexe et tel que l'on ait

(2) K(Miyy(Raz),6) C Maa Ck (Misy(Raz), 26).

P étant un point de I'ensemble 4.z, soit M, (P) I'ensemble
23 (P,Maz) W [ta-1,14], C'est-d-dire la portion comprise entre les plans
t=1,—4 et t=1, de la zone d’émission du point P par rapport au
champ constant M,, ;.

En s’appuyant sur les relations (1) el (2), on peut établir la pro-
position suivante:

#3) Les continus analogues ont été considérés par T. Waze wski, loco cit., p. 560.
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I’ensemble M, (P) est une pyramide convexe de sommet P con-
tenue, & I'’exception du point P, dans I'intérieur de la zone d’émission
Z*(P,M)) et contenant dans son intérieur la portion de Z*(P, M)
comprise entre les plans =1, et t =1,.

Considérons un triangle ¢ situé sur le plan t=1,_, dans 4, La
somme M(o) de toutes les pyramides M, 2(P) dont les sommets P ap-
partiennent a o est le moindre polyédre convexe renfermant les trois
pyramides M. (P) ayant pour sommets P ceux du triangle o. L’inter-
section de M(o) avec le plan t=z, ou 7,-<<7 <7, est un polygone
convexe. Si PeZ*(Py, M), la projection orthogonale de ce polygone
sur le plan t=7,_, contient dans son intérieur le triangle 0. Cela
résulte du fait que le champ Mi;((P) contient a l'intérieur I’élément
linéaire T pour PeZ*(Py, M))-A.

4,4. Nous définirons par recurrence unc suite finic {M,} de poly-
¢dres (z=1,2,...,p) dont les intersections avec les plans f=1z, o
Ta—1 <. T < 7, sont des polygones connexes et qui n’ont pas de points
communs avec les plans t=1 pour les autres valeurs de 7.

Posons dans ce but

M, =M 1 2(Po)- W0, 1,],

ou 4, est un indice tel que le point P, appartient a ¢z;. Un M,
quelconque étant défini, son intersection avec le plan t=1z, est un
polygone qui peut étre envisagé comme somme d’un nombre fini
de triangles o; (j=1,2,...,J) situés dans le plan t=1, et dont chacun
appartient a un certain 4. Posons alors

J
m?,,+1=.z:~m(o,-).
l:
[.a suite M, étant ainsi construite, soit
P
M= M,.
=1

MM est un polyedre contenu dans W[0,i] dont les intersections avec
les plans t=7, o 0<<r<i, sont des polygones connexes et dont
celle avec le plan f=0 se réduit a un seul point P,. En outre,
on a ¢videmment

(3) E.-H-W(O,i)C‘:m-W(O,i)C,Ei-W(O,i)-

Désignons par A la surface latérale de la pyramide M, et par A’
une surface qui s’en obtient en modifiant un peu linclinaison de ses
faces. 1l est ais¢ de voir que, pourvu que cettc modification ne soit
pas trop grande, la surface A’ est encore contenue dans l'intérieur du
domaine (E;—E;.)-W[0,i], a I'’exception du point P,
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l.a surface qui est la frontiére du domaine MW |[i,4-c0) peut
étre représentée par P'équation t=F'(x,,x,), ou I''(x) est une fonction
définie dans X, et transversale au champ M ((P). Cette fonction
n‘admet de minimum qu’au point P;, puisque, dans le cas contraire,

il existerait un plan f=17 dont l'intersection avec I ne serait pas un
ensemble connexe.

4,5. Divisons le carré t=0, |x,/<<x, ol x est un entier positif et
u=1 et 2, en quatres triangles au moyen de ses diagonales et désignons
par ®,(x,,x,) la fonction égale a i en dehors du carré, a i—4, au point
(0,0) et linéaire sur chacun des triangles. Les nombres 4, peuvent étre
choisis de fagon que l'on ait 0<<d,41<<d,/2<<12, que les fonctions
&, (x) soient traversales au champ M, (P) et que les surfaces t=d,(x)
soient contenues dans le domaine H (cf. p. 69). Ceci étant, posons

@ (x)=min(P, (x), D,(x),...).

Cette fonction ne posséde qu'un seul minimum, a savoir au point
(0,0), et elle est traversale au champ M. ((P). La surface t=a(x) est
contenue dans le domaine H-W (i—1,1).

4,6. Posons dans le plan X, tout entier
F2(x)=min(F!(x), ®(x)).

On peut diviser le plan X, en une infinité dénombrable de po-
lygones bornés et fermés n;, ou l/=1,2,... de facon qu’un cercle,
quel qu’il soit, n’empiéte que sur un nombre fini de ces polygones et que
la fonction F?(x) soit linéaire dans chacun d’eux. Nous dirons alors
tout court que la fonction F?(x) est polyédrique et adopterons dans la
suite cette fagcon de parler.

Appelons réseau appartenant a la fonction F?(x) Vensemble des
polygones m. Les polygones =, leurs cotés a; et leurs sommets ny
seront dits respectivement les sous-faces, sous-arétes et sous-sommets de
la fonction F2(x). Les figures correspondantes sur la surface ¢=F?(x),
c’est-d-dire les polygones IT;, les segments A4; et les points Ni seront
appelés faces, arétes et sommets de la méme fonction. Ce ne sont
pas nécessaircment les faces, arétes et sommets au sens propre, car
plusieurs faces adjacentes peuvent étre situées dans le méme plan.

Etant donné un réseau appartenant a la fonction F2(x), on peut
cn obtenir, en tracant de nouvelles sous-arétes, un réseau dont toutes
les sous-faces sont triangulaires et qui sera dit réseau triangulaire
de F?(x).

Introduisons encore une classification des sous-sommets et des
sous-arétes. Une sous-aréte a; partant d'un sous-sommet n; sera dite
positive, négative ou nulle par rapport a nyx, suivant que la fonction
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I'*(x) croit, décroit ou reste constante lorsque x parcourt ceife aréte
en partant du poimt m. Un sous-sommel ng sera dit sous-sommet
maximum (minimum) lorsque les valeurs de la fonction F?(x), dans
un entourage de ng, sont non-supéricures (non-inférieures) de celle
au point ng.

Le point P, est le seul sous-sommet minimum de la fonction I'*(x).

Un sous-sommet n; sera appelé régulier si I'ensemble des points x
tels que F?(x)=F2(nx) se compose, dans un voisinage de ny, de deux
segments rectilignes partant de ni et qui séparent deux domaines dans
lesquels la différence F?(x) — F2(nx) a de signes contraires.

La fonction F*(x) est transversale au champ M..((P) et la surface
t=17?(x) est contenue dans l'intérieur du domaine

(H-W(@i—1,0)+4Fi-W(0,i)— Eiyy,

a lexception du point P,.

Le domaine W(0,7) ne contient qu'un nombre fini de sommets de
la fonction F?(x), lorsque 0<7<<1.

4,7. Lemme 12. M(P) détant un champ défini dans un domaine
ouvert DC X;,, admettons qu'une fonction transversale a ce champ
est définie par l'équation

Y(x)=a;x;+ay X, +f

sur un ensemble compact BC X,.
1l existe alors un nombre positif ¢ tel que la fonction

W () = ¥ x, + a5, B
est transversale au champ M(P) dans k(B,e) lorsque 'a}—a,|<<e pour
v=1 et 2, et |f*—p|<e.

En effet, désignons. par IT et II* les portions des plans t=¥(x)
et t=¥*(x) qui correspondent aux domaines B et k(B,e) respective-
ment. La fonction ¥(x) est évidemment transversale dans B au champ

constant M,=2M(P) (cf. 1,3). 1l en résulte 'existence d'un 2 =0 et
Pell

d'un &0 tels que la fonction ¥*(x) esi transversale au champ
k(M,, %) lorsque |af —a,'<<¢'.

11 existe ensuite un &”=>0 tel que M(P)Ck(M,,»n) pour
PeK(IT1,e”) et un " >0 tel que II'CK(Il,¢”) pour |a¥—a |<e&™,
|p*—pl<<e&” et e<e&”. Pour achever la démonstration, il suffit de
poser &=min(e’,e”,&"”).
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Lemme 18. Soient: t=1I(x) une fonction polyédrique et transver-
sale au champ M(P), et A un domaine fermé et borné contenu dans X.,.
Alors, il existe un nombre & =0 satisfaisant a la condition suivante:

I'*(x) étant une fonction polyédrique identique a I'(x) en dehors
de A et telle qu'il existe une correspondance biunivoque entre les
sous-faces de I'(x) et celles de I'*(x) dans laquelle

(2) les distances entre sous-faces correspondantes sont inférieures a e,

(B) la fonction I'(x) ctant égale a a,x,~+ a,x,+p sur la sous-face
m et la fonction I'™*(x) dtant égale a afx, +a}x, -{ﬂ" sur la sous-face
(orreepondante n*, les valeurs absolues |of —a,!,la} —a, et |f*—f sont
inférieures a e,

la fonction I*(x) est transversale au champ M(P).

l.a démonstration est immédiate en vertu du lemme 17.

4,8. Reprenons 'étude de la fonction F?(x). IKn supposant que le
réscau appartenant a cette fonction est triangulaire, nous allons montrer
qu’il est possible d’atteindre, par une modification convenable de I?(x),
qu’ aucun couple de sommets ne soit pas situé sur le méme plan t= const.
et que, en méme temps, les propriétés de la fonction F?(x) discutées
dans 4,6 ne soicnt pas altérées.

Rangeons, en cffet, tous les sous-sommets de F?(x) en une suite
{ni} ot k=0,1,2,... et ny=~F,. Nous définirons d’abord par récurrence
une suite de fonctions polyédriques {F,(x)} satisfaisant aux conditions
suivantes:

. Fo(x) =F(x);
2. F,‘(x) posséde le méme réseau que F?*(x);

3. Fu(x)=F,—i(x), a I'exception des sous-faces contenant le sous-
sommet n,;

4. 0<F, 1 —F,<1/u;

5. les sommets N, N#,...,N& de la fonction F, (x) qui correspondent
aux sous-sommets n,,n,,...,n, de la fonction [%(x) sont situés a des

niveaux différents;

0. les fonctions F,(x) poss¢dent toutes les propriétés de la fonction
I*(x) discutées dans 4,6.

Admettons que les fonctions F,(x) pour g<<m soient déja définies.
(e — 1 - .
Si le sommet Nn ' ne se trouve au méme niveau qu’aucun des som-

i) —1 = A \ ,
mets Ny, N{"',..., Nm_i, posons Fm(x)=1IFmn_i(x). Dans le cas con-
traire, abaissons un peu le sommet Nj ', en diminuant la valeur de
la fonction Fn_y(x) au point nn et en modifiant cette fonction de fa-
6
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¢on convenable sur les sous-faces contenant le point nm. Si cetie mo-
dification n’est pas trop considérable, la fonction Fn (x) satisfait encore
aux conditions 2—06 (cf. lemme 18).

Ceci posé, soit F*(x)=1lim F,(x). C’est bien la fonction cherchée

1t oo

dont les sommets sont situés a des niveaux différents et qui posséde
les propriétés annoncées, analogues a celles de la fonction [I#(x). Re-
marquons encore que, grace a la condition 4, chaque domaine W[0,7]
on 0< r<"i, ne contient qu'un nombre fini de sommets de F(x).

Désignons par e(l3,7) 'ensemble de points x du plan X, pour les-
quels I3(x)=1, et par E(I'%,7) celui des points correspondants de la
surface t=[*(x). Pour 7 >1i, ces ensembles sont vides, et pour =0,
ils se réduisent au point P,. Lorsque 0<<r<<i, P'ensemble e¢(F* 1) est
borné et se compose de segments rectilignes, voire de points isolés.
I.’ensemble complémentaire X,—e(F3,17) se compose d’un nombre fini
de domaines ouverts. L'un de ces domaines, By, s’étend a Pinfini, les
autres By, B,,....B, sont bornés.

Les domaines dans lesquels [7*(x) — 7 =0 seront dits positifs et ceux
on I¥(x)—1<<0 — négatifs. Le domaine B, est évidemment positil.

La fonction I*(x) w'ayant pas de minimum différent de P, il n’exi-
stec qu'un seul domaine négatif. 1l s'ensuit que la [ronticre de B, est
un circuit simple; nous le désignerons par o, (I, 1).

Pour les valeurs de 7 suffisamment proches de 0, il n’existe qu'un
scul domaine positif B, et un scul domaine négatil B,. Lorsque 7 croit,
B, se contracte, tandis que B, s’étend et peut former des saillies qui
peuvent enfermer de nouveaux domaines positifs. 11 est indispensable
d’exclure cette éventualité par une modification convenable de la fone-
tion [*(x).

4,9. Nous allons nous débarrasser des sommets non-réguliers dif-
férents de P,. Rangeons d’abord en une suite croissante

(4') T():()a T]a 120 o o

convergente vers @ les valeurs de la variable t qui correspondent aux
sommets de la fonction F3*(x). Nous consiruirons une suite de fone-
tions polyédriques {I";(x)} et une suite croissante de nombres (9,]
satisfaisant aux conditions suivantes:

1°. 9y=0 et chaque terme de la suite 9, est égal & un terme de
la suite (4);

Y , A

2 Fi(x)=F*(x);

- Al S\ ) Il ! 9. b A p

3. I"(.x)-—F’_l(.x) dans I'intéricur de o,(F,_, 9,_);

4. les sommeis de F) (x), correspondants aux valeurs de t non
inférieures a 9, sont identigues & certains sommets de [*(a):
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5. les sommets de I'V”(x), correspondants aux valeurs de f non
supéricures a 9, sont réguliers;

0’. lorsque 0<<7-"#,, I'ensemble v(l";‘,r) est un ciccuit simple;

7’. les fonctions F;(x) posseédent un seul sommet minimum P,
clles sont transversales au champ My (P) et les surfaces t=1";(x) sont,
a I'exception du point Py, contenues dans I'intéricur du domaine

(3) H*=(H - W(i—1,i))+E;-W(0,i)) — Ei—.

Admettons que les nombres et les fonctions en question soient déja
définis pour p<<m. Les sommets de la fonetion F'pn—(x) qui corres-
pondent aux valeurs de f supéricures a 9y sont identiques a cer-
tains sommets de [F*(x). Nous en choisirons un sommet N dont 'abs-
cisse t=19, est la plus petite possible et désignerons par n le sous-
sommet correspodant. On peut démontrer facilement que I'ensemble
¢(F'm—1,1) est un circuit simple, lorsque #y—1<<1<<#,. En cffet, dans
le cas contraire, la fonction Fpny(x) posséderait un sommet non régu-
lier d’abscisse t<<dm.

Considérons maintenant 'ensemble ¢(F'n—y,9,). Deux cas sont
possibles: cet ensemble est un circuit simple ou non. S'il est simple,
le sommet N est régulier et on posera I, (x)=1I"n_s(x). Nous allons
done nous occuper de la seconde alternative.

L’ensemble e(l'm—1,9n) n’étant pas un circuit simple, il est aisé
de voir quil est un continu composé de circuit 0y=0,(F m=1,9m)
et des circuits situés a Pintéricur de o, et ayant avec o, un point
commun n qui est le sous-sommet correspondant a N. Nous désigne-
rons ces circuils intéricurs a o, par

(0) 04084 004304

La fonction F'n_y(x)—9, cst positive a lintéricur des circuits (6)
et & Pextéricur de o,: elle est négative dans le domaine limité exté-
ricurement par o, et intéricurement par les circuits (0). Le sommet N
n'est done pas régulier dans le cas considéré.

Posons F*(x)=49, aux points intéricurs des circuits (0) et
F*(x)=IFn-1(x) a Pextéricur d’eux. Nous retranchons ainsi certains
sommets ¢t formons de nouveaux sous-sommets ng, ot p=1,2,...,8,
qui sont situés sur les circuits (0). Les sommets correspondants N, sont
situés au méme niveau que le sommet N. On peut atteindre par une
subdivision (s'il y a licu) du réscau appartenant a la fonction I'*(x) que
toutes les sous-arétes partant des nouveaux sous-sommets n, soient
situées & I'extéricur de oy(Frn—i,9m—1). La fonction F*(x) est trans-
versale au champ M, (P) ct la surface t=F*(x) est contenue dans
I'intéricur du domaine H*, & P'exception du point P,

6*



84 Adam Bielecki

Considérons le circuit o,. Soient n,ng,...,n, les sommets succes-
sifs de ce polygone. Il est évidemment possible de tracer ¢—2 diagona-
les ne s’entrecoupant pas deux a deux et qui divisent le domaine limité
par o, en triangles a,7,...,a;_,. Deux au moins des sommets n’ap-
partiennent a aucune de cettes diagonales. Nous pouvons admettre
que, le triangle 7l par exemple, admet un tel sommet n, et que
n+n. Les deux c¢otés du triangle 2l partant du point n, sont des
sous-arétes nulles et les autres sous-arétes partant de n, sont négatives.
En diminuant un peu la valeur de la fonction F*(x) au point n, et
en modifiant cette fonction sur les sous-faces adjacentes, on parvient
a une fonction F**(x) qui a toutes les propriétés essentielles de la
fonction I'*(x) et dont le sous-sommet n, est régulier. IEn répétant ce
procédé un nombre fini de fois, nous aboutissons a une fontion F’, (x)

satisfaisant aux conditions 3°-7". L'existence des suites {d,} et {F (x)]
est ainsi établie par induction.

l.a fonction

I(x)=Ilim F ;, (x)
fi=pe

est déterminée dans le plan X, tout entier et transversale au champ
Mi ((P). Tous ses sommets sont réguliers, a I'exception de I'unique
sommet minimum P,. La surface t=F*(x) est contenue dans l'intérieur
de I'’ensemble H**=H*—F*_,, exception faite du point P,. Les in-
tersections de cette surface avec les plans f=1, on 0<1r<2i, sont des
circuits simples.

Dans la suite, nous remplacerons la fonction I'*(x) par une fonc-
tion réguliére jouissant des mémes propriétés tout comme [I'(x) a été
approchée dans 3,5 par la fonction G(x). Cependant, la méthode em-
ployée dans 3,5 peut échouer ici, car I'application du lemme 13 de
2,4 u la fonction I*(x) ne garantit point que la fonction G(x) ainsi
obtenue satisfera & la condition que les intersections de la surface
t==G(x) avec les plans t=const. soient des circuits simples. Pour
lever cette difficulté, nous devrons modifier encore une fois la fonc-
tion Fi(x), en la remplagant par une autre fonction polyédrique a la-
quelle nous pourrons déja appliquer la méthode d’approximation en
question.

4,10. Admettons que N est un sommet de la fonction F*(x) dif-
férent de P, et que le nombre d’arétes partant de N est s >4, Soient:
n le sous-sommet correspondent a N et w un cercle de centre n qui
ne contient pas d’autres sous-sommets.

Nous allons montrer que, pour tout ¢=0, il existe une fonction
polyédrique F*(x) telle que
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(a) I*(x) s'obtient de I'*(x) par une modification dans le cercle w;

(b) F*(x) possede dans o un nombre fini de sous-sommets, et celui
de sous-arétes partant d’un sous-sommet quelconque situé¢ dans o est
inférieur a 8;

(¢) en posant

I'(x)=IF'(x) et [*(x)=I°(x),
la fonction I'*(x) satisfait a la condition du lemme 18 de 4,2.

Supposons d’abord que les points pg, ot 6=1,2,...,3, soient situés
dans o sur les sous-arites successives partant de n. Nous distigue-
rons trois cas:

(A) L’un des angles limités par deux sous-arétes successives, 'angle
p.np, par excmple, est concave?®);

(B) L’un de ces angles, p,np, par exemple, est égal & deux droits,

(C) Tous ces angles sont convexes.

Dans le cas (A), nous distiguerons encore trois cas particuliers:

(A,) L’arétec NP, est positive, I'aréte NP, est négative et le plan 17
contenant la face P,NP, nc posscde pas d’autres points communs avec
des faces adjacentes a N. Admettons, par exemple, que les autres fa-
ces se trouvent au-dessus de 71, Alors, les faces P, NP, et P, NP, se
coupent le long ’une demi-droite NQ située au-dessus du plan II et
nous pouvons admettre que la projection ¢ du point Q sur le plan
X, cst située a Plintérieur du polygone np,p,...ps. Nous modifierons la
fonction F!(x) dans ce polygone de fagon a obtenir une fonction poly-
édrique F*(x) linéaire sur chaque triangle p.qpe.1, ou 6=2,3,...,8—2,
et sur les quadrilatéres p,ngp, et p.,ngp.—;. Lorsque le point g est
suffisamment proche du point n, la condition (c¢) est remplie, les
nouveaux sommets P,,P,..., P,— sont réguliers et les arétes QP,, ou
6=2,3,...,s—1, ont le méme signe que les arétes NP, correspondantes.

Supposons d’abord que les arétes NP, et NP.—; soient positives. Il
en est de méme des arétes QP;,QP,,...,QP,_2, puisque le sommet N
est régulier.

Si ¢ est situé¢ dans le polygone np,py...ps, la fonction F°(x) est
croissante le long de nq et le nouveau sommet Q est régulier.

Si ¢ est situé dans le triangle p,np,, le sommet Q est encore ré-
gulier, car l'angle p,gn ne contenant pas les points py,py,...ps, est
concave et il est ais¢ de voir que le signe de Paréte ng n’a aucune
importance.

1) Deux demi-droites partant d'un point, mais situées sur deux droites diffé-
rentes divisent le plan en deux domaines dont I'un est concave et l'autre est convexe.
Le premier de ces domaines est 'angle concave ct le second est l'angle convevxe. 1
sera entendu que ces demi-droites font partie de chacun de ces angles.
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L.e raisonnement est pareil, si les arétes NP.,...,NP._; sont négati-
ves. Si NP, est négative et NP,—; positive, le sommet Q est aussi ré-
gulier. Il suffit de remarquer que, si angle p,gn est concave, aréte
QN est positive, et si Pangle p,—ign est concave, 'aréte QN est néga-
tive, le signe de QN dans les autres cas étant sans importance.

Dans tous ces cas le sommet N de la nouvelle fonction FF*(x) est
régulier.

(Ap) Laréte NP, est positive, 'aréte NP, est négative et le plan 17
coupe une face PiNPiyy suivant une demi-droite NQ, la projection ¢
du point Q étant située dans le triangle penpiir. Nous modifierons la
fonction I''(x) dans le polygone ngpiis...ps de fagon que la fonction
F*(x) ainsi obtenue soit linéaire dans tous les triangles pogpesy, ou
o=k-+1,....,s—1, et que la nouvelle face NQP, soit située sur II.
La discussion détaillée concernant les signes des sous-arétes montre
que les nouveaux sommets sont réguliers, pourvu que le point Q
soit suffisamment proche du point N.

(Ay) Les arétes NP, et NP, ont le méme signe, ou bien 'une d’elles,
NP, par exemple, est nulle. Alors, les autres arétes partant de N ont
le méme signe que NP,. La face Py NPy, ot 2< k< s—1, coupe la face
% NP, suivant une demi-droite NQ, et ¢ est situé dans o sur la sous-
lace p,npi. Supposons que Pangle gnpy contenant p, soit convexe.
Nous modifierons alors la fonction I*(x) de fagon que la nouvelle fonc-
tion I'*(x) soit lincaire dans les wriangles pogqpe 1, ou a=1,2,...,k—1,
et sur le quadrilatere ngpepers. Si Pangle gnpe contenant p, est con-
cave, il suffit d'intervertir les roles des arétes p, et p,. La discussion
détaillée ne présente pas des difficultés,

Passons au cas (B). Nous choisirons sur la sous-face p,np; un
point ¢ proche de n et formerons une fonction linéaire dans les trian-
gles poqpei1, o0 o=1,2,....5—1, ¢t égale a ['(x) ailleurs. Le cas
(B) se ramene ainsi au cas (A).

Dans le cas (C), il existe toujours deux arétes consécutives, NP,
et NP, par exemple, telles que la premicere est positive et la seconde
est négative ou nulle.

Laissons de ¢oté le cas, ou l'aréte NP est nulle, qui est tout a lait
analogue a celui ou elle est négative. Désignons par I le plan dans
lequel la face P.NP; est contenue. Nous allons encore distinguer deux
alternatives possibles:

(C,) Les faces PoNPg iy, ot a=1,2,...,s — 1, sont situées au-dessous
(ou bien au-dessus) du plan II. Les faces P,NP, et P,NP,—; se coupent
le long d'une demi-droite NQ, la projection ¢ éant située dans le tri-
angle p.npi. Alors, la nouvelle fonction £7°(x) sera par définition linéaire
dans le triangle p.gp, et dans les quadrilatéres pognp, et p,gnp.—.
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On vérifie sans peine que la fonction possede les propriétes
annoncées, lorsque ¢ est suffisamment proche de n.

(Cy) le plan I coupe une face PcNPiypy, ou 2"k < 8—2, le long
d'une demi-droite NQ, la projection ¢ de Q étant un point du triangle
penpri. Admettons que Pangle pong, contenant p,, soit convexe (sinon,
il suffirait d’intervertir les roles des points p, et p,). La nouvelle fonc-
tion [*(x) est par définition linéaire dans les triangles pogpoii, ou
o=1,2,...,k— 1, et dans le quadrilatere p,qgnp..

Ceci établi, admetions d’abord que Pangle p,ng qui contient p,
est convexe. Lorsque la distance nqg est assez petite, le quadrilatere
psngp, contient un segment gr parallele a np,, Paréte QP, est néga-
tive et les autres arétes QF ont les mémes signes que les NPg corres-
pondants. La fonction I'*(x) ¢tant croissante le long de ¢gr et décrois-
sanie le long de gp,, Paréte NQ est négative. Il en résulte que Iaréte
NPy est négative, et par conséquent les sommets N et Q sont réguliers.

Admettons ensuite que Pangle p,ng, contenant py, n’est pas con-
vexe. Alors, ou bien les arétes NPy et NPiyy ont les mémes signes, ou
bien NPy est négative et NPy est non-négative, ou bien NP est non-
positive et NP est positive. [l est aisé de voir que dans tout ces
cas les sommets N et Q de la fonction [*(x) sont réguliers.

[l est a remarquer que s'il n'existe que 4 arétes partant de N, la
fonction [°°(x) satisfait a la condition suivante: le nombre de sous-
arétes partant d’un sous-sommet de [F*(x), situé dans o est toujours
égal a 3. :

Une autre remarque. La fonction F'(x) ne posséde pas d’arctes
horizontales lorsque ses sommets sont situés a des niveaux différents.
Cependant, les consiructions qui viennent d’étre décrites sont applica-
bles encore dans le cas on certaines arétes sont paralleles au plan X,.
On peut done toujours itérer le procédé, bien que la fonction [F*(x)
puisse avoir de telles arctes.

4,11, En tenant compte de la méthode établie et en sappuyant
sur le lemme (8 de 4,7, il est déja facile de déduire Iexistence d'une
fonction I73(x) satisfaisant aux conditions suivantes:

[3(x) est une fonction polyédrique, définie sur le plan X, tout en-
tier et transversale au champ M (P); tous ses sommets sont réguliers,
a lexception du seul sommet minimum P,; le nombre d’arétes partant
d’'un sommet distinct de P, est toujours égal a 3; la surface t=I*(x),
ot x+ Py, est située a lintérieur du domaine H** (cf. 4,9); les inter-
sections de cette surface avec les plans horizontaux sont des circuits
simples.

Ceci admis, désignons par B le plan X, dépourva du point P,

Nous allons démontrer la proposition suivante:
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Si x°¢B, il existe deux nombres positifs e(x°) et #(x") et un vec-
teur non nul o parallele au plan X,, tels que 3, désignant le nombre
dérivé inférieur dans la direction du vecteur v,

xek(x%e(x") entraine @, I'°(x) > n(x").

En effet, soit d’abord x=n un sous-sommet de la fonction F?(x).
Désignons par np,, np, et np, les sous-arétes partant de n. 1l existe
un nombre positif £(x) tel que le voisinage k(x",e(x°)) ne contient ni
d’autres sous-sommets, ni de points de sous-arites de [°(x) différentes
de np,, np, et np,.

Dans le cas ou les trois angles limités par ces sous-arétes sont
convexes, 'une d’elles, np, par exemple, doit ¢tre positive, puisque N
est régulier. Si np, est aussi positive, np; est évidemment négative et

——
nous pouvons poser v=pyn. St np, et np, sont négatives, nous po-

_..>
serons D =np;.

Dans le cas ou l'angle pynp, (ne contenant pas le point p,) est

concave et I'aréte np, est positive (le cas ou elle est négative ou nulle
»
étant tout a fait analogue), nous poserons: vp=np, si np, est positive
>
et npy est non-négative, et v=np, si np, est positive et np, est
négative. Enfin, si np, est négative ou nulle, np; est négative, et on
—
peut poser v=pyn.
Il est aisé de voir que dans tous ces cas le nombre 7(x") peut
étre trouvé. Pour les autres cas possibles, la démonstration de la
proposition est immédiate.

Soit maintenant {x*}, o x*eB pour p=1,2,..., une suite de points

telle que [[k(x*,2(x*))=B et que tout ensemble compact contenu
u=l1

dans B n’a des points communs qu’avec un nombre fini de cercles
ke =k(x#e2(x"). Posons B(x) égal au minimum des rayons des cer-
cles k, contenant le point x, et p(x) ¢gal au minimum des nombres
n(x*) correspondants. 1l est manifeste que les bornes inféricures des
fonctions f(x) et y(x) sont positives sur tout ensemble compact con-
tenu dans B. Si x°¢B, il existe, d’apres la proposition démontrée, un
vecteur-unité w tel que 'on a 3, % (x) > p(x¥) dans k(x°,8(x?)).

4,12. Appliquons le lemme 14 de 2,4 a la fonction [*(x) et au
champ M; . (x) considéré¢ dans lintéricur de P'ensemble H** (cf. 4,9),
en profitant des résultats exposés dans 4,11. 1l existe d’apres le lemme
14 une fonction G(x) jouissant des propriétés suivantes:
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(i(x) est une fonction analytique dans B et transversale au champ
Mii((P); les dérivées partielles de G(x) ne s’annulent nulle part simul-
tanément; la surface t = G(x) est contenue dans lintérieur de H**; la
portion de cette surface limitée par les plans t =0 et t=1, ou 0<<vr<i,
est bornéce.

La fonction G(x) n’est pas encore définie a 'origine. Posons donc
G(0,0)=0 et désignons par I, 'ensemble des points P=(t,x) pour les-
quels on a t > G(x). T est un continu dont I'intéricur est homéomorphe
a une sphere ouverte. Soit  ¢(G,7) I'ensemble des points xeX, pour
lesquels on a G(x)—1=0. D’aprés le théoréme classique sur les fone-
tions implicites, cet ensemble est localement un arc simple analytique.
Or, cet ensemble est borné ct fermé. 1l s’ensuit qu’il se compose de
courbes simples fermées disjointes *°). S'il en contenait plus d’une, la
fonction G(x) aurait un extremum dans B, ce qui est impossible, puis-
que toutes les dérivées partielles de G(x) ne peuvent pas s’annuler en
méme temps. Les intersections de la surface t=G(x) avec les plans

=17, ou 0<<r<<i, sont donc des circuits analytiques simples.

Ceci établi, soumettons le domaine W{0,+c0) a la transformation
U, réciproque a la transformation U qui a été introduite dans 4,2.
Désignons par C; Iensemble U '(I). Restituons le sens primitif des
symboles F;, EL, Mi(P) ete. (cf. 4,2). Les continus C; (i=1,2,...) construits
de cette fagon pour a=0, f=-+Foco et 9=0 satisfont évidemment,
a partir d'un certain indice, aux conditions 1°-6° du théoréme 111 (3,8).
Cependant, nous avons déja fait observer (3,2) que ces restrictions
sur a, B et & ne sont pas essenticlles, le cas plus général ou a el f=>a
sont des nombres quelconques et & est un nombre positif arbitraire
se ramenant facilement a celui qui vient d’étre étudié.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

4,13. Théoreme VII. Soient: M(P) un champ défini dans le domaine
Wla,p), ot a<<p< oo, contenu dans l'espace Xa21 a 3 dimensions et I,
une intégrale particuliecre du champ M(P), partant du point Py=(a.x"),
définie dans lintervalle a<t<f et contenant toute intégrale de ce
champ qui part de P,

Alors, il existe pour tout couple de nombres positifs 9,7 une suite
{Ci) d'ensembles et une suite |K;) de voisinages du point P,, telles que
les conditions 1°-6" du théoréme IIl sont satisfaites, en méme temps
que la nouvelle condition suivante:

%) CI. W. Wilkosz, Un problema integrale nella teoriu delle funzioni implizite,
Bull. de I'Acad. Polonaise des Se., Série A., 1920, p. 73.
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7% les plans tangents a la surface de C; aux points de W (a,f) ne sont
jamais perpendiculaires a I'axe des t, et les intersections de la surface
de C; avec les plans t=1, ou a<<t<f, sont — s’il en existe — des
circuits simples analytiques pour i=1,2,...

Remarque. On peut modifier ce théoréme de plusicurs fagons, de
méme que le théoré¢me Il

On peut supposer, par exemple, que le champ M(P) soit contenu
dans lintérieur d’un autre champ M'(P) qui est continu dans W|a,p)
et dont la zone d'émission Z7(M’,P,) est régulicre. Alors, on peut at-
teindre que les continus (' jouissent de la propriété suivante: les in-
tersections de la surface de tout C; avec les plans t=1, on a<<r-p,
existent toujours et sont des circuits simples analytiques.

Chapitre 5

5,1. Nous allons construire un exemple du systeme de trois équa-
tions différenticlles ordinaires qui montre ['impossibilit¢ de géncérali-
ser le théoréme VIl de 4,13 a un nombre de dimensions superieur a 3,
si l'on exige que les intersections des ensembles C; avec les hyperplans
t=const. soient homeomorphes a la sphére a n dimensions.

5,2. Considérons dans 'espace X, un tore
(1) (o—RP+(x2 <% ol g*=(x)"+(x2)"

Nous appellerons: plan principal du tore le plan xy;=0, axe prin-
cipal la droite x,=wx,=0, et circonférence centrale la circonférence
x;=0, p=R. Les nombres R et r scront dits respectivement grand
rayon et petit rayon du tore. Nous cmploicrons les dénominations
analogues dans le cas général, ou le tore occupe une autre position
par rapport aux axes des coordonndées.

En posant dans I'équation (1) R=1 et r=12, 16, 112, on aura
trois tores T, T, et Ty, ayant la méme circonférence centrale, le méme
axe principal et le méme grand vayon. On a TEC T T,,.

] {

La surface du tore T peut ére représentée a aide des équations

xy= R cos p4-r cos ¢-cos p,

(2 xu=Rsin g4 rsin ¢-cosp,
=T sih y.
o R=1, r=1/12, 0<p<<2a et 0p-< 2.

Soient [, et I les courbes représentées par le systeme des ¢qua-
tions (2) en y posant respectivement p=g¢ ct py=¢-tx. Soit F(g,y)
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un champ vectoriel tangent aux paralléles du tore 73, dirigé dans le
sens des valeurs croissantes de la variable ¢ et tel que I'on ait partout
V(p,p) =1. Posons

0y (%)= 0o (g, p) =S (p) {R+-r cos ] V(g, ),

ou

- — [ +1 pour p<g<p+mx

Dlp)=c¢ — = et e= -

(¢) Vie—w) v+ ¢) | —1 ailleurs.

Il est évidemment possible de définir dans le tore T’ tout entier
un champ vectoriel continu y(x), nul sur la surface de 775 et con-
forme a la définition précédente sur la surface de 7. Les composants
folx), ou »=1,2,3, du vecteur v,(x) sont des fonctions continues
dans T|. Posons

pin
k——qu)
?(p)
']

On monire sans peine que 0<<k<<-co et que la zone d’émis-
sion du point (£°,x") pour x"eX; situé sur l,, prise par rapport au
systeme des équations différentielles
. a5 g . 4
(3) —Jt—:—-l,,(x,,.xQ,xs) ou v=1,2,53,
coupe 'hyperplan t=t"+-k le long d’un circuit dont la projection sur
Phyperplan X, est un parallele du tore T, passant par le point a'.

5,3. Désignons par § le point (*/,,0,0)eX; et soumeitons ['es-
pace X a la transformation W:

x,=3x|—3, ] R==pr

Le tore T, se transforme en un tore 1,=WTI, dont le plan prin-
cipal est le plan x,=0 e¢t dont le centre est situé sur la circonférence
principale du tore T,. On a T,CT,—T; et les surfaces des tores T,
et T, se touchent suivant une circonférence qui est a la fois un méri-
dien du tore T, et 'équateur du tore T,. Nous définirons par récur-
rence trois suites de tores, en posant

=Wl r.,.=wrT, T =WI, ot p=0,1,2,..

(5 e+t
Les trois suites des tores convergent vers le point § lorsque g tend
vers l'infini. Les tores T, sont disjoints et forment une chaine dont les
anncaux décroissent rapidement lorsque g croit.
Posons encore [ = WI, et I = WI . Considérons deux circuits:

» o ‘l » » . » . Y
l,, et un parallele quelconque m du tore [’FH.
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Nous allons montrer qu’il est impossible de réduire en un point
le circuit m, en le déformant d’une maniere continue dans le domaine
X;—1,. En effet, il existe évidemment une homéomorphie définie dans

’espace X, tout entier qui transforme simultanément I, en circonfé-
rence principale ¢ du tore T7 et le parallele m en équateur e du tore
T;:H. Soit Q le centre de e. Le point Q est situé sur ¢. Transfor-
mons X, par les rayons réciproques par rapport au centre Q. L’image
¢ de e est une circonférence située sur un plan: désignons-le par o.
L’image ¢" de ¢ est une droite perpendiculaire au plan o. La droite ¢’
perce le plan ¢ en un point P situé a lintéricur de la circontérence ¢’
Supposons maintenant que e’ se déforme d’une manic¢re continue; il
en sera de méme de sa projection orthogonale e” sur le plan ¢. L'in-
dicatrice de Kronecker de la courbe e” par rapport au point P re-
stera constante et e’ ne pourra pas se réduire en un point, tant que
e’ ne coupe pas la droite c'.

5,4. La transformation W', qui consiste a effectuer la transforma-
tion W p fois de suite, transforme le tore T, en T;‘; elle transforme
aussi le champ vectoriel py(x) défini dans 77 en un champ vectoriel
o“(x) défini dans T/. On entend par la que x'=W#x) entraine
,'m(‘(x')i=(1/3)!‘|oo(x)!. Nous poserons dans T.:

o(x)=(3/2*wu(x), ou u=1,2,...
On vérifie aisément que
x'=W"x entraine |o(x')=(1,2)" v(x).
En dehors des tores 17, nous poserons dans tout I'espace X;
v(x)=0.

Le champ vectoriel v(x) ainsi défini est continu dans X, et il en
est de méme de ces composants f.(x), ou v=1,2,3. On constate
sans peine que, & étant un point situé sur le circuit /,, Pintersection
de la zone d’émission du point (z,€) par rapport au systeme des équa-
tions différentielles (3) avec tout hyperplan t=1", ot " >r-k(*/,)", est
un circuit dont la projection orthogonale sur 'hyperplan X, est un
parallcle du tore 1;:

5,5. Un ensemble E ¢tant contenu dans X5, nous désignerons par I,
la projection orthogonale sur I'hyperplan X, de Pintersection de 'en-
semble E avec hyperplan t=1.

Soit C' un continu situé dans U'espace X5, el satisfaisant aux con-
ditions suivantes:
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(a) C’. contient un certain voisinage du point §;

(B) les zones d’émission des points appartenant a C par rapport
au systéme des équations différenticlles (3) sont contenues dans €' pour
t, St<t+-3k:

1) T 6t drcuit situé¢ dans Fhyperplan t=z, ou ¢, < 7 <t, -3k

() I" étant un circuit situ¢ dans 'hyperplan t=1, ou t;, <<t ,{-3k,
on peut réduire I' en un point par une déformation dans Wt ,7]-C,
ot Wlt,. 7| est un ensemble de points (t, x) tels que f, <t <1,

Nous allons montrer que, dans ces conditions, I'ensemble Cy,.5: con-
tient un paralléle du tore T}.

Supposons en effet, qu'un paralléle ¢ du tore T soit situé dans
Cy, ot t,<t<<t+k(#<t,+3k, ¢t que I soit la circonférence si-
tuée dans I'hyperplan =7t dont ¢ est la projection orthogonale sur
’hyperplan X;. Supposons enfin que le circuit I,—; n’ait aucun point
commun avee la projection orthogonale de 'ensemble C*=C-W{t,, 7}
sur 'hyperplan Xj.

D’apreés la condition (y), le circuit I' se laisserait déformer en un
point sans quitter 'ensemble C*. La projection orthogonale de I' sur
I'hyperplan X; sc¢ déformerait dans le domaine X; —1/,—; et se rédui-
rait aussi ¢n un point, ce qui est impossible d’aprés 5,3. Par consé-
quent, la projection de I'ensemble C* admet un point commun avec /,—;.
Il en résulte qu'il existe un nombre 7 tel que f,<7'<r et que Cv
admet un point commun avec /,—;. Conformément a 5,4, I'ensemble Cs
ou v-Hk(E)r<P<t,+3k contient done un parallele du tore T;:_,.

Ceci établi, il est facile de voir que si 'ensemble Cy 45 ne conte-

"

nait aucun paralléle du tore 717, 'ensemble Cg, ou

p
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