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Sur les intégrales de quelques équations

dillérentielles linéaires ')

(0 calkach pewnych réwnan réiniczkowych liniowych)

Introduction. Nous nous occuperons ici des intégrales réelles des
équations différentielles lin¢aires. En particulier, nous examinerons l'inte-
grale 1)(x) de l'équation non homogéne

yi" + c; y(“_” + ...t cpy = wx) (cy:...,c, constants)

qui s'annule avec ses dérivées n/(x},..., (" (x) pour x =a. Lorsque
((x) = o pour x > a, on démontre que 1(x) est pour x = a non négative
aussi longtemps, au moins, que l'intégrale v(x) de l'‘équation homogeéene

Yy 4oy Tl 4+ L yt=0

qui satisfait aux conditions initiales v(a) = y(@) =...= v (g) = 0,
gln ~g)=1 (Théoréme 2a). Ce théoréme est énoncé, dans le No 1, sous
une forme plus générale, concernant un systéme d'équations a coeffi-
cients constants (Théoréme 2).

En appliquant dans un cas particulier ces théorémes, nous comparons,
dans le No 2, les intégrales de 1'équation

v+ Aix)y =0
avec celles de
yiM+ py =0 (1 0),

en supposant que la fonction A (x) satisfait a l'inégalité A(x)=w ou

') Les résultats de cet article ont été obtenus en 1940; leur publication a été re-
tardée 4 cause de l'occupation allemande.
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A(x) = u (Théoreme 3). En s’appuyant sur ce résultat, nous déterminons
exactement la borne supérieure de la distance entre les zéros consécutifs
des intégrales des équations y' + A(x)y =0, y¥ + A(x)y = 0 et
y(m + A(x) =0, pourvu que la fonction A (x) (continue) soit soumise & une
condition unique A (x) = u ~0 (Théoreémes 4, 5 et 6).

1. Systemes d’équations linéaires du premier ordre.

Theoreme 1. Soit
n
o 1 "3 :
(1) ax T 2 Givx)oy o) =0 (i=1...,n
=¥
un systéeme d'équations, ot les c;(x) sont continus dans un intervalle [a, b]
LRI
el les wi(x. «) possedent les dérivées partielles Illconu'nues dans le carré
K={a=x=b, a=u=>b,. Soit de plus

o '(x, @), Yl on(x,'l).

ou « joue le réle d'un paramétre, une intégrale de (1) qui satisfait dans
le point « de lintervalle [a, b] aux conditions initiales
(2) n'_(u,u) = n’_(u) (t=1,..., n),

les "f(“) étant les fonctions de  possédant des dérivées 1 j(u) continues

pour a = a == b.
Cela posé, les fonctions o, (i=1,..., n) posseden! dans l'intervalle
a a;

[a, b] les dérivées partielles par rapport a « = H' qui satisfont dans
[a, b] au systéme des équations
n
dr; \1 eapylx, ) )
cj. (%), -+ = 0 i=1 n)
(3) FrP A (), == (
v=1
avec les conditions initiales
n
(@) tea) = W@ + 3 c, (@) (@) + e [i= 1.3 ot
v=]
Démonstration. Considérons les fonctions t’.=tl(x, a) (i=1,...,n

qui satisfont dans le carré K au systéme (3) avec les conditions initiales (4).
En vertu des théorémes classiques les fonctions T, sont continues dans K.

Posons
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X
(5) 0= ajlx, ) =ni(x) — [ v; dx (i=1,..., n).

o

En dérivant (5) par rapport a x, on obtient

X

de; | ‘ g Iy

AR 1 i(x) ri(x,x) 7-«1 dxdx (i=1,..., n)
et, en vertu de (3) et (4),
d n n X

G 1 4 :
o .\_.- giota 1 x] +.‘l. Civ(x)J rx — i fx.) 0=, Vrel?
v==1] v=1] o
et enfin, en tenant compte de (5),
n
Q% M + Wi (e, =0 i=1
dx 22~ Ci\'(.x) Oy Wi (X,“-, = (1— o8y n).
v=p]

On voit que les fonctions «; satisfont au systeme (1), mais en vertu de (5)
on a 6;(“. u) = nl.(u), donc les fonctions ¢; sont identiques avec 0 On trouve

encore selon (5) que %=ri' ce qu'il fallait démontrer.
i

Theéoreme 2. Soit donné un systéme de n équations linéaires non
homogeénes aux coefficients constants
n

AN .
(6) dx T 2 Y Tk lx) (i=1,.... n),
v=x]

ou les k,. sont des nombres réels quelconques el (x) une fonction arbi-
traire, continue et non négative dans [a,b]. Soit
(X np (x)
une intégrale du systéme (6) avec les conditions initiales
(7) nfa)=0 (i=1,..., n).

Considérons, d'autre part, le systéme des équations homogénes aux mémes
coefficients:

n
dy, &
(8) e + L cy,=0  (i=1..., n).
v=1

Soit
V(%) v (x)
I'intégrale de ce systéme, satisfaisant aux condittons initiales
‘.".(a)=kj (i=1,....n.
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Cela posé, lorsque I'inégalité ~,'m(x) = 0 [resp. *,'m(x) = 0] a lieu dans
[a,b] pour un certain m, alors on a aussi l]m(x) > 0 [resp. )|m(x) = 0] dans
[a,b] pour le méme m.

Démonstration. Considérons le systeme de n fonctions

o, (xa), ..., an(x.ﬂ).

ou x est envisagé comme variable et « comme parameétre, qui satisfont
dans [a, b] au systeme des équations (8) avec les conditions initiales:

9) 0 (w,a)= nl.(a) (a=a<b, i=1,...,n).

Les fonctions o, satisfont aux conditions du théoreme 1 avec ¢, (x) = ¢,
0 o,

WX, a) -0, elles possédent donc les dérivées partielles ks (i=1,...,n)

qui représentent une intégrale de (8) avec les conditions initiales:
n
T (a,a) = 1y’ ) + y ch’n|v(a)=ki(p(u) (i=1,..., n).
v=1
Nous allons montrer que, si v _(x)=0 dans [a, b], alors t_(x,a)=0 pour

a=a=x=>b. En effet, si ¢(a) =0 pour une valeur « de l'intervalle
[ab], on a identiquement r.l(x,a) = 0 pour cette valeur « et pour

x  appartenant a l'intervalle [a,b]. Si, au contraire, () > 0 il est aisé

de voir, en posant
T(x—e+tu, q

) = =1, .., o,

pla)
que les fonctions *,'i(x,u) satisfont, dans l'intervalle a=x=<a + b — & au
systéme des équations (8) avec les conditions initiales *,'i(a, u):k‘ (i=1,..., n).
Donc ces fonctions *,'i(x,a) ne dépendent qu'en apparence du parametre
« et elles sont identiquement égales a v(x) (i=1,.... n) En particulier
on a \,'m(x.a) = v,(x) pour a=x<a b—u; il en résulte que tm(x,a) =0
pour a = G = X = b, aussitot que *,'m(x) = 0 dans [a,b].

Revenons maintenant aux fonctions a (x,a) (i=1 ... n).  Cn déduit

de (7), (8) et (9) que ces fonctions sont, pour « = a, identiquement nulles

dans l'intervalle entier [a, b]. Fixons arbitrairement x dans [a, b]. Comme
co

la derivée ST est non négative dans a< @ =x (Ce que nous venons

de démontrer), la fonction nm(x,a) ne peut pas décroitre, lorsque x est

constant et « parcourt les valeurs de a jusqu'a X, on a donc sirement,
grace a o_(x,u) = 0, om(x,x)éo, C'est-a-dire, en vertu de (9), W _(x)=0.



Sur les intégrales de quelques équations diff, linéaires 27

Le premier cas du théoréme est ainsi démontré, car x a été choisi arbi-
trairement dans [a, b].

Le second cas du théoréme [*,’m(x)r:‘ ] se raméne aisément au cas

précédent, et considérant les fonctions n_l(x)= -n|i(x).
Théoreme 2a. Soit

(10) y{n)qr cly(n—l) ...+ Cn -:“(x)
une équation linéaire non homogene, ou Cpe.. c, sont des constantes

arbitralres et «(x) uné fonction continue, non négative dans un intervalle
donné [a,b].
Si l'intégrale v(x) de I'équation homogéne
vyt y®—+ + ¢ y=o0,

qui satisfait aux conditions initiales v@=yv(w)=...=y" Aq=0, v" Na)=1,
est constamment non négative dans [a,b], alors I'intégrale 1(x) de I'équation
(10), satisfaisant aux conditions initiales w(a)=y(a)= ... =n(" ”(a)=0, I'est
également.

Ce théoréme est un cas particulier du théoréme précédant; on l'ob-
tient en posant

n(x)=1,(x),

n 0=Y(x)=1(x) pour i=2,..., n;
¢, = — 1 pour l=j=v—1=n-—1,
(oo (¢ ., pour 1 =v<n,
ny ) ol B
¢, —0 pour toutes les autres combinaisons de i, Vi
k’.= 0 pour 1 =i=n —1,
k, =1

2, L'inégalité différentielle y™ + y = 0.

Le résultat précédent peut étre aisément appliqué a l'inégalité dif-
térentielle y/™ +y = o.

Nous introduirons d abord une suite infinie de nombres réelles

by byor by
détinie comme il suit:
Nous considérons une suite de fonctions in(x] (n=2, 3,...), satisfai-
sant aux équations différentielles
(11) yYWiy=o0
avec les conditions initiales f(0)=£(0)= ... ={""20)=0, " 0)=1. Ces

fonctions fn(x) sont, pour chaque n, définies univoquement; elles sont

continues pour x =0 et positives dans le voisinage droit du point x=0.
Nous désignons par p_la plus petite racine positive de I'équation f (x)=0.
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Le calcul effectif des valeurs approchées des b, ne présente, au moins

théoriquement, aucune difficulté. On peut p.e. chercher d'abord la forme
analytique de in(x) d'aprés les méthodes générales de solution des équa-

tions différentielles linéaires a coefficients constants et ensuite il suffit
d'appliquer les méthodes numériques classiques pour évaluer la racine
de !n(x)=0. On trouve ainsi, pour les premiéres valeurs de n,

b,~3.14, p3~4.22, b, ~5.55, p5~6,85, p6~8,32 etc. !)

En posant maintenant dans le théoreme 2a: c,=...=c =0, ¢ =1,

a = 0, on obtient un cas particulier qui peut s'énoncer sous la forme
suivante:

Théoreme 2b. Si la fonction i(x), n fois continuement dérivable
dans l'intervalle 0 £x<b (b= pn) vérifie dans 0= x < b l'inégalité diffé-
rentielle

i ) e W™x) + 1(x) =0
avec les conditions initiales 4(0) = 7'(0) = ... = q("_”(()) = 0, alors on a
Nx) =0 -

dans cet intervalle.

3. L’équation différentielle y'™- A(x)y = 0.
Théoréme 3. Soit y(x) une fonction non négative dans un intervalle
[a,b] et qui satisfait a I'équation différentielle
y™+ Ay = o,
ot A(x) est une fonction continue dans [a,b]. Soit, de plus, yo(X) une
intégrale I'équation
y™+py=0 (n = 0)
satisfaisant pour x=a aux mémes conditions initiales que y(x). Supposons
bPn

enfin que b—a = -
¥y
Lorsque A(x) = . dans [ab], on a y(x) = yo(x) dans cel intervalle;

lorsque A(x)=u dans [ab], on a y(x) = y,(x) dans [ab] ?).

1) On peut démontrer que la suite p,, p,, ... est croissante et tend vers linfini
/ 7 Pn 4
ct que m —
n—oc £

) On pourait énoncer un théoréme analogue pour l'équation y(n)4tc,y®@—1+ .. .
1 Cqy¥Y +A(X)y=0, ou ¢, ..., c,_, sont des constantes arbitraires.
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Démonstration. Supposons d'abord que A(x) = p dans [ab].
On a alors
y{n)(xH- uy(x) =0
dans cet intervalle. En retranchant cette intégalité de

y, M)+ uy (x) < 0.

on obtient pour a=x=<b
Il(n)(x) s url(x) =0,

ou rl(x)=yo:x)—y(x). La fonction rl(x) est, ainsi que toutes ses dérivees

me

jusqu'a la (n— 1)'e inclusivement, nulle pour x = a. Posons

X
Wx) =r, (n ok }:
Vo

n
1(x) satisfait pour 0=x=x_=Vu(b—a) a l'inégalité (12). Comme 3(0)=
0W(o)=... =l|(n_”(0)=0, le théoréme 2b donne 1(x) = 0 pour 0=x<X_ -
Il vient ainsi rl(x)éo pour g=x = b, c. q. f. d.
En supposant maintenant que A(x)<p dans [a, b], on a

y™ix) + 1 y(x) = 0.
En retranchant (13) de l'inégalité ci-dessus et en posant rz(x)=y(x)?yo(x).
on obtient
rzln)(x) A5 glrz’x) =0

pour ¢« =x =b. D'ou, de la méme maniére que dans le cas précédant,
il résulte l'inégalité demandée rz(x] > 0 pour a = x = b.

4. L’équation vy + A(x)y = 0,

Nous appliquerons maintenant le théoréme 3 pour apprécier la di-
stance entre les zéros succéssifs des intégrales qui satisfont a 1'équation
du troisiéme ordre y'’+ A(x) y=0, ou A(x)=u>o0. Dans ce but nous nous
servirons du lemme suivant:

Lemme. Si une intégrale y (x) de I'équation
(14) y“+y=0 (n>0)
est différente de zéro dans un intervalle ouver! (a,b) el s'uvnnule pour
x = a, la longueur b — a de cet intervalle (a,b) ne peut pas dépasser le

3
nombre

Vi
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Démonstration. Considérons l'intégrale ia(x) de 1'équation
y"+y=0,
qui satisfait aux conditions initiales:
i3(0)=i'3(0)=0, i"3(0)=1.
Cette intégrale fs(x) est (v. § 2) positive dans l'intervalle (0,p3) et nulle
a ses extremités, de plus, elle est positive pour x < 0, ce qui n'est pas
difficile a vérifier.

Désignons par ¢ un nombre = b, tel que lintégrale Yy (x) soit
différente de zéro dans (a,c) et nulle pour x = c!). Soit p. e. yo(x) 0
dans (a, c).

En posant

1 y(o) ¥
5 2 AC) — L
(15) @(x) 3\/; P f l Vi (x—c)p,

- yu(x) !

on voit que ¢p(x) est.encore une intégrale de 1'équation (14), notamment
telle que ¢(c)=q¢’(c) = 0; on peut donc écrire

[
(16) ¢ (x)=ufc—x)’+ %] (t—x ol dt;
X
le coefficient constant « ne peut pas étre négatif, car on aurait alors
((x) <0 constamment pour x <c, c'est ce que 1'on déduit sans peine de
la forme de l'équation intégrale (16). L'intégrale y () serait, en vertu
de (15), positive pour chaque x ¢, ce qui n'est pas compatible avec
I'hypothése yo(a)=0. On a donc « =0 et p(x) 0 pour x<c. Il en résulte

23 ! ! '
™, parce que dans le cas contraire on obtiendrait une con-

v 'u

tradiction, en posant x=c—

que a==c —

&

;dans (15) et en tenant compte de ce que
Vi
13(0) =0 et yo(x), ‘0 pour a- x - c. L'inégalité a = c — fa entraine

\fp
a=b — .{)3 » C. q. f. d.

Théoreme 42). Si a et b sont deux zéros consécutifs dune inté-
grale y(x) de I'équation

) Il est trés facile de démontrer l'existence d'un tel nombre c: cela résulte aussi
d'un théoréeme plus général, énoncé dans ma note ,Sur l'inégalité différentielle  f(e)(x)
‘m|f(x)]" (Comples Rendus, T. 222, p. 359, 1946).
?) Ce théoréeme a été énoncé par A. Davidoglou en 1900, mais l'auteur n'a pas
publié sa démonstration (Sur les zéros des intégrales réelles des équations linéaires du
troisieme ordre, Comptes Rendus, T. 130, 1900, p. 399—401).
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y" + Alxly =0,
oli A(x) est une fonction continue, qui satisfait duns ['intervalle [a.b]

: ba

a I'inégalité A(x) =1 >0, alorsona b—a =~
l/' n

Démonstration. Considérons l'intégrale yo(x) de I'équation (14)

qui satisfait, pour x=a, aux mémes conditions initiales que y(x). On peut
supposer, sans restreindre la généralité de la démonstration, que y(x)> 0

‘,,;'_. la fonction yo(x)_

K,

dans l'intervalle ouvert {a,b). Si l'on avait a—b=>

ba

serait, en vertu du théoréme 3, positive pour a<x =a + et, étant

Vs
continue, elle serait encore positive dans le voisinage droit du point

bs : .. : Ak
X = at+ ;*—, ce qui est en contradiction avec le lemme démontre ci-dessus.

Sty 4 4)
5. L’équation y‘ b4 A(x)y = 0.
Le théoréeme 3 permet aussi d'apprécier la distance entre les zéros

consécutifs des intégrales de 1'équation du quatrieme ordre ym + A(x)y = 0.
ou A(x)>=u>0. Nous énoncerons d'abord le lemme suivant:

LLemme. Si une intégrale y (x) de I'équation

(17) Y hy=0 w>o0
est différente de zéro dans un intervalle ouvert (a,b), la longueur b—a

. 21 2n
de cet intervalle ne peut pas surpasser le nombre "'_‘ 2n :

b n
Pour démontrer ce lemme il suffit d'écrire - I'intégrale générale de
I'équation (17) sous la forme d'une somme

yl(x) 4 y2(x),
ou
Y,(x)=p,e'xsin(«x+q,),
—_—X
yz(x) = p,e sin(ax t q,),
4
o = Q‘-. Py 4P, et q, étant des constantes. En tenant compte de ce

I 2
que les distances entre les zéros consécutifs de y’(x) et yz(x) sont égales
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2n 2) 2 n
. :

exactement a , il est ais€é de voir que b—a <-

J
4
Iou P

Théoreme 5. Si a et b sont deux zéros conséculifs d'une intégrale
y(x) de I'équation

1 v+ arxjy=o,

ou Afx) est une fonction continue qui satisfait dans un intervalle (a, b)

a l'inégalité A'x)=un=>0,alorsona b—a< %I__z., ).

Démonstration. Supposons, ce qui ne diminue pas la généralité
de la démonstration, que y(x)> 0 dans (a, b). Considérons ensuite l'inté-

grale yo(x) de 1'équation (17) qui satisfait pour x=§=a%-t’ aux meémes

o LYy . 2| !
conditions initiales que y(x). Supposons, au contraire,’ que b—a ="/ E 3

T
Comme V21 < by Oon a, en vertu du théoréme 3, yo(x) 0 pour

E=x=E+ !—2—'1. D’autre part, en posant n(x)=y(—x), N (x) = b s x), on
V o«

voit que (x) satisfait dans l'intervalle | — E —E i ';2 * lé 1'équation

‘.- I

v+ A(—x)y=0etque () satisfait dans le méme intervalle a 1'équation (17).

En procédant de la méme maniére que ci-dessus, on est conduit a la conclu-
2%

i E’ = E + ‘ B

b

sion que ||£_,(x)>0 dans l'intervalle ou, ce qui revient

Fanx
E-"20E

b

au meéme, que yo(x) 0 dans . L'inégalité yo(x)>0 a donc

!) I est -aisé de voir que cette limitation est exacte, c. - a - d. que le nombre
212n:n

dans le théoréme 5 ne peut pas étre remplacé par un nombre inférieur. Une

b
appreéciation approchée pour la différence b—a a été obtenne pour la premiére fois par
M.Biernacki en 1938.
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. r . 2 : 2 n
lieu dans l'intervalle entier E—- '4 -, E 5 '4

b T
pendant impossible d'aprés le lemme précédent.

, c'est ce qui est ce-

6. 1.’équation yw’ + AlX)y =0 Y.

En abordant maintenant le méme probleme pour l'équation du sixiéme
ordre, on ne peut plus rattacher la borne supérieure de b—a a un nombre
déja connu. C'est justement l'équation y'” +y =0 (on a posé ici p=1)
qui définit une nouvelle constante, soit 4, qui est la borne supérieure
des distances entre les zéros consécutifs de ses intégrales. La valeur
approchée de cette constante est 154. Pour démontrer le théoréme
ci-dessous nous nous appuyerons sur l'inégalité

L, <2p, (~16,65)
dont la démonstration (ainsi que 1'évaluation de ps @ 2 décimales prés) est

exposée dans l'article ,,Sur l'équation différentielle y(ﬁ)-f- y=0"2).
Lemme. Si une intégrale yo(x) de I'équation

y'+uwy=0  (u<0
est différente de zéro dans un intérvalle ouvert (ab), la longueur a — b

/b
de cet intervalle ne peut pas dépasser le nombre 6—5—

I n
Ce lemme se déduit directement de la définition du nombre 7’ au

6 £ L
moyen de la transformation x = xVu , y(x) = y(x).

Théoréme 6. Sia et b sont deux zéros consécutifs d'une inté-
grale y(x) de I'équation
y® + Alxly=0,
ol A(x) est une fonction continue qui satisfait dans I'intervalle (a, b) & I'iné-
1

galité A(x)=u--0, alors ona b—a< ; .

ynr
La démonstration est exactement la méme que dans le cas n=4: il ne
. Ve v
faut que remplacer - par ;—— et l'inégalité ) 21 < p , par 7&6 < 2py.
Jn v u

!y On ne considére dans cet article que des cas n= 3, 4 et 6. Le théoréme a éte
démontré encore pour n=5; ce cas est beaucoup plus compliqué et ne sera pas traité ici.

!) On démontre au commencement de cet article une intégalité plus forte Ag==-5r (~15.7)
(v. ces Annales p. 35).
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Streszczenie

W pracy zajmujemy sie catkami rzeczywistymi rownan rozniczko-
wych liniowych. W szczegélnosci badamy przebieg catki 1)(x) rownania
niejednorodnego

—1
v+ cly(n £ 0T +c y=(x) (¢, ... €, stale),
ktéora w pewnym punkcie x = a staje si¢ zerem wraz ze swymi pochod-
,n]("—l)(x). Okazuje sie mianowicie, ze jezeli ¢(x) = 0 dla
X = a, to catka 1(x) jest dla x = a co najmniej tak diugo nieujemna, jak
dlugo nieujemna jest catka v(x) réwnania jednorodnego

y Ve T4 L e y=o,

nymi rlllx}. 5

spelniajgca warunki poczatkowe v(@)=v'(a) — (" 2)() 0, «, ”(a)

=1. Twierdzenie to wyprowadzamy w Nr 1 w form1e nieco ogolniejszej
dla ukladu rownan o wspdtczynnikach statych.

Korzystajac z pewnego przypadku szczegolnego powyzszych twierdzen,
poréwujemy catki rownania

™+ Ay =0
z catkami rownania
yPtuy=0 (o)

gdy funkcja A(x) speinia nierownos¢ A(x)=u albo A(x)=u. Na tej pod-
stawie daje sie wyznaczy¢ dokladnie kres gérny odleglosci kolejnych zer

. J 4
calek rownan y '+ A(x)y =0, Y( )+A(X)Y—'0 oraz y(6]+A(x)y=0. gdy funkcja
A(x) (ciagta) jest poddana jedynemu warunkowi A(x) = u> 0,



