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MM. Hardy et Littlewood ont établi la proposition suivante'):
«Si f(z)=1{(re'e) est une fonction holomorphe dans le cercle [z| < 1 et sik

est un entier positif, on a, en posant F(e) =5 r?xd : f(re'®)), l'inégalité:
| 2 2n
l . }. I Fal ;.
2:!.[ [Fl)l do< A5 | |i(eo)| do
P o

ou A cest une constante numérique’, et ils ont posé la question de sa-
voir si la proposition subsiste pour tout A positif (Plus tard ils ont d'ail-
leurs répondu affirmativement a cette question). Dans ce travail je me
propose d'établir des inégalités analogues dans lesquelles le module |f |
sera remplacé par une fonction u continue, non négative et sousharmonique?)

1) Acta Math. 54, 1930, pp. 81 — 116.
?) Une fonction u (x, y) est sousharmonique (certains auteurs disent subharmonique)

dans un domaine D si x,, y, étant un point quelconque de D on a
2t

u (X, Yo) = 51’-! {u (xy+r cos @, y, + rsin 6) do dés que le cercle de centre x;, y, et de
o

rayon r est intérieur a D. Si u a des dérivées secondes continues la condition nécessaire
et suffisante pour qu'elle soit sousharmonique est qu'elle vérifie l'inégalité

d? u d!u
dx? T d y?
F. Riesz, Acta Szeged 1. et 2. Proc. Lond. Mal. Soc. (2), 23, Acta Math. 48 et 54. Lit-
tlewod, Journ. Lond. Mal. Soc. 2. Proc. Lond. Mat. Soc. (2). 28. Hardy, Ingham
et Polya, Proc. Roy. Soc. A 113, Proc. Lond. Mat. Soc. (2), 28. Montel, Journal
de mathématiques pures el appliquées' 1928 ainsi que le livie de G. Julia: Principes
géométriques d‘analyse, 2 partie, Gauthier-Villars, Paris, 1932, pp. 115 — 120.

o En ce qui concerne les propriétés des fonctions sousharmoniques cf
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dans un cercle. Il résulte de ' une des inégalités obtenues que la pro-
position de Hardy-Littlewood subsiste pour tout % positif. (cf. I'énoncé I11)
u (x, y) étant donc une fonction continue, non négative et sousharmoni-
que dans le cercle x>+ y?<r* 3) je vais introduire pour abréger des
notations suivantes (r, ¢ ou t,s désignent des coordonnées polaires):

2n 2
1 { Max LT E
q“'“}_Zn.jo‘ ¢ ru(t,o)da.I(r,u)—,MJu(r,a)de
o o

Une fonction u sousharmonique dans un domaine limité par une couarbe
de Jordan simple et fermée est, dans ce domaine, inférieure ou égale
a la fonction harmonique qui prend sur la courbe les mémes valeurs que
ui il en résulte qu’ il suffira dans toutes les démonsirations de considérer
le cas ou u est harmonique.

Nous supposerons d'abord que u (x, y) est harmonique dans le cercle
x*+ y2 =<1 et que o <r <1. En utilisant la formule de Poisson et
en supposant que le maximum deu (t, s) dans l'intervalle o = t = r est
atteint pour t =t (¢) on a l'égalité:

) 2x 271:
(1) #(r,u) =471[2J u(l, ?)J wrif
Q

T [t (o) — 2t (o) cos (3 — o) 22|97

L’ intégrale intérieure ne dépasse pas l'intégrale
+
M) dy,
— 7T
ou M(y) désigne le maximum de la fonction (1 — t%): (1 -+ (2 — 2t cos )~
dans l'intervalle o = t < r. En posant y, = arc cos 2r (1 -}- r*)" ! on trouve
que le maximum M(y) est atteint pour || - y, lorsque t =1,

pour | gy = |p|< ,nlorsque t = (1— sin {): cos | et I'on a alors
M (y) = (sin )=, pour |y | ‘-‘" lorsque t = o.

Il résulte de la valeur de y, que ¥, < ; sin Y, <= = (1-1). D'autre part

Yo

1—r? 2 r
e - AT "Wl e < 47 O r
l1+r*-2rcosy 1—r, on a donc ;i, M@)dy n. On trouve ensuite
— Yo
: -
3 I+ 1 52¥ 1+
] M)dy=10g |y €t en définitive: | MW)dwy<2log gt 5.
Yo —

) c. a. d. le dans le cercle x?+y*<Z r* + € ou ¢ est un nombre positif suffisamment
p etit.
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Or d'aprés le théoréme de Gauss on a I(1,u)=I(r,ul, on obtient donc,
d’'aprés (1), en remplacant encore le cercle x? + y2- 1 par le cercle x* +
y? < R? Y'énoncé suivant

I. Si u(x, y) est une fonction continue non négative et sousharmonique
a lintérieur du cercle x* + y>*<R® et si 0 r* R,ona

Rbr o8

1
¢ (r, u) =|=10g 5 I (r, u)
n R

—r 2
Le facteur qui multiplie I (r,u) ne peut étre a nélioré (sauf en ce qui con-
cerne la constante ?) en effet, dans le cas de la fonction:
1 o ik _
U= 14+r— 2rcose \_l—z} (z=re ‘o)
harmonique et positive dans le cercle x*+ y® 1 on a, d'aprés les cal-

culs effectués plus haut,
i 1

¢ (r,u)> ; log iL: et I{ru)=1
Nous allons utiliser maintenant 1'énoncé suivant du a M A. Zygmund®) :
+Si f(z)=u + iv est holomorphe dans le cercle [z <1 on a pour z = re's
etr <1:
2n
1 +
I(r,|lv )= v(o)|+B.2:& l uf(re'e)| log ufreie)lds
0 +
ou B est une constante nu:nérique et log x=log x si x -1 et log x=0 si
x <1". Supposons que u soit harmonique et non négative dans le cercle
x* + y?* <1 et formons la fonction analytique f(z) = u + iv, v(o) = o, dont
u’x,y) est la partie réelle. En appliquant successivement les théorémes
de Hardy-Littlewood et de Zygmund on obtient des inégalités:
@ (ru)=q(r, f) < Al(r,'f) < All(r,u) + I(r,'v )]
et I'énoncé suivant:

I1. Si u(x,y) est une fonction continue, non négative el sousharmonique
a lintérieur du cercle x*+y*<R* on a pour o ~r R:

27 .

‘ u (r,e) log u(r,e) de

o

ou A et B désignent des constantes numériques des théorémes de Hardy-
Littlewood et de Zygmund respectivement®).

1
@ (r,u)<Al(r,u) + AB'Q:r

) Fundamenta Mal. 13, 1924. cf. aussi Stein, Journ. Lond. Mat. Soc. 8, 1933.

%) De 1'énoncé I on peut déduire 1'énoncé I (avec d'autres valeurs des constantes) en
remarquant que si f (z) est holomorphe et a partie réelle positive dans le cercle |z| < 1
et sif(o)=1ona(f(z) = (1+r) (1—r) -! pour |z| = r (cf. p. ex. G. Julia loc. cit. %) p. 8) ou
Pélya - Szegs, Aufgaben u. Lehrsitze aus der Analysis, Berlin, J. Springer, 1925. Bd 1,
Aufgabe 111 284).
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On doit a M. Riesz le théoréme que voici: ©)

Si f (2) =u + iv est holomorphe dans le cercle 'z < r et si v (0)= o, on
a pour tout p =11 (r, f/P)~ A(p)I(r, uip) ou A (p) ne dépend que de
p'. D'aprés M. Stein 7) on peut poser A (p)=(1—p -')-'lorsque 1 < p <2

et A(p)=2 % pp lorsque p = 2. En supposant que u-~ o, que p soit un
entier -~ 2 et en appliquant successivement les théorémes de Hardy-Little-
wood et de Riesz on obtient: ¢ (r,u P)< ¢ (r, f PY< Al(r, { P) £ A Alp) I(r,u P)
et l'inégalité:
(20 @ (r,uP)= AAlp)I(r,uPp)

s'étend de suite a toute fonction u non négative et sousharmonique !)
Considérons maintenant une fonction f (z) holomorphedans le cercle |z| < 1,
f(z) * est, quelque soit le nonbre positif 2, fousharnlonique dans ce

cercle. En posant dans l'inégalité (2) u= f(z)|* et p =2 on voit que
@(r, f'&) <2 AI(r,|f'}) c. a. d. que

111, L'énoncé de Hardy-Littlewood cité au début de ce travail est valable
pour tout A= o, a la condition que I'on y remplace A par 2 A.

En profitant de l'énoncé III nous pouvons maintenant écrire |'inégalité
(2) en y remplacant A par 2 A, pour tout p- 1, nous obtenons, ainsi
I'énoncé suivant:

IV. Si ulx,y) est une fonction continue, non négative et sousharmonique
a l'intérieur du cercle x*+y*~R* et si p > 1 on a pour o “r <R :

@ (r, u?) << 2 AA (pj I(r,u?)
o1 A est Id’ constante numérique du théoréme de Hardy-Littlewood et ou
A(p)=(1—p"')'lorsque 1 < p<<2et A(p) = V 2. prlorsque p—2,Sip est
un entier on peut supprimer le facteur 2 dans le second membre de
I'inégalité.

Streszczenie

Badam zaleznos¢ pomiedzy zwykla srednia:
27

1
2“Iu (r, o) de

(0]

I (r, u) =

funkcji podharmoniczneji nieujemnej u(r, e) a srednia wprowadzong przez
Hardy'ego i Littlewooda:

%) Mathem Zeitschrift, 27, 1928.
) Journ. Lond. Mal, Soc. 8, 1933.
) cf. la remarque qui suit la définition des expressions O (r, u) et I(1, u).
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2n
1 { Max
O fria)e- .
(rvu) 21‘li)étéruﬂ91do
0
Jesli u(r, o) jest funkcjg podharmoniczng i nieujemng w kole r < R to za-

chodzgq nierownosci:

R+r. . S
R—¢ T 2|I(r.U)
2n
1 F
IL O (r,u)= A I (r, )+AB.,_[ufr, o) log u (re) do

0

1
L O (r, u= I:-m— log

(A i B sq stalymi liczbowymi)
M. O (nu?)=<2A.A(P I ubd (p=1)

(A jest stalg liczbowg, A (p)=(1 — p~)~! gdy p<<2, A(p) = 2 -%p' gdy

p Z 2).







