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Wstep

Jednym z najwazniejszych probleméw statystyki matematycznej i jej zastosowan
jest wyznaczanie nieznanego rozkltadu prawdopodobieristwa pewnej wielkosci losowej
lub jej charakterystyk liczbowych na podstawie obserwacji jej wartosci danych w postaci
proby losowej.

W rozprawie skupimy sie na problemie estymacji kwantyli obserwowanej niezna-
nej zmiennej losowej. Kwantyle naleza do najwazniejszych charakterystyk rozktadow
prawdopodobienistwa, i stuza one miedzy innymi do okreslenia réznych miar potoze-
nia i rozproszenia rozktadéw (np. mediana, kwantyle, odstep miedzykwartylowy i inne).
Bardzo dobre wprowadzenie do problemu estymacji kwantyli mozemy znalezé¢ w artyku-
tach przegladowych [16], [36] oraz cytowanej tam literaturze. Teoretycznie wyznaczenie
rozkladu F' jest zawsze mozliwe, dzieki twierdzeniu Glivienki-Cantelli’ego, ktore mowi,
ze dystrybuanty empiryczne zbiegaja jednostajnie do F' gdy rozmiar proby rosnie do
nieskoniczono$ci. Jednakze praktyczne zastosowanie tego wyniku wymaga obserwacji
proby bardzo duzego rozmiaru. Ponadto, nawet jezeli funkcja F' jest ciagta, to dystry-
buanta empiryczna jest zawsze funkcja schodkowa. Stad twierdzenie to daje dosé¢ stabe
przyblizenie w przypadku malych prob.

Jako estymatory kwantyli bardzo czesto uzywane sg tak zwane L-statystyki, czyli
kombinacje liniowe statystyk porzadkowych préoby. Rozwazmy probe losowa
X = (Xy,...,X,) rozmiaru n zlozona z niezaleznych obserwacji zmiennej losowej X
z nieznang dystrybuanta F'. Statystykami porzadkowymi nazywamy wartosci tej proby
ustawione w porzadku rosnacym czyli Xy, < Xy, < ... < X,,.,. Wtedy L-statystyka
nazywamy kazda liniowa kombinacje statystyk porzadkowych proby X.

W literaturze poswieconej problemowi estymacji kwantyli albo brak prostych regut
jak wybiera¢ optymalne estymatory w postaci L—statystyk, albo podawane reguty ma-
ja uzasadnienie jedynie intuicyjne. Najprostszym i najczesciej stosowanym wyborem
estymatora kwantyla rzedu p jest odpowiednio dobrana pojedyncza statystyka porzad-
kowa. Jest to tzw. kwantyl z proby X, 41, gdzie || oznacza czesé catkowity liczby
rzeczywistej . Wybor ten uzasadniony jest asymptotyczng mocna zgodnoscig kwantyla

z proby, ale dla prob niewielkiego rozmiaru nie jest jasne dlaczego statystyka X, +1:n



jest lepszym estymatorem kwantyla niz na przyktad X|,p|.n.

Innym czesto stosowanym wyborem sg kombinacje liniowe dwoch sasiednich sta-
tystyk porzadkowych postaci (1 — ¢)X,.n + X410, gdzie parametry g € (0,1) oraz
j €{1,...,n} sa odpowiednio dobrane w zaleznosci od n oraz p. Inne przyktady wy-
boru ¢ i j oméwimy szczegbtowo w podrozdziale 1.3.

Kolejnymi przykladami L-statystyk stosowanych do estymacji x,(F’) sa dwa esty-
matory zaproponowane przez Reissa [26]: quasi—kwantyl z préby ($rednia arytmetyczna
statystyk porzadkowych o rzedach symetrycznych wzgledem |np|) oraz tzw. adapta-
cyjny quasi—kwantyl (Srednia wazona odpowiednio dobranych pieciu statystyk porzad-
kowych). Bardziej skomplikowanymi przyktadami L-statystyk sa estymator Harella—
Davisa [12], oraz estymator Kaigha—Lachenbrucha [15]. Zestawienie roznych L—statystyk
uzywanych do estymacji kwantyli oraz poréwnanie ich obciazenia w estymacji kwantyli
rozkladu normalnego mozna znalez¢ m.in. w pracy Parisha [24].

W rozprawie wprowadzimy nowe kryterium optymalnosci, ktére pozwala wyznaczaé
wzglednie proste reguty wyboru jak najlepszych estymatoréw oraz dowodzi¢ analitycz-
nie ich optymalnosci. Przy zadanym rzedzie kwantyla i rozmiarze proby bedziemy wy-
biera¢ L—statystyki (a doktadniej wspolczynniki kombinacji liniowych) tak, aby "jak
najlepiej" estymowa¢ dany kwantyl. Mowiac doktadniej, gtéwne cele rozprawy sa na-

stepujace:

1. wprowadzenie nowego kryterium optymalnosci L-statystyk jako estymatorow
kwantyli, opartego na osiggalnych oszacowaniach obciazenia estymacji =, (F') przez

ustalona L—statystyke L(c);
2. wyznaczenie jawnej postaci wyzej wspomnianych oszacowari;

3. wyznaczenie wektorow wspotczynnikéow optymalnych L—statystyk w sposob jak

najbardziej jawny;

4. w szczegodlnosci wybor najlepszej pojedynczej statystyki porzadkowej oraz kom-

binacji liniowej dwoch sasiednich statystyk porzadkowych;

5. poréwnanie numeryczne zachowania wyznaczonych estymatoréow kwantyli z wyzej

wspomnianymi estymatorami znanymi z literatury.

Podkreslmy, ze podejécie do problemu zaprezentowane w rozprawie bedzie w pelni
nieparametryczne. Innymi stowy, zostana wyznaczone estymatory, ktore optymalnie
szacuja kwantyl zadanego rzedu w sytuacji, gdy nie mamy zadnej uprzedniej wiedzy
co do rozktadu badanej wielkosci losowej. Ponadto interesuje nas jedynie podejscie

nieasymptotyczne, a wiec rozwazamy proby ustalonego rozmiaru.



W Rozdziale 1 przedstawiamy podstawowe pojecia uzywane w rozprawie, takie jak
kwantyl, funkcja kwantylowa oraz omawiamy przyktadowe L-—statystyki. W Rozdzia-
le 2 wprowadzamy definicje nowego kryterium optymalnosci oraz wtasnosci oszacowan,
ktore sa niezbedne do wyznaczenia optymalnego estymatora. Nastepnie poruszamy
problem optymalnego oszacowania obciazenia estymacji kwantyli, o ktérym jest mowa
w Rozdziale 3. W Rozdziale 4 jest przedstawiony przypadek wyboru estymatora kwan-
tyla w postaci odpowiednio dobranej statystyki porzadkowej. Nastepnie w Rozdzia-
le 5 przedstawiamy przypadek wyboru kombinacji liniowej dwoch statystyk porzadko-
wych jako estymatora kwantyla. Rozdzial 6 jest poswiecony analizie numerycznej btedu
srednio—kwadratowego wyznaczonych estymatoréw i poréwnaniu ze znanymi estyma-
torami. W Dodatku A sa umieszczone dowody technicznych lematéw, niezbednych do
udowodnienia gléwnych wynikéw rozprawy.

Wyniki rozdzialow 3 i 4 zostalty opublikowane w pracy [4]. Wyniki rozdziatow 51 6

zostaly zamieszczone w pracy [3].



Rozdzial 1
Pojecia wstepne

W pierwszym rozdziale oméwimy szczegdlowo najwazniejsze pojecia rozwazane
w niniejszej rozprawie. W podrozdziale 1.1 przedstawimy definicje i wlasnosci kwantyli
i funkcji kwantylowych dowolnych rozktadéw prawdopodobieristwa. Podrozdziat 1.2 jest
poswiecony statystykom porzadkowym i ich wybranym wtasnosciom. W podrozdziale
1.3 wprowadzamy pojecie L-statystyk oraz oznaczenia z nimi zwiazane. Prezentuje-
my réwniez liczne przyktady L-statystyk stosowanych w literaturze jako estymatory

kwantyli.

1.1 Kwantyle i funkcje kwantylowe

Niech F' bedzie dowolng dystrybuanta na prostej R, odpowiadajaca pewnej zmiennej

losowej X. Przypomnijmy, ze F' jest funkcja niemalejacg, prawostronnie ciagta oraz

lim F(x)=0, lim F(x)=1.

T——00 T—+00
Ponadto, F(z) = P(X < z)dlaz € R. Kwantylem rzedup € (0, 1) zmiennej losowej X

(i rozkladu F') nazywamy kazda liczbe =, = z,(F), dla ktoérej spelnione sa nieré6wnosci
lub réwnowaznie F(z,) < p < F(x,). Uzywamy tu standardowe]j notacji f(a~) oraz
f(a™) na oznaczenie lewostronnej oraz prawostronnej granicy funkcji f w punkcie a.
W szczegolnoscei, kwantyl rzedu p = % nazywamy mediang.

Kwantyl x,, nie musi by¢ wyznaczony jednoznacznie, dlatego definiujemy gorng oraz

dolng funkcje kwantylowq rozktadu F' odpowiednio wzorami
F7(p) =sup{z € R: F(z) < p},

oraz

F™(p) =inf{x e R: F(z) > p}. (1.1)

6



Wtedy dla dowolnego rzedu kwantyla p € (0, 1) wartosci funkcji F7(p) oraz F'< (p) sa
zdefiniowane jednoznacznie, i dla dowolnej wartosci kwantyla x,(F") zachodzi nierow-
nos¢ F(p) < a(F) < F7(p).

Podamy teraz kilka waznych wtasnosci funkcji kwantylowych, ktérych dowody moz-
na znalez¢ miedzy innymi w podrozdziale 0.2 ksiazki [27] lub 14.4 podrecznika [5]. Funk-
cje kwantylowe F'~ oraz F'* sg odpowiednio prawostronnie oraz lewostronnie ciggte.
Ponadto, jesli X jest zmienng losowa o rozktadzie F' oraz U jest zmienng losowa o roz-
dziale jednostajnym na przedziale [0, 1], to zmienne losowe F* (U) oraz F~(U) maja
rowniez taki sam rozktad F'. Dlatego wartosé oczekiwana i wariancja zmiennej X oraz

dystrybuanty F' moga by¢ przedstawione przy uzyciu funkcji kwantylowej w postaci
1
0

i podobnie
1
o2 = VarpX — / (F< () — ur)? du. (1.2)
0

W powyzszych wzorach funkcje F'~ mozna zastapi¢ przez F'—. Ta uwaga dotyczy row-
niez wzoru (1.6) ponizej.

Dodatkowo zauwazmy, ze skoro F'“~ jest funkcja niemalejaca lewostronnie ciagla,
to catka Riemanna-Stieltjesa fol F*(u)dG(u) ma sens jedynie dla funkcji G o wahaniu
ograniczonym prawostronnie ciaglych (zob. np. [28|, Zadanie 3, str. 138). W szczegol-

nosci mozemy napisac
1
Fo)= | Pl a) (1.3
0

gdzie 14 oznacza indykator zbioru A C R. Podobnie

F(p) = / F~ (u)dTy 0 ().

1.2 Statystyki porzadkowe

Oznaczmy przez (X1, X, ..., X,,) probe losowa prosta zlozona z niezaleznych zmien-
nych losowych o jednakowym rozktadzie 2z dystrybuanta F. Wtedy przez
X1, < X, <000 < X, oznaczamy statystyki porzadkowe bedace uszeregowaniem
wartosci proby w porzadku od najmniejszej do najwiekszej. W dalszym ciagu przypo-
mnimy znane wtasnosci rozkladow statystyk porzadkowych (zob. np. [1], [8]). W tym
miejscu podkreslmy, ze w calej rozprawie interesuje nas podejscie nieasymptotyczne,
a wiec rozmiar proby bedzie ustalony. Czytelnika zainteresowanego podejsciem asymp-

totycznym odsylamy do obszernych monografii [26] oraz [31].



Niech Fy, , oznacza dystrybuante j—tej statystyki porzadkowej Xj.,,, a wigc

Fr,.(0) = (X0 <) = 3 (1

=7

)Ff@:)[l — F(z)]" (1.4)

1
Ponadto, jesli F' jest dystrybuanta absolutnie ciagly o funkcji gestosci f, to funkcja
gestosci zmiennej X, jest

n!
(J = Dln —j)

W szcezegolnosei, jesli X = U ma rozktad jednostajny na przedziale [0,1] o funkeji

fxj () = ((F ()Y (1= F(2)" 7 f (). (1.5)

gestosci f(x) = 1jp1)(2) i dystrybuancie F'(z) = x, € [0,1], to zamiast X}, piszemy
Uj.n. Na mocy (1.4) i (1.5) dystrybuanta Uj.,, jest
Bl =3 (1)t =y, we ol

— \!
1=j

a funkcja gestosci U,y jest

! 1 —w)" 7w
G- T el

Ponadto, zmienne losowe X, oraz F'~(U;.,,) maja takie same rozklady. Dlatego dla

fin(u) =

dowolnego rozkladu F' warto$¢ oczekiwana j-tej statystyki porzadkowej X;., wyraza

sie wzorem ) )
EpXm = /0 F () fym(u)du = /0 F© (u)dFm(u). (1.6)

W dalszym ciagu pracy uzywamy nastepujacych oznaczen. Dla 0 < j < n przez

Bjn(p) = (?)pj(l -p)"7, 0<p<l, (1.7)

oznaczamy wielomiany Bernsteina rzedu n. Wielomiany te majg szereg interesujacych
wtasnosci, z ktorych najwazniejsze w tej pracy sa wtasnosé VDP oraz nieréwnosé Sim-
monsa. Zostang one doktadniej przedstawione jako lematy A.1 oraz A.2 w Dodatku A.1.

Przy uzyciu wielomianoéw Bernsteina dla 1 < j < n oraz p € [0, 1] mozemy zapisac

funkcje Fj., 1 fj., W postaci
Fin(p) =Y Bin(p) (1.8)
i=j

oraz fj.,(p) = nBj_1,-1(p). Z teoretycznego punktu widzenia ciekawe jest, ze w do-
wodach uzywamy prostych zaleznosci pomiedzy Fj., oraz rozkladem dwumianowym
B(n,p) z parametrami n € N oraz p € (0,1). Scislej rzecz ujmujac, niech Y bedzie

zmienng o rozkltadzie B(n, p), czyli
p =) = (1) o o<i<n

8



Wtedy

oraz

W szczegdlnodei, mediana oraz moda dla rozkladu B (n,Z) sa réwne j (zob. [14]).
Doktadniej, w tym przypadku j jest silng mediang dla zmiennej losowej Y co oznacza,

ze P(Y > j) > 5 oraz P(Y < j) > 5, lub réwnowaznie

J 1 J 1
Fjn (E) > B oraz  Fjii1y (5) < 5 (1.9)

1.3 L—statystyki

Glownym celem rozprawy jest wyznaczenie L-statystyk, ktore byltyby jak najlep-
szymi estymatorami kwantyla x, zadanego rzedu p € (0,1). L-statystyka nazywamy
kombinacje liniows statystyk porzadkowych (Xi.,, Xo.n, - . ., Xpon) postaci

n

L(C) = Z CiXi:na

i=1

gdzie ¢ = (c1, ¢a, ..., ¢,) € R™ oznacza wektor wspotezynnikow. Jako estymatory kwan-

tyli bedziemy w ogélnoéci rozwazaé¢ L—statystyki, dla ktorych ¢ € C,,, gdzie
C,= {(01,02,...,cn) : Zci: loraz ¢; > 0 dlal Sign}.
i=1
Okreslmy ponadto 3 szczegblne podzbiory zbioru C,. Oznaczmy

C,Sl):{ceCn: \/ cjzl}.

1<j<n

Zauwazmy, ze skoro dla ¢ € C,, mamy 2?21 c;=1todlace ¢tV doktadnie jeden ze
wspotczynnikéw jest rowny 1, a wszystkie pozostate wynosza 0. Zatem odpowiadajaca

L—statystyka jest w istocie pojedyncza statystyka porzadkowa. Dalej niech

CT(LQ):{CECTL: \/ C1:"':Cj1:0/\Cj+2:"':Cn:O}.

1<j<n

Zauwazmy, ze wektory c nalezace do ct? maja co najwyzej dwie wspolrzedne niezerowe,

a wiec opisuja L—statystyki postaci

(1—0a)Xjn+ aXji1m,



gdzie 0 < a < 1 oraz j < 5 < n. Ostatnim z rozwazanych podzbioréw zbioru C,, jest

Cr(LA):{CGCn: \/ C]_S"'SCj/\CjJ,.]_Z“'ZCn}.
1<j<n
Zauwazmy, ze opisuje on L-statystyki, w ktorych wspotczynniki do pewnego miejsca
rosna, a nastepnie maleja, a wiec ¢q, ..., ¢; rosng, a ¢4, ..., ¢, maleja. Odpowiada to
sytuacji, gdy statystykom porzadkowym z indeksami bardziej oddalonymi od j przy-
pisujemy coraz mniejsze wagi. Oczywiscie e cct? cch ce,.

W dalszym ciagu podamy przyktady L-statystyk stosowanych w estymacji kwanty-
li. Przyklady te zostaly zaczerpniete z artykutow [7], [12], [13], [15], [24], |26] oraz [33].
Bedziemy przy tym uzywaé tak zwanych funkcji podtogi | -] i sufitu [-] zdefiniowanych
dla x € R rownosciami

|z] =max{n € Z :n <z},

oraz

[x] =min{n € Z:n > x}.

Ponadto przez {z} oznaczamy czes¢ utamkowsq liczby = € R, czyli

{z}=2—|z].

Funkcje te beda réwniez pojawiac sie czesto w dalszym ciggu rozprawy.

1.3.1 Proste estymatory

Najpierw przedstawimy L-statystyki oparte albo o pojedyncza albo o dwie kolej-
ne statystyki porzadkowe. Bardzo dobry przeglad takich estymatoréw mozna znalezé
w artykule Hyndmana i Fana [13]. Jego autorzy poréwnuja 9 estymatorow kwantyli,
ktore sa zaimplementowane w pakietach matematycznych i statystycznych miedzy in-
nymi programie Mathematica, w jezyku R oraz pakiecie NumPy jezyka Python (zob.
[9], [21], [35]). Wszystkie te estymatory maja postac

Qi(p) = (1 =) Xjin + ¥ X4 1, (1.10)

gdzie 1 <1 < 9 oraz J_Tm <p< ]_++1 dla pewnych m € R, oraz 0 < v < 1. Wartosé ~
jest funkcja parametrow k = |np +m| oraz g = np+m — k.

Trzy pierwsze estymatory (Q1, (Q2, ()3 w istocie uzywaja tylko jednej odpowied-
nio wybranej statystyki porzadkowej. Estymator (); odpowiada wyborowi m = 0 oraz
v = 1jezelig > 0, lub v = 0 jezeli g = 0, a wiec mamy Q1(p) = X[pp1:n. Jest to najstar-
sza znana definicja estymatora kwantyla z proby, ktora sprowadza sie do wyznaczenia

dolnej funkcji kwantylowej dla dystrybuanty empirycznej. Dokltadniej, jezeli przez 1,4

10



oznaczymy indykator zdarzenia A, to dystrybuante empiryczna proby (Xi,...,X,)

definiujemy jako
1 & 1 &
(z) =~ ;1 {Xiga} = ;1 {(Xim<a}

dla z € R. Wtedy na mocy wzoru (1.1) dostajemy F*(p) = Xpup dla kazdego
p € (0,1). Dalej, Q2 otrzymujemy przez podstawienie m = 0 oraz 7 = % jezeli g = 0
lub v =1 jezeli g > 0. Stad

Y

L X + Xjp1m), jezeli p =
Qp) =4 > ’

S~ 3.

anp]:na Jezeh p 7&

Ten estymator jest podobny do Q1(p), ale dla p = % stosujemy $rednig arytmetyczna
Xjm 1 Xji1m. Estymator Q3 otrzymujemy przez podstawienie m = —% oraz v = 1 jezeli
g > 0. Ponadto, przyjmujemy v = 0 jezeli ¢ = 0 oraz j jest parzyste, a w przeciwnym

przypadku v = 1. Zatem

j+0.5

X, jezeli p = +=—=> oraz j jest liczba parzysta,

Qs(p) = Xjtin, jezeli p = ﬂ% oraz j jest liczba nieparzysta,

anp—O.S]:nu poza.

Inaczej jest to statystyka porzadkowa Xj.,, gdzie indeks j jest liczbg calkowitg najbliz-
sza wartosci np.

Pozostale estymatory Qy,...,Qq sa interpolacjami na przedziale (0,1) pomiedzy
punktami (7;, X;.,), 1 < j < n, gdzie liczby m,...,m, € [0,1] sa odpowiednio do-
brane. W tym kontekscie sa one nazywane punktami wykresu kwantyli (ang. plotting
positions). Zwykle uzywana jest interpolacja liniowa i wtedy problem wyznaczenia do-
brego estymatora sprowadza sie do wyboru wtasciwych punktéow wykresu kwantyli.
Intuicyjnym uzasadnieniem takiego wyboru najczesciej jest wspomniany juz fakt, ze
dla dowolnej funkcji dystrybuanty F' statystyka porzadkowa Xj.,, ma taki sam rozklad
jak F< (Uj.,). Co wiecej, jezeli dystrybuanta F' jest ciagla, to F'(Xj.,) ma taki sam
rozktad jak Uj.p,.

W naszym przypadku estymatory Qy, . . ., Qg sa interpolacjami liniowymi pomiedzy
punktami wykresu kwantyli zadanymi wzorem

Jj—a

7Tj:n—a—b—l’

l<j<n,

gdzie wartosci a oraz b sa podane w Tabeli 1.1. Doktadna postaé¢ estymatorow Q;(p),

4 <1 <9, jest dana wzorem

Qi(p) = (1 = {H) X + {3 X ) 4105
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gdzie ¢ = {(i,n,p) jest odpowiednio wybrane. Zatem jest to posta¢ (1.10) gdzie j = |¢]

oraz v = {¢}. Wartosci ¢ oraz p, dla ktorych Q;(p) jest poprawnie okreslone sa podane

w Tabeli 1.1. Estymatory @y, ..., Q9 mozemy opisa¢ jak nastepujaco:

estymator ()4 jest klasyczna liniowa interpolacja pomiedzy punktami (%, X j:n).
W tym przypadku mamy m = 0, { = np oraz p € [%, 1).

estymator ()5 jest zdefiniowany w oparciu o punkty m; = j_Tlm, a wiec jest to

przesunieta wersja estymatora Q4. W tym przypadku mamy m = l ,{=np+0.5

oraz p € [ 1= —) Taka postaé czesto jest stosowana w hydrologn

estymator Qg jest podejsciem zaproponowanym przez Weibulla [34] i Gumbela

[11] motywowanym faktem, iz w tym przypadku 7; = a wiec m; = EUj.,.

g
Mamy wtedy m = p, £ = (n+ 1)p oraz p € [n+1’ nil)
estymator Q7 zostal zaproponowany przez Gumbela [11]. W tym przypadku

j—1
n—1"

{=(n—1)p+1orazpel0,1).

j co pokrywa si¢ z modg Uj.,,. W tym przypadku mamy m = 1 — p,

estymator (Jg jest oparty na wyborze 7; = 4 +1//3,

mediany Uj.,, ktora jest po prostu wartoscia liczby p; (zob. np. [26]). W tym

co jest dobrym przyblizeniem

n

przypadku mamy m = %(p—{—l), (= (n+ )p+ oraz p € [3n+17 3n+1) Zauwazmy,

ze mediana statystyki porzadkowej Uj., bedzie odgrywac¢ wazng rol¢ w dalszej

czesci rozprawy (por. definicje liczby p; w podrozdziale 4.2).

J=3/8
n+i1/4°

wartosci F'(EX.,) przy zalozeniu, ze F' jest dystrybuantg rozkladu normalnego.

W tym przypadku mamy m = gp+ £, £ = (n+§)p+§ oraz p € 50750 200 1)

(zob. [6]).

estymator Qg jest oparty na wyborze m; = co jest dobrym przyblizeniem

1.3.2 Inne znane estymatory

Inne znane estymatory kwantyli w postaci L-statystyk uzywaja zwykle wiecej niz

dwie statystyki porzadkowe. Jednakze wspoélng intuicja stojaca za ich definicjami jest

to, aby najwieksza wage przypisac¢ statystyce z indeksem bliskim np. Pozostalym sta-

tystykom przypisywane sa wagi coraz mniejsze w zalezno$ci od oddalenia ich indeksu

od np.

Estymator Kaigha-Lachenbrucha. Jest to estymator kwantyla rzedu p postaci

QL (p) = ik <;: D (: - ;) (Z) ilX,-:n, (1.11)

=T
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ilalb m 14 P
4101 0 np [1,1)
5033 3 np + 0.5 [L,1—5)
600 P (n+1)p ﬁﬁ)
7111 1—p n—1)p+1 0,1
81331 30+D [ tdp+i | [35s)
o 143t d e bt | Tty oty

Tabela 1.1: Wartosci a oraz b oraz odpowiadajace im wartosci m oraz £(i) dla estyma-
torow ; dla 4 <1 <9.

gdzie r = [ (k + 1)p] dla odpowiednio dobranego k < n (zob. [15]).

Estymator Harrella-Davisa. Jest to estymator postaci
n

QHD(p) = Z Wp,i,nXi:nu
i=1

gdzie wspotczynniki W, ; , sg zadane wzorami

1 i/n
W = / HDP=1(] _ ) -n) -1 gy
PR B((n+ Dp, (n 4+ 1)1 =) Ji1ym

(zob. [12]) oraz B(a,b) oznacza funkcje beta Eulera dana wzorem
1
B(a,b) = / 7t =) dt, a>0,b>0.
0

Zauwazmy, ze wspotczynniki mozna zapisaé przy pomocy niekompletnej funkcji

beta
1

B(a,b)

I(a,b) = / #1(1— P ld, x e (0,1),
0

W postaci
Woin = Lyn((n+ Dp. (0 + 1)1 = p)) = Ly (0 + Dp. (0 +1)(1 = p)).

Estymator Bernsteina. Jest to estymator postaci

Qp(p) = zn: Kn B l)p"—l(l —p)”_i] Xim, 0<p<l.

, 1—1
=1

Zauwazmy, ze ()p(p) mozna zapisa¢ w postaci
n
QB(p) = Z Bz'fl,nfl(p>Xi:n
i=1

gdzie B;, oznaczaja wielomiany Bernsteina zdefiniowane powyzej wzorem (1.7),

co ttumaczy nazwe tego estymatora (zob. |7]).
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Uwaga 1.1. Latwo sprawdzi¢, ze w powyzszych trzech przypadkach wektory odpowia-

dajacych im wspotczynnikow ¢ nalezg do zbioru e,

Quasikwantyle. Jest to klasa estymatorow wprowadzona przez Reissa [26], opartych
o statystyke porzadkowa X.,, gdzie j = |np| oraz o statystyki z indeksami
j £ m, 5 £ 2m itd. dla odpowiednio dobranego m. Najprostszym przyktadem

quasikwantyla jest

(XanJ —mmn + X[npj+m:n) 5 (112)

N | —

Qi () =

gdzie p € (0,1) oraz 1 < m < min{|[np| — 1,n — |np]}. Zauwazmy, ze w tym
przypadku wektor wspotczynnikow ¢ € C,, ale ¢ ¢ e, Innym przyktadem jest

m 2 8
ng) (p) = __X[npjf2m:n + _Xanjfm:n
25 25 113
13 8 2 (1.13)
+ 2_5X|_npjn + 2_5X|_npj +min T %X\_npj—i-Zm:nu

gdzie p € (0,1) oraz 1 < m < min{(|np|—1)/2, (n—[np])/2}. W tym przypadku
mimo, ze suma wspolczynnikow wynosi 1, to ¢ ¢ C,,, gdyz niektore wspotezynniki

sg ujemne.

Estymatory jadrowe. Zalozmy, ze f jest funkcja gestosci symetryczng wzgledem 0
oraz, ze h — 0 gdy n — oo. Niech f,(x) = h™'f(x/h). Wtedy jedna z wersji

estymatora jadrowego jest estymator K Q(p) dany wzorem

(zob. np. [24]). W praktyce zamiast KQ(p) czesto stosujemy jego przyblizenia,
na przyktad

KQ:(p) = %ifh(% —p>Xi:m
=1

lub

_ Z?:l fh (Z_SE) - p) Xi:n
b ()

bedace ustandaryzowana wersja estymatora K Q1 (p).

KQ2(}9)

Przyklad 1.1. Przyktadowe wartosci wspotczynnikow powyzszych estymatorow dla
n =101 p = 0.6 sa podane w Tabeli 1.2 i zilustrowane na Rysunku 1.1. W przypadku
estymatora Q%)L przyjeto k = 5, co daje r = 3. W przypadku estymatoréw Qgrf) i Qgg)
przyjeto m = 2.
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j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
G o 0 | 0.0833 | 0.1786 | 0.2381 | 0.2381 | 0.1786 | 0.0833 | 0 0
Qup | 0.00003 | 0.0020 | 0.0181 | 0.0689 | 0.1555 | 0.2389 | 0.2579 | 0.1841 | 0.0687 | 0.0059
Qp | 0.0003 | 0.0035 | 0.0212 | 0.0743 | 0.1672 | 0.2508 | 0.2508 | 0.1612 | 0.0605 | 0.0101
QY 1 o 0 0 0.5 0 0 0 0.5 0 0
Q%) 0 —0.08| 0 0.32 0 0.52 0 0.32 0 | —0.08

Tabela 1.2: Przykladowe wartosci wspotczynnikéw estymatorow Qg?)L, Qup, OB, Q%,

QP dlan=10ip=06.

05F

0.4+

0.2

0.1+

-01F

10

e Qe
QHp
Qs
A Qry
v Qro

Rysunek 1.1: Wykres wartosci wspotczynnikow estymatorow Q?L, Qup, VB,

15
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Rozdzial 2
Nowe kryterium optymalnosci

W tym rozdziale wprowadzimy nowe kryterium optymalnosci L-statystyk jako es-
tymatoréw kwantyla zadanego rzedu p € (0,1) przy ustalonym rozmiarze proby n.
Kryterium to oparte jest na optymalnych oszacowaniach obciazenia estymacji kwan-
tyla rzedu p przez zadana L—statystyke i ma jasne uzasadnienie intuicyjne. Pozwala
ono wybra¢ optymalne estymatory w jednoznacznie okreslony sposéb. W ten sposob
uzyskujemy wyniki teoretyczne, ktére maja precyzyjne dowody analityczne, ale moga

byé¢ do$é tatwo zastosowane w praktyce.

2.1 Definicja kryterium

W dalszym ciagu rozprawy rozwazamy rozkltady prawdopodobienstwa nieznanych
wielkosci losowych opisane dystrybuantami F' o skoniczonej wariancji danej wzorem
(1.2). Klase tych rozkladéw oznaczamy przez F,. Podkreslmy, ze w przeciwienstwie
do wiekszosci autoréw nie ograniczamy sie do dystrybuant ciaglych i Scisle rosnacych.
W szczegolnosci nie zakladamy jednoznacznosci kwantyla x,(F).

Dla ustalonego wektora wspotczynnikéow ¢ € C,, oznaczmy oszacowania gorne i dol-
ne obciazenia L-statystyki L(c), jako estymatora dolnej i gornej funkcji kwantylowe;

odpowiednio przez
= ErL(c) — F*(p)

By(c) = sup : (2.1)
FeF oF
oraz ( ) ﬁ( )
. EpL(c)—F7(p
Be) = juf ST 22

Oszacowania te sa optymalne w klasie F;, w tym sensie, ze mozna wskaza¢ rozktady F',

G € F,, dla ktorych zachodzg réwnosci

OF
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oraz

EgL(c) — G~ (p)

el

Zauwazmy, ze F'* (p) < F~(p), a wiec oczywiscie dla kazdego F' € F,
EpL(c) = F(p) _ ErL(c) = F*(p)

OF OF

Zatem mamy B, (c) < B, (c). Niestety, jak zobaczymy w podrozdziale 3.3, wyrazenia
dla B,(c) i B, (c) umiemy znalez¢ tylko dla ¢ € ¢V, Nawet w tym przypadku uzyskane
wyrazenia sa tylko czedciowo jawne, i dlatego nie sg zbyt uzyteczne przy dalszej analizie
obcigzenia estymacji kwantyli przez L-statystyki. Z tego wzgledu bedziemy poszukiwaé
przyblizen dla B,(c) i B, (c), ktore beda ulatwia¢ dalsze rozwazania. Okazuje sie, ze
potrafimy wyznaczaé jawne wzory na powyzsze oszacowania dla ¢ € CT(LI), 1 wzory te sa
bardzo pomocne w dalszej analizie. Mianowicie dla ¢ € C,S”, a wigc ¢; = 1 oraz ¢; = 0

dla i # j, piszemy ¢ = d, i oznaczamy przez

B, = su ' , 2.3

()= s P - (2.3)
oraz .Y F—>( )
N FAgmn — b

B, ()= jnf - : (2.4)

odpowiednio gorne i dolne oszacowanie obciazenia pojedynczej statystyki porzadkowej

X jako estymatora funkcji kwantylowych F(p) oraz F~(p). Wtedy oczywiscie

Bn,p (j) - Bp (53) oraz En,p (]) = Ep (6]) :

Pokazemy teraz, ze pomiedzy zdefiniowanymi wyzej wielko$ciami zachodzg proste nie-

rownosci.

Lemat 2.1. Dlap € (0,1) oraz ¢ € C,, mamy

By(c) < Z ¢;B,, (J) (2.5)
By(e) 2 B, (7). (2.6)

Dowdd. Dla dowolnego rozkladu F € F, oraz ¢ € C,, a wiec » . ¢; = 1, mamy

roéwnoscé

OF OF

ErL(c) — F<(p) _ ichFXj:n - F“(p)'

Biorgce pod uwage to, ze ¢; > 0 oraz stosujac do niej wlasnosci kreséw gornych otrzy-

mujemy (2.5). Podobnie dowodzimy nieréwnosci dla B, (c). O
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Oznaczmy prawe strony powyzszych nieréwnosci przez

B(e) =3B, () 2.7

oraz

by(€) =D ¢iB., (). (2.8)

Teraz okreslmy pomocnicza funkcje r, : C,, — R wzorem

rp(c) = Ep(c) + ép(c)7

oraz funkcje s, : C,, — [0, 00) wzorem

sp(c) = V/p(1 = p) Irp(c)] .- (2.9)

Dodatkowo rozwazamy takie wektory c, ktére naleza do pewnego domknietego pod-

zbioru C C C,, ktory w tym kontekscie bedziemy nazywac klasa.

Definicja 2.1. Powiemy, ze L-statystyka L(c) jest estymatorem optymalnym w klasie
C C C, kwantyla rzedu p nieznanego rozktadu o skoriczonej wariancji, jezeli

Sp(co) = min s, ).

W ogoélnosci wektor ¢ nie musi by¢ wyznaczony jednoznacznie, ale oczywiscie zale-
zy od n oraz p. Zauwazmy, ze z Wniosku 3.3 ponizej wynika, ze s, jest funkcja ciagta.
Ponadto oczywiscie C,, jest zbiorem zwartym w R™ jako zbiér domkniety i ograniczony.
Dlatego funkcja s, zawsze osiaga minimum na zbiorze C,,. Zatem aby zapewni¢ istnie-
nie ¢y optymalnego w klasie C wystarczy zalozy¢, ze C jest domknietym podzbiorem
zbioru C,,.

Aby uzasadni¢ nasze kryterium zauwazmy najpierw, ze b,(c) < 0 < b,(c). Zatem
wydaje sie, ze najbardziej rozsadnym kryterium jest minimalizacja r6znicy
by(c) — b,(c) wzgledem wektora c. Jednakze taka réznica w wigkszosci przypadkow
wynosi 1/ \/m lub wiecej, a to wyrazenie nie zalezy od wyboru wektora c. Z dru-
giej strony, jesli réznice zastapimy przez sume (jak w definicji funkeji s,), to mierzymy
stopieni symetrii oszacowan wzgledem 0. Jesli wartosci s, sa bliskie 0, to wartosci gor-
nego i dolnego oszacowania sg mniej wiecej symetryczne wzgledem 0. Innymi stowy,
niezaleznie od badanego rozkladu odpowiednio wybrany estymator srednio nie prze-
szacowuje ani nie niedoszacywuje kwantyla zadanego rzedu. Czynnik normalizujacy
1/y/p(1 — p) sprawia, ze lim, o+ s,(c) = lim, ;- s,(c) = 1, a wiec funkcja s, jest
ciagla i ograniczona na przedziale [0, 1].
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Oczywiscie, na mocy definicji mamy dla p € (0,1), ¢ € C,, oraz I’ € F

- ErL(c) — F~(p) - ErL(c) — F* (p)

B,(c) < By(c)

i oszacowania te sa osiagalne. Zatem stosujac w definicji funkcji r,(c) sume
B,(c) + B,(c) zamiast b,(c) + b,(c) otrzymalibySmy bardziej precyzyjne kryterium
optymalnosci. Jednakze, z uwagi na trudnosci z wyznaczeniem jawnych wyrazer na
powyzsze oszacowania, kryterium takie bytoby mato uzyteczne. Z drugiej strony mamy
na mocy Lematu 2.1

- ErL(c) — F~(p) - ErL(c) = F*(p)

OF OF

by(c) < by(c).

Mimo, ze oszacowania te nie sa osiagalne, to stosujac je w definicjach 7,(c) i s,(c)
otrzymamy w wyniku sp6jna i do$¢ rozwinieta teorie, ktéra moze by¢ tatwo zastosowana
w praktyce. Ponadto, dla ¢ € C§” mamy oczywiscie by(c) = B,(c) oraz b,(c) = B,(c)
dla wszystkich p € (0,1). Dla ¢ € ci? pokazemy, ze nieréwnosci te zachodza dla

wigkszosci wartosci p (zob. réwnosci (5.4) i (5.5)).

2.2  Wlasnosci oszacowan i pomocniczych funkcji

Aby efektywnie zastosowaé wprowadzone kryterium konieczna jest znajomosé jaw-
nej postaci wzoréw na b,(c) i b,(c) oraz pewne wlasnosci pomocniczych funkeji 7,(c)
is,(c). Jawne wzory beda konsekwencja wynikéw nastepnego rozdzialtu. W tym pod-
rozdziale wprowadzimy wybrane wtasnosci tych funkcji, ktére mozna udowodni¢ bez
znajomosci jawnych wzoréow.

Analogicznie do funkgji r, 1 s, okreslamy funkeje r,,,, : {1,...,n} = R wzorem
Pup(7) = By (3) + Brp () 4 (2.10)

oraz funkcje s, : {1,...,n} — [0,00) wzorem $,,,(j) = \/p(1 — p)|rnp(J)|- Oczywiscie
Tnp(j) = 1,(8;) oraz s,,(j) = s,(8;). Zbadamy najpierw wlasnosci monotonicznosci

funkcji r,, ,(j) ze wzgledu na zmienne j oraz p.
Lemat 2.2. Funkcja r,, ma nastepujgce wtasnosci:
(a) przy ustalonym p € (0,1) mamy
Tnp(J) <mup(f+1), 1<j<n, (2.11)

czyli vy, jest funkcjg niemalejacq wzgledem j;
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(b) przy ustalonym j € {1,...,n} mamy
Tnp(J) = Tng(i), 0<p<q<1, (2.12)
czyli 1, ,(J) jest funkcjq nierosngeq wzgledem p.

Dowdd. 7 definicji statystyk porzadkowych mamy X;., < X,i1.,, a wiec oczywiscie
]EFinn — Fﬁ(p) < Il'EF')(J'+1:n - F<—(p)

OF OF

Stad otrzymujemy tatwo
B, () < B,,(j+1) oraz B, (j)<B,,([+1). (2.13)

Sumujac stronami otrzymamy nieréwnosé (2.11). Ponadto, funkcja F'< jest niemaleja-
ca,awiecdla0 < p < qg<1mamy F*(p) < F*(q). Zatemdla 1 < j <noraz F € F,

mamy oczywiscie

OF OF

Stad
B,,(j) 2 B,,(j). (2.14)
Podobnie ' jest niemalejaca i analogicznie dowodzimy nieréwnoé¢ B, , (j) > B, , (7) -

Sumujac te nier6wnosci stronami otrzymamy wzor (2.12). O

Uwaga 2.1. Po wyznaczeniu jawnych wzorow na Fnyp (j) oraz B, ,(j) pokazemy, ze
obydwie nier6wnosci (2.11) i (2.12) sa ostre, a wiec r,, , jest funkcja Scisle monotoniczna

wzgledem j oraz p (zob. Wniosek 3.3).

W dalszym ciagu pokazemy, ze pomiedzy gérnymi i dolnymi oszacowaniami zacho-

dzi wlasnos¢ symetrii
B, () ==Bu,(n—j+1),
gdzie p € (0,1), 1 < j <n. W tym celu udowodnimy dwa pomocnicze lematy.
Lemat 2.3. Dla dowolnej dystrybuanty F' i dla dowolnego p € (0,1) zachodzi réwnosé
inf{r e R: F(z~) >p}=inf{zx e R: F(x) > p}.

Dowdd. Funkcja F jest niemalejaca, a wiec dla dowolnego x € R mamy F(z~) < F(z).
Zatem dla p € (0,1) oraz x € R

{z: F(z7) >p} C{x: F(z) > p}.

Jezeli zbiory te nie sa rowne, to istnieje zo € R takie, ze F(zy) < p < F(xg). Skoro

F jest niemalejaca, to taki punkt xy jest wyznaczony jednoznacznie. Zatem
{z: F(27) =2 p} = (z0,00),  {z: F(x) = p} = [z, 00),

a wiec zbiory te maja rowne kresy dolne. O]
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Lemat 2.4. Niech F bedzie dowolng dystrybuantq oraz okreslmy
Gz)=1—-F((—x)7), ze€R.
Wtedy dla p € (0,1)
G7(p)=—F"(1-p)
Dowdd. 7 definicji funkcji kwantylowych otrzymujemy
G~ (p) = sup{z : G(z) < p}
=sup{z: F((—z)")>1-p}
= —inf{z: F(27)
=—inf{z: F(z) >1-p}=—-F"(1—-p),
gdzie przedostatnia rownosé wynika z Lematu 2.3. O

Lemat 2.5. Dlan >2,pe€ (0,1) i1 <7 <n mamy

En,l—p(j) = _En,p(n _] + 1)7 (215)
oraz

T"J*P(.j) = _Tn,p(n - ] + 1) (216)
Dowdd. Rozwazmy probe (Xi,...,X,) z rozktadu F i okreslmy Y; = —X; dla

1 <i < n. Wtedy (Y3,...,Y,) jest proba z rozktadu G(z) = 1 — F((—z)~). Staty-
styki porzadkowe tej proby to Y., = —X,_ji1m. Oczywiscie EqYj.,, = —ErX,_ji1m
oraz og = op, a wiec G € Fy wtedy i tylko wtedy, gdy F' € F;y. Zatem korzystajac

z Lematu 2.4, dostajemy

EpXjm —F(1=p)  EgVujim—G(p)

O oG
Stad otrzymujemy
Boipli) = jnf ——=—— =
EqY,_ivim — G~
= — Sup G n—jtlm (p) = _En,p (TL - j + 1) )
GeFy oG

co konczy dowod rownosci (2.15). Wzor (2.16) jest konsekwencja wzoréw (2.10) 1 (2.15).
[l

Przejdzmy teraz do wyznaczenia wtasnosci funkcji r,(c). Oczywiscie, z definicji

rp(c) oraz 1, ,(j) dostajemy latwo réwnoscé
n

rp(€) = cirup(i)- (2.17)
j=1
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Laczac Lematy 2.2, 2.5 i wzor (2.17) wyprowadzamy wlasnosci funkcji r,. Bedzie-
my przy tym stosowaé nastepujaca notacje: dla ¢ € C, przez ¢ oznaczamy wektor

c=(cp,.-,Cy), gdziec; =cpjrdlal <j<n.
Lemat 2.6. Funkcja r, ma nastepujgce wtasnosci:
(a) 1, jest malejaca wzgledem zmiennej p € (0,1);

(b) dla c € C,, mamy
ri—p(c) = —r,(c); (2.18)

(c) r1/2(c) = —7r1/2(c) oraz jeslic = c, to ri2(c) =0 .

Dowdd. Na mocy wzoru (2.14), jezeli ¢ € C,, to r,(c) jest wypukla kombinacja liniowa
funkcji 7, ,(j). Na mocy Lematu 2.2(b), funkcje te sa malejace wzgledem p, co dowodzi
punktu (a). Wtasnos¢ (b) wynika ze wzoru (2.17) oraz symetrii (2.16). Wlasnosé (c)
wynika tatwo z punktu (b) po podstawieniu p = % ]

Lemat 2.7. Zatozmy, ze C C C, jest zbiorem wektorow wspotczynnikow o wtasnosci

ceC=cel. (2.19)

Wtedy jezeli L(c) jest estymatorem optymalnym w klasie C kwantyla rzedu p, to esty-

matorem kwantyla rzedu 1 — p optymalnym w klasie C jest L(c).

Dowdd. 7 Lematu 2.6 oraz ze wzoréow (2.9) oraz (2.18) otrzymujemy nastepujaca sy-
metrie s,(c) = s1_,(c). Zatem z Definicji 2.1 otrzymujemy, ze jesli ¢ jest optymalnym

wektorem dla p, to ¢ jest optymalnym wektorem dla 1 — p. O
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Rozdzial 3

Optymalne oszacowania obcigzenia

estymacji kwantyli

W tym rozdziale wyznaczone zostana najpierw jawne wzory na gorne i dolne oszaco-
wania obcigzenia estymacji funkeji kwantylowych przez pojedyncza statystyke porzad-
kowa. Doktadniej mowiac, dla ustalonych p € (0,1), n > 2 oraz 1 < j < n wyznaczymy
wartosci B,, , (j) 1 B,,, (j) dane wzorami (2.3) oraz (2.4).

W szczegdlnoscei, udowodnimy, ze dla ustalonych wartosci 2 < 7 < n — 1 istnieje
przedzial (0;(n),&;(n)) zawierajacy liczbe L taki, ze dla dowolnego F' € F; oraz liczby
p € (6;(n),&;(n)) zachodza nieréwnosci

Fin(p)  _ ErXjm = F7 () _ BpXjm = F7(p) _ 1= Fjn(p)

p(1—p) ~ op oF p(1—p) @1

Ponadto, oszacowania te sa osiagniete dla odpowiednio dobranych rozktadéw dwupunk-
towych. Dla p lezacych poza tym przedzialem, jedno z oszacowan En’p (j) ub B, , (5)
wyraza si¢ bardziej skomplikowanym wzorem. W szczegdlnosci, jesli przyjmiemy p = %,

to otrzymamy poprawna wersje stwierdzenia z artykutu Okolewskiego i Rychlika [22],

J

Finp)  _ EXjn — F7(p) _ 1= Fyn(p)
p(l—p) oF -~ Vp(1—p)

sa optymalne. Nie jest to prawda w przypadku gornej nieréwnosci. Ponadto btednym

ktore mowi, ze dla wiekszosci wartosci 7, n oraz p = £ nieréwnosci

(3.2)

wnioskiem byto to, ze obydwie nieréwnosci sa osiggniete dla tego samego rozktadu
dwupunktowego. W Uwadze 3.1 pokazemy jak powinno wygladaé¢ prawidtowe sformu-
towanie oraz pokazujemy dlaczego dowod nieréwnosci (3.2) jest niepoprawny. Wyniki
tego rozdziatu zostaly opublikowane w pracy [4].

W podrozdziale 3.3 pokazemy jak wyznaczaé wyrazenia na oszacowania B,(c)
i B,(c) okreslone wzorami (2.1) i (2.2). Nastepnie, uzyskamy ich czesciowo jawng postac

w szczegolnym przypadku, gdy ¢ € e,
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3.1 Pomocnicze liczby 0; 1 §;

Zdefiniujmy najpierw pomocnicze liczby 0; oraz §; dla 1 < j < n. Liczby te sg
niezbedne do podania wzoréw na oszacowania (2.3) oraz (2.4) oraz na funkcje r,,
i s,,. Na przyktad, jezeli p € (0;,¢;), to funkcja 7,,(j) wyraza si¢ prostym wzorem
w przeciwienstwie do wartosci p lezacych poza tym przedziatem (zob. Wniosek 3.1).

Dla 2 < j < n — 1 zdefiniujmy liczbe 6; = 6;(n) jako jedyne rozwiazanie rownania

1= Fju(0;) = (1 = 0;) f5:n(05) (3.3)

na przedziale (O, fl%ll) Podobnie, zdefiniujmy liczbe §; = §;(n) jako jedyne rozwiazanie
réwnania

Fj.n(&5) = &5 fin(&5)
j-1

na przedziale (m, 1). Jednoznaczno$¢ rozwigzan powyzszych réwnan jest dobrze zna-
nym faktem, ale dla kompletnosci rozwazan zostanie ona wykazana w Dodatku A.1.
Oczywiscie 0; < §; dla 2 < j < n — 1. Ponadto, przyjmujemy, ze 0; = & = 0 oraz

0, = &, = 1. Uzywajac prostych zaleznosci
1-— F]n(u) = Fn—j+1:n(]— - U) (34)
oraz fjn(u) = foji1m(l — u) otrzymujemy, ze

fj =1- 9n7j+17 1 S ] <n. (35)

3.2 Wartosci oszacowan 1 ich wlasnosci

W tym podrozdziale wyznaczymy jawne wzory na B,,(j) oraz B, ,(j). Sa one
bardzo wazne w dalszych rozwazaniach, gdyz wystepuja w definicjach funkcji r,(c)
i s,(c). Dodatkowo, jest to bardzo dobry przypadek modelowy dla ogélnego przypadku
c € C, rozwazanego w podrozdziale 3.3.

Idea dowodu gléwnego twierdzenia pochodzi z artykutu [22], w ktorym zostala
uzyta tak zwana nieréwno$é¢ Moriguti’ego (zob. [20]). Jest to szczegdlny przypadek

tzw. metody projekcji opisanej szczegblowo w monografii [29].

Lemat 3.1 (Nieréwnosé¢ Moriguti’ego). Niech @ : [0,1] — R bedzie funkcjg o wahaniu

ograniczonym ciqgtqg na obu koricach przedziatu. Wtedy nierownosé

/0 1 2(£)dd(t) < /0 1 o(8)B(t)dt

zachodzi dla dowolnej niemalejgcej funkcji x @ [0,1] — R, dla ktorej catki sq skoriczo-

ne, gdzie B jest prawostronng pochodng najwiekszej wypuktej minoranty ® funkeji ®.
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Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja x jest stata na kazdym z przedzia-
tow gdzie zachodzi nieréwnosé ®(t) < min{®(t7), ®(t7)}, oraz jezeli ® nie jest ciggla

w pewnym punkcie ty, to
(a) jezeli ®(ty) < ®(tl), to x jest prawostronnie ciagla;
(b) jezeli ®(ty) > ®(ts), to x jest lewostronnie ciggla.
Teraz przedstawimy glowne twierdzenie tego rozdziatu (zob. [4]).
Twierdzenie 3.1. Niechn > 2 oraz p € (0,1).
(a) Zatoimy, ze 2 < j <mn—1. Jezelip > 0;, to

- N 1-— F}':n(p)
P = iy

oraz rowno$¢ zachodzi dla rozktadu dwupunktowego postaci

(¥ nmo=E) <yt (xmpre )

W przeciwnym wypadku, jezeli p < 0;, to

. 2 0; _Fo (02 Y2
Enm (]) :Ej — (w +/ f]2n<x)dx+ (1 Fjin(‘gj)) ) . (38)

(3.6)

—

3.7)

1-0,

Oszacowanie (3.8) jest osiggnicte dla dystrybuanty F postaci

(
c 21 T— _1_F':n(p)
0, jesli == < —pjgj ;
.. 1—Fj.n(p) T—U fj:n(p)
P, jeslh ——L== < =R < S
F(x) = PB; 7 B; 3.9
() -1 (g z=n ogl; Jin®P) o xmp o 1=Fjin(95) (3.9
fim (BJ o )7 jesli B, s5 < (1-0;)B; ’
e o 1-Fp(0)
\1’ jesh =55 2 (1-6;)B; °

(b) Dla j =1 oraz p € (0,1) mamy

= C1=Ful) a1 1D
Bn,p(l)——p(l_p)—(l p) P

Y

a réwnosé jest osiggnieta dla rozktadu dwupunktowego danego wzorem (3.7).

(¢) Dla j =n orazp € (0,1) mamy

on2 n2 1/2
EMMZE:(OZ”4—H uﬂWﬂ). (3.10)
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Oszacowanie (3.10) jest osiggniete dla nastepujgcej dystrybuanty

0, jesli =1 < —%7:,
Pz) =" o _% << (3.11)
(B =)™, jesli "PiT’ <RSI
L1, jesli =t > 2=

Dowdd. Korzystajac ze wzorow (1.6) oraz (1.3) na Er X, oraz F* (p) otrzymujemy

Br Xy = F(0) = [ [P () = el (0 (3.12)

gdzie
Fip(u), dla u < p,
Hjin(u) =
Fip(u)—1, dlau>p.
Oczywiscie wartosci funkcji Hj., zaleza rowniez od p, ale dla uproszczenia oznaczeri
pomijamy ta zmienng w notacji.

(a) Zalozmy, ze 2 < j < n—1. Wtedy funkcja F}., jest Scisle rosnaca na przedziale [0, 1],

j—1

wypukta na przedziale (0, —) oraz wklesta na przedziale (j —1

n—1"

1} . Poniewaz mamy
n—1

0, < %’ to Fj.,, jest wypukla na przedziale (0,6;), a na przedziale (6;,1) jej
wykres lezy w calosci powyzej prostej przechodzacej przez punkty (6;, F}..(6;))
oraz (1,1). Zatem funkcja Hj.,, jest rosnaca od wartosci 0 w punkcie 0 do jej
lewostronnej granicy H,., (p~) = Fj.n(p) > 0, a nastepnie H;.,(p) = Fjn(p) —1 <0
i Hj., rosnie na przedziale [p,1] do 0. Ponadto, poniewaz p > 6;, H;., jest albo
wklesta albo wypukta-wklesta na przedziale (p, 1], ale jej wykres w catosci lezy nad
prosta przechodzaca przez punkty (p, Fj.,(p)—1) oraz (1, 0). Dlatego, jej najwieksza
wypukta minoranta jest krzywa tamana sktadajaca sie z dwoch odcinkéw o koncach

w punktach (0,0), (p, Fj.n(p) — 1) oraz (1,0). Zatem dana jest ona wzorem

_ Mu, dla u < p,
Hjn(u) =4 7 (3.13)
_1+;L(p)(u—1), dla u > p.

Jej prawostronna pochodna jest postaci

Hj:n(“’) =

a wiec jest prawostronnie ciggta. Oczywiscie

|7, = o n®
jmn )
p(1—p)
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gdzie || - || oznacza tradycyjna norme w przestrzeni £2 funkcji calkowalnych z kwa-
dratem wzgledem miary Lebesgue’a na przedziale [0, 1]. Z Lematu 3.1 i nieréwnosci

Schwarz’a dla kazdej dystrybuanty F' € F, mamy
1
EpXjm — F7(p) < / [P (u) = pp|Hyp (w)du < op|[Hy, |, (3.14)
0

< %%O? Rownosé w drugiej nieréwnosci we wzorze (3.14)
p{i=p

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

co dowodzi, ze B,, , (j)

-/

H. (u
Fﬂu)—u:augf(”), we (0.1, u#p.
Jjn

Korzystajac z powyzszego oraz z Lematu 3.1 tatwo zauwazyé, ze rowno$é w obu

nierownosciach w (3.14) jest osiagnieta wtedy i tylko wtedy, gdy

To daje nam réwnosci (3.6) oraz (3.7).
Jezeli p < 0;, to funkcja Hj., jest wypukla na przedziale (p,6;), a na przedziale
(0;,1) jej wykres lezy w calosci powyzej prostej taczacej punkty (6;, Fj.,(6;) — 1)

oraz (1,0). W tym przypadku najwieksza wypukta minoranta dana jest wzorem

(Fi.(p) — 1

%u, dla 0 < u < p,
1—F;..(0;

ﬂ(u—l), dlaf; <u<1.
\ 1 —(9]'

Teraz stosujac analogiczne rozumowanie jak w przypadku p > 6; dowodzimy wzo-
row (3.8) oraz (3.9).

Dla j = 1 funkcja Fy.,,(u) =1 — (1 —u)™ jest wklesta na przedziale [0, 1]. Dlatego
najwicksza wypukla minoranta H., jest dana wzorem (3.13) dla j = 1. Pozostata

czes¢ dowodu jest analogiczna jak w punkcie (a) dla przypadku p > 6,.

Dla j = n mamy 6, = 1 i najwicksza wypukla minoranta H,., wyraza sie wzo-
rem (3.15) z pominieciem trzeciego przypadku. Zatem dowod punktu (c) jest ana-

logiczny jak wzorow (3.8) oraz (3.9). O

J

Uwaga 3.1. Uzywajac poréwnania wartosci liczb 0,1, {; oraz £ (zob. Wniosek 4.1)

J

dla p = % otrzymamy poprawna wersje wynikéw artykutu [22] (zob. réwniez Twier-

dzenie 16 w monografii [29]). Bltad w tej pracy spowodowany jest usterka w dowodzie
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Twierdzenia 1. Doktadniej, zamiast rownosci (1.3) autorzy uzyli rownosci

F(p) = / F= (u)dy 1 (),

ktora nie moze by¢ prawdziwa. Problem polega na tym, ze taka calka Riemanna-
Stieltjesa nie istnieje, poniewaz obie funkcje F~ oraz Ij,;) sa prawostronnie ciggle
w punkcie p. Natomiast catka wystepujaca we wzorze (1.3) istnieje, poniewaz funkcja
F* jest lewostronnie ciggta, a funkcja Ij, 1) jest prawostronnie ciggla. Ponadto, auto-
rzy artykutu [22] stwierdzili, ze obydwa oszacowania we wzorze (3.2) sa osiagnicte dla

tego samego rozktadu danego wzorem (3.7), co jest oczywiscie niemozliwe.

Uwaga 3.2. Zaldézmy, ze funkcja F jest ciagta i Scisle rosnaca dystrybuanta na pewnym
przedziale (a,b) C R taka, ze F(a) = 0 oraz F(b) = 1. Wtedy obydwie funkcje kwan-
tylowe F~ i F~ sg rowne i pokrywaja sie z F'~!, czyli zwyczajng funkcja odwrotna
do funkeji F. Wtedy oczywiste jest, ze sSrodkowa nieréwnosé we wzorze (3.1) stanie sie
rownoscia. Zatem powstaje pytanie czy gorne i dolne oszacowania we wzorze (3.1) moga
by¢ poprawione w klasie rozktadéw ciaglych i Scidle rosnacych ze skonczona warian-
cja. Jednakze analizujac doktadnie dowod Twierdzenia 3.1 mozemy tatwo skonstruowaé
ciag ciagtych i Scisle monotonicznych funkeji kwantylowych, dla ktérych oszacowania

we wzorze (3.1) sa osiagniete w granicy.

Z Twierdzenia 3.1 uzywajac symetrii oszacowan opisanej tozsamoscia (2.15) oraz
wihasnosci (3.5) otrzymujemy wartosci dolnych oszacowaii B, , (j) oraz wzér na funk-

cje Tnyp zdefiniowana wzorem (2.10).
Wnhniosek 3.1. Dia 2 < j <n—1 orazp <& mamy

Fj:n(m

B., ()= -2

a dla p > & mamy

1/2
N VEL SJ 2 ( ]71(p))2
En,p(j)—_< 1—§j /5] fjn ﬁ) .

Ponadto,
ﬁn,p (n) - ( ( )) =D ! 1 ;
vp(1—p) P
oraz

B, (1)=B,,1)=— </Op £2 (2)dx + w) v
(B )

1—p 2n —1
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Dowdd. Namocy (2.15) mamy B, (j) = —Bpn1—,(n—j+1). Ponadto na mocy rownosci
(3.5) mamy & =1—0,_;11, a wiec 1 —p > 6,,_; 1 wtedy i tylko wtedy, gdy p < ¢;. O

Wnhiosek 3.2. Dia j =1 orazp € (0,1) mamy

Pap(1) = L) (Fl” / [Ene: dx) "

p(1—p)

oraz analogicznie vy ,(n) = —1p1-p(1). Dla 2 < j <n —1 mamy

(a) jezelip < 0;, to
B — Ejn(p)
p(1 = p)
gdzie Fj jest zdefiniowane wzorem (3.8);
(b) jezeli 0; < p <¢E;, to
‘ 1—-2F;.,.(p
rupld) = manll),
p(1—p)

(c) jezelip > &;, to

1/2
. _1_szn(p)_ Jnfj 2 " ( ())
= ( e+ S ) |

Teraz rozwazmy wtasnosci oszacowan, z ktorych wynikaja dalsze wlasnosci funk-
cji 7. Pierwszy wniosek mowi, ze wlasnosSci monotonicznosci 7, , opisane w Lema-

cie 2.2 sa Sciste.

Wnhniosek 3.3. Funkcja 1y, jest scisle rosngcq funkcjg zmiennej j, czyli
Tap() <mnp(f+1), 1<j<n—1,
oraz cigglq i Scisle malejacq funkcjg zmiennej p € (0,1), czyli
Tng(j) <Tnp(j), 0<p<g<l.

Dowdd. 7 uwagi na definicje 7,, 1 symetrie (2.15) wystarczy udowodni¢ wtasnosci

opisane w Lemacie jedynie dla funkcji Enjp (7). Dla p > 6,41 nier6wnosé
Bop(j) < Bpp(j+1), 1<j<n-—1, (3.16)
jest oczywista, gdyz Fj., > Fji1., na przedziale (0,1). Dlap € (0, 0;41) uzywamy pierw-
szej nierowno$ci we wzorze (2.13) oraz faktu, ze oszacowania B, , (j) oraz B, , (j + 1)
nie moga by¢ réwne, poniewaz sg osiagniete dla réznych rozkladow. To dowodzi nie-

rownosci (3.16) dla wszystkich p € (0, 1).
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Dalej, dla j =1 lub j = n ciagltosé Emp (7) jest oczywista na mocy czesci (b) i (c)
Twierdzenia 3.1. Dla ustalonego j € {2,...,n — 1} ciaglos¢ Emp (7) ze wzgledu na p
na przedziatach (0,6;) oraz (;,1) wynika wprost ze wzoréw odpowiednio (3.6) i (3.8).
Roéwniez na mocy tych wzoréw tatwo zauwazyé, ze granice lewostronne i prawostronne
funkcji B, , (j) gdy p — 0; oraz p — 60 sa réwne %.

Scista monotonicznosé B, ,, (j) ze wzgledu na p wynika z faktu, ze B, ,(j) > Bng(j)
dla 0 < p < g < 1 (zob. (2.14)) oraz oszacowania te nie moga by¢ rowne, gdyz sa

osiagniete dla réznych rozkladow. [

Ostatnia wlasno$é¢ oszacowan stosowana w dalszym ciagu pracy jest podana w na-
stepujacym lemacie.
Lemat 3.2. Jezelip € (¢;,1) dlal1<j<n-—1, to
Fjn(p)
p(l—p)
lub rownowaznie, jezeli p € (0,0;) dla 2 < j <n, to
- . 1— Fn(p>
B,,(j) > —(——==.
v V(1 —p)

W konsekwencyji, dla wszystkich 1 < j <mn orazp € (0,1) mamy
i Fj:n(p) ) . 11— ﬂn(p)

En,p (]) < -

B,, ()< oraz B,  (j)> . (3.17)
’ p(1—p) ? p(1—p)
Dowdd. Przypomnijmy, ze & = 0. Rozwazmy funkcje
! F? (¢
b0 = [ e ee -2 0cict
&

Poniewaz Fj.,(§;) = & fin(&;), to mamy k;(§;) = 0. Ponadto

(o) = 2,(0) - OB B0

a wiec po elementarnych obliczeniach otrzymujemy

(1) = (1) — Fn(1))? > 0

dla wszystkich 0 < ¢ < 1, a réwno$¢ zachodzi dla ¢ = ;. Zatem £k; jest Scisle rosngca

na przedziale [0, 1]. W szczegdlnosci dla p > &; mamy k;(p) > k;(&;) = 0 lub

(ééﬁAxMx+§nﬁxg>>ﬁﬂmﬁzﬁ_

Laczac ten wzor ze wzorem (3.8) otrzymujemy

<@Wmf><iﬁ@L)

p(1—p)

Poniewaz B, , (j) < 0, to koriczy dowdd. O
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Dla ustalonych n > 3 oraz p € (0, 1) definiujemy funkcje ¢, , nastepujaco

1—-2F., .
bo(j) = 2B ®) (3.18)

Vel=p) 777
Oczywiscie, t,, jest funkcja ciaglta wzgledem zmiennej p € (0, 1) oraz t,, jest Scisle
rosnaca funkcja zmiennej j, na mocy nieréwnosci Fj.,(p) > Fji1..(p). Prosta konse-
kwencja Wniosku 3.2 oraz Lematu 3.2 jest nastepujace poréwnanie wartosci funkeji

Tnp OYaz ty .
Whiosek 3.4.
(a) Dla wszystkich p € (0,1) mamy 1, ,(1) < t, (1) oraz rp,(n) > t,,(n).

(b) Dia2 <j<n—1mamy r,,(j) < tnp(j) dlap e (6;,1) oraz r,,(5) > tnp(j) dla

3.3 Oszacowania obcigzenia ogdllnych L—statystyk

Dla ustalonego ¢ € C,, okres§lamy pomocniczg funkcje

n

Fe(u) = chij(u), 0<u<l.

j=1
Oczywiscie F, jest dystrybuanta taka, ze F.(0) =0, F.(1) = 1, a jej gestoscia jest

n

fe(w) = ¢ fim(u),

=1

dla u € [0, 1] oraz 0 poza. Wtedy na mocy wzoru (1.6) mamy

ErL(c) = /F“(u)ch(u).

Zatem podobnie jak wzor (3.12) otrzymujemy wzor

1

ErL(c) - F*(p) = / () — ) dHe(u),

gdzie He(u) = Fo(u)—Ip1)(u). Podobnie jak (3.14) z nieréwnosci Moriguti’ego i Schwa-
rza otrzymujemy
ErL(c) — F(p) < or|[H,|,

a wiec B,(c) = IH.|, gdzie H, oznacza najwicksza wypukla minorante funkcji He,

a ﬁlc oznacza jej pochodna.
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Aby wyznaczy¢ te funkcje potrzebna jest znajomosé przedziatow wypuktosei i wkle-
stosci funkeji Fe, a wiec zmian znaku pochodnej f.. Niestety da si¢ je wyznaczy¢ efek-

tywnie jedynie dla ¢ € e\, Istotnie, mamy fj.,(u) = nBj_1,-1(u), a wiec

n n—1
felw)=nY ¢;Bj1na1(u) =n) ci1Bjn(u),
j=1 Jj=0

Stosujac podany w Dodatku wzor (A.7) na pochodna wielomianu Bernsteina otrzymu-

jemy po prostych przeksztalceniach

[\

n—

felu) =n(n —1) ' (cjra = Cjr1) Bjn—a(u).

<
Il
o

W ogélnym przypadku, gdy ¢ € C,, wyznaczenie zmian znaku tej funkcji wydaje sie
zadaniem wrecz niewykonalnym. Jednakze, dzieki szczegdlnej wlasnosci wielomianow
Bernsteina, jest to mozliwe dla ¢ € e, Zauwazmy, ze jesli ¢ € C,(@/\), gdzie n > 2 to

zachodzi jeden z przypadkéw:

(A) n >4 oraz istnieje k € {2,...,n — 2} takie, ze ¢; < --- < ¢ oraz ¢y > - > ¢y

przy czym w kazdej nier6wnosci zachodzi przynajmniej jedna nieré6wnosé¢ ostra,

lubn =3 oraz ¢; < cyicy > c3;
(B)y n>2oraz ¢y > -+ > cp;
(C) n>2oraz ¢; < --- < ¢, i przynajmniej jedna nieréwnos¢ jest ostra.

W przypadku (A), jesli dla 0 < j < n — 2 okreslimy

dj = ¢jr2 — Cjta,

to

do, ... dg—2 20, dy,...,dp—o <0.
Ponadto przynajmniej jedna z liczb dy,...,d;_o jest dodatnia, i co najmniej jedna
z liczb dg,...,d,_o jest ujemna. Na mocy wtasnosci VDP wielomianéw Bernsteina,

sformutowanej w Dodatku A jako Lemat A.1, funkcja f. zmienia znak tylko raz, z do-
datniego na ujemny. Zatem gesto$¢ f. najpierw rosnie, a p6ézniej maleje, a dystrybuan-
ta F, jest §cisle rosnaca, najpierw wypukta, a potem wklesta. Dla takich funkcji istnieje

doktadnie jedno rozwiazanie 6, réwnania
1= Fe(0) = (1-0)/c(0)
oraz dokladnie jedno rozwiazanie £, réwnania

Fc(f) = gfc(g)
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Zauwazmy, ze funkcja F, ma wtasnoSci wypuklosci analogiczne jak funkcja Fj.,,
2 < j < n— 1. Zatem aby wyznaczy¢ wzér na B,(c) = IH,|| mozemy stosowac

argumenty z dowodu Twierdzenia 3.1(a). Otrzymamy wtedy, ze jesli p > 6., to

By(c) = L) (3.19)

Vo —p)’

a oszacowanie jest osiagalne dla rozktadu dwupunktowego (3.7). W przeciwnym razie,

gdy p < 6., to otrzymamy

Oc ) 1/2
Be) = |l [ pan + SO

Oszacowanie to jest osiggniete dla rozktadu typu (3.9) z odpowiednimi zmianami.

W przypadku (B) ciag {c;} jest nierosnacy, a wiec wszystkie liczby do, ..., d,—2
sa niedodatnie. Zatem, na mocy wtasnosci VDP pochodna f. jest niedodatnia, a wiec
fc jest nierosnaca. Stad F. jest wklesta i mozemy stosowaé¢ rozumowanie z dowodu
Twierdzenia 3.1(b). Zauwazmy, ze jesli ¢; = -+ = ¢, = =, to Fo(u) = u jest funkcja

liniowa. W kazdym przypadku otrzymujemy oszacowanie

==Y 1_Fc(p)

Vr(—p)

ktore jest osiagniete dla rozktadu (3.7).
Analogicznie, w przypadku (C) ciag {c;} jest niemalejacy, a wiec w konsekwencji F,
jest funkcja wypukta. Stosujac rozumowanie z dowodu Twierdzenia 3.1(c) otrzymamy

oszacowanie
0 1/2

ktore jest osiggniete dla rozktadu typu (3.11).

Aby wyznaczy¢ wartosci dolnych oszacowan B, (c) wystarczy skorzysta¢ z symetrii
B,(c) = —B;_,(c), ktora tatwo udowodnié postepujac podobnie jak w dowodzie Le-
matu 2.5. Ponadto, nalezy skorzystac¢ z rownosci § = 1 — 6. (por. (3.5)). Na przyktad
w przypadku (A) dla p < & mamy

B (c)= ———L (3.20)

V(1 —=p)

Uwaga 3.3. Dla wektoréow c, ktore nie naleza do klasy CT(L/\), nie umiemy precyzyjnie

ustali¢ wypuklodci funkeji F., a wigc nie umiemy podaé¢ jawnych wzoréw na B,(c)
i B,(c).
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Uwaga 3.4. Nawet jesli c € Cfl/\), to dla ustalonego p nie umiemy ustali¢, ktora z nieréw-
nosci p > 6. lub p < 6. zachodzi. Jednakze jest to mozliwe w wiekszosci przypadkow

jeslic=(0,...,0,1 —a,,0,...,0).

Podsumowujac, widzimy, ze stosowanie w dalszych rozwazaniach oszacowan Fp(c)
i B,(c) znacznie by je utrudnito. Dlatego w dalszym ciagu zamiast nich stosujemy Bp(c)

i b,(c) okreslone wzorami (2.7) i (2.8).
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Rozdziatl 4

Wyboér pojedynczej statystyki
porzadkowe]

Stosujac kryterium wprowadzone w Rozdziale 2, w tym rozdziale wyznaczymy opty-
malny estymator kwantyla zadanego rzedu p € (0,1) w postaci pojedynczej staty-
styki porzadkowej. Przy ustalonym rozmiarze proby n pokazemy, ktora ze statystyk
Xnp|m> Xnplm ub Xppp1i1 jest lepsza. Dokladnie moéwigc, udowodnimy, ze istnie-
ja jednoznacznie okreslone liczby a;,, 1 < j < n, takie, ze jezeli p € (aj_1n,a;,),
to optymalnym wyborem jest X.,, a jezeli p = a;,, to obydwie statystyki Xj., oraz
Xt+1.n sa rownie dobre (zob. Twierdzenie 4.4). Ponadto liczby te speiniaja warunki
ajn < % <ajp,dlal <j<Foraz a, j, =1—aj, W szczegdlnosci, w odréznieniu
od klasycznego wyboru pokazemy, ze najlepszym estymatorem kwantyla xy/, jest Xj.,
jezeli 1 < k < 5 lub Xpy1., jezeli § < k < n. W przypadku gdy k = 7, obie statystyki
Xy j2m oraz Xy, /241, 53 rownie dobrymi estymatorami.

W podrozdziale 4.4 rozwazymy réwniez inne kryterium optymalnosci pojedynczej
statystyki porzadkowej oparte o minimalizacje maksymalnego obciazenia. Pokazemy,
ze dla wieckszosci wartosci parametru p obydwa rozwazane kryteria sa réwnowazne.
W ostatnim podrozdziale przedyskutujemy otrzymane wyniki i podamy przyktady nu-
meryczne.

Wyniki tego rozdziatu zostaly zamieszczone w pracy [4].

4.1 Kryterium optymalnosci

Tak jak w podrozdziale 2.1 rozwazmy klase rozktadow F» dystrybuant F' z wartoscia

oczekiwana jup oraz skoriczona wariancja o%. Ponadto przypomnijmy, ze

¢V ={ceC,:3j ¢ =1},
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oraz &; oznacza wektor ¢ € C, taki, ze ¢; = 1 oraz ¢; = 0 dla i # j. Oczywiscie wtedy
¢t = {d1,...,68,}. Rozwazamy pojedyncze statystyki porzadkowe, a wiec L—statystyki
L(c), gdzie ¢ € ¢V, W tym przypadku oczywiscie by(c) = B,(c) oraz by(c) = B,(c),

a wiec funkcja s,(c) przyjmuje wtedy postac

Sn,p(j) =+v/p(1—p) ‘En,p (7) + En,p (])} .

Zatem Definicja 2.1 przyjmuje nastepujaca postac.

Definicja 4.1. Statystyka porzadkowa Xj ., jest optymalnym estymatorem kwantyla
rzedu p rozkltadu F' € F;, jezeli
Sn,p (]0) - lgljlgn Sn,p (j) :
Zatem statystyka porzadkowa Xj., jest optymalnym estymatorem kwantyla ), jezeli

k minimalizuje funkcje s,,, wzgledem zmiennej j € {1,...,n}.

Twierdzenie 4.1. Optymalnym wyborem liczby k dla ktorej funkcja s, , przyjmuje

wartosé najmniejszq jest:
(a) jezeli |rpp,(1)| < Tnp(2), to k=1, oraz jezeli rpp,(n — 1) > |rpp(n)|, to k =mn;

(b) w przeciwnym wypadku k = j lub k = j+ 1, gdzie j € {2,...,n — 2} jest jedynym
TOZWLGZANLEm TOWNanLa
Tnp(J) <O <1p,(j+1); (4.1)

(c) w szczegdlnosci, jezeli
rn,p(j) = - Tn,p(j +1), (42)

to Snp(7) = snp(j + 1) oraz obie wartosci j oraz j + 1 sq rownie dobre.

Dowdd. Jezeli 1,,(1) > 0 to z faktu, ze funkcja r,, jest rosnaca i monotoniczna,
optymalnym wyborem jest indeks k& = 1. Jezeli r,,(1) < 0 < r,,(2) ale
—rnp(l) < 1,,(2) to znéw optymalnym wyborem indeksu jest k& = 1. To dowodzi
punktu (a). Jezeli j jest okreslone réwnaniem (4.1), to s,, jest funkcja nieujemna,

ktora najpierw $cisle maleje, a potem $cisle rosnie, co dowodzi punktow (b) i (¢). O
Zdefiniujmy funkcje k(n,p), ktorej wartosciami sa podzbiory zbioru {1,2,...,n}

zawierajace wszystkie wartosci indekséw minimalizujacych funkcje s,,,. Zatem

1<j<n

K, p) = {1 < jo<n: snpljo) = min sn,po)}.

Powyzsze twierdzenie pokazuje, ze wartosciami funkcji k(n, p) sa zbiory jednoelemento-
we, o ile nie jest spelniony warunek (4.2). W takim przypadku mamy k(n, p) = {j, j+1}.

Dla uproszczenia notacji bedziemy stosowaé zapis k(n, p) = j zamiast k(n,p) = {j}.
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Bedziemy poréwnywaé wartosci indekséw £ dla ustalonych wartosci n oraz réznych
wartosci p, i w szczegolnosei piszemy k(n, p) < k(n, ¢), jesli nier6wnosé ta jest spetniona
w zwyklym sensie dla wszystkich wartosci funkeji k(n, p) oraz k(n, q). Piszemy rowniez
k(n,p) < j jesli kazdy element zbioru k(n,p) jest nie wiekszy niz j. Nastepny lemat

nieformalnie mowi, ze k(n, p) jest niemalejaca funkcja zmiennej p € (0, 1).
Lemat 4.1. Dia 0 < p < ¢ < 1 mamy nierdwnosé k(n,p) < k(n,q).

Dowdd. Zalozmy, ze 0 < p < ¢ < 1. Na mocy Wniosku 3.3 mamy 7, ,(j) < rn,(j) dla

1 < j < n. Zalézmy, ze dla pewnych liczb k oraz ¢ zachodza nieréwnosci
Tnp(k) <0< p(k+1)

oraz ry, 4(£) <0 < ry,4(¢ +1). Gdyby zachodzila nier6wnos¢ ¢ < k, to £ +1 < k, a wiec
otrzymaliby$my
Tpg(0+1) <1y g(k) < (k) <O,

co daje sprzecznos¢. Zatem pokazalismy, ze jesli k jest minimalizuje funkcje s, , oraz ¢
jest wartoscia, ktéra minimalizuje funkcje s,, 4, to zachodzi nieréwnos¢ k < ¢. Ponadto,
jezeli k = 1 jest optymalnym wyborem dla rzedu kwantyla ¢, to £ = 1 jest optymalnym
wyborem dla rzedu kwantyla p. O

7 powyzszego lematu dla dowolnie ustalonego n > 2 otrzymujemy istnienie zbioru

n — 1 liczb ay p, ..., a,—1, 0 nast¢pujacych wtasnosciach:

(a) 0=apn < a1p < ...<0p-1y < App=1;

(b) k(n,a;,) ={j,j+1}dlal <j<n-—1;

(c) k(n,p) ma staly wartos¢ j + 1 dla p € (ajn, aj41,) oraz 0 < j <n—1.

Zatem problem znalezienia najbardziej optymalnego estymatora w postaci pojedynczej
statystyki porzadkowej sprowadza si¢ do (a) wyznaczenia liczb a;,, oraz (b) okreslenia
ich potozenia wzgledem liczb %, gdzie 1 < j <n.

Na poczatku pokazemy, ze a;, = 1 — a,—;, dla 0 < 7 < n. Jest to prosty wniosek

z nastepujacego lematu.

Lemat 4.2. Dla p € (0,1) mamy:

(a) k(n,p) = j wtedy i tylko wtedy, gdy k(n,1 —p)=n—j+1;

(b) k(n,p) ={j,7+ 1} wtedy i tylko wtedy, gdy k(n,1 —p)={n—j,n—j+1}.

Dowadd. Tezy lematu wynikaja tatwo z Lematu 2.7, gdyz zbior ¢tV oczywiscie spelnia
warunek (2.19). O
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Teraz pokazemy, ze jezeli rozmiar proby n jest liczbg parzysta, to a,/., = 3, za$

1
2
jezeli n jest liczbg nieparzysta to ag—1)2, < % < U(nt1)/2,n- Jest to prosty wniosek

wynikajacy z wartosci k(n, 1/2), ktore sa podane w lemacie ponizej.

Lemat 4.3. Dla n > 2 mamy

n+1 L : :
1 , jezeli n jest liczbg nieparzystq,
k (n, ) = 2

{E’ 5 + 1} , gezelin jest liczbg parzystq.

Dowdd. Zal6zmy najpierw, ze n jest nieparzyste i rozwazmy wektor ¢ = § nil. Wtedy ¢
jest jedynym wektorem w zbiorze Cﬁl), dla ktorego ¢ = c¢. Z Lematu 2.6(c) mamy
T1/2 (&LTH) = 01 jest to jedyny wektor o tej wlasnosci.

Jezeli natomiast n jest parzyste, to Q% = (5§+1, a wiec z Lematu 2.6(c) dostajemy

T1/2 (5g+1) = —T1/2 (5%) Zatem

n n
Tn,1/2 (E) <0< Tn,1/2 (5 + 1) ,

i na mocy Twierdzenia 4.1(c) otrzymujemy teze Lematu. 0

Uwaga 4.1. Jezeli n jest liczba nieparzysta, to nasze kryterium optymalnosci daje kla-
syczny estymator mediany X il Jezeli n jest liczba parzysta, to obydwa wybory
Xun., oraz Xunyq,, jako estymatora mediany sg réwnie dobre. W tym przypadku uzywa-
jac estymatorow w postaci jednej statystyki porzadkowej nie otrzymamy klasycznego
estymatora dla mediany, ktory jest srednia arytmetyczna dwoch srodkowych statystyk
porzadkowych. Dlatego wtasnie w nastepnym rozdziale zajmujemy sie wyznaczeniem

estymatoréw w postaci kombinacji liniowej dwoch sasiednich statystyk porzadkowych.

Gdy wiemy juz jaki jest najlepszy estymator kwantyla x5, to mozemy zatozy¢, ze

p# % Z Lematu 4.2 widzimy, ze jest wystarczy rozwazaé¢ k(n,p) tylko dla p € (O, %)

Lemat 4.4. Dla p € (0, %) zachodzi nieréwnosé k(n,p) < ["THJ

Dowdd. Z Lematu 4.3 otrzymujemy k(n,1/2) C {[%], 2] + 1}. Korzystajac z Le-

matu 4.1 dostajemy teze lematu. O]

Na mocy powyzszych lematow widzimy, ze rozwiazanie problemu optymalnego wy-
boru pojedynczej statystyki porzadkowej jako estymatora kwantyla sprowadza sie do
wyznaczenia liczb a,, dla 1 <k < g

Zauwazmy, ze w trywialnym przypadku gdy n = 2 mamy a9 = %, wiec k(n,p) =1
dla p € (0,3) oraz k(n,p) = 2 dla p € (3,1). Innymi slowy, w tym przypadku
optymalnym estymatorem kwantyla z, rzedu p # % jest Xppppm. Jest to Xy dla
p € (0,3) oraz Xy dla p € (3,1). Zatem w dalszym ciggu mozemy zalozy¢, ze n > 3.
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4.2 Pomocnicze liczby p; 1 g;

Zdefiniujemy teraz pomocnicze funkcje oraz liczby, ktére beda uzywane w rozwigza-
niu gtownego problemu tego rozdziatu. Dla ustalonych wartoscin > 2 oraz 1 < j <n
zdefiniujmy p; = p;(n) jako jedyne rozwiagzanie rownania

Fonlp) = 5.
Zauwazmy, ze p; jest oczywiScie mediang j—tej statystyki porzadkowej z rozktadu jed-
nostajnego Uj.,. Jednoznaczno$¢ wyboru p; wynika tatwo z faktu, ze F},, jest funkcja
ciagta 1 Scisle rosnaca i F}.,(0) = 0 oraz Fj,,(1) = 1. Poniewaz F},, > F}j1., na prze-

dziale (0, 1), to jest oczywiste, ze p; < ... < p,. Ze wzoru (3.4) wynika tatwo rownosé

Pn—j+1 = 1 — Dj- (43)
Te liczby sa wazne w dalszych rozwazaniach, gdyz na mocy (3.18) dla ustalonego
1 < j < nmamy t,, (j) = 0. Ponadto t,,(j) > 0 dla p € (0,p;) oraz t,,(j) < 0
dla p € (pj, 1).

Naszym gléwnym problemem jest znalezienie liczb a;,, 1 < j < VT_IL zdefinio-

wanych po Lemacie 4.1. Pokazemy, ze dla 3 < j < n — 2 wartosci liczb a;, sa rowne
wartosciom liczb ¢;(n), ktore sa zdefiniowane nastepujaco. Dla 1 < j < n — 1 niech

¢; = ¢;(n) bedzie jedynym rozwiazaniem réwnania
1= 2Fj(q)] = |1 = 2Fj1(q)] (4.4)
w przedziale (p;, pj+1). Aby pokaza¢ jednoznacznosé liczb ¢; zauwazmy, ze jezeli

Qjn(p) = [1 = 2Fjn(p)| — [1 = 2Fj41:n(p)]| (4.5)
to funkcja @), jest réwna

—2Bj110(p), jesli 0 < p < pj,
Qjn(P) = Bjt1.a(p), jeslipj <p <1, (4.6)
2(Fjn(p) + Fj1n(p) = 1), Jjesli p; <p < pjia.
Z definicji liczb p; otrzymujemy Q;n.(p;) < 0 < Qjn(pj+1). Poniewaz @, jest cia-
gla 1 §cidle rosnaca na przedziale [p;, p;+1] to implikuje, ze ¢; jest zdefiniowane jedno-
znacznie jako rozwiazanie rownania Fj.,(q;) + Fji1..(¢;) = 1. Ponadto ze wzoru (3.4)
otrzymujemy rownosé
Gn—j =1 —q;. (4.7)
Teraz zbadamy kilka wtasnosci zdefiniowanych powyzej liczb oraz ich wzajemne

relacje z liczbami 0; i §; zdefiniowanymi w podrozdziale 3.1. Naszym celem jest po-

kazanie, ze dla wigkszoSci przypadkéw mamy nieréwnosé 6,1, < ¢; < &;. Powodem,
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dla ktorego chcemy otrzymac taka nierownosé jest fakt, ze wynika z niej, ze wartosci
funkcji s,.q,(j) oraz spq,(j + 1) maja prosta analityczng postac¢. Dzigki temu mozemy
tatwo je poréwnywac. Dowody kolejnych lematow sg dosé techniczne zatem zostaly
zamieszczone w Dodatku A.1.

Na poczatek zbadamy zaleznosci pomiedzy liczbami p;, ¢; oraz % Zatem lemat ten

bedzie pomocny do ustalenia polozenia punktéow a;, wzgledem liczb %
Lemat 4.5. Dia 1 < j <n—1 mamy

a) jezelil < 7 <2 to
2

J
pj < o < ;i < Dj+1; (4.8)
(b) jezeli 5 < j<n-—1, to
J
Pi < Q5 < o <Py (4.9)
(c) jezeli j =%, to ,
Prj2 < Qnj2 = B < Pnj2+1-

Nastepnym krokiem jest zbadanie nieréwnosci pomigdzy liczbami 0;, &; oraz p;
i ¢j. Na poczatku zauwazmy, ze ze wzoréow (3.4) oraz (3.5) dla 2 < j < n — 1, latwo

otrzymujemy rownowaznosé
9]' < Pj = Pn—j+1 < fn,jqu. (410)
Lemat 4.6.

(a) Dla ustalonego n > 3 ciqgi liczb 6;(n) oraz £;(n) sq Scisle rosngce wzgledem zmien-

nejj=1,...,n.

(b) Dla j =3 orazn > 7 lub j =2 orazn =5 mamy q;(n) < &(n), ale dla j =2 oraz
n =6 mamy &(6) < q2(6).

(¢) Dla j =2 orazn > 7 mamy &(n) < 2, ale dlan =6 mamy 2 < &(6).
(d) Dlan >3 mamy pa(n) < &(n) oraz dla n > 5 mamy ps(n) < &(n).

(e) Dlan > 3 mamy &(n) < ps(n) oraz dlan > 10 mamy £3(n) < ps(n), ale dlan <9
mamy &s(n) > pa(n).

(f) Dia 4 < j <n—1mamy p;t1(n) <E(n).
(9) Dla1<j<n—4mamyb;1(n) < p;(n).
Aby ulatwié¢ korzystanie z Lematu 4.6, sformutujemy nastepujacy wniosek.
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Whniosek 4.1.

(a) [%,q1] C (p1,p2) C (02, &) dlan > 3;

(b) % € (05,&) oraz qo € (&,&3) C (03,&3) dlan = 6;

(c) [%»C]ﬂ C (&2,p3) C (p2.p3) C (03,83) dlan >7;

(d) q; € (0;+1,&) N (pj,pjs1) dlan =5 orazj =2 lubn>7 oraz3 < j < VT_IJ

Dowdd. (a) Kladac j =1 w Lemacie 4.5(a) otrzymujemy p; < = < ¢ < p,. Ponadto

z czesci (g) Lematu 4.6 mamy 0y < py, a z czesci (d) mamy & > po. Laczac te

nierownosci otrzymujemy
1
b <pr<_—<qm<p<&

Z wlasnosci liczb g; mamy g2 < ps. Z czesci (d) Lematu 4.6 dostajemy ps; < &,

a z czesci (g) 03 < po. Ponadto pa < 2, a 7 czedci (b) i (¢) Lematu 4.6 mamy

67
. . 2 - L. .
odpowiednio &, < gp oraz g < &. Te nieréwnosci daja

2
93<6<§2 oraz 93<€2<Q2<§3.

Z Lematu 4.6(c) oraz (d) mamy py < & < % oraz ps < &3. Stosujac ponownie

Lemat 4.6(g) dostajemy 63 < po. Z Lematu 4.5(a) mamy znowu % < qo < ps.

Laczac te nieréwnosci dostajemy
2
93<p2<52<ﬁ<Q2<P3<§3-

Z definicji liczb ¢; mamy p; < ¢; < pj+1, czyli ¢; € (pj,pj+1). Z Lematu 4.6(b)
mamy ¢2(5) < &(5) oraz ¢;(n) < §;(n) dla j = 31 n > 7. Ponadto dla j > 4
z Lematu 4.6(f) oraz (g) mamy 6,1 < p; < pj+1 < &;. Zatem w kazdym przypadku
01 < qj <&, czyli qj € (0j41,85)- u

4.3 Rozwigzanie problemu optymalnego wyboru

Teraz jesteSmy gotowi, aby zaja¢ si¢ problemem wyznaczenia liczb a;,. Gléwna

idea rozwiazania naszego problemu jest nastepujaca. Z Wniosku 3.4 mamy

Snp(3) = V/p(1 = p) [tap(f)]

dla wszystkich p € (0,1) oraz rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy p € (6;,&;).

Zatem problem minimalizacji funkcji s,, sprowadza si¢ do analizy funkcji ¢,,. Na

poczatek rozwazmy przypadek j > 3, ktory okazuje sie najprostszy.
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Twierdzenie 4.2. Dian > 7 oraz 3 < j < \_"T_lj mamy k(n,q;) = {j,j + 1}, a wiec
ajn = qj(n). Ponadto, k(5,q2) = {2,3}, a wiec az5 = ¢2(5).

Dowdd. Poniewaz t,, jest Scisle rosngcg funkcjg zmiennej j, zatem wystarczy udo-
wodnié, ze Snq;(j) = Sng,(j + 1) biorac pod uwage teze Wniosku 4.1(d). Poniewaz
¢ € (pj,pjr1), to mnajpierw wnioskujemy, ze t,,(j) < tnp,(j) = 0 oraz
tng (4 +1) > tnp . (j +1) = 0. Nastepnie, poniewaz ¢; € (6;,&;) N (0j41,§541), to
otrzymujemy

Sn,q; (]) =V p(l - p)tn7qj (]) = 2Fk:n(Qj) -1,

oraz
Sn,qj (] + 1) =V p(l - p)tn,q]’ (] + 1) =1- 2F}'+1:n(Qj)'
Ale z definicji liczby ¢; (zob. (4.4)) prawe strony obu réwnosci sa rowne. O

Teraz rozwazmy bardziej skomplikowane przypadki 7 = 1 oraz j = 2. Dowdd na-
stepnego twierdzenia jest podobny, ale znacznie bardziej techniczny. Dlatego zostal

przeniesiony do Dodatku A.2.
Twierdzenie 4.3.

(a) Dlan >3 mamy k (n,+) =1 oraz k(n,q) =2, a wiec a1, € (£, q1) jest jedynym

rozwigzaniem rownania sy ,(1) = s, ,(2) wzgledem zmiennej p.

(b) Dlan > 6 mamy k (n, %) =2 oraz k(n,q2) = 3, a wiec az, € (%,qg) jest jedynym

rozwigzaniem rownania s ,(2) = s,,(3) wzgledem zmiennej p.

W sformutowaniu oraz dowodzie gtéwnego wyniku uzywamy nastepujacych ozna-

czen. Dla n > 3 oznaczmy

M = M(n) = V‘;J N =N(n) = [";ﬂ

Wtedy M < 3 < N oraz N = M + 1 jezeli n jest nieparzyste, oraz M = 3 — 1,

N = % 41 jezeli n jest parzyste. Zdefiniujmy réwniez podzbiory przedziatu (0, 1)
M-1 . M,
_ J+1 1 B J
P, = U (aj,m T) U <CLM,n, 5) , Qn = H (Eaaj,n> :
Ponadto, niech
(1 () C N
P, = 5 N U U o Gtin | Q, = U Wjny = ) -
Jj=N j=N
Biorac pod uwage symetri¢ a,,—;,, = 1 — a;,, mozemy latwo zauwazy¢, ze p € P, wtedy

i tylko wtedy, gdy 1 —p € P, i podobne stwierdzenie zachodzi dla zbioréw Q,, oraz Q..
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Twierdzenie 4.4. Niech n > 3 oraz p # % Optymalnym estymatorem kwantyla x,
rzedu p jest:

(a) zarouwno X|np|m, jak i@ Xiup)m, jezelip € {a1p, .. ann}, Wb Xppm 0raz Xpppi41m

jezelip € {anm, .-, an-1n};

(0) Xinpjn = Xpnplm, jezeli p € {%,,%} 010z Xippl41m = X[npl+1m Jezeli
pe{l. 5k

(¢) Xinpln jezelip € P UP), Xinpjm jezeli p € Qp oraz Xippi1: jezelip € Q.

Dowdd. Dla p € (0, %) z Twierdzen 4.2 oraz 4.3 dostajemy

{lnp), [np]}, jezelip € {a;,:1<j < M},
[np] = |np), Jjezelipe{L:1<j< M},

[np], jezeli p € P,
[ lnp] jeieli p € O,
Ponadto, z Lematu 4.2 oraz symetrii [n(1 —p)| = n — [np] mozemy otrzymac

warto$ci k(n, p) dla p € (3,1). Teza twierdzenia wynika teraz z definicji funkcji k(n, p).
O

Przypadek p = % byt rozwazany w Uwadze 4.1. Ponadto, w szczegélnosci przypadek

p= % otrzymamy z nastepujacego wniosku.

Wniosek 4.2. Optymalnym estymatorem kwantyla x;;, jest Xj., jezeli 1 < j < & lub
Xjtim Jezeli 3 < j <mn. Jezelin > 2 jest parzyste oraz j = 3, to obie statystyki Xu.,

oraz Xu 1., $q optymalnymi estymatorami kwantyla mediany.

Dowdd. Pokazemy, ze dla 1 < j < % mamy k(n,j/n) = j. Dla j = 1,2 wynika
to z Twierdzenia 4.3. Dla 7 > 3 mamy % € (0j11,&;) z Wniosku 4.1, gdyz 7]7 < g

Przypadek j > § wynika z Lematu 4.2(a). ]

Otrzymany wynik jest inny niz zazwyczaj podawany w literaturze. Najczesciej jako
estymator kwantyla x;,, polecany jest X;.,, dla wszystkich 1 < j < n. Zaleta na-
szego podejscia jest wlasno$¢ symetrii, czyli optymalnym estymatorem kwantyla rzedu
p= "T_l jest X,.n, anie X,,_1.,. Zauwazmy, ze X,,., jest symetrycznym wyborem do Xj.,

dla p = L. Wlasnos¢ symetrii jest bardzo pozadana w estymacji kwantyli (zob. [13]).
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4.4 Roéwnowazne kryterium: minimalizacja maksymal-
nego obciagzenia

Inna motywacja wyboru naszego kryterium jest nastepujaca. Jezeli F' € F; oraz z,
jest dowolng ustalong wartoscia rzedu kwantyla p rozktadu F, to z definicji oszacowan

(2.1) oraz (2.2) dla kazdego ustalonego j € {1,...,n}

EFXj:n — Tp

or < max (Bn

p (1), =B, (1) =t wpa()- (4.11)

P

Wartosci funkcji wy, ,(7) moga by¢ rozwazane jako maksymalne oszacowania obciazenia
statystyki porzadkowej Xj., jako estymatora kwantyla z,, mierzonego w jednostkach
odchylenia standardowego rozktadu F', wzgledem wszystkich dystrybuant F € F;.
Idea polega na wyborze indeksu j takiego, ze maksymalne oszacowanie jest najmniej-
sze z mozliwych. W ten sposoéb minimalizujemy najwiekszy mozliwy blad estymacji
kwantyla rzedu p przez pojedyncze statystki porzadkowe. W Twierdzeniu 4.5 poka-
zemy, ze dla wigkszosci wartosci rzedu kwantyla p, funkcje s, , oraz w,, przyjmuja
wartos¢ najmniejsza dla doktadnie tego samego indeksu statystyki porzadkowej. Stad
oba te kryteria sa rownowazne. Nie jest to zaskakujace, gdyz oba kryteria daza do réow-
nowagi pomiedzy goéornym i dolnym oszacowaniem, jednakze réwnowaznosé kryteriow
nie jest oczywista.

W tym podrozdziale gtéwna idea jest wybor takiej wartoséci indeksu j, ktéry mi-
nimalizuje maksymalne wartosci obciazenia, czyli chcemy zminimalizowaé funkcje w,, ,
(zob. (4.11)) wzgledem zmiennej j. Niech ¢(n,p) oznacza zbior wszystkich indeksow j,
dla ktorych funkcja w,,, przyjmuje najmniejsza wartos¢. Nastepne twierdzenie moéwi,
ze dla p € (g2, gn—2) funkcja wy,, jest minimalizowana dla tych samych wartosci j, dla

ktorych funkcja s, , przyjmuje wartodci najmniejsze.
Twierdzenie 4.5. Dlan > 7 oraz p € (q2, ¢n—2) mamy €(n,p) = k(n,p).

Numeryczne obliczenia sugeruja, ze to twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich
n > 3 oraz p € (0,1), jednakze nie moglismy znalez¢ formalnego dowodu takiego
stwierdzenia. W dowodzie twierdzenia uzywamy elementarnego lematu, ktory w tatwy

sposob wynika z nieréwnosci max(z,y) < z dla x < z oraz y < z.

Lemat 4.7. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ oraz d takich, ze a < ¢ oraz b > d
nierowno$é max(a,b) < max(c,d) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy b < c. Ponadto,

max(a,b) > max(c,d) jesli b > ¢ oraz max(a,b) = max(c, d) jesli b= c.

Dowod Twierdzenia 4.5. Poniewaz n oraz p sa ustalone, to dla przejrzystosci dowodu

bedziemy pisaé¢ B; oraz B, zamiast odpowiednio Fnyp (j)oraz B, ,(j). Dlal < j <n-—1
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n 10 20 50 100
Sy || 0.0587 | 0.0694 | 0.0769 | 0.0798

Tabela 4.1: Niektore przyblizone wartosci .S,

oznaczimy

Un,p(j) - Bj+1 + Ej‘

Na mocy Whniosku 3.3 funkcja v, , jest Scisle rosnaca wzgledem zmiennej j. Przyjmujac

a= Ej, b=-B;,c= §j+1 oraz d = —B; ,, z Lematu 4.7 otrzymujemy

Wnp(J) < Wnp(f+1) < vnp(d) >0,

dla 1 <75 < n —1. Jedli odwrocimy pierwsza nier6wnosé, to druga réwniez zostanie

odwrdcona. Zatem w,, ,(j) = w, (7 + 1) wtedy 1 tylko wtedy, gdy v, ,(7) = 0.
Uzywajac symetrii (2.15) otrzymujemy, ze w,1-,(j) = wyp(n — j + 1). Zatem

wystarczy rozpatrze¢ jedynie przypadek p < % Rozwazamy dwa przypadki:

® p € (gj,qj+1) dla pewnego 2 < j < Z;
e p = q; dla pewnego 3 < j < 3;

W pierwszym przypadku mamy k(n,p) = j + 1 oraz p € (gj,¢j+1) C [0+1,&41]-
Przypomnijmy, ze Q;.(p) = 2(Fjn(p) + Fj11:n(p) — 1) dla p € [pj, pj11] oraz Q. (p) ma
wartosci ujemne dla p < g; oraz dodatnie dla p > ¢;. Laczac wartosci dolnych i gérnych

oszacowan obciazenia danych w Twierdzeniu 3.1 z (3.17) otrzymujemy

Unp(j) < __Qinp) oraz Un,(j+1) > __Qiin(p) :

2¢/p(1 —p) 2/p(1—p)
To implikuje, ze v,,(j) < 0 gdy p > ¢j, oraz v,,(j +1) > 0 gdy p < ¢j11. Dlatego
Unp(7) jest ujemna dla ¢ < j oraz dodatnia dla ¢ > j + 1. Zatem w,,(i) jest Scisle
malejaca dla 1 <1 < ji$cisle rosngca dla j+1 < i <n, oraz {(n,p) = j+1 = k(n,p).
W drugim przypadku mamy k(n,q;) = {j,j + 1} oraz p = ¢; € [0,11,&;]. Zauwaz-
my, ze dla wszystkich p w tym przedziale mamy 2+/p(1 — p)vn,(j) = —Q;n(p), wiec
VUn,q; (j) = 0 oraz wartosci v, 4, (i) sa ujemne dla ¢ < j oraz dodatnie dla i > j. Zatem
Wn,g; (J) = Wnyg, (J+ 1), wng, () jest Scidle malejaca dla i < j, oraz $cidle rosnaca dla

i > j+1. Wigc wy, 4, przyjmuje wartos¢ najmniejszg jednoczesnie dla j oraz j +1 oraz
lUn,q;) ={4,j + 1} = k(n, g;). ]

4.5 Podsumowanie oraz przyklady numeryczne

W tym rozdziale zastosowaliSmy nowe kryterium do wyboru pojedynczej statystyki

porzadkowej jako estymatora nieznanego kwantyla x, ustalonego rzedu p € (0,1) na

45



k 1 2 3 4 5 6 7 8

pr || 0.0451 | 0.1093 | 0.1743 | 0.2393 | 0.3045 | 0.3696 | 0.4348 | 0.5

k/n | 0.0667 | 0.1333 | 0.2 | 0.2667 | 0.3333 | 0.4 | 0.4667 | 0.5333
qr || 0.0749 | 0.1407 | 0.2062 | 0.2715 | 0.3368 | 0.4021 | 0.4674 | 0.5326
O 0 0.0051 | 0.0336 | 0.0779 | 0.1321 | 0.1934 | 0.2605 | 0.3326
&k 0 0.1256 | 0.2332 | 0.3314 | 0.4229 | 0.5091 | 0.5905 | 0.6674

Tabela 4.2: Wartosci liczb py, k/n, qx, 0y oraz & dlan =15 oraz 1 < k < 8.

podstawie losowej proby ustalonego rozmiaru n.

Glowny wynik uzyskany przy uzyciu tego podejscia (Twierdzenie 4.4) mowi, ze
w przeciwienstwie do tradycyjnego wyboru jako estymatora statystyki Xi,,)., dla
p € Q, oraz p € Q) powinniémy uzy¢ odpowiednio statystyk X|,,.n oraz Xpnp)+1m-
Poniewaz dhugo$é¢ kazdego przedziatu bedacego sktadows zbioru Q,, zbiega do 0 jeze-
li n jest coraz wieksze, to moze sie wydawaé, ze nasze kryterium jest niepotrzebne.

Jednakze, dtugosé zbioru Q,, U Q! wynosi

al k
Sn:22(ak,n—ﬁ> .

k=1

Doéé trudno analizowaé analitycznie graniczne zachowanie ciggu 5,,, ale numeryczne
obliczenia pokazuja, ze wartosci S, rosna wraz ze wzrostem n, zob. Tabela 4.1. Niektore
przyblizone wartosci zaprezentowane w tabeli pokazuja, ze proporcje rzedéw kwantyli,
dla ktorych nasze przyblizenie jest lepsze niz tradycyjne znajduje sie w zakresie 6-7%
dla n od 10 do 100, wiec nie powinno by¢ pomijane.

Przedstawiamy teraz obliczenia numeryczne, ktore ilustruja wyniki przedstawione
w tym rozdziale. Najpierw zauwazmy, ze jawne wartosci liczb 6y, &, pr oraz ¢ sa trudne
do znalezienia, ale tatwo mozemy wyliczy¢ ich przyblizone wartosci w sposoéb numerycz-
ny. Istotnie, sa one pierwiastkami réwnan wielomianowych zawierajacych wielomiany
Bernsteina, zob. (A.1), (3.5) oraz (A.4).

Na przyktad, w Tabeli 4.2 prezentujemy wartosci liczb py, %, Qk, O oraz & dlan = 15
oraz 1 < k < 8. Odpowiadajgce im wartosci moga by¢ otrzymane dla 9 < k < 15 przez
skorzystanie z odpowiednich symetrii dotyczacych liczb pg, g, oraz wzoru (3.5). Te
wyniki potwierdzaja wiekszosé wnioskow z Lematow 4.5 oraz 4.6.

Wykres 4.1 prezentuje wartosci funkcji s15 ,(j), 1 < j < 15dlap = 0.05,0.1,...,0.5.
Wykres ten potwierdza tezy z Twierdzenia 4.4. Dokladniej moéwiac, mamy w tym przy-
padku £(15,0.05) = 1, k(15,0.1) = 2, k(15,0.2) = 3, k(15,0.3) = 5, k(15,0.4) = 6
oraz k(15,0.5) = 8. Na przyktad, optymalnym estymatorem kwantyla z¢4 z proby

rozmiaru 15 jest Xg.15.
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Rysunek 4.2: Wykresy s15,(7), 1 <7 <15 dla p =3/15 (lewy), p = ¢3(15) (srodkowy)
and p = 0.21 (prawy).

Wykres 4.2 pokazuje poréwnanie wartosci funkeji s, ,(j), 1 < j <15 dla p = 3/15,

p = q3(15) =~ 0.2062 oraz p = 0.21. Wykres ten ilustruje, ze w tym przypadku mamy
k(15,0.2) = 3, k(15, q3) = {3,4} oraz k(15,0.21) = 4.
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Rozdzial 5

Wybér kombinacji liniowe] dwé6ch

statystyk porzadkowych

W tym rozdziale ponownie zastosujemy kryterium optymalnosci z podrozdziatu 2.1,
ale tym razem poszukujemy najlepszych estymatoréw kwantyli postaci kombinacji li-
niowej dwoch sasiednich statystyk porzadkowych jak we wzorze (1.10).

Wyznaczymy wartosci liczb bg,, 1 < k < n, takie ze jesli p € (bgn,bkt1n), tO
optymalnym estymatorem kwantyla x, jest (1 — o) X + @ pXpt1:0. Wspolezyn-
nik «,,, jest wyznaczony jednoznacznie tak, ze ay,, € (O, %) wtedy i tylko wtedy, gdy
P € (bgn, kn), gdzie liczby ay,, sa opisane w poprzednim rozdziale. W szczegdlnosci,
jesli p = ay,p, to optymalnym wyborem jest %(Xk;n + Xk+1:n). Jezeli natomiast p = by,
to ay,p = 0 1 najlepszym wyborem jest pojedyncza statystyka porzadkowa Xj.,. Za-
tem nasz wynik jest zgodny na przyklad z klasyczna definicja mediany z proby (zob.
Lemat 5.4 oraz Uwaga 5.3). Nalezy podkresli¢, ze w przeciwienstwie do znakomite;
wiekszosci estymatoréw znanych w literaturze (zobacz podrozdzial 1.3), uzyskany po-

nizej estymator nie jest liniowa interpolacja funkcji kwantylowej (zobacz Uwaga 5.4).

5.1 Kryterium optymalno$ci

Oznaczmy przez
DY = (1—a)Xjm + aX;i1m
gdzie 1 < j < n—1 oraz o € [0,1), kombinacje liniowa dwoch sasiednich statystyk
porzadkowych. W dalszym ciagu rozwazamy klase rozktadow F, rozktadéw o skon-
czonej wariancji. Zauwazmy teraz, ze D](O;) jest L—statystyka L(c) gdzie c € c? (zob.

podrozdziat 1.3). W szczegolnosci oszacowania (2.1) oraz (2.2) przyjmuja postac
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—(a) EFDJ(?Q - F(p)

B ) = su : 5.1
np (J) sup - (5.1)
oraz (@)
ExD\) — F~(p)
(@) () — ; jin
By () = jnf - : (5:2)

gdzie 1 < j < n. Funkcje r,(c) oraz s,(c) przyjmuja postac

i () = (L= a)r,, (7) +ar,, (7 +1). (5.3)

oraz
5@ () = V/p( = p) | (j)

Definicja 2.1 przyjmuje zatem nastepujaca postac.

, 1< 7<n.

Definicja 5.1. Powiemy, ze D( )

jest optymalnym estymatorem kwantyla rzedu p
rozkladu F' € F; jezeli

(o) - (@) (;
(Jo) = e S (7) -

W Dodatku A.3 pokazemy, ze dla o € (0,1), n > 2, 1 < j < n oraz wiekszosci
wartosci p mamy
—(a) , . = . = .
Bn,p (]) = (1 - a)Bn,p (]) + Q/Bn,p(j + 1)7 (54)

i analogiczna wtasnosé¢ zachodzi réwniez dla dolnych oszacowan. Innymi stowy, w tych

przypadkach dla ¢ € C\” w nieréwnosciach (2.5) i (2.6) zachodza rownosci, a wiec

r(j) =B, (c) + B, (c). (5.5)

n,p
Nastepny Lemat podaje wtasnosci pomocniczej funkceji r( o) » (7)-

Lemat 5.1. Funkcja ry, ,2(]) ma nastepujgce wlasnosci:

(a) ) (j (7) jest $cisle rosngca wzgledem zmiennej j € {1,...,n—1};

(b) Tnp (7) jest $cisle malejaca i ciggta wzgledem zmiennej p € (0,1);

(¢) dlal<j<mn orazp e (0,1) mamy
nity () = =iy (n = ).

Lemat ten jest prosta konsekwencja Wniosku 3.3, a punkt (c¢) wynika z Lema-
tu 2.6(b). Zauwazmy teraz, ze estymator wyznaczony przez nasze kryterium ma wla-

snos$¢ symetrii (zob. np. [13] wlasnos¢ P4), ktora tatwo wynika z Lematu 2.7.

Lemat 5.2. Jezel: D jest optymalnym estymatorem kwantyla rzedu p, to optymalnym
(1-a)

estymatorem kwantyla rzedu 1 — p jest po prostu kombinacja D, ..
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Lemat 5.3. Dla ustalonych wartoscin oraz p takich, zer, (1) <0 <, (n), istnieje
doktadnie jedna para liczb (j, o) taka, ze zachodzi réwnosé 7“,({2 (7) = 0. Zatem estymator

DJ(C;) kwantyla x, optymalny w sensie Definicji 5.1 jest jednoznacznie wyznaczony.

Dowdd. Przypomnijmy, ze dla ustalonych wartosci n oraz p funkcja r, , (j) jest scisle
rosngca wzgledem zmiennej j. Stad, poniewaz 7, , (1) < 0 oraz r,, (n) > 0 mozemy

wybraé¢ jednoznacznie wyznaczone j = kg takie, ze

Tp (ko) <0<, (ko +1). (5.6)
Teraz zdefiniujmy
Tnp (k’o)
g = — . (57)
Trp (ko+1)— Top (ko)
Wtedy para (ko, ap) jest jedynym szukanym rozwiazaniem. O

Definicja 5.2. Dla ustalonych n > 3 oraz p € (0,1) zakladamy, ze r, , (1) < 0 oraz
Tnp (1) > 0. Definiujemy wtedy j(n,p) = ko oraz a(n,p) = ap, ktére sa zdefiniowane

przez wzory (5.6) oraz (5.7).

Uwaga 5.1. W dalszym ciagu uzywajac oznaczen j(n,p) oraz a(n,p) milczaco zakla-

damy, ze n oraz p sa takie, ze zachodzi nier6wnos¢ r,, (1) <0 <, ,(n).

Rozwazymy teraz przypadek gdy p = % Pokazemy, ze nasza definicja prowadzi do
klasycznej definicji estymatora mediany z proby, a wiec optymalnym estymatorem me-
diany z proby rozmiaru n > 2 jest XnT-H:n jesli n jest nieparzyste, lub % (X%;n + Xg+1;n)

jesli n jest parzyste.

Lemat 5.4. Zatozmy, ze p = %

(a) Jezeli n jest liczbg parzystq, to j (n,1) =2 oraz a(n, 1) = 1.

b) Jezelin jest liczbg mieparzystq, to j (n,3) = % oraz a (n, 3) = 0.
2 2 2

Dowaod. Yatwo sprawdzi¢, ze jesli n jest parzyste oraz
1 1
C = 55% + 55%+1

to ¢ = ¢, a wigc 71/2(c) = 0 na mocy Lematu 2.6(c). Jesli n jest nieparzyste, to dla
c=24 ng1 Mamy € = ¢, a wiec ponownie 71/5(c) = 0. Teza wynika z jednoznacznosci

wyboru j(n,p) i a(n,p). O

Ostatni wynik w tym podrozdziale méwi, ze suma j(n, p)+a(n, p) jest Scisle rosnaca

wzgledem zmiennej p € (0, 1). Razem z poprzednim lematem oznacza to, ze jezeli p < 3,

n

to optymalny indeks j(n,p) jest nie wickszy niz %.
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Lemat 5.5. Dla 0 < p < q <1 mamy j(n,p)+ a(n,p) < j(n,q) + aln,q).

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze jezeli p < ¢, to j(n,p) < j(n,q). Istotnie, jezeli
k = j(n,p) oraz £ = j(n,q), to stosujac rozumowanie z dowodu Lematu 4.1 otrzy-
mujemy nieré6wnosé¢ k < /.

Teraz rozpatrzymy dwa mozliwe przypadki: j(n,p) < j(n,q) oraz j(n,p) = j(n,q).
W pierwszym z nich teza jest oczywiscie prawdziwa poniewaz a(n,p) € [0,1). Zatem
wystarczy rozwazy¢ tylko drugi przypadek.

Zatem zalozmy, ze j(n,p) = j(n,q) = k, a wiec wystarczy udowodni¢, ze zachodzi
nierownos¢ a(n,p) < a(n,q). Laczac definicje liczby k z faktem, ze funkcja 7, , (k)

jest $cisle malejaca ze wzgledem p, otrzymujemy
Thg (k) <7, (k) <0<r, (k+1) <7, (K+1).

Jezeli 7, (k) = 0, to teza jest ponownie oczywista, zatem zakladamy teraz, ze

Tnp (k) < 0. Wtedy ostatnie réwnanie daje nam

Ty (K) Tpp (kB +1)

<l< -2 .
k) g (B +1)

Tn,q (

Stad otrzymujemy 7, (k)7 (k+1) > r, (k)r,, (k+1). Odejmujac stronami ilo-

czyn 1, ., (k) 7, , (k) i stosujac definicje (5.7) koriczymy dowd6d lematu. O

5.2 Rozwigzanie problemu optymalnego wyboru

W tym podrozdziale przedstawimy sformulowanie oraz dowdd gtownych wynikow
dotyczacych algorytmu wyboru optymalnych wartosci liczb j(n,p) oraz a(n,p) dla
ustalonego rozmiaru proby n oraz rzedu kwantyla p. Najpierw wprowadzimy oznacze-
nia, ktore beda bardzo pomocne w zaprezentowaniu gtéwnego twierdzenia w zwiezty

Sposob.

Definicja 5.3. Dla 1 < k < n niech by, = bi(n) oznaczaja jedyne rozwiazanie rownania

Tnp (k) = 0 wzgledem zmiennej p € (0, 1).
Jednoznacznos¢ liczb b, wynika z nastepujacych faktow:

(i) lim, o+ 7, , (1) = +00, i jest to réwniez prawda jesli 1 zostanie zastapione przez

dowolng z wartosci k = 2,...,n;
(ii) limy_;- 17, , (n) = —00, i jest to rowniez prawda jesli n zostanie zastapione przez
dowolng z wartosci k =1,...,n —1;

(iii) r,, (k) jest Scisle malejaca i ciggla funkcja wzgledem zmiennej p € (0,1).
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To réwniez implikuje, ze 0 < by < ... < b, < 1. Te liczby sa dla nas wazne, gdyz jezeli
p € (bk, bry1) to

Top (B) <7y, (k) =0=7 (k+1)<r,, (k+1). (5.8)

n7bk+1

Zatem dla p € [bg, bry1) mamy j(n,p) = k. Ponadto jezeli p = by, to a(n,b;) = 0 lub
](fz) jest po prostu

pojedyncza statystyka porzadkowa Xj.,. Teraz pokazemy, ze w wickszosci przypad-

innymi stowy optymalnym estymatorem kwantyla rzedu b, postaci D

kow wartodci by réwniez spelniaja dosy¢ proste rownanie wielomianowe. Mianowicie,

Lemat 4.6 implikuje nastepujace proste relacje miedzy liczbami pjy oraz by.
Lemat 5.6.

(a) Dla 2 <k <n—1 mamy b(n) = pr(n).

(b) Dlan >3 mamy by(n) <pi(n)=1-— % oraz by(n) > pp(n) = %

Dowdd. Z Lematu 4.6(d) mamy 01 < pr < prr1 dlal < k < n—4. Zatem, ;, < p; dla
2 < k < n-—3. Laczac Lemat 4.6(a) ze wzorem (4.10) mozemy zauwazy¢, ze nier6wnosé
ta zachodzi rowniez dla k =n — 2 oraz n — 1.

Z drugiej strony z Lematu 4.6(c) mamy py < prpy1 < & dla4d < k < n—1. Ponadto,
z punktu (a) tego samego lematu mamy py < & oraz p3 < & dla n > 5. Zatem dla
2 <k <n-—1mamy py € (0k,&). Zatem, korzystajac z Wniosku 3.4(b) oraz z definicji
liczb pi otrzymujemy
g ) = 2 enl)

Pr(l — pr)

Z definicji liczb by otrzymujemy punkt (a) lematu.

Aby udowodni¢ punkt (b) musimy udowodnié¢, ze r,, , (1) < 0. Ale wynika to tatwo

z Wniosku 3.4(a) i definicji liczby p;. O

Teraz jestesmy gotowi, aby udowodni¢ twierdzenie dotyczace wyboru optymalnego
estymatora kwantyla danego rzedu p w postaci kombinacji liniowej dwoch sasiednich
statystyk porzadkowych. Problem sprowadza si¢ do wyboru odpowiednich wartosci

parametréw j(n,p) oraz a(n,p) przedstawionych w Definicji 5.2.

Twierdzenie 5.1. Ustalmy n > 3 oraz p € [pa, pp_1]. Optymalne wartosci j(n,p) oraz
a(n,p) sq nastepujgce:

(a) jezelip =py dla2 <k <n-—1, tojn,px) =k oraz a(n,py) = 0;

(b) jezeli p € (pg, pr+1) dla pewnego 4 < k <n —4, to j(n,p) =k oraz

a(n,p) = — Ben(7) (5.9)
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(c) taka sama konkluzja zachodzi jezeli

(i) p € (pr &l dlak =2 lub k=3,
(i1) p € [Oks1,pr41) dlak =n—3 lub k =n — 2.

Dowdd. WspomnieliSmy juz, ze z definicji liczb by mamy j(n, by) = k oraz a(n, by,) = 0.
To w polaczeniu z Lematem 5.6(a) dowodzi czesci (a).

Ze wzoru (5.8) oraz Lematu 5.6(a) zauwazamy, ze dla p € (pg,pr+1) mamy
j(n,p) = k jezeli 2 < k < n — 2. Nastepnie z Lematu 4.6(f) oraz (g) mamy
Ori1 < pr < pra1 <& dlad <k <n-—4, awiec

(Prs Pr1) C [Ors €] O [Or1, pep]- (5.10)

Zatem dla p € (pg,pry1) wWartosci r, , (k) oraz 7, , (k+ 1) sa dane prostymi wzorami

np (
podanymi we Wniosku 3.4(b). Teraz z Lematu 5.3 otrzymujemy «(n,p) w zadanej
postaci.

Jezeli k = 2 lub k = 3, to pr < & < pry1, wiec zamiast (5.10) mozemy tylko
wnioskowac, ze

(Pr> Ek) C [0k, §k] N [Ort1s St

co dowodzi czesci (i) podpunktu (c). Podobnie, jezeli £ = n — 3 lub k = n — 2, to

uzywajac wzoru (4.10) oraz Lematu 4.6 mozemy tylko otrzymaé

[Ok415 Prr1) C [0k, Ek] N [Or1, St
co dowodzi czesci (ii). O

Uwaga 5.2. Jezeli p € (by,p2) U (§2,p3) dlan > 3 lub p € (by,pa2) U (&2, p3) U (€3,p4)
dla n > 10, to wyrazenie na wspotczynnik a(n,p) jest bardziej skomplikowane. Jest
to spowodowane tym, ze sa to wartosci p, dla ktorych funkcja 7, , (k) jest podana we
Whiosku 3.4(c), pomimo tego, ze (p, Pr+1) C (Orr1,rt1), Wige r, , (k + 1) ma prosta
posta¢ podana w podpunkcie (b) wniosku. Tabela 5.1 podaje numeryczne przyblizenia

wartodci liczb by, po, & oraz p3 dla 3 < n < 9.
Wnhniosek 5.1. Jezeli p € (pr, prv1), gdzie 4 <k <n—4 lub

P € (P2, & U (p3,83] U [On—2,Pn—2) U [On—1,Pn-1),

(@)
i J€St

1— 2Fk+1m(p) QFkn(p> —1
k:n T a7 N “Yk+1lin-
2Bin(p) 2Bia(p)

to optymalnym estymatorem kwantyla x, postaci D
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by D2 &2 D3
0.205 | 0.500 - -
0.158 | 0.386 - -

0.128 | 0.313 | 0.415 | 0.500
0.108 | 0.264 | 0.338 | 0.421
0.093 | 0.228 | 0.284 | 0.364
0.082 | 0.201 | 0.245 | 0.320
0.073 | 0.179 | 0.216 | 0.286

Ol | N[O |o | |w]|3

Tabela 5.1: Wartosci by (n), pa(n), &2(n) oraz ps(n) dla 3 <n < 9.

Praktyczne zastosowanie wynikéw przedstawionych w tym rozdziale jest bardzo
proste. Zalozmy, ze szukamy estymator kwantyla rzedu p nieznanego rozktadu na pod-

stawie losowej proby rozmiaru n postaci D](O;Z

Zgodnie z naszym wynikiem na poczatek
powinnismy obliczy¢ wartosci liczb pq, ..., p,. Z wyjatkiem kilku trywialnych przypad-
kow, wymaga to obliczenn numerycznych Nastepnie znajdujemy najwieksza wartos$é py,
ktora jest mniejsza badz réwna zadanemu rzedowi kwantyla p. Wtedy optymalny esty-
mator jest kombinacja liniows k-tej oraz (k + 1)-szej statystyki porzadkowej X.,, oraz
Xk+1:n- Wspolezynniki tej kombinacji liniowej mozemy ponownie obliczy¢ numerycznie.
Dla p spelniajacego zalozenia podane w ostatnim wniosku «a(n, p) jest dana prostym
wzorem (5.9). Dla pozostalych wartosci musimy niestety uzy¢ bardziej skomplikowa-
nego wzoru (5.7) polaczonego ze wzorami z Wniosku 3.4. Na zakoriczenie podamy dwa

wazne komentarze.

Uwaga 5.3. Przypomnijmy, ze w podrozdziale 4.2 dla 1 < j < n — 1 zdefiniowali$émy

liczby g; jako jednoznacznie wyznaczone rozwigzanie rownania
F}n(p) + Fj—i—l:n(p) = 1.

Na mocy Lematu 4.5 mamy ¢; € (p;,p;j+1) dla kazdego j. Co wigcej, ¢n/2 = % jezeli
n jest liczbg parzysta oraz qg,—1y/2 < % < q(n41)/2 jezeli n jest liczba nieparzysta. Wtedy
a(n,qj) = %, a wiec optymalnym estymatorem kwantyla z,, jest Srednia arytmetyczna

1
§(Xj:n + Xjt1m).

Jest to uogdlnienie klasycznego estymatora mediany na podstawie proby rozmiaru pa-
rzystego. Z drugiej strony, jezeli rozmiar proby jest liczbg nieparzysta, to py1)/2 = %,
a wigc stwierdzenie, ze Xj., jest optymalnym estymatorem kwantyla z, jest uogol-
nieniem klasycznego estymatora mediany w przypadku gdy rozmiar proby jest liczba

nieparzysta.

o4



Uwaga 5.4. Jezeli p = %, to p € (pg,pr+1) na mocy Lematu 4.5. Zatem, dla

4 < k <n — 4 optymalnym estymatorem kwantyla z/, rzedu % jest

2Bk7n (g) kn + QBk’n (g) Xk-‘rl:?"w (51]‘)

Na mocy Lematu 4.6 mamy rowniez 2 € (6,,&3) dla n > 6. Zatem, powyzszy wniosek
zachodzi rowniez dla k = 3 lub k = n—3 dlan > 6. Powyzsza uwaga pokazuje, ze sa to
inne wartosci niz tradycyjnie przyjmowane dla kwantyla z proby X.,. Jest to réwniez

inny estymator niz interpolacja liniowa postaci

k k
(1 - —> Xion + — Xi1on- (5.12)
n n

Taka postac¢ estymatora rowniez jest bardzo popularnym wyborem w estymacji kwan-
tyli. Jest to estymator Qg opisany w podrozdziale 1.3.1. Na przyktad z Tabeli 6.4
dostajemy, ze jezeli n = 15 oraz p = 0.25, to k = 4 i estymator (5.11) przyjmuje postac

0.8281 X405 + 0.1719Xs.15.
Z drugiej strony estymator (5.12) jest rowny

0.7333X 415 + 0.2667X5.15.
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Rozdzial 6
Analiza bledu $srednio-kwadratowego

W poprzednich rozdziatach nasze podejscie do problemu wyboru optymalnych esty-
matoréow kwantyla bazowato jedynie na analizie obciazenia rozwazanych L-statystyk.
W tym rozdziale przeanalizujemy dodatkowo btad Srednio-kwadratowy otrzymanych
estymatorow.

W statystyce matematycznej bardzo wazna klase estymatoréw stanowiag estymato-
ry nieobcigzone o minimalnej wariancji. Jest to spowodowane tym, ze dla dowolnego

estymatora 0 parametru 6 € R jego blad srednio-kwadratowy wynosi
MSE(f) = E(0 — 0)? = (Ef — 0)* + Var.

Jezeli 0 jest estymatorem nieobcigzonym parametru 6, to E6 =0, a wiec E(é —0)=0.
Zatem estymator nieobcigzony o minimalnej wariancji ma najmniejszy mozliwy btad
srednio-kwadratowy. W naszym przypadku otrzymane estymatory sa obciazone, ale
ich obciazenie jest ograniczone z gory i z dotu symetrycznie wzgledem 0. Dlatego do
poréwnania efektywnosci otrzymanych estymatoréw bedziemy poréwnywaé ich bledy
srednio—kwadratowe. Niestety, z uwagi na bardzo skomplikowane wyrazenia analitycz-
ne, wiekszo$¢ wynikéw tego rozdziatu to jedynie przyktady numeryczne.

W podrozdziale 6.1 podajemy wyniki teoretyczne dotyczace oszacowania wariancji
L-statystyk uzyskane przez Kozyre [18]. W nastepnych podrozdzialach zastosujemy
ten wynik do analizy numerycznej btedu srednio-kwadratowego estymatorow kwantyli
opartych o jedng lub dwie statystyki porzadkowe. W podrozdziale 6.4 przeanalizujemy
zachowanie tych estymatoréw na danych symulowanych, a w podrozdziale 6.5 przeana-
lizujemy btad srednio—kwadratowy wybranych estymatoréw opisanych w podrozdziale
1.3.1.
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6.1 Oszacowania bledu srednio—kwadratowego

Niech L(c) bedzie L—statystyka rozwazana jako ustalony estymator kwantyla rzedu
p rozkladu F. Wtedy dla dowolnej wartosci z, kwantyla rzedu p mamy

2

o2 o2
2
_ <EFL(C) — {Ep) i Varsz(c) (61)
of Or
- Varg L(c)
< by(c))?, (b,(c))’ =
< max {(5,(0)", (5(0)) "} + sup =75
Jezeli przez G)(c) oznaczymy prawa stronag nieréwnosci, czyli
- 2 2 Varp L(c)
G,(c) = max{(b,,(c>) (b,(c)) }+ sup — L2 (6.2)
FeFs Of

to dla dowolnego F' € F, mamy

MSE; %EL(C)) <G,0)
Zatem dla danych n oraz p powinnisémy wybra¢ taki wektor c, ktéry minimalizuje funk-
cje Gp(c). Oczywiscie, jezeli G, (c) jest mniejsze niz G,(d), to nie mozemy wnioskowac,
ze dla kazdej dystrybuanty F' € Fo mamy MSEp(L(c)) < MSEr(L(d)). Jednakze,
jezeli G,(c) < G,(d) i nie mamy zadnej wiedzy o rozktadzie F', to uzywajac jako esty-
matora L(c) otrzymamy $rednio mniejszy btad estymacji. Z drugiej strony, taki wybor
wymusza jak najmniejsza warto$¢ w pierwszym wyrazeniu we wzorze (6.2), wiec za-
réwno dolne jaki goérne oszacowanie b,(c) oraz b,(c) powinny by¢ mniej wiecej réwne
wartosci bezwzglednej, wiec wartosé r,(c) jest bliska 0. Jest to kolejne uzasadnienie
naszego wyboru wektora ¢ w Definicji 2.1.

Ostatnia wtasnosé moze by¢ traktowana jako odpowiednik nieobciazonosci. Wta-
snos¢ minimalnej wariancji zastapimy przez minimalizacje oszacowania btedu $rednio—
kwadratowego. Przypomnijmy, ze w Definicji 2.1 nazwaliémy L-statystyke L(cq) opty-
malna w klasie C, jesli ¢y minimalizuje funkcje s,(co) w zbiorze C. Jednoczesnie za-
uwazyliSmy, ze ¢y nie musi by¢ wyznaczone jednoznacznie. Oznaczmy przez D, zbior
wszystkich wektoréw, dla ktérych minimum funkcji s, jest osiagniete, a wiec

D, = {d € C: s,(d) = min sp(c)} .

ceC

W sytuacji, gdy D, ma co najmniej dwa elementy, dodatkowo wybieramy ¢, € D, tak,
aby
Gp(co) = min G,(c).

ceDy
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Zatem ze wszystkich L-statystyk optymalnych w sensie Definicji 2.1 wybieramy te,
ktore minimalizuja btad S$rednio-kwadratowy, a dokladniej jego goérne ograniczenie.
Odpowiada to minimalizacji wariancji dla estymatoréw nieobciazonych.

Oczywiscie pierwsze wyrazenie w G, (c) zalezy od wartosci oszacowari obciazen okre-
Slonych w Rozdziale 2, a wiec ich wartosci sa znane. Naszym kolejnym zadaniem jest
zatem znalezienie wartosci drugiego wyrazenia. Zostala ona wyznaczona przez Kozy-
re [18], ktory uzyskal oszacowania wariancji dla dowolnej kombinacji liniowej statystyk
porzadkowych.

Przypomnijmy, ze dla ustalonego niezerowego wektora ¢ = (¢y,...,¢,) € C, okre-
slilisSmy

n

Fo(u) =Y eiFpn(u), ue0,1].

i=1
Ponadto, niech C; = 25:1 ¢; dla 1 < j < n. Wtedy korzystajac ze wzoru (1.8) po
prostych przeksztalceniach otrzymamy dla u € [0, 1]

Fe(u) = Z C;Bjn(u).

Ponadto, oznaczmy dwuwymiarowe wielomiany Bernsteina wzorem

B jn(u,v) = (z jn_ Z) u'(v—u)(1—v)"7, 0<u<v<l,

ny\ n!
a,b)  albl(n —a—b)!

oznacza wspolczynnik wielomianowy. Zatem B; ;,(u,u) = B;,(u) dla ¢ = j oraz 0 dla

gdzie

i < j.Oznaczmy dla 0 <u <ov <1

He(u,v) = 3 Ci(1 = C)Byjm(u,v),

i=1 j=i

a wiec dla v € [0, 1] mamy

Okre$lmy pomocnicze funkcje

1
O (u,v) = w0 [Fe(u)(1 = Fe(v)) — He(u,v)]
dla 0 <u <wv <1, oraz
Ue(u) = Pe(u,u) = u(l 1_ ” [Fo(u)(1 = Fo(u)) — He(u,u)]

dla 0 <u<1.
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Twierdzenie 6.1. Ustalmy n > 2 oraz ¢ = (c1,...,¢,) € C,. Wtedy dla dowolnego

F e F5, mamy
Varp L(c)
———— < sup De(u,v). (6.3)
or 0<u<v<1
Jezeli
sup  Pe(u,v) = sup We(u) (6.4)
O<ugw<l 0<u<1

to w nieréwnosci (6.3) zachodzi réwnosé dla odpowiednio dobranego rozktadu dwupunk-

towego F'.

Uwaga 6.1. Kozyra [18] podaje doktadna postac rozktadu, dla ktérego oszacowanie (6.3)
jest osiagniete, ale nie ma ona znaczenia w dalszych rozwazaniach. Ponadto, zauwaz-
my, ze lewa strona nieréwnosci (6.4) nie moze by¢ mniejsza niz prawa strona. Jednakze,
numeryczne obliczenia opisane w dalszym ciggu tego rozdziatu sugeruja, ze w naszym
przypadku warunek (6.4) jest zawsze spetniony. Niestety nie udalo sie nam udowodni¢

tego analitycznie, co bylo spowodowane skomplikowang postacig funkcji @ i ..

6.2 Przypadek pojedynczej statystyki porzadkowej

Twierdzenie 4.4 podaje metode wyboru optymalnego estymatora kwantyla rzedu p
w postaci pojedynczej statystyki porzadkowej. Wybor ten oparty jest jedynie o anali-
z¢ obcigzenia estymacji, wiec przeanalizujemy teraz jej btad srednio—kwadratowy. Ze

wzoru (6.1) otrzymujemy

MSEp(Xj.)

2 () 4 70)

gdzie wy,, jest dane wzorem (4.11) oraz

. VarF X';n
TH(j) = sup ——5—".
FeFr OF

Wartosci 72

2(7) zostaly wyznaczone przez Papadatosa [23] i wynosza one
2

20) — sup Fon(0(= Frala)

0<u<1 u(l —u)

dla 1 < j < n. W szczegolnosei 72(1) = 72(n) = n oraz liczby 72(j) sa symetryczne

w tym sensie, ze

T(n —j+1) = 7).
Ponadto liczby 72(j) maleja dla 1 < j < 5 1rosng dla § < j < n. Niestety poza
przypadkami j = 11 j = n wartosci 72(j) nie sa znane w postaci jawnej, ale moga by¢
latwo wyznaczone numerycznie. W Tabeli 6.1 podajemy przyblizone wartosci 72(;) dla

n=15oraz 1 <j <8.
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Niech G,,,(j) = G,(c), gdzie c € eV, a wiec

Gn,p(j) = (wn,p(j»Q + Tr%(.]>

Rozwazmy problem doboru j tak, aby zminimalizowa¢ G, ,(j). Z uwagi na symetrie
zatozmy, ze p € (O, %) czyli 1 < j < 5. Wiemy juz, ze wybor j opisany w Twierdze-
niu 4.4, minimalizuje réwniez (w,, ,(j))? (zob. Twierdzenie 4.5). Mianowicie dla wigk-
szoSci p optymalnym estymatorem x, jest Xpnp.n, ale dla p € Q,, powinniSmy wybrac¢
jako estymator statystyke X|,p).,. Dzi¢ki temu pierwszy skladnik staje si¢ mniejszy, ale
drugi staje sie wiekszy. Jest to przyktad efektu znanego w literaturze anglojezycznej
jako bias—variance tradeoff, czyli kompromis pomiedzy obciazeniem a wariancja. Pole-
ga on na niemozliwosci jednoczesnej minimalizacji obciazenia i wariancji estymatora.
Jednakze, jezeli p = a;,, dla pewnego 1 < j < %, to lepszym wyborem jest j = [na;y |
niz j = |na;,|. Jest to ulepszenie Twierdzenia 4.4(a), ktore mowi, ze dla p = a;,

obydwie statystyki X, oraz X;,i.,, sa réwnie dobre.

j 1 2 3 4 5 6 7 |8
02.(j) || 15 | 3.1235 | 1.8951 | 1.4334 | 1.2049 | 1.0818 | 1.0193 | 1

Tabela 6.1: Przyblizone wartosci o%(j) dla 1 < j < 8.

6.3 Przypadek kombinacji liniowych dwé6ch statystyk
porzadkowych

W tym podrozdziale poréwnujemy znane estymatory kwantyli bedace kombinacjami
liniowymi dwoch sasiednich statystyk porzadkowych z estymatorem okreslonym w De-
finicji 5.2. Dla rozwazanych estymatoroéw poréwnamy zaréwno ich obcigzenie mierzone
wartosciami funkeji %) (wzor (5.3)) oraz ich bledu srednio—kwadratowego mierzonego
warto$ciami odpowiedniej funkeji G(c) (zob. wzoér (6.7) ponizej). Niestety, z uwagi
na bardzo skomplikowane wyrazenia analityczne poréwnywanych wielkosci, podamy
jedynie wyniki obliczenn numerycznych.

Jako znane estymatory rozwazamy statystyki ()4, ..., Q9 opisane w podrozdziale

1.3.1. Wszystkie te estymatory maja postaé

Qi(p) = (1 = {1 X g):n + {3 X ) 410

Wartosci ¢ w zaleznosci od ¢ zostaly podane w Tabeli 1.1, ktorej skrocong wersje przed-
stawiamy w Tabeli 6.2. Zauwazmy, ze wszystkie te estymatory sa interpolacjami linio-

wymi pomiedzy punktami wykresu kwantyli. Dodatkowo do poréwnania dodamy es-
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Tabela 6.2: Wartosci £(i) dla Q;, 4 <1i <09.

bi(n) | <0.1| <0.05 | <0.02|<0.01 | <0.005
n >7 > 14 > 34 > 69 > 138

Tabela 6.3: Wartosci n, dla ktorych liczba by (n) jest mniejsza niz okreslony poziom.

tymatory @1, Qa, Q3 (zob. podrozdzial 1.3.1), ktore sa w istocie oparte na odpowied-
nio dobranej pojedynczej statystyce porzadkowej. Jednakze, podobnie jak Hyndman
i Fan [13] bedziemy je traktowa¢ jako odpowiednie kombinacje liniowe dwoch statystyk
porzadkowych.

Ponadto oznaczamy przez ()19 estymator postaci kombinacji liniowej dwoch sta-
tystyk porzadkowych zaproponowany w Rozdziale 5. Zatem dla p € (b1, b,) wartosé

estymatora Q19(p) jest dana wzorem

z wartosciami k = kg oraz v = g podanymi w Definicji 5.2 i wyznaczonymi jawnie
w Twierdzeniu 5.1. Przypomnijmy, ze dla 1 < k < n liczba p; jest mediang statysty-
ki porzadkowej Uy., z rozktadu jednostajnego. Na mocy punktu (a) Twierdzenia 5.1
mamy Q1o(pr) = Xk 1 dlatego w tym przypadku mozemy traktowaé liczby py jako
odpowiedniki punktéw wykresu kwantyli. Zatem definicja estymatora Q1o jest najbliz-
sza estymatorowi (Jg, ale interpolacja pomiedzy punktami (pg, Xx.,) przez estymator
Q10 nie jest liniowa.

Zauwazmy, ze pierwsza przewaga naszego estymatora )1y jest mozliwosé uzycia go
dla p € (b1(n),b,(n)). Latwo mozna pokazac, ze by(n) jest ciagiem malejacym oraz
numeryczne obliczenia pokazuja na przyklad, ze b;(n) < 0.02 dla n > 34. Zatem, jezeli
chcemy estymowaé¢ kwantyl rzedu p = 0.02, to wystarczy uzy¢ proby rozmiaru n = 34,
podczas gdy klasyczne podejscie sugeruje uzycie proby rozmiaru n > 50. W zwiazku
z symetria pomiedzy b, oraz b,, ten sam rozmiar proby bedzie wystarczajacy do esty-
macji kwantyla rzedu p = 0.98. Podobnie dla kwantyla rzedu p = 0.01 wystarczy uzy¢
proby rozmiaru n > 69, zamiast proby rozmiaru n > 100, jaki bytby wymagany przy
klasycznym podejéciu. W Tabeli 6.3 przedstawiamy podobne wnioski dla najbardziej
popularnych matych rzedéw kwantyli.
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Chcemy teraz poroéwnaé zachowanie estymatorow ;, 1 < i < 10, dla ustalonych
wartosci n oraz p. Dla kazdego ¢ w tym zakresie obliczamy wartosci k = k(i) oraz
v = (i) zgodnie z powyzszymi definicjami. Nastepnie dla kazdego ¢ obliczamy odpo-
wiadajace im wartosci funkcji T‘(W)(/{J) danej wzorem (5.3) oraz Ggﬁ,(k) = G,(c) gdzie

c=(c,...,c,) jest postaci

1—7, dlai=k,

Ci =", dlai=Fk+1, (6.6)
0, poza.
Zauwazmy, ze wtedy
™)
D (k) = 2w (50 (1) Yarr Dy
GOy = max { (B009) " (bp00) o+ sup T (o)

gdzie 1_77(:;(/{) = by(c) oraz 1_97(]2)(/{) = b,(c). Wartos¢ pierwszego sktadnika obliczamy
stosujac Twierdzenie 3.1, Wniosek 3.1 oraz wzor (5.3). Aby wyznaczy¢ wartosé drugie-
go sktadnika korzystamy z Twierdzenia 6.1. W tym celu zauwazmy najpierw, ze dla

wektora ¢ postaci (6.6) mamy

0, dla j < k,
CJ: 1_rY7 dla‘j:k7
1, dla j > k.

Zatem C;(1 — C;) # 0 tylko gdy ¢ = j = k, a wiec He(u,v) = (1 — ) By pn(u,v).
Ostatecznie funkcje Fe, ®. i U, przyjmuja postac

i=k+1
dla 0<u<1,
() _ 1 () () n e
o 0,0) = s [F 1= £ = ()3 = e - oy

dla0 <u<wv <1, oraz
Wy L () o)
W) = oy (B (= B ) =7 (1= 1) Bea(w)]

dla 0 < u < 1. Oczywiscie \I/?) (u) = Cbgj) (u,u). Ponadto obie funkcje zaleza od n, ale
dla uproszczenia notacji pomijamy ten parametr w zapisie.
7 powodu bardzo skomplikowanej postaci analitycznej funkeji T('Y)Uf) oraz Gﬁ?,)g(k)

teoretyczne poréwnanie estymatoréw (Qq, . .., Q1o wydaje sie bardzo trudne. Jednakze,
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p = 0.05 p=0.25
ik Y 7”%?0.05(@ Gg?o.%(k) k Y 7"%,)0.25(]?) Ggo.%(k)
10 1. —0.3860 21.3089 3 1. —0.1788 2.9812
210 1. —0.3860 21.3089 3 1 —0.1788 2.9812
310 1. —0.3860 21.3089 3 1 —0.1788 2.9812
4 | - - - - 3| 0.75 —0.4389 3.1131
5 1] 025 0.4654 14.9159 41 0.25 0.0812 2.5693
6 - - - - 4 0. —0.1788 2.9812
71 0.7 1.9979 13.5338 4 0.5 0.3413 2.7612
8 |1 0.1 —0.0455 17.6210 41 0.1667 | —0.0054 2.5612
9 || 1]0.1375 0.0822 16.7116 41 0.1875 | 0.0162 2.5519
10 1 |0.1134 0. 17.1558 41 0.1719 0. 2.5493

Tabela 6.4: Wartosci funkcji rg?p(k) oraz Gg?p(k), gdzie k = j(15,p) oraz v = (15, p)
dla p = 0.05 oraz p = 0.25.

tatwo jest poréwnac ich zachowanie wykonujac obliczenia numeryczne. W Tabeli 6.4
przedstawiamy wyniki otrzymane dla n = 15 oraz p = 0.05 lub 0.25. Zauwazmy, ze
10, czyli dla

estymatora zaproponowanego w Rozdziale 5. Niestety sytuacja jest inna dla kwantyla

w tym drugim przypadku G%?O.%(kz) ma najmniejsza warto$é dla i =

rzedu p = 0.05. Wtedy najmniejsza wartosé G%?O.%(k:) jest uzyskana dla estymatora
@7, ale w jego przypadku warto$¢ funkcji rg?o‘%(k‘) wynosi 1.9978. To oznacza, ze
estymator ()7 znacznie przeszacowuje wartos¢ kwantyla rzedu 0.05. Z drugiej strony,
dla estymatora ()19 mamy 7’%)0'05(@ = 0, za$ jego btad s$rednio—kwadratowy MSFE
jest ograniczony przez wartosé 17.1, ktora nie jest znaczaco wieksza niz wartos¢ 13.53
otrzymana dla estymatora Q).

Podobne wyniki otrzymalisémy dla innych wartosci n oraz p. RozwazaliSmy wszyst-
kie mozliwe kombinacje rozmiaru proby n = 7, 15, 35, 50, 70, 100, 150 oraz rzedu
kwantyla p = 0.01, 0.02, 0.05, 0.1, 0.25, 0.4, biorac pod uwage ograniczenia dotyczace
wartosci p podane w Tabelach 6.2 oraz 6.3. Wyniki wszystkich obliczen sa przedstawio-
ne w zbiorczej Tabeli 6.5. Puste komoérki odpowiadaja tym kombinacjom liczb n oraz p,
dla ktorych estymator Q1o nie jest zdefiniowany. Komorki zawierajace znak + odpowia-
daja przypadkom gdy G,%(k) ma najmniejsza wartosé¢ dla estymatora (01, podczas gdy
znak — odpowiada przeciwnej sytuacji. Zatem dla typowych wartosci rzedu kwantyli
(odseparowanych od 0 lub 1) estymator ()19 ma najlepsze zachowanie w poréwnaniu
, Q.

Nastepnie, dla ustalonych wartosci n oraz p podanych jak powyzej znalezliSmy nu-

do estymatorow @)y, . ..

meryczne wartosci liczb [ oraz (3, ktére minimalizuja wartosci funkcji G%ﬁ 2,([) wzgledem
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e
B

n\p | 0.01 | 0.02 | 0.05 | 0.1 | 0.25
7 _ —
15 —
35 — —
50 —
70 — +
100 | — -
150 |+ +

4|+ +
R R E
R R T
A R E e B

Tabela 6.5: Przypadki dla jakich n oraz p wybor j(n,p) oraz a(n,p) minimalizuje

wartosé funkeii G\ (7) sa zaznaczone znakiem + .
] p\J) Sa

wszystkich wartosci 1 < I < n, 8 € [0,1) jednoczesnie. Zaskakujaco okazalo sie, ze
w przypadkach ze znakiem + wartosci [ oraz [ sa dokladnie takie same jak warto-
sci k = j(n,p) oraz v = a(n,p), ktore zostaly zdefiniowane dla naszego estymatora
Q10- Jest to ciekawy i niespodziewany wniosek, poniewaz naszym podstawowym ce-
lem bylo zminimalizowanie jedynie wartosci funkcji 7“53,2 (7), a jednoczesnie przy okazji
zminimalizowaliSmy wartosci funkcji G;D‘;(j) Niestety, nie byliSmy w stanie znalezé
Scistego sformutowania i dowodu takiego stwierdzenia. Sytuacja jest inna dla wartosci
n oraz p, przy ktorych wystepuje znak —. Na przyktad, dla n = 15 oraz p = 0.05
najmniejsza warto$¢ funkeji Gﬁ@o.%(l) wynosi 12.46 i jest uzyskana dla wartosci [ = 1
oraz = 0.532. Jednakze, okazuje sie, ze dajg one wartosé funkcji r§§?0_05(l) = 1.425.
Z drugiej strony, nasz wybor liczb k = j(15,0.05) oraz v = «(15,0.05) daje k = 1,
v = 0.1133 oraz Gg?ol%(l{:) = 17.155, ale z definicji funkeji otrzymujemy rg?o.%(k) =0.

Podkreslmy, ze wyniki numerycznych obliczeri sugeruja rowniez, ze warunek (6.4)
jest zawsze spetniony. Faktycznie, jest tak dla wszystkich przypadkow n oraz p uzywa-
nych przez nas w obliczeniach. To implikuje, ze drugie wyrazenie w definicji Gﬁ?%(k:)
jest najmniejsze z mozliwych dla wszystkich F' € F5.

Innym waznym wnioskiem wyciagnietym z naszych obliczen jest to, ze estymatory
@5, Qs, Q9 sa niemal tak samo dobre jak estymator ()1p. Mozna to zobaczy¢ w Tabe-
li 6.4 dla n = 15 oraz p = 0.25. Mianowicie dla ¢ = 5, 8,9 odpowiadajace im wartosci
funkeji rg?ox,(k) sa bardzo bliskie 0 oraz wartosci funkeji Gg?o.%(k) sa bardzo bliskie
mozliwie najmniejszej wartosci wynoszacej 2.5493, ktora zostata otrzymana dla esty-
matora Q9. Dla pozostatych wartosci ¢ réznice sa znaczaco wigksze. Podobne wyniki
otrzymujemy dla wszystkich przypadkéw n oraz p z zaznaczonym znakiem +. W szcze-
golnosci estymatory QQ5, Qs oraz (g, ktorych definicje oparte sg o intuicje, zachowuja sie
bardzo dobrze w pordéwnaniu z estymatorem )y, ktory jest precyzyjnie zdefiniowany

przez wprowadzone przez nas kryterium.
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Rysunek 6.1: Wykresy obciazeni estymatorow @1, Qg, Q7 oraz Q1.

6.4 Wyniki dla danych symulowanych

W tym podrozdziale chcemy zbadaé jak sie zachowuja wybrane estymatory postaci
kombinacji liniowej dwoch sasiednich statystyk porzadkowych na danych symulowa-
nych. Poréwnujemy obcigzenia oraz btad srednio—kwadratowy estymatorow ()1, Qg, Q7
z estymatorem @)y, ktéry zaproponowalismy. Estymator (), zostal przez nas wybra-
ny jako najbardziej popularny z estymatoréw kwantyli pojawiajacych sie w literaturze
ze wzgledu na jego prostote. Estymator (g wybraliSmy, aby zweryfikowaé jedng z tez
artykutu [19], ktorego autor stwierdza, ze ten estymator ma najlepiej dobrane punkty
wykresu kwantyli.

7 twierdzenia Gliwienki-Cantelli’ego wiemy, ze zachowanie wszystkich estymatorow
kwantyli jest bardzo podobne, w przypadku préob duzego rozmiaru. Dlatego ustalamy
n = 25, poniewaz interesuje nas w szczeg6lnosci zachowanie estymatora dla malych
prob. Nastepnie wygenerowaliSmy proby rozmiaru n = 25 dla czterech wybranych
rozktadow: standardowego normalnego, Gumbela, Cauchy’ego, oraz rozktadu Pareto
z parametrem ksztaltu réwnym 3. Zauwazmy, ze rozktad Cauchy’ego nie nalezy do
klasy rozktadow JFs, ale wybraliSmy go w celu sprawdzenia jak estymator ()1 bedzie
zachowywac sie dla przyktadowego rozktadu z nieskonczona wariancja.

Nasz eksperyment polega na przeprowadzeniu N = 10000 symulacji Monte Carlo
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Rysunek 6.2: Wykresy wzglednego btedu srednio-kwadratowego estymatorow Qg, Q7

oraz ()19 wzgledem estymatora ;.

podobnie jak na przyktad w artykule [32]|. Dla kazdej wygenerowanej proby rozmiaru 25
z ustalonego rozktadu o dystrybuancie F' obliczylismy wartosci Q;(p) dlai =1,6,7,10
oraz dla 19 wartosci parametru p = 0.05,0.1,...,0.95. Nastepnie poréwnaliSmy odpo-
wiednie Srednie z symulowanych danych ze znanymi prawdziwymi wartosciami kwantyli
z,(F'). Wtedy obliczylismy dwie miary: (a) blad estymacji, ktory jest réznica pomie-
dzy wartoscia Q;(p) uzyskana metoda Monte Carlo a prawdziwa wartoscia kwantyla
z,(F); (b) wzgledny blad srednio-kwadratowy estymatorow Qg, Q7 oraz Q1o wzgledem
estymatora @1, ktory jest ilorazem MSE(Q1)/MSE(Q;) dla i = 6,7, 10.

Wyniki powyzszych obliczen dla czterech wybranych rozktadéw sa zaprezentowane
na wykresach 6.1 oraz 6.2. Ogélnym wnioskiem jest, ze nasz estymator zachowuje sie
raczej dobrze bez wzgledu na rozwazany rozktad. Jednakze, zachowuje sie on raczej
stabo w przypadku niektorych wartosci p oraz rozktadéw F', na przyktad dla rozktadu
Pareto dla p > 0.8. Jednakze nie jest to nic zaskakujacego, poniewaz nasz estyma-
tor jest skonstruowany bez jakiejkolwiek uprzedniej wiedzy o badanej dystrybuancie.
Zatem nasza rekomendacja stosowania w praktyce estymatora ()19 wydaje sie dobrze
uzasadniona. Poréwnanie z estymatorem ()¢ pokazuje, ze wnioski z artykutu [19] nie sa
w pelni uzasadnione. Mimo tego, ze () ma calkiem dobre wtasnosci dotyczace btedu

srednio-kwadratowego, to okazuje sie ze jest bardziej obcigzony niz pozostate estyma-
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tory. Sprawdzalismy réwniez zachowania estymatoréw (s oraz (Qg, pomineliSmy wyniki
na wykresach 6.1 oraz 6.2, aby byly one tatwiejsze do odczytania. Okazuje sie, ze esty-
mator (Jg zachowuje sie niemal identycznie jak estymator (Qq¢, zas estymator ()5 dawat
wartosci bardzo bliskie do estymatorow Qg oraz ()1¢. Zatem naszym ostatecznym wnio-
skiem jest rekomendacja stosowania jako estymatoréow kwantyla jednego z estymatorow
Qs lub Q9. Jednakze, jesli precyzja otrzymanych wynikéw jest dla nas wazniejsza od
szybkosci i prostoty obliczen, zdecydowanie rekomendujemy uzycie zaproponowanego

przez nas estymatora (Qqp.

6.5 Poréwnanie innych znanych estymatorow

W ostatnim podrozdziale wykorzystamy podejScie opisane w podrozdziale 6.1 do
poréwnania wybranych L-statystyk jako estymatoréow kwantyli. Dla ustalonego rozmia-
ru proby n i rzedu kwantyla p obliczymy wartosci funkeji 7,(c) 1 G,(c) dla wektorow ¢
odpowiadajacych estymatorom Kaigha-Lachenbrucha, Harella-Davisa, Bernsteina i qu-
asikwantylom (zob. podrozdzial 1.3). Aby zilustrowaé¢ zachowanie powyzszych estyma-
torow ustalamy rozmiar proby n = 35, i zaktadamy, ze chcemy szacowa¢ kwantyl rzedu
p = 0.25.

Przyktad 6.1. Jako pierwszy przyktad rozwazymy estymator Qﬁ?L z warto$ciami para-
metru k € {3,...,35}. Zgodnie ze wzorem (1.11) rozne wartosci k odpowiadaja réznym
wektorom wspolezynnikow c. Poréownujac wartosci r,,(c) 1 Gp(c) dla réznych k chcemy

wybraé¢ najlepsza wartosé k.

05} .o L. e af *
-10f . . 3. . e e e
‘ . 2] .

-1.5}

-20r

Rysunek 6.3: Wykres wartosci 7,(c) i Gp(c) dla k =3,...,35.

Na Rysunku 6.3 przedstawiamy wykresy wartosci r,(c) i Gp(c) dla k = 3,...,35.
Z wykresow tych widzimy, ze funkcja r, przyjmuje wartosci najblizsze 0 dla k = 23,
27,31, 35, a G, ma najmniejsze wartosci dla k = 7,11,15,19. Wartosci te podajemy

w Tabeli 6.6. Z danych zawartych w tabeli mozemy wywnioskowaé, ze dla n = 35
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k 7 11 15 19 23 27 31 35

rp(c) | —0.3214 | —0.2302 | —0.1868 | —0.1619 | —0.1459 | —0.1347 | —0.1260 | —0.1187

Gp(c) | 2.0565 1.9655 1.9909 2.0629 2.1623 2.2914 2.4647 2.8444

Tabela 6.6: Wartosci r,(c) i G,(c) dla k = 7,11,15,19, 23,27, 31, 35.

najlepsze estymatory Kaigha-Lachenbrucha kwantyla rzedu p = 0.25 otrzymujemy dla
k =111k = 35. Jednakze nasze kryteria nie pozwalaja jednoznacznie stwierdzié¢, ktory

z nich jest lepszy.

Przyktad 6.2. Jako drugi przykitad rozwazymy estymator Qg) z dopuszczalnymi
warto$ciami parametru m € {1,2,3,4,5,6,7} oraz estymator Qg) dla m € {1,2,3}.
Odpowiadajace wektory ¢ otrzymujemy ze wzoréw (1.12) i (1.13). Poréwnujac wartosci
rp(c) 1 Gp(c) dlaréznych m chcemy wybraé najlepsza wartosé m. Wartosci te podajemy
w Tabelach 6.7 oraz 6.8.

m 1 2 3 4 ) 6 7
rp(c) | —0.7707 | —0.6399 | —0.4891 | —0.3823 | —0.3659 | —0.4953 | —1.0653
Gp(c) | 3.3971 2.8166 2.5770 2.6533 3.0755 4.3306 | 10.1195

Tabela 6.7: Wartosci r,(c) i G,(c) dla estymatora Qg_-g) zm=1,2,3,4,5,6,7.

m 1 2 3
rp(c) | —0.8177 | —0.7752 | —0.6606
Gp(c) | 3.7360 3.3825 2.8818

Tabela 6.8: Wartosci r,(c) i G,(c) dla estymatora Qg) zm=123.

Zauwazmy, ze wartosci funkcji r,(c) dla estymatorow Qg’f) i Qgg) podane w tabe-
lach 6.7 oraz 6.8 sa ujemne, i podobne wyniki uzyskano dla innych wartosci n oraz p. To

sugeruje, ze estymatory te srednio nie doszacowujg kwantyli zadanego rzedu. Jednakze

m 1 2 3 4 ) 6 7 8

rp(c) | —0.1187 | —0.1153 | —0.1051 | —0.1050 | —0.1380 | —0.2271 | —0.4222 | —1.0269

Gp(c) | 2.4270 2.0722 1.9565 2.0621 2.3287 2.8818 4.2198 | 10.0506

Tabela 6.9: Wartosci 7,(c) i Gp(c) dla zmodyfikowanego estymatora Qg{), gdzie
1 <m < 8
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m 1 2 3 4
rp(c) | —0.1192 | —0.1187 | —0.0926 | 0.0354
Gp(c) | 2.6636 2.4242 2.1193 | 1.7393

Tabela 6.10: Wartosci r,(c) i G,(c) dla zmodyfikowanego estymatora Q%), gdzie
1 <m < 4.

zastepujac w ich definicjach |np| przez [np| otrzymamy wyniki zawarte w Tabelach
6.9 oraz 6.10. Zauwazmy, ze zmodyfikowane estymatory typu Qgg) maja lepsze wia-
snosci to znaczy wartodci r, sa blizsze 0, a wartoSci G, sa mniejsze niz dla wersji

niezmodyfikowanych.

Przyktad 6.3. W ostatnim przyktadzie chcemy poréwnac estymatory Kaigha-Lachen-
brucha i quasikwantyle wybrane w powyzszych przyktadach z estymatorami Harrella-
Davisa, Bernsteina i estymatorem ()1 postaci (6.5) wyznaczonym w Twierdzeniu 5.1.
Odpowiadajace wartosci r,(c) i G,(c) prezentujemy w Tabeli 6.11. Z danych zawartych
w tabeli wynika, ze obydwa nasze kryteria najlepiej spelia jednocze$nie estymator

Harella-Davisa. Podobny wynik otrzymalismy dla innych wartosci n i p.

Bstymator | Qi | Qiy | Qpm i m | Qup | Qs | Qu

rp(c) —0.2302 | —0.1187 | —0.4891 | —0.3823 | —0.6606 | —0.0228 | 0.1229 0

Gp(c) 1.9655 2.8444 2.5770 2.6533 2.8818 1.8371 | 1.9449 | 2.5738

Tabela 6.11: Wartosci r,,(c) i G,(c) dla wybranych estymatorow.
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Dodatek A

Dowody pomocniczych lematow

A.1 Dowody Lematéw 4.5 1 4.6

W dowodach uzywamy dwoch wlasnosci wielomianéw Bernsteina, ktore zostaly po-
dane ponizej. Pierwsza z nich nosi nazwe wlasnosci zmniejszajgcej zmiennosé (ang. va-

riation diminishing property, VDP).

Lemat A.1 (VDP). Liczba miejsc zerowych dowolnej kombinacji liniowej Y o &;B;
wielomiandw Bernsteina na przedziale (0, 1) nie przekracza liczby zmian znakdéw w cig-
gu jego wspotczynnikow o, o, . . ., ayy PO usunieciu zer. Ponadto, pierwszy oraz ostatni
znak kombinacyi sq takie same jak odpowiednio pierwszy, i ostatni znak ciggu niezero-

wych wspotczynnikow kombinacyi.

Wtasnosé VDP dla wielomianéw Bernsteina zostata udowodniona w artykutach [30]
oraz [10]. W istocie jest to prosta konsekwencja dobrze znanej reguly znakow Kartezju-
sza (zob. np. [17]). W pracy [2] przedstawione zostato daleko idace uogélnienie wlasnosci
VDP do pewnego specjalnego przypadku G—funkcji Meijer’a.

Druga wlasno$é nosi nazwe nierdwnosé Simmonsa. W artykule [25] mozna znalez¢
jeden z najnowszych dowodéw nieréwnosci Simmonsa oraz referencje do innych znanych

dowodow.
Lemat A.2. Dia 1 <k < § mamy

2o (2)> 2 2 ()

i@ rownos¢ zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy k = 3.
Dowod Lematu 4.5. Nierdwnos¢ p; < q; < pj+1 dla 1l < j < n — 1 wynika z dowodu
jednoznacznodci liczby ¢;. Aby udowodni¢, ze p; < % < pis,dlal <5 < n-—1,
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uzywamy nieréwnosci (1.9). Zatem, z definicji liczb p; oraz p;1 otrzymujemy

j 1 J 1
Fj:n <ﬁ> > 5 = F‘Jn<pj> oraz FjJrl:n (ﬁ) < 5 = j+1:n(pj+1)‘

Bioragc pod uwagg, ze funkcje Fj.,, oraz Fjii.,, sa SciSle rosnace, dostajemy szukang
nier6wnosc.

n
5
przedziatu (p;,p;41), to na mocy wlasnosci funkeji @);,, danej wzorem (4.5) nierow-

Teraz zatozmy, ze 1 < j < Poniewaz obydwie wartosci £ oraz q; nalezg do
n

nosé % < g; zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Q;n (%) < 0. Na mocy (4.6) jest to

F’j:n (l) <1- Fj+1:n (l) .
n n

To z kolei jest rownowazne nieréwnosci Simmonsa, co dowodzi (4.8). Aby udowodnié¢

rownowazne nieré6wnosci

(4.9) wystarczy polaczy¢ wzory (4.3) oraz (4.7) ze wzorem (4.8). Jezeli j = %, to

nieré6wnos$¢ Simmonsa staje sie rownoscia réwnowazna wzorowi

1 1
1- Fn/2:n (5) = Fn/2+1:n (5) .

Zatem Qo (L) =0, a wiee gz = L. -

W  dowodzie Lematu 4.6 potrzebujemy dwéoch pomocniczych funkcji. Dla

2 < j <n—1 zdefiniujmy funkcje h;,h; : [0,1] — [0, 00) nastepujaco

1—F..,

oraz hj(1) = h;(17) = 0. Ponadto

h;(z) = : , 0<z <1,

oraz h(0) = h(0%) = 0. Wtedy na mocy wzoru (3.4) mamy h;(z) = h,_;11(1 — z) oraz

b(e) = = (1= Fra@) = (1= )],

Rozwijajac F}., jako sume wielomianéw Bernsteina (zob. (1.8)) dostajemy

Jj—

Z (n—J)Bj-1n(z)| - (A1)

1=0

l—x

Stosujac wtasnos¢ VDP do wyrazenia w nawiasach mozemy zauwazy¢, ze jest ono naj-
pierw dodatnie, a nastepnie ujemne (w skrocie + —). Zatem rownanie (3.3) definiujace

¢; ma dokladnie jedno rozwiazanie. Oczywiscie R’ jest réwniez + —. Dlatego funkcja
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h; jest SciSle rosnaca na przedziale (0,6;) od wartosci 1 dla x = 0 do h;(0;) > 1,

a nastepnie Scisle malejaca na przedziale (6;,1) do 0 dla z = 1. Analogicznie,

o) = 2 (50 = 150) = 5 |G- DB~ Y Bu|. (A2
i=j+1
oraz mozemy wywnioskowaé, ze funkcja Bj jest Scidle rosnaca na przedziale (0,&;) od
wartosci 0 dla z = 0, i &cisle malejaca na przedziale (¢;,1) od h;(&;) > 1 do warto-
sci 1 dla x = 1. Z tych wiasnodci funkcji h; oraz ﬁj mozemy wywnioskowaé, ze dla
2<j<n-1
0;(n) >p wtedy i tylko wtedy, gdy h;(p) <0,

oraz

&i(n) >p wtedy i tylko wtedy, gdy ﬁ;(p) > 0. (A.3)

Dowdd Lematu 4.6(a). Poniewaz 6; = 0 < 0, oraz 6, 1 < 1 =0, to na mocy symetrii
(3.5) widzimy, ze wystarczy rozwazy¢ liczby 6;, 2 < j <n—1.Dla 0 < 2 < 1 oraz
2 < j <n—2rozwazamy funkcje

n

gj(w) = hja(z) — hj(z) = ——Bjn1(2).

n—J

Wtedy ¢;(0) = g;(1) = 0 oraz z wlasnosci wielomianéw Bernsteina dostajemy, ze g;

jest funkcja rosnaca na przedziale (0, ﬁ) i malejaca na przedziale (ﬁ, 1). Poniewaz

< (052) < 0)

to suma h;+ g, jest Scisle rosnaca na przedziale (0, §;] oraz $cisle malejaca na przedziale
[n%l, 1). Poniewaz suma ta jest ciagla i rozniczkowalna, to istnieja liczby a oraz b takie,

ze ; <a<b< ﬁ oraz suma h; + g; jest rosnaca na przedziale (0,a) i malejaca
na przedziale (b,1). Z drugiej strony mamy h; + ¢g; = h;+1, a wiec jednoznacznie

wyznaczone maksimum sumy jest osiggniete w punkcie

9j+l S [a,b] C (9]', ﬁ) .

W szczegdlnosei 0; < 0,41 dla 2 < j <n —2. O

Dowdd Lematu 4.6(b). Na mocy (A.3) nier6wnosé &; > ¢; jest rownowazna warunkowi

B;-(qj) > (. Z definicji liczb ¢; mamy

7j—1
Z Bz n C_I] = Z Bz,n(Qj)- (A4)
i=j+1 =0
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Stosujac (A.2) otrzymujemy dla 2 < j <n—1

j—1

_ 1 ]
May) = 3 |G = DBjaley) - > " Biulg)
J i=0
Dla j = 2,3 okre$lamy funkcje
7j—1
=0

Wtedy B’~(qj) = %gj (¢j). Z whasnosci VDP funkcje g; sa — + na przedziale (0, 1).

Dla j = 21in =6 mamy Q6 (1210) > 0, a wiec ¢2(6) < Ponadto bezposred-

41
120

120

nie sprawdzenie pokazuje, ze Gy (155) < 0, czyli gy(go) < 0. Zatem hh(go) < 0 oraz

£2(6) < ¢2(6).

Dalej, z Lematu 4.5 mamy % < q; dlal < j < 7, azatem wystarczy udowodni¢, ze

7, (%) >0 (A5)

dlaj=2n=>5lubj=3n>7 Jezelin =5 oraz j =2 to g,(2) = g’—i > 0. Poniewaz
¢2(5) > £, to mamy rowniez gy 5(g2) > 0 oraz hj(gz) > 0. Ponadto

o()-20-2) "

gdzie c(n) = 23n® — 60n* — 9n + 54. Elementarne obliczenia pokazuja, ze c¢(6) > 0 oraz
c¢(n) jest ciagiem rosnacym dla n > 6. To implikuje (A.5) dla j =3in > 7. O

Dowdd Lematu 4.6(c). Aby poréwnaé liczby % oraz & (n) zapiszmy funkcje h, w postaci

hy(p) = ]% [(1=p)" +np(1 —p)" " +n(n—1)p*(1 —p)" > —1].

_ (2 n? |1 2\"
hé(E):Z[ﬁ(l—ﬁ) (Tn® —12n+4) — 1

Dlan = 6 mamy hj (2) > 0, a wice &(6) > 2. Ponadto hj (2) < 0 oraz wyrazenie w na-

Wtedy

wiasach kwadratowych jest §cisle malejace wzgledem zmiennej n > 7. Z réwnania (A.3)

otrzymujemy &(n) < 2 dlan > 7. O

Dowdd Lematu 4.6(d). Chcemy udowodnié, ze p; < §;, dla j = 2,3 oraz odpowiedniej
wartosci n. Potrzebujemy zatem pokazaé, ze i_zg- (p;) > 0dla j = 2,3. Z definicji liczb p;
mamy Fj.,(p;) =1 — Fju(p;), a wige

ZBmpj :ZBM (A.6)



Zatem ze wzoru (A.2) otrzymujemy

_ 1 [ i
i(p;) = =5 |iBin(0;) = > Binlpy)
Pj i=0
Dla j = 2,3 rozwazamy pomocnicze funkcje
j—1
3;(p) = jBjn(p) = Y Binlp), p€(0,1).
=0

Na mocy wlasnosci VDP funkcja g;,, jest —+. Oczywiscie E; (pj) > 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy gi(p;) > 0. Dla j = 2 mamy g (1) = 5 (1 — %)n—Q (n — 1) > 0. Poniewaz
L < py oraz go jest —+, to ga(p2) > 0. Zatem py < & dla n > 3. Dla j = 3 mamy
Gs (3) = (1= )" caln). glsie

1 1 1
ca(n) = §(a3 —a? —2a —2)n® + 5&(6 + 5a — 2a*)n? — §a2(a + 6)n + a’
Podstawiajac a = 2.5 po zmudnych obliczeniach otrzymujemy Fj., (271—5) < % dlan>5
oraz gs (275) > 0 dla n > 4. Zatem p3 > 2—n5 oraz gs(ps) > 0 dlan > 5. O

Aby udowodnié¢ czesci (e) oraz (f) Lematu 4.6 musimy rozwazy¢ nieréwnosci po-
miedzy warto$ciami &; oraz p;i . Z warunku (A.3) wiemy, ze p;+1 < & wtedy i tylko

wtedy, gdy ;L;-(pj+1) > 0. Zastepujac j przez j + 1 we wzorze (A.6) otrzymujemy

- 1| &
y(pje1) = —— [ =D Bin(pjn1) + (k= 2)Bja(pss1)
pj‘H =0

Zdefiniujmy funkcje g;, 2 < 7 < n, nastepujaco

[y

9i(p) = = ) Bin(p) + (7 = 2)Bjn(p).

i

.

Il
o

Oczywiscie g;(p) = p? 1P5(pi1), a wige nieréwnosé pji 1 < §; jest rownowazna warun-
kowi g;(pj+1) > 0.

Zbadamy teraz wybrane wlasnosci funkcji g;. Dla j > 3 mamy g;(0) = —1 oraz
gj(1) = 0 oraz na mocy wtasnosci VDP g; jest —+. Pochodna wielomianu Bernsteina

B, , wyraza si¢ wzorem

Bi,.(p) =n(Bi-1n1(p) — Bin-1(p))- (A7)

Zatem pochodng funkcji g; jest

95(p) = nl(G = 1)Bj1n-1(p) = (G = 2)Bjn(p)],
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JG=1)

a wige g; jest +—. Ponadto g}, (p) = 0 dlap = pp = Y —

. Zatem g; jest rosnaca

na przedziale (0, p;) i malejaca na przedziale (p;, 1). Dodatkowo, dla p € (0,1) mamy

. = a. — I+l 4 ; A ope dtTL . i ‘
9;(p) = gj1(p) dla p = =5 i mozemy latwo pokazaé, ze 15 < p;. Zatem L < p;
J+1 ) - ‘ol . TOSTS : j g+l A it
oraz = < piiy. W szezegolnosci, g; roénie na przedziale (£, n_+1) oraz g;+1 rosnie na

J+1 j+1
n+1’ n

J J+1 Jj+1 Jj+1
0 (3) <o (i) =on (57) <on (5 (A.8)

Dowdd Lematu 4.6(e). Checemy udowodni¢, ze &; < p;+1 dla j = 2,3, lub réwnowaznie

przedziale ( ) Powyzsze rozwazania implikuja, ze dla 7 > 3 mamy

g2(ps) < 0 oraz gs3(ps) < 0. Dla j = 2 mamy réwnos¢ go(p) = —Bon(p) — B1n(p), a wiec
funkcja g; jest ujemna dla wszystkich p € (0,1). Zatem & < p3 dlan > 3.
Dla] = 3 mamy g3(p> = _BO,n<p) - Bl,n(p) - B2,n(p) + B3,n(p)7 WIQC dla ac [37 4]
a 1 a\"
N~ 1——) 603 — (18 + 7a)a?
93 (n) 6(n —a)? ( n [6a” — (18 + Ta)a*n+

+3a(6 + 5a)n” + (a® — 3a® — 6a — 6)n”] .

Podstawiajac a = % po prostych, ale zmudnych obliczeniach otrzymujemy g3 (Q) <0

dla n > 11 oraz Fy, (£2) > 3 dlan > 7. To implikuje, ze ps < 22, a wicc gs(ps) < 0
poniewaz g3 jest — +. Zatem &3 < py dla n > 11. Dla n = 10 nier6wnos¢ gs(ps) < 0

wynika z bezposredniego sprawdzenia. O]

Dowdd Lematu 4.6(f). Musimy udowodnié¢, ze g;(p;+1) > 0dla4 < j < n—1. Poniewaz
g; jest —+ oraz pj > %, zatem wystarczy udowodni¢, ze g; (%) > 0. Jednakze,
udowodnimy, ze jest to prawda dla j > 5, ale dla j = 4 mamy g4 (%) > ( oraz p; > %
dlan > 11.

W celu udowodnienia, ze g, (%) > 0 wystarczy udowodnié¢ to dla 7 = 5 i skorzystaé
ze wzoru (A.8). Po zmudnych obliczeniach otrzymamy, ze wyrazenie gs (%) jest malejace
wzgledem zmiennej n > 10 i jego granica jest % > (. Zatem g5 (%) > ( dla n > 10.

Podobne obliczenia, pokazuja ze wyrazenie g4 (%) jest malejace i jego granica jest

215
64e9/2

> 0. Ponadto mamy Fiq(3) = 1
Fs (%2) < 5 wige 22 < ps. Stad g4 (%) > 0, a wiec g4 (ps) > 0 dlan > 9. 0

Ly F, (%) jest malejace dla n > 9. Zatem

Dowdd Lematu 4.6(g). Z punktu (f) i rownan (3.5) oraz (4.10) mamy nieréwnosé
Pl <& dlad <k<n-—1 awiec by <p.dlal <k <n-—4. O

A.2 Dowdd Twierdzenia 4.3

Dowdd Twierdzenia 4.3(a). Dla 1 < j < & na mocy Lematu 4.5(a) otrzymujemy za-
wieranie [%,qj} C (pj,pj+1). Dlatego dla funkeji ¢,, okreslonej wzorem (3.18) dla
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pE [%,qj] mamy
tnp(J) <0 <tnp(i+1), (A.9)

(por. uwagi po wzorze (4.3)). Nastepnie uzywajac Wniosku 3.4(a), nieréwnosci (A.9)

oraz Wniosku 4.1(a) dla n > 3 oraz p € [+, ¢;] mamy
Tap(1) < tnp(l) <0 < t,,(2) = 1,,(2). (A.10)

Zatem 1 < k (n, %) < k(n,q) < 2 na mocy Lematu 4.1.
Najpierw udowodnimy, ze k(n,q;) = 2 lub réwnowaznie s, 4 (1) > s,4,(2). Dla
kazdego p € [%,ql] ze wzoru (A.10) mamy s,,(2) = 1 — 2F5.,(p). Ponadto, uzywajac

ponownie wzoru (A.10) oraz definicji liczby ¢; otrzymujemy
Spn (1) > 2 = Fiop(q1) — 1 = 5,4, (2).
Aby udowodnié, ze k (n, %) = 1 musimy pokazaé, ze dlan > 3
sn,%(l) =:a, <b,:= sn7%(2). (A.11)
Elementarne ale zmudne obliczenia przy uzyciu wzoru (A.10) dla p = % pokazuja, ze

neaf(3) ()

jest $cisle malejacy do swojej granicy % —1> % oraz a, < g dla n > 3. Zatem dowolny

cigg liczb
—1

element ciagu {b,} jest wiekszy od kazdego elementu ciagu {a,}. W szczegolnosei,

nierownos¢ (A.11) zachodzi dla wszystkich n > 3, co koriczy dowod (a). O

Dowdd Twierdzenia 4.3(b). Zalozmy, ze n > 6. Na mocy Wniosku 4.1(b) oraz (c) mamy
[%7%] C (03,&3), wiec dla p € [%,qﬂ na mocy (A.9) mamy

Tn,p(3) = tn,p(?’) > 0. (A.12)

Z drugiej strony, poniewaz funkcja 7, , jest écisle malejaca wzgledem zmiennej p, to

TL,E

Fag(2) <7,2(2) < 1,2 (2) <0. (A.13)

Tutaj druga nieréwno$é¢ wynika z faktu, ze % > 0y, a trzecia nieréwnos¢ wynika ze

wzoru (A.9). Podsumowujac, dla p = 2 oraz p = ¢, mamy 7,,(2) < 0 < 7,,(3),
i dlatego

2
2§k(n,—) <k(n,q) <3.
n

Najpierw udowodnimy, ze k (n,gz) = 3 lub réwnowaznie s, 4,(2) > Sp.q(3). Istot-

nie, ze wzoru (A.12) mamy s, (3) = 1 — 2F3,(q). Co wiecej, z Wniosku 4.1(b)
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oraz (c¢) mamy ¢ > & > 6, a wiec 1,4,(2) < t,4,(2) < 0. Zatem
Sngs(2) > 2F5.,(q2) — 1 = $5.4,(3) z definicji liczby g¢o.
Teraz udowodnimy, ze k (n, 2) = 2 lub réwnowaznie s, 2(2) < s, 2(3). Poniewaz

n

2 € (63,&), to ze wzoru (A.12) mamy

S

n2(3) =1—2F;, (%) : (A.14)

Dla n = 6 mamy réwniez 2 € (65, &), wice ze wzoru (A.13) otrzymujemy

2
56,%(2) = 2F2:n (6) —1< 86,%(3)

na mocy wzoru (A.14) oraz nieréwnosci Simmonsa. Dla n > 7 definiujemy ciagi

Zmudne obliczenia pokazuja, ze d, jest ciagiem Scisle malejacym do swojej granicy

10
e2

dowdd. O

— 1 oraz ¢, < 2—8 —1dlan > 7. Zatem ¢, < d, dla wszystkich n > 7, co konczy

A.3 Dowdd réwnoéci (5.5)

Pokazemy, ze dla p € (0,1) spelniajacych zalozenia punktoéw (b) i (c) Twierdze-
nia 5.1 zachodzi rownosé (5.5), ktora przy uzyciu oznaczen (5.1) i (5.2) przyjmuje
postac

() =By () + B G).
n,p J —n,p
Oczywiscie dla p = pj, réwnosé zachodzi, bo wtedy o = 1, a wiec 1% p () =1,,(j) oraz
H(a@) ¥o) : s
Bn’p (j)=B,, ()i Q%;( ) = B, (j). Skorzystamy z oznaczen i wynikéw z podroz-
dziatu 3.3.

Zauwazmy, ze funkcja Fy przyjmuje wtedy postac
F) ) = (1= @) Fjn(u) + aFjy1n(u)

z odpowiadajaca jej gegstoéci@ f](i) Latwo teraz zauwaiyé, ze dla u € [0,1] mamy
Fii1n(u) < Fj(: )( ) < F u). Zatem jesli 9( ) 15 oznaczaja odpowiednio rozwiazania
rownarn

1= Fj5)(0) = (1 - 0)£12)(0)

jmn

oraz

Fi)(€) = €£5)(9),

7



to dla 1 <7 < mn mamy
9]' < ej(»a) < 9j+1, gj < fj(-a) < Sj-i—l' <A15)

Oczywiscie 0; i §; sa liczbami zdefiniowanymi w podrozdziale 3.1. W dowodzie Twier-

dzenia 5.1 pokazalismy, ze:
(i) dla 4 <j <n—4mamy (pj,pj+1) C (0j41,§;),
(i) dla j = 2,3 mamy (p;,&;) C (011,&)),
(iii) dla j =n—31lub j =n —2 mamy (6,41, pj+1) C (8;+1,&;)-

Na mocy (A.15) kazdy z powyzszych przedzialow po lewej stronie jest zawarty w odpo-
wiednim przedziale postaci (6’](-0‘), £ ](-0‘)). Zatem dla p nalezacych do jednego z przedziatow
po lewej stronie inkluzji (i), (ii) lub (iii) mamy

@)

(o)
-l . o . 1 - 2Pj':n <p>
B, (j) + BY) (j) = ——=L2—

p(1—p)

Pierwsza rownosé¢ wynika ze wzoréow (3.19) i (3.20) , gdyzc = (0,...,0,1—a, a,0,...,0)

=7 (j).

spehia zalozenia przypadku (A) w podrozdziale 3.3. Druga réwnos¢ wynika z dowodu

Twierdzenia 5.1.
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