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Wstep

Niech €2 bedzie obszarem w plaszczyznie zespolonej E(C) := (C, p), gdzie p, jest
standardowsg metryka, o brzegu I' # (). Ustalajagc dowolnie niepusty zbior A C T
i funkcje f: A — C mozna postawié¢ interesujace zagadnienie badania klasy D4(£2, f)
ztozonej ze wszystkich funkeji ciagltych F': QU A — C, ktore pokrywaja sie z funkcja f
na zbiorze A i sg harmoniczne w obszarze €2, tzn. funkcje F' sg dwukrotnie rézniczko-
walne w sposob ciagly w obszarze (2 i spetniaja w nim réwnanie rézniczkowe Laplace’a
(1.1). Oczywiscie f musi by¢ funkcja ciagla, gdy Da(9, f) # 0. W szczegdlnosci, jesli
A =T to zagadnienie badania klasy Dr (€2, f) jest klasycznym problemem Dirichleta
dla obszaru () z funkcjg brzegowa f : I' — C. Jesli dodatkowo 2 U I' jest zbiorem
zwartym w E(C), to z uwagi na zasade maksimum dla zespolonych funkcji harmonicz-
nych, klasa Dr(€2, f) sktada sie z doktadnie jednej funkcji. Wtedy problem Dirichleta
ma jednoznaczne rozwiazanie, czyli funkcja brzegowa f dostarcza petnej informacji
potrzebnej do odtworzenia jedynej funkeji F' € Dr(, f). W szczegdlnie prostym przy-
padku kota jednostkowego D := {z € C : |z| < 1} jego brzegiem jest okrag jednostkowy
T :={z € C:|z| =1} 1 jedyne rozwiazanie problemu Dirichleta dla D z ciagta funkcja
brzegowa f : T — C mozna wyznaczy¢ za pomoca calki Poissona F' = P[f]; por. wzér
(1.4). Jesli A # T to zagadnienie badania klasy Da(€2, f) mozna interpretowaé jako
problem Dirichleta dla obszaru €2 z niepelng informacja na brzegu.

Niniejsza rozprawa dotyczy w znacznej mierze wyzej postawionego problemu dla
klasy D4 (D, f)N.A, gdzie A jest skonczonym podzbiorem okregu T, A jest klasa wszyst-
kich bijekcji zbioru DU A na siebie i f(z) = z dla z € A, czyli f jest funkcja identyczno-
$ciowa na A. Osiagniete wyniki w tym zakresie sg przedstawione w rozdziale 4. Sciglej
rzecz ujmujac, w podrozdziatach 4.1-4.3 zawarte sg wyniki dotyczace odpowiednio nie-
rownosci typu Schwarza, wariantéw nieréwnosci Heinza oraz dolnego szacowania typu
Lipschitza dla funkcji z klasy Da(D, f) N A w zaleznosci od parametru rzeczywistego
0 charakteryzujacego rozktad punktéw zbioru A na okregu T. Sa one konsekwencja
rezultatéw uzyskanych w rozdziale 3.

Problem badania klasy D4(D, f) N A nie jest tatwy. Pionierskie wyniki w tym za-
kresie zostaly otrzymane w pracy [17] dla zbioru A := {e%ik/ 3:ke{0,1, 2}}, w ktérej
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oszacowano modul |F(z)| dla F' € D4(D, f)NA1i z € D. Uzyta metoda polegata na do-
ktadnym oszacowaniu tego modutu w szerszej klasie funkcji harmonicznych F': D — D
spehiajacych nastepujacy warunek sektorowy: dla kazdego k € {1,2,3} i dla prawie
kazdego u € Ty, := {e%it/ S:telk-1, k]} granica radialna funkcji F' w punkcie u nalezy
do otoczki wypuktej, rozpietej przez poczatek uktadu wspotrzednych i tuk 7. W pracy
[7] rozwazany byt przypadek ogdlniejszy, w ktérym trzy huki zastapiono skonczonym
ciagiem 17,15, ..., T, tukéw domknietych zawartych w T o dodatniej dtugosci, catko-
witej dtugosci 27 i pokrywajacych okrag T. Ciag ten zostal nazwany partycjg okregu T,
za$ odpowiadajacy tym tukom warunek sektorowy zostal nazwany sektorowg normali-
zac)jq brzegowq stowarzyszong z partyciq Ty, Ts, ..., T, okregu T; por. definicje 1.11 1.2
w podrozdziale 1.3. Nalezy przy tym dodaé, ze wyniki uzyskane w pracy [7] obowia-
zuja przy domyslnym zatozeniu, ze wszystkie tuki partycji okregu T nie przekraczaja
potowy dtugosci tego okregu. To obostrzenie jest usunigete w rozprawie, przez co wyniki
w niej otrzymane obowigzuja dla wszystkich partycji.

Wiodacym zagadnieniem niniejszej rozprawy jest szacowanie modutu funkeji har-
monicznych F' : D — I z normalizacjg sektorowa, co prowadzi do nieréwnosci typu
Schwarza (por. podrozdziat 1.2) dla klasy takich funkcji. Uzyskane w tym zakresie re-
zultaty sa zawarte w rozdziale 3, a ich dowody sa oparte na faktach pomocniczych
zebranych w rozdziale 2. Kluczowym narzedziem jest tutaj twierdzenie 2.11 z podroz-
dzialu 2.2, ktére pozwala uzyskaé szacowanie modutu |F(z)| w terminach miar harmo-
nicznych tukéw 71,75, ..., T, w punkcie z € D; por. [7, Theorem 2.3]. Wtasnosci miar
harmonicznych w zakresie potrzebnym do wykazania wspomnianych wyzej nierownosci
typu Schwarza sa opisane w podrozdziale 2.1. Na szczegdlna uwage zastuguja tutaj
zdefiniowanie punktu mocno ekstremalnego zbioru i wykazanie powigzanego z tym po-
jeciem lematu 2.8, ktory uogdlnia wynik [17, Lemma 3.1]. Rozwazania w rozdziale 3
bazuja na twierdzeniu 3.1 wykazanym w podrozdziale 3.1. Jest to wzmocniona wersja
twierdzenia [7, Theorem 3.1] poprzez zniesienie wspomnianego wczesniej obostrzenia
na partycje okregu T oraz dodanie warunkow koniecznych i dostatecznych pojawie-
nia sie réwnosci w oszacowaniu (3.1). Daje to narzedzie do badania konfiguracji eks-
tremalnych, co stanowi szczegdlng wartos¢ twierdzenia 3.1. Podrozdziat 3.1 zamyka
wniosek 3.3, ktory wyraza oszacowanie modutu |F'(z)| w zaleznosci od liczby n tukéw
partycji 11, Ts, . .., T, okregu T, potowy dtugosci § jej najkrotszego tuku oraz wartosci
p(2) najmniejszej miary harmonicznej punktu z wzgledem tych tukéw; por. pierwsza
nieréwnos$¢ w (3.23). Zastosowanie oszacowania wartosci p(z) z wniosku 2.5 prowa-
dzi do drugiej nieréwnosci w (3.23), ktéra daje oszacowanie typu radialnego modutu
|F(z)] w zaleznosci od parametréw n, § i |z|. W obu przypadkach uzyta jest funk-

cja p, okreslona wzorem (3.19). Pozostaje zatem oszacowaé badZ wyznaczy¢ wartosé
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pn(9), co jest przedmiotem rozwazan pozostatych trzech podrozdzialéw rozdziatu 3.
Podrozdziat 3.2 dotyczy przypadku ogdlnego podziatu okregu T na n tukéw o dowolne;j
dtugosci. Oszacowania dla p,(d) podaje wniosek 3.10, z ktérego wyprowadzono oszaco-
wanie (3.51) na modutl |F(z)| w twierdzeniu 3.11. Kolejne dwa podrozdzialy 3.3 i 3.4
dotycza przypadkéw partycji z trzema i czterema tukami, odpowiednio. I tak w pod-
rozdziale 3.3 wyznaczono warto$é ps(d) dla 6 € (0;7/3]; por. wniosek 3.15. To tacznie
z wnioskiem 3.3 doprowadzito do oszacowania (3.56) w twierdzeniu 3.16 modutu | F'(z)|
w zaleznosci od § i |z|. Co wiecej, stosujac twierdzenie 3.1 scharakteryzowano wszystkie
przypadki ekstremalne, czyli pary (F, z), dla ktérych nieréwnosé w (3.56) staje sie réw-
noscia. W szczegoélnoscei, jesli § = 7/3 to oszacowanie (3.56) przechodzi w oszacowanie
w [17, Corollary 2.2]; por. uwaga 3.18. Z kolei w podrozdziale 3.4 wyznaczono wartos$é
p4(0) dla 6 € (0;7/4]; por. wniosek 3.20. Stad wyprowadzono oszacowania typu Schwa-
rza (3.83) i (3.84) w twierdzeniu 3.21, a takze scharakteryzowano wszystkie mozliwe
przypadki ekstremalne.

Jak to juz zostalo wcze$niej wspomniane, rozdzial 4 zawiera zastosowania wy-
nikow z rozdzialu 3 do badania wlasnosci funkcji klasy Da(D, f) N A, gdzie A jest
skonczonym podzbiorem okregu T i f jest funkcjg identycznosciowa na A. Umozli-
wia to lemat 4.3, dzieki ktéremu kazda funkcja F' € Da(D, f) N A spelnia warunek
normalizacji sektorowej stowarzyszonej z partycja okregu T, otrzymang w wyniku tag-
czenia tukami kolejnych punktéow zbioru A. W ten sposéb w podrozdziale 4.1 zostaly
przeniesione wyniki z rozdziatu 3 na funkcje z klasy D4 (D, f) N A, z uwzglednieniem
w szczegolnoéci przypadkéw, gdy zbior A sklada sie z trzech lub czterech punktow.
Uzyskane w ten sposob nieréwnosci typu Schwarza dla klasy D4 (D, f) N.A zostaly wy-
korzystane w podrozdziale 4.2 do dolnego oszacowania modutu pochodnej |0F| w kole
D dla F € Da(D, f) N A, z uwzglednieniem w szczegdlnosci przypadkéw, gdy zbidr
A skltada sie z trzech lub czterech punktéow. Otrzymane w ten sposoéb nieréwnosci sg
wariantami nieréwnosci Heinza; por. [9]. Te z kolei postuzyty do dolnego oszacowania
w podrozdziale 4.3 ilorazu |F(z) — F(w)|/|z —w| dla z,w € D, z # w, przy dodatkowym
zalozeniu quasikonforemnosci odwzorowania F' € D4 (D, f) N A.

Podstawowe pojecia i oznaczenia uzywane w rozprawie a takze obowigzujace w niej
ogblne zaltozenia sg opisane w rozdziale 1. W szczegolnosci w podrozdziale 1.1 przypo-
mniano pojecie funkcji harmonicznej o wartosciach zespolonych oraz podstawowe wta-
snosci catki Poissona w kole jednostkowym. W podrozdziale 1.2 zdefiniowano tytutowe
nierownos$ci typu Schwarza i wskazano przyktady takich nieréwnosci dla wybranych
klas funkcji. Z kolei w podrozdziale 1.3 wprowadzono kluczowe pojecia: partycji okregu
T oraz sektorowej normalizacji brzegowej. Zostaly one zaczerpniete z pracy [17], ktora

byta inspiracja do napisania tej rozprawy.



Rozdzial 1
Pojecia wstepne

W tym rozdziale wprowadzamy podstawowe pojecia i oznaczenia uzywane w roz-
prawie a takze obowigzujace w niej ogdlne zatozenia. Na poczatek przypominamy po-
jecie funkcji harmonicznej o wartosciach zespolonych oraz podstawowe wtasnosci catki
Poissona w kole jednostkowym. Nastepnie okreslamy, czym jest nieréwnosé typu Schwa-
rza oraz wskazujemy wybrane przyktady takich nieréwnosci. Na koniec definiujemy
partycje okregu T, a nastepnie sektorowe normalizacje brzegowe stowarzyszone z tymi
partycjami. Klasy odwzorowan harmonicznych odwzorowujacych koto ID w siebie w ten
spos6b unormowane beda gtownym przedmiotem badan.

W dalszym ciggu zaktadamy, ze wszystkie pojecia i operacje topologiczne sg ro-
zumiane w odniesieniu do rozszerzonej plaszezyzny zespolonej E(C) = (C, p), gdzie
C := CU {00} za$ p. jest metryky cieciwows. Z topologicznego punktu widzenia prze-
strzen E(@) jest jednopunktowym uzwarceniem ptaszczyzny zespolonej E(C). Symbo-
lami cl(A), fr(A) i int(A) bedziemy oznaczaé odpowiednio domkniecie, brzeg i wnetrze
zbioru A € C. Dla dowolnych a € C i r € R okreslamy kolo D(a,r) := {z € C :
|z —al <r}iokrag T(a,r):={z € C:|z —a| =r} o srodku w punkcie a i promieniu
r. W szczegblnosei D = D(0,1) i T = T(0, 1). Miare standardowa zbioru A C T mie-
rzalnego w sensie Lebesgue’a bedziemy oznaczaé symbolem |A|;. W szczegdlnosei, jesli
A jest tukiem, wowczas |A|; oznacza jego dtugosé. Dla dowolnych p, ¢ € Z definiujemy
zbiory Zy, ={k€Z :p<k<q}iZ,:={ke€Z:p<k}. W szczegblnosci Z, = N.

W caltej rozprawie przyjmujemy, ze pojecie funkcja harmoniczna jest tozsame z po-

jeciem odwzorowanie harmoniczne.
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1.1 Funkcje harmoniczne

Niech Har(2) oznacza klase wszystkich funkcji harmonicznych o wartosciach ze-
spolonych okreslonych w zbiorze otwartym 2 C @, tzn. klase wszystkich odwzorowan F
ciagltych w Q i dwukrotnie rézniczkowalnych w sposéb ciagty w Q\ {oo}, spelniajacych

roOwnanie Laplace’a

" Fre o7y

=0, z=z+iye Q) {oco}.
Korzystajac z operatoréw pochodnych formalnych

1 . = 1 )
(1.2) 0:= 5(833 —i0,) oraz 0:= 5(836 +i0,)
mozna rownanie Laplace’a wyrazi¢ w zwieztej postaci
(1.3) DOF(2) =0, z€Q)\ {x}.

Niech P[f] oznacza catke Poissona z funkcji catkowalnej f : T — C, tj., P[f] : D — C

jest funkcja okreslong naste¢pujacym wzorem

1— |z

ju = 2?

U+ z
uUu—z

(14)  Plfl(s) = 217T/Tf(u) dul = 217T/Tf(u) Re “F2|qu), - e D.

Calka Poissona jest jednoznacznym rozwiazaniem problemu Dirichleta w kole jednost-
kowym D pod warunkiem, ze funkcja brzegowa f jest ciagta. To oznacza, ze P[f] jest
funkcja harmoniczna w D, majaca ciagte rozszerzenie na koto domkniete cl(D), ktore;
wartosci na brzegu sa rowne warto$ciom funkcji f.

Dla dowolnie zadanej funkcji F' : D — C, granice radialng tej funkcji okreslamy

wzorem

lim F(rz), gdy granica istnieje,

T3z F(2) =17 (r2)

0, w przeciwnym przypadku.
Poniewaz funkcja harmoniczna i ograniczona w D o warto$ciach rzeczywistych ma
granice radialna p.w. w T (por. [5, Corollary 1, Sec. 1.2]), wiec F* = (Re F')* +i(Im F)*
p.w. w T pod warunkiem, ze F' € Har(D) jest funkcja ograniczong w D. Tu i w dalszym
ciggu ,p.w.” jest skrotem od ,prawie wszedzie”, badz ,prawie wszystkich” w sensie
miary Lebesgue’a. Zatem dla kazdej funkcji F' : D — D, jesli F' € Har(D) to ciag
funkcyjny N > m — f,,, gdzie

TBUF—)fm(U) :F(( _i)u% m€N>

m
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jest zbiezny do F* p.w. w T, skad na mocy twierdzenia catkowego Lebesgue’a o zbiez-

nosci zmajoryzowanej widzimy, ze dla kazdego z € D,

F((1 = 2)2) = Pfu](2) — PFY](2), gdy m — +oc.
Dlatego
(1.5) F*(T)Ccl(D) i F=P[F*], Fe€Ha(D)n(D— D).

Jesli F' jest funkcja okre$long w otoczeniu punktu z € C i rézniczkowalng w punkcie

z, to Jakobian J[F](z) funkcji F' w punkcie z spelia réwnosé
JF)(2) = [0F (2)]” = |0F (2)|*.

Oznaczmy przez Hol(£2) klase wszystkich funkeji holomorficznych okreslonych w zbiorze
otwartym €2 C C, tzn. klase funkcji majacych pochodna zespolona w kazdym punk-
cie zbioru Q. Wiadomo, ze kazda funkcja F' € Hol(Q2) spelia réwnanie Cauchy’ego-
Riemanna OF(z) = 0 dla z € Q, i tym samym spelnia ona réwnanie (1.3). Dlatego
Hol(§2) € Har(€2). W rozdziale 4 beda rozwazane odwzorowania harmoniczne, ktére sa
jednoczesnie odwzorowaniami quasikonforemnymi. Przypomnijmy, ze dla dowolnego
obszaru niepustego 2 i dowolnych F : Q@ — Ci K € [1;+00), F nazywamy odwzoro-

waniem K -quasikonforemnym :< F spelnia nastepujace warunki:

(i) F jest zachowujacym orientacje homeomorfizmem obszaru € na F'(2);
(ii) F ma wlasno$¢ ACL (absolutna ciaglosé na liniach) w €;

(iii) |0F(2)| < |0F (2)| dla p.w. 2 € Q\ {oo, F~(0)};

K-1
K+1
por. [13, Chap. IV, §2.3], [1, Chap. I, Sec. A]. Odnotujmy, ze kazde odwzorowanie

konforemne F': Q) — C, czyli F' jest funkcja holomorficzng i réznowartosciows, spelia

réwnanie OF = 0 w €2, i tym samym F jest odwzorowaniem 1-quasikonforemnym.

1.2 Nieréwnosci typu Schwarza

Rozwazmy niepusta klase funkcji F C (D — D). Przez nierdwnosé typu Schwarza

dla klasy F rozumiemy nierownos¢ postaci
fEI<A(zl), feF, z€D,

gdzie A\ : [0;1] — [0;1] jest funkcja zalezna wylacznie od klasy F. W szczegdlnodei,
przy zatozeniu f(0) =0 dla f : D — D, mamy:

0;1] 2t — A(t) :=t
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dla funkeji holomorficznych (por. [6, Lemma 1, Sec. 4.6]),
[0;1] 5t A(t) := iarctg(t)
dla odwzorowan harmonicznych (por. [9, Lemma]) oraz
[0;1] ¢ — A(t) := Pk (t)

dla odwzorowan quasikonforemnych (por. [13, Theorem 3.1, Chap. II, §3.1]). Symbol
®y oznacza funkcje dystorsji Hersch’a-Pfluger’a okreslong dla dowolnego K > 0 za

pomoca rownosci
D (r) = p H(u(r)/K), 0<r<1; ®k(0):=0, dg(l):=1,

gdzie p oznacza modul obszaru ekstremalnego Grotzsch’a D\ [0; r]; por. [10] oraz [13,
Chap. 11, §1.1, §3.1].

1.3 Sektorowa normalizacja brzegowa

Definicja 1.1. [7] Dla kazdego n € N, ciag Z;,, 3 k — T}, C T nazywamy partycjg
okregu jednostkowego :< dla kazdego k € Z1 ,,, T}, jest tukiem domkni¢tym o dodatniej

dtugosci oraz

k=1 k=1

T
3 T,

T, Ts

Rysunek 1.1: Partycja okregu jednostkowego dla n = 5.

Dla dowolnej funkcji F': D — C i z € T okreslamy zbiér F**(z) ztozony ze wszyst-
kich w € C takich, ze istnieje ciag N 3 n — r, € [0;1) speliajacy réwnosci

lim r, =1 1 lim F(r,z)=w.
n~>+oon n—-+oo (n)

Zbiér F**(z) mozemy interpretowaé jako zbiér wszystkich radialnych punktéw skupie-

nia funkcji /' w punkcie brzegowym z € T.
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Definicja 1.2. [7] Przez sektorowq normalizacje brzegowq stowarzyszong z partycjq
Zyn > k— Ty, C T okregu jednostkowego rozumiemy klase N (14, T, . . ., T,,) wszystkich
funkcji F': D — D takich, ze dla kazdego k € Zy, i p.w. z € Ty,

(1.7) F**(z) C Dy := conv(T}, U {0}).

Dla dowolnego n € N oznaczmy przez P, zbior wszystkich ciggéw rosnacych 6 :
Zy.,n, — R takich, ze 0,, — 0y = 2m. Wowczas dla wszystkich n € Ni 6 € P, ciag

(18) Zl,n >k +— Tk<9) = {eit 1t e [91671; Gk]}
jest partycjg okregu T i zachodzi réwnosé
1 1 .
(1.9) 3 min({| Tx(0)|1: k € Z1,} = 6p := 5 min({0y — Ox—1: k € Z1,,}).
Na odwrét, dla dowolnych n € N i partycji Z,,, > k +— T} okregu T istnieje ciag

¢ € P, i permutacja o zbioru Z;, o tej wtasnosci, ze T,y = Tx(0). Zatem kazda
partycje mozna sprowadzi¢, permutujac odpowiednio jej wyrazy, do partycji typu (1.8)
generowanej przez pewien ciag # € P,. Dlatego w dalszym ciggu ograniczymy sie
wylacznie do rozwazania partycji typu (1.8). Wtedy ciag

(1.10) Ziy 2k — Dg(0) := conv(Tx(0) U {0})

jest ciagiem sektoréw stowarzyszonych z partycja (1.8).
Przy ustalonych n € N i # € P,, bedziemy bada¢ nieréwnos¢ typu Schwarza dla
klasy

(1.11) Fy := Har(D) NN (T1(6), T2(0), ..., T,(0)).
Nawigzujac do rozwazan z podrozdziatu 1.1 stwierdzamy, ze
(1.12) F*(z) ={F*(2)} dlakazdego F € Fpipw.ze€T.

W szczegoélnosci, dla kazdej funkcji ' : D — D, F' € Fy wtedy i tylko wtedy, gdy
F € Har(D) oraz F*(2) € Dy(6) dlak € Z; ,, i p.w. z € Ty(6). Ponadto z wlasnosci (1.5)

wynika, ze

(1.13) F=P[F"], Fek.

Rozwazmy przypadek, gdy n = 1. Przyjmujac D 3 2 — F(z2) := €% widzimy, ze
el® € T1(0), skad e € Dy(f). Zatem F € Har(D) NN (T1(0)) oraz |F(z)| = |e®]| =1
dla z € D. Rozwazmy teraz przypadek, gdy n = 2. Ponownie przyjmujac D 3 2z —
F(z) := % tym razem widzimy, ze ' € T (0)NTy(0), skad el € D;() ie'% € Dy(6).
Zatem F € Har(D) N N(Ty(0), To(0)) oraz |F(2)| = |[e®| = 1 dla 2 € D. Reasumujac,
jesli n < 2 to mamy trywialne, doktadne oszacowanie |F(z)| < 1dla F € Fpiz € D,
gdzie rownoé¢ zachodzi dla funkcji statej. Wobec tego od teraz stale zaktadamy, ze
n € Zs.



Rozdziat 2
Wyniki pomocnicze

W tym rozdziale przypominamy pojecie miary harmonicznej i dowodzimy szereg
jej uzytecznych wtasnosci, majacych zastosowanie w dalszej czesci rozprawy przy wy-
znaczaniu nieréwnosci typu Schwarza. Nastepnie prezentujemy charakteryzacje klasy
odwzorowan harmonicznych spetniajacych normalizacje sektorowa i wykazujemy kilka

przydatnych wtasnosci tej klasy.

2.1 Miara harmoniczna

Niech Q c C bedzie obszarem Jordana, tzn. brzeg fr (€2) jest krzywa Jordana.
Miara harmoniczng tuku I C fr (©2) w punkcie z € Q wzgledem obszaru {2 nazywamy
wartosé w(z, I; Q) := F(z), gdzie F jest rzeczywista funkcja harmoniczna i ograniczona
w ) takg, ze F(z) = 1,gdy @2 2 — (€ I\ {u,v} oraz F(z) - 0,gdy 23>z — ( €
fr () \ (I U{u,v}), gdzie u i v sa koncami tuku /. Powyzsze warunki jednoznacznie
wyznaczaja funkcje F'; por. [2, Sec. 3-1], [6, Sec. 1.4], [12, Sec. 6.1]. Granice funkcji F’
w koncach u i v nie istnieja. Niemniej jednak pewna forma zbiezno$ci ma miejsce. Na
przyktad dla dowolnych «, 8 € R takich, ze a < f < a + 27,

1, gdy well{e*ef}
lir{{w(ru,I;D) =20, gdy weT\I,
5 gdy ue{e? e}
gdzie I := {e' : t € [a; B]}. Zauwazmy, ze dla dowolnych G' € Hol(2) i F' € Har(G(f2)),
00(F o G) = 0((0F 0 G)IG + (OF 0 G)G) = d((OF o G)IG)
= J(0F 0 G)IG + (OF o G)90G
= ((09F 0 G)OG + (90F © G)IG)IG =0 w Q,

10
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skad na mocy (1.3), FoG € Har(2). Jedli ponadto F jest funkcja rzeczywista ograniczo-
na to ztozenie F oG tez ma t¢ wlasnos¢. Stad wynika nastepujaca wtasnosé konforemne;j

niezmienniczosci miary harmonicznej (por. [12, Sec. 6.1])
(2.1) w(z, 1;Q) = w(G(2),GI);G()), =zeQ,

przy zalozeniu, ze G odwzorowuje konforemnie obszar {2 na obszar Jordana G(€2).
Wtedy odwzorowanie G ma rozszerzenie do homeomorfizmu G' domkniecia cl(€) na
domkniecie cl(G(2)); por. [18, Theorem 14.19].

Poniewaz dla kazdego tuku T C T, w(z,T;D) = P[X7|(2) dla z € D, wiec z (2.1)

dostajemy w szczegolnosci zaleznosé
(2.2) PX,r|(uz) =P[Xr](2), weT, zeD.

Tu i w dalszym ciagu przyjmujemy AA := {Xa : a € A} dla A € C i zbioru niepustego
AcC.

Dla dowolnego a € (0; 7] rozwazmy tuk
(2.3) Iy = {e": |t — 7| < a}.
Ponadto przyjmujemy log := (exp |o) !, gdzie Q := {2z € C: |Imz| < 7}.
Lemat 2.1. Dla kaZdego o € (0; 5] zachodzi réwnosc

(2.4) P[X,.](2) = ; - iarctg <2Re fiﬂiE)';'nz;fs(a)) , zeD,

gdzie tuk I, dany jest wzorem (2.3).

Dowdd. Ustalajac dowolnie a € (0; 2] widzimy, ze €] 1= /(™% = —e™@ oraz €} :=
ei(™e) — _gie ga punktami koncowymi tuku I,. Rozwazmy homografie h : C — C
spelniajaca warunek

/ —_—
(2.5) h(z) =ie 272 s e C\ {¢}}.

z—é
Poniewaz h(e}) = oo, h(ey) = 0, h(—1) = i oraz Reh(0) > 0, wiec h przeksztalca
konforemnie kolo D na prawa poéitptaszczyzne H := {z € C : Rez > 0}. Ponadto

h(I,\{e},e5}) ={it : t € (0;400)} oraz h(T\ I,) = {—it : t € (0;+00)}. Stad funkcja

1
(2.6) D>z U,(z) :=—Imlogh(z)
m
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jest dobrze okredlona. Zatem funkcja (2.6) jest funkcjg harmoniczng i Wo(z) — 3, gdy
D>z—udauel,\{e, e} iV (z) > —1,gdy D>z udlau e T\ I, Ponadto
|W,(2)] < 5 dla z € D. Dlatego

1
(2.7) PX. ](2) = 5 +U,(2), zeD.
Laczac (2.5) 1 (2.6) otrzymujemy
1 L _plo 1 1 —ia
U,(z) = —Imlog [ie_‘ae.zl = —Imlog [—i—{_e.zl , zeD.
™ z+e @ ™ z+e@
Stad dla kazdego z € D,
1 1+ e 1 1+e9z)(z el
U,(z) = —Imlog —iL.Z = —Imlog —i( +e z)(;—f—e )
v z 4 e~ia s |z 4 e~io|?

1 . . )
= — Im { log |:—1(1 —+ e_lf’éz)(z + ela):| . ]_Og |Z + e_1a|2}
m

1 . .
— ~Iml —i(1 —ia = i
—Im og[ i(l+e“2)(z+¢ )}

(2.8) "
= —Imlog |—i(Z + €™ + e @|2|* + z)}
7"' L
= ~Tmlog [~2iRez — ie™[z[* - ic**]
7"' L
1 -
= ~Imlog [sin(a)(1 — |2[*) — i(2Re = + cos(a) (1 + |2[%))]
7T L
Zatem )
1 2R 1
U, (z) = —= arctg i + cos(a)(1 + |21) : e D.
T sin(a)(1 — |z]?)
To tacznie z (2.7) daje réwnos¢ (2.4), co konczy dowdd. O

Uwaga 2.2. W szczegolnym przypadku, gdy a = 3, réownos¢ w (2.4) przyjmuje postac
11 1+4Rez+ |22
P{X; |(z) = = — —arct , 2z €D.
Xz =2~ g< et

Uwaga 2.3. W szczegdlnym przypadku, gdy a = §, réwnos¢ w (2.4) przyjmuje postac

11 V2(1 4 |2]?) + 4Re 2
P[X. ](2) = 5~ ;arctg < a1~ o) ) , z€D.

Lemat 2.4. Dla kazdego o € (0; 5] zachodzi oszacowanie

PIXI() > PIJ(1]) = 5 — et <2|Z|J fl@z'flii (c;;(a))

_1 arc (1= [2[*) sin(a)
(2.9) = arcte <2|z| +(1+ |2|2)COS(04)>

9 :
= — arctg 7sm(a) — 2’ zeD,
T |z| 4+ cos(a) T
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gdzie 1,, jest tukiem danym wzorem (2.3). Rownosé w (2.9) zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy z = |z|.

Oszacowanie (2.9) z ostatnia réwnoscia pojawito sie w pracy [7, Lemma 3.2]. Poni-

zej zaprezentujemy jego alternatywny dowod wraz z dwoma dodatkowymi rownosciami.

Dowdd. Niech a € (0;7] oraz z € D beda dowolnie ustalone. Przyjmujac r := |z|

otrzymujemy na mocy lematu 2.1,

(2.10) PX.] (') = ; B iarctg <27" cosg)_‘f‘r(;) :;ri"(o)é)cos(oé)> . LeR

Poniewaz funkcja arctg jest rosnaca, wiec funkcja (2.10) osiaga warto$¢ najmniejsza
dla t = 0. Zatem

(2.11)  PXp () = PX](]2]) = ; — iarctg (2|Z’(T_(1’Z2|)ZS|H)1(C;)§<O[)> , z€D,

co daje oszacowanie w (2.9) wraz z pierwsza rownoscia. Korzystajac z (2.8) dla z := |z
otrzymujemy

Wa(lel) = Tmlog [~i(1 + e J2])(J2] + )]

Poniewaz kazdy z czynnikéw w argumencie funkcji log oraz ich iloczyn lezg w obszarze

C\{t eR:t e (—o0;0]}, wiec z whasnosci funkgji log otrzymujemy

U, (lz]) = ilmlog(—i) + ilmlog {2|z| + (1 + [2]?) cos(a) +i((1 — |2|*) sin(oz))}
L= )

1 1 (
= —— + — arctg
s

2 2|z + (1 +|2]?) cos(a)
To tacznie z réwnoscia (2.7) dla z := |z| daje druga réwnosé w (2.9). Korzystajac
ponownie z (2.8) dla z := |z|, dostajemy

1 ‘ | 1 o
Wa(|2]) = —Tmlog [—i(1+ e [z])(|2] + €)] = —Imlog [—i(]2] + e)%e 7] .

Poniewaz kazdy z czynnikow w argumencie drugiej funkcji log oraz ich iloczyn leza

w obszarze C\ {t € R :t € (—o0; 0]}, wiec z whasnosci funkeji log otrzymujemy

1 2 - 1 .
U, (lz]) = - Imlog(—i) + - Im log (|z\ + ela> + Im log (e_la)
1 2 ‘o a
= —i—i—glmlog(\z\ +e ) - —

To wraz z réwnoscia (2.7) dla z := |z| prowadzi do

, z€D,

2 i a 2 sin(o a

2| + cos(a)
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co daje trzecia réwnos¢ w (2.9).

Ponadto na mocy (2.10), P[Xy ](re®) > PX. ](r) dla r € [0;1) it € [—7, 7]\
{0}, gdyz funkcja arctg jest rosnaca. Zatem réwnosé P[X; ](re't) = P[X ](r) zachodzi
wylacznie w przypadku, gdy ¢ = 0. Tym samym réwnos¢ w (2.9) zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy z = |z|, co konczy dowdd. O

Whniosek 2.5. Dla kazdego 6 € P, zachodzi oszacowanie

2 sin(d) )
(2.12) p(z) = PIX5](|z]) = - arctg (\z\—l—cos(d)) - 2 e D,
gdzie
(2.13) p(z) :==min({PX7,](2) : k € Z1,,}),

208 6 =0 1 T}, :=Tx(0) dla k € Zy,.

Dowéd. Ustalmy dowolnie 6 € P,,. Niech Z,, > k — a; € T bedzie ciaggiem punktow
srodkowych partycji Z,,, 3 k— 1}, C T, tzn.,

(2.14) Ty = {axe™ : |t| < ou},

gdzie oy, == 3|Ty|1 dla k € Zy,. Stad i z (1.9) otrzymujemy na mocy wzoru (2.3)
inkluzje I5 C I,, dla k € Z; ,. Nastepnie stosujac wzér (1.4) widzimy, ze dla dowolnie

ustalonego z € D,

PIXL (20) = PXG](12]) + PIXr il (12]) = PIXGI(I2]), k€ Zon.

g

Zatem
(2.15) min({P[X;, [(|z]) : k € Z1n}) = P[X,,](]2]),

gdyz § = ays dla pewnego k' € Zy ,,. Ustalmy k € Z, ,,. Stosujac obrét C 3 ¢ — ¢(() :=
—a; ¢ otrzymujemy (Ty) = I, , skad na mocy (2.2) dostajemy

PIX7,](2) = PXoml((2)) = PIXu, 1(¢(2)).

7, drugiej strony na podstawie lematu 2.4,

PX1, )(p(2)) = PIXp, (e (2)]) = PIXg,, 1(12]).

Zatem
PXg](2) = PIXg, J(l2]), k€ Zop.
Laczac to z (2.13) 1 (2.15) wyprowadzamy nieréwno$¢ w (2.12). Réwnos¢ w (2.12) jest

konsekwencjg lematu 2.4, co konczy dowdd. O]
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) 2 J
T, = 2« @ P[X7](2) = PX,](|z]) to |T|1 = 2« i —uz = |z|, gdzie u jest Srodkiem

tuku T.

Whniosek 2.6. Dla dowolnych o € (0' 3} z € D i tuku domknietego T C T, jesli

Dowdéd. Ustalmy dowolnie «, z i T' spetniajace zatozenia. Przyjmujac (= %|T|1 widzi-

my, ze —ul’ = I3. Korzystajac z zaleznosci (2.2) i wzoru (1.4) dostajemy

(2.16) P[Xy](2) = P _sg] (—22) = P[X;,](—2) > P[X, ] (—2).

gdyz I, C Ig. Dlatego na mocy zalozenia, ze P[Xr](z) = P[X, |(|2]),
PXp)(—uz) < PXp,](|2]) = PXg](] —uz]).

Stad na mocy lematu 2.4, P[X; |(—uz) = P[X; ](]z]) i —uz = |z|. To lacznie z (2.16)
implikuje réwnos¢ P[X1,](|z]) = P[X1,](|z|), z ktérej wynika, ze o = (. Zatem |T'|; =
203 = 2a;, co konczy dowod. O

Definicja 2.7. Punkt p nazywamy punktem mocno ekstremalnym zbioru A C C

:< p jest punktem ekstremalnym zbioru A i istnieje prosta [ C C taka, ze [N A = {p}.
Wykazemy teraz uogélniony wariant [17, Lemma 3.1].

Lemat 2.8. Dla dowolnych a € D 1 b € C, tuku domknietego T C T, zbioru niepustego
i wypuktego D C C, funkcji calkowalnej f : T — D, jesli 0 < |T|y, b jest punktem

mocno ekstremalnym zbioru D,

(2.17) f(z)eD diapw z€T
(2.18) P[f - X7](a) = bP[X7](a),

to f(z)=bdlapw z€T.

Dowdd. Ustalmy dowolnie a,b, T, D i f spetniajace zatozenia lematu. Jedli D = {b} to
wobec zalozenia f(T) C D, f(z) =bdla z € T, a to jest teza lematu. Mozemy wiec
zatozy¢, ze D # {b}, czyli istnieje wy € D \ {b}. Ustalmy dowolnie w € D \ {b}. Jesli
A= ;"O—__bb € (—00;0) tow — b = Awy — b), skad b = iw + %wo, a wiec b nie jest
punktem ekstremalnym zbioru D, co przeczy zalozeniu. Dlatego ;UT:Z}; € C\ (—o0;0]
dlaw € D\ {b}, i tym samym funkcja

w—2>b

(2.19) D\ {b} > w — ¢(w) :=Imlog 0o b
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jest dobrze okreslona. Na mocy wzoru (2.19), (D \ {b}) C (—m;7), a wiec
(2.20) —m < a:=inf (D \{b}) < B :=supp(D \ {b}) < .

Poniewaz D jest zbiorem wypuklym i wyg € D, wiec dla kazdego w € D, FE, :=
{tw+ (1 —t)wg : t € [0;1]} € D. Ponadto, jesli b € E,, dla pewnego w € D \ {b}, to
b nie jest punktem ekstremalnym zbioru D, co przeczy zalozeniu. Zatem FE,, C D\ {b}
dlaw € D\{b}. Poniewaz p(wg) = 01 ¢ jest funkcja ciagta, wiec p(E,,) jest przedziatem
10 € p(Ey) dlawe D\ {b}. W konsekwencji ¢(D \ {b}) jest przedziatem, gdyz

oD\ =0( U B)= U elFa)

weD\{b} weD\{b}
To tacznie z (2.20) oznacza, ze
(2.21) (@ 8) Cp(D\A{b}) C [a; 5].

Zalézmy, ze f—a > 7. Istnieja woéwczas wy, we € D\ {b} takie, ze p(wq) = 01 p(wy) =
6 + m dla pewnego 6 € (—m;0). Stad na mocy wzoru (2.19),

—b —b
log o =r;+i0 oraz log w2 =719 +1i0 +irm
Wy — b woy — b
dla pewnych 71,75 € R, i w konsekwencji w; — b = (wo — b)e" e oraz wy — b = —(wy —
ble™2el’ co daje (w; —b)e ™ = —(wy — b)e ™. Zatem (™" +e )b = e "lw; + e 2w,

czyli b nie jest punktem ekstremalnym zbioru D, co przeczy zatozeniu. Dlatego f—a <

7. Rozwazmy funkcje

w—>b _ia4pB
—€ 2.

(2.22) Cowr ANw) = —

Dla dowolnie zadanego w € D \ {b} stwierdzamy na mocy wzoru (2.19), ze

lo v
g’wo—b

=Ty + 190<w)7

gdzie r,, := log ’;"O—__bb’ To tacznie z (2.22) daje

(2.23) Aw) = eretie®)e=i®s? - ereel (P =57) — grugifu

’

gdzie wobec nieréwnosci (2.20),

(2.24) 0 = p(w) —

a+ 3 l ﬁ—a.ﬁ—a]
c |— .
2 72
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Jesli B — o < 7 to na podstawie (2.22), (2.23) i (2.24) dostajemy inkluzje
(2.25) AD) c {0} U{¢ e C:Re( > 0}.

W przeciwnym przypadku 3 — a > 7. Z drugiej strony wiemy, ze f — a < . Zatem
B —a =m, i uwzgledniajac (2.23) i (2.24) dostajemy inkluzje
(2.26) AD) Cc {( e C:Re¢ > 0}.

Z inkluzji (2.21) wynika, ze dla dowolnie ustalonego 7 € («; 3) istnieje p € D \ {b}
taki, ze ¢(p) = 7. Stad na mocy (2.19),

log b
IUQ—b

=r, +ip(p) =r, +ir,
gdzie r, := log ‘%‘ Zatem p — b = (wy — b)e™e'™, i w konsekwencji

(2.27) {p,b} C{tlp—b)+b:t e R} =1, := {t(wy —b)e™ +b:t € R},

czyli {p,b} C DnNl,. Dlatego dla kazdego T € («; 3), I, N D # {b}. Z drugiej strony na
mocy zalozenia, b jest punktem mocno ekstremalnym zbioru D. Zatem I, N D = {b}.

Stosujac wzor (2.22) dostajemy

Mla) = {\t(wy — b)e +b) : t e R} = {it : t € R}

(2.28)
={( e C:Re( =0}

Stad
AMD)=XDNl,U(D\1))=AXDNIl,)UXND\ L) ={0}UAD)\ Al)),

co tacznie z (2.26) i (2.28) daje inkluzje (2.25). Korzystajac wiec z zalozenia (2.17)

mamy

(2.29) Ao f(z) e (D) c{0}uU{(eC:Re¢ >0} dlapw. zeT.

Dlatego Re A(f(z)) = 0 dla p.w. z € T. Ze wzoru (2.22) wynika, ze A(w) = pw + v

dla w € C, gdzie p = 1_be*i# iy = _—Z)e*iaTw. Korzystajac z réwnosci (2.18)
wo wo

otrzymujemy

P[Re((Ao f) Xnl(@) _ o Pllef +)-Xalla) _ . #PIf - Xal(a) + v Pr)(a)

= Re

PXr](a) PX7](a) PXr](a)
_ Pf - Xr](a) _ _
= Re(’uP[XT](a) + u) = Re(ub+v) =0.
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Stad funkcja harmoniczna o wartosciach rzeczywistych P[Re((Ao f) - X7)] osiaga mini-
mum w punkcie a, a wiec na mocy zasady minimum dla funkcji harmonicznych o war-

tosciach rzeczywistych dostajemy
P[Re((Ao f) - Xp))(z) =0, ze€D,
Zatem dla p.w. z € T,

ReA(f(z)) =Re((Ao f) - Xr)(2) = lim P[Re((Ao f) - Xp)](rz) = 0;

r—1-
por. [5, Corollary 2, Sec. 1.2]. To tacznie z (2.29) prowadzi do réwnosci A(f(z)) = 0 dla
p.w. z € T. Stad f(z) =bdla p.w. z € T, co koniczy dowdd. O

2.2 Charakteryzacja odwzorowan harmonicznych

z normalizacjg sektorowg

W tym podrozdziale przyjmujemy T}, := Ty () i Dy, := Dp(0) dla 0 € P, ik € Zy,,.
Niech X; oznacza funkcje charakterystyczna zbioru I € T, tzn., X;(¢t) := 1 dlat € I
oraz Xr(t) ;== 0dlat € T\ I. Wykazemy teraz wzmocnione wersje wynikéw z [7, Sec. 2].

Wzmocnienie polega na usunigciu ograniczenia |Tx|y < 7 dla k € Zy .

Lemat 2.9. Dla wszystkich 0 € P,, F' € Fy i z € D istnieje cigg Zyn > k +— ¢, € Dy,

taki, ze zachodzi réwnosc

(2.30) Z cx P[X7,](2

Dowdéd. Ustalmy dowolnie 6 € P,,, F' € Fy oraz z € D. Poniewaz |T;|; > 0dla k € Z ,,

wiec
(2.31) 0<pp:=PXr](2) <1, k€Z,.

Na mocy wzoru (1.7), kazdy zbiér Dy, gdzie k € Z;,, jest domkniety i wypukly.
Co wiecej, z (1.7) i (1.12) wynika, ze [*(2) € Dy dla k € Z;,, i p.w. z € T}. Stad
iz (2.31) wnioskujemy, stosujac twierdzenie o wartosci $redniej dla funkcji o wartosciach
zespolonych, ze

1
Cr, ::P{
Pk

Korzystajac teraz z (1.13) dostajemy

T XT,J (2) € Dy, k €Zyy.

n

F(z) = P[F*](z) = P [Z P ka} ()= P [F - ka] (2)

k=1 1

k=
= Zpk P [ N XT,C} Zpkck,
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a to implikuje réwnosé (2.30). O
Lemat 2.10. Dia kazdego 0 € P, i kazdego ciggu Zy ,, > k +— ¢ € Dy,

(232) F = Z Cp. P[XTk] € Fp.
k=1

Dowéd. Ustalmy dowolnie 6 € P,. Majac dany ciag Z;,, 2 k — ¢, € Dy rozwazmy
funkcje F' okreslona wzorem (2.32). Poniewaz P[Xr, | € Har(D) dla k € Z, ,, widzimy,
ze I’ € Har(DD). Ponadto dla kazdego z € D,

> Pl (2) = P 3 Xn |(2) = PPva](2) = 1,
skad B -

F() < 3 el PR (2) < 35 PDg)(2) =1
7 definicji funkcji F' mamy . .
(2.33) F*(2) = kzn:lckXTk (2), zeT\E,

gdzie E jest zbiorem wszystkich u € T takich, ze u jest punktem koncowym pewnego
tuku sposréd tukéw Ty, dla k € Zy ,,. Zatdzmy, ze |F(z)| = 1 dla pewnego zo € D. Na
mocy zasady maksimum dla modutu funkcji harmonicznych o wartos$ciach zespolonych
(por. [3, Corollary 1.11, Chap. 1]) istnieje w € T taki, ze F(z) = w dla z € D, a wiec
F*(z) =wdla z € T. Z (2.33) wynika, ze

(2.34) F*(z2)=ck, k€Zip, z€Tp\E.
Zatem w = ¢, € Dy, dla k € Z;,,. Poniewaz |w| = 1, wiec
w ETQ(Dlngng) :TlﬂTng;g:@,

co jest niemozliwe. Dlatego |F'(z)| < 1 dla z € D, a wiec F': D — D. Ponadto z (2.34)
wynika, ze F € N(T1,Ts,...,T,), a to implikuje wlasnosé¢ (2.32). O

Twierdzenie 2.11. Dla dowolnych 6 € P, i zbioru zwartego K C D istniejg cigg
Zin kv cp € Dy iz € fr(K) takie, Ze

(235) Fr = Z Ck P[XTk] e Fy
k=1

oraz

En: cx P[X1,](2K)

k=1

(2.36) 1F(2)] < |Fre(zx)| = , FeF, zcK.

W szczegolnosci,

(2.37) max({|F(z)|: F € Fyp, z € K}) = |Fx(zk)|.
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Dowdd. Ustalmy dowolnie 6 € P, i zbiér zwarty K C D. Poniewaz F(K) C F(D) Cc D
dla F' € Fy, wiec

(2.38) Mg :=sup({|F(2)|: FeFy, z€ K}) <1
Stad istnieja ciagi N > m +— F,, € Fy oraz N> m — z,, € K takie, ze
(2.39) hm |Fr(2m)| = M.

Z lematu 2.9 wynika, ze dla kazdego m € N istnieje ciag Z1,, 3 k — ¢, 1 € Dy, taki, ze

Poniewaz zbior Dy, jest zwarty dla k € Z, ,,, wigc stosujac standardowg technike wyboru
podciggu zbieznego na zbiorze zwartym widzimy, ze istnieja cigg rosnacy N 3 [ — m; €
N, ciag Z1,, 3 k — ¢ € Dy oraz 2 € K takie, ze

(2.41) Coy ke — Cky, gdy | — 400, k €Zy,
oraz
(2.42) Zmy — Zpy gdy | — +o00.

Witasnosé (2.35) jest konsekwencja lematu 2.10. Z réwnosci (2.40) wnioskujemy, ze dla
kazdego m € N,

ch X1, ](zm) ZcmkPXTk](zm)‘

k=1

|Fi(2m) — Fn(2m)| =

n

Z|Ck_cmk|PXTk Zm) Z Ck = Cm.kl,

k=1 k=1

co tacznie z (2.41) prowadzi do

(2.43) lim |Fi(zm,) — Fony (2)] = 0.

l—4o00

Poniewaz |c,| < 1 dla k € Zy,,, wigc

|Fic(2)) — Fic(2m)| =

PX7,](2k) ch X7,] Zm‘

Z k| - | P[X7 ) (2k) — PIX1 ] (2m)]

3

XTk ZK P[XTk](Zm)|7 m € N.

b
Il
—
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To tacznie z (2.42) daje

(2.44) lim |Fg(zk) — Fx(2m)| = 0.

l—+oc0

Poniewaz dla kazdego | € N,

|FK<Z}() - sz(zmz>| < |FK(Z}() - FK(Zmz)| + |FK(2mz) - sz(zmz)|7
wiec z (2.44) i (2.43) wnioskujemy, ze

lim | Fn, (zm,)| = [Fre(25)|-

l—+o00

Stad i z (2.39), |Fk(z)k)| = Mg. Poniewaz Fy € Har(D), wiec korzystajac z zasady
maksimum dla modutu funkeji harmonicznych o wartosciach zespolonych stwierdzamy;,
ze istnieje zx € fr(K) taki, ze |Fk(z)| < |Fr(z2k)| dla z € K. W szczegdlnosci, Mg =
|Fr(2k)| < |Fk(zk)|. Z drugiej strony, na mocy (2.35) i (2.38), |Fk(zk)| < Mk.
Ostatecznie, |Fk(zk)| = Mg. To implikuje (2.37), i tym samym dowodzi nieréwnosci
(2.36), co konczy dowdd. O



Rozdziat 3

Nieréwnosci typu Schwarza dla
odwzorowan harmonicznych kola
jednostkowego w siebie

7z normalizacjg sektorowg

Rozdziat ten zawiera gtowne wyniki niniejszej pracy, czyli oszacowania typu Schwa-
rza dla odwzorowan harmonicznych spetniajacych normalizacje sektorowa. Rozwaza-
nia ogdlne dotycza oszacowan dla partycji okregu na n tukéw o dowolnej dtugosci.
Fundamentalnym wynikiem jest tutaj twierdzenie 3.1, ktore rozszerza twierdzenie [7,
Theorem 3.1|. Nastepnie rozwazania skupiamy na przypadku podziatu okregu jednost-
kowego na trzy tuki o dowolnej dhugosci, tym samym uogdlniajac rezultaty otrzymane
w [17, Corollary 2.2, Corollary 3.4]. Gléwny wynik stanowi twierdzenie 3.16, ktére po-
daje oszacowanie typu Schwarza dla partycji z trzema tukami, tacznie z konfiguracjami
ekstremalnymi. Nastepnie wyznaczamy oszacowanie typu Schwarza dla partycji okregu
jednostkowego na cztery tuki o dowolnej dtugosci, tacznie z konfiguracjami ekstremal-

nymi; por. twierdzenie 3.21.

3.1 Rozwazania ogdllne

Waznym zastosowaniem twierdzenia 2.11 jest nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 3.1. Dla wszystkich 6 € P, i z € D zachodzi nieréownosé

(3.1) [F(2) <1—=(n—=95p(z), FeF,

22
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gdzie
(3.2) S = sup({Re(quk) u €T, Zip2k— v € Dk}>
k=1
oraz
(3.3) p(2) == min({pi(2) : k € Z1,})

z pr = PXp], T := Tx(0) i Dy := Dy(8) dla k € Zy,. Ponadto dla dowolnych
z €D F e Fy rownosé w (3.1) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg u € T,
funkcja mierzalna f: T — cl(D) i cigg Zyn 3 k — ¢ € fr(Dy) spelniajgce nastepujgce

warunki:
(1) f(Tk) C Dy oraz cype(z) = PIf - X1, )(2), k € Zyp;
(ii) F(z) =u-|F(2)];

(ifi) S = Re (u kgijl ck>;

(iv) (1 = Re(ucy))(pr(z) —p(2)) =0, k€ Zyy;
(v) F=P[f].

Dowdéd. Ustalmy dowolnie § € P, i z € D. Na mocy twierdzenia 2.11 istnieje ciag
Ly, 3k — ¢ € Dy, taki, ze

(34) F = zn: Ck P[XTk] € Fy
(3.5) F()| < |B()|, FeF

Przyjmujac u = F(2)/|F(2)|, gdy F(z) # 0 oraz u := 1, gdy F(z) = 0 widzimy, ze
u € T oraz F(z) = u|F(z)|. Stad

(36)  |F(2)| = uF(z) = Re(@F(2)) = Re (uki ckpk(z)> — 3" Re(te)pa(2).

k=1

Poniewaz
n

> pu(z) =1,

k=1
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wiec na mocy wzoru (3.3) otrzymujemy

zn: e(ucy)pr(z i Re(ucy) — 1+ 1)pi(2)

I
M: I

Re (uck) — 1)pe(2)

B
Il
—

—
W
-
M:

Reuck ) — 1)p(2)

=
Il
—

M=

(pe(2) — p(2)) + p(2) Z Re(@cy)

T
I

_1—np Z UCk

To tacznie z (3.6) oraz (3.2) daje

M=

[F(2)] < 1—np(z) +p(2)
(3-8) i

=1—(n—9)p(2).

Stad i z (3.5) otrzymujemy oszacowanie (3.1).

Re(tcy) < 1—np(z) +p(2)S

1

Ustalmy dowolnie z € D i F' € Fy. Zalézmy, ze zachodzi réwnosé w (3.1), tzn.

(3.9) [F(2) = 1= (n—5)p(z).
Poniewaz F' € Fy, wiec F*(z) € Dy dla p.w. z € Ty, k € Zy,,. Przyjmujac wiec

F*(2), gdy z € T}, \ {e%-1 €%} A F*(2) € Dy,

Tz fk(z) = 0 i0
0, gdy z ¢ T \ {e%1,e%} V [*(2) ¢ Dy,

dla k € Z,,, widzimy, ze f =Y}, fr : T — cl(D) jest funkcja mierzalng oraz f(T}) C

Dy dla k € Zy,,. Poniewaz F*(z) =
wynika, Ze ciag Ziy 3 k — ¢ 1= 1 P[f - X7,](2) € Dy, spelia réwnosé

(3.10) Z cx PX7, ] (2
Stad wynika wtasnos¢ (i). Z lematu 2.10 wynika za$, ze
(3.11) Z PXg,] € Fo.

Konsekwencja wzoru (3.11) i réwnosci (3.10) jest réwnosé

(3.12) F(z) = F(2).

f(z) dla p.w. z € T, wiec z dowodu lematu 2.9
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Na mocy wzoru (3.3) mamy

2) < D _p(z) =
k=1
co wobec réwnosci (3.9) oraz nieréwnosci p(z) > 015 > 0 daje

[F(2)] =1—=(n—=5)p(z) > 1 —np(z) > 0.

Stad F(z) # 0 i mozemy przyjaé u := %, co daje réwnosé (ii). Stosujac (3.8)

dostajemy na mocy (3.9),

(3.13) |F(2)] <1—np(z ZRe (acy) < 1—np(2) +p(2)S = |F(2)].
To tacznie z (3.12) daje réwnosci

(3.14) |F(2)] = |F(2)| =1 —np(z zi: e(ucy) =1 —np(2) + p(z)S.

Poniewaz p(z) > 0, wiec >p_; Re(ucg) = S, co daje réwnosé (iii). Ponadto stosujac
(3.3) i (3.6) dostajemy na podstawie (3.14),

|F(2)] = > Re(ucy)pr(z) =14 D (Re(uck) — 1)pi(2)
k=1

k=1

NE

(3.15) 1+

N

(Re(acy) —1)p(2)

b
Il

1

— 1—np(2) +pl(=) 3 Re(aiey) = | F(2)].

NE

b
Il

Stad
> (Re(uck) — 1) pr(z) = Y (Re(ter) — 1) p(z),

k=1 k=1
i w konsekwencji

gﬂ: (1 — Re(mcy)) (pr(z) — p(2)) = 0.
Poniewaz (1 — Re(tucg)) > 01 pip(z) — p(z) > 0 dla k € Zy,, wiec
(1 —Re(ucy)) (pr(z) —p(2)) =0,k € Zny,

a to dowodzi wlasnosci (iv). Poniewaz F' € Fp, wiec na mocy (1.13), F' = P[F*] = P[f],

co daje wtasnosc¢ (v). Pozostaje wykazaé, ze

(3.16) cr € fr(Dy), k € Zyp.
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Ustalmy dowolnie k € Zy , i zatdzmy, ze ¢ € int(Dy). Wowcezas istnieje r > 0 taki, ze
D(ck,r) C Dy. Przyjmujac wiec v, := ¢ dlal € Zy,, \ {k} oraz vy := ¢, + %TU widzimy,

ze vy € Dy dlal € Z ,,, skad na mocy wzoru (3.2) 1 wtasnodci (iii),

n n n 1
S>RG(UZUZ> :Re(u z U1+UUk) ZRG(U Z Cl—l—u<ck—|—ru)>
=1 k#l=1 kAl=1 2

= Re(azn:cl + 17"|u|2) = Re(’[czn:cl> + l_s + L.
=1 2 =1 2 2
Zatem r < 0, co daje sprzecznosé. Dlatego ¢ € Dy \ int(Dy) = fr(Dy), co dowodzi
whasnosci (3.16).

Na odwrét, zatézmy istnienie v € T, funkcji mierzalnej f : T — cl(D) i ciagu
Zyy 2 k — ¢ € fr(Dy,) spetniajacych warunki (i)-(v). Wéwczas na mocy warunku (v),
F = P[f], a wigc F' € Har(D). Stad dla kazdego k € Z;, wynika na mocy warunku
(i), ze F*(2) = f(2) € Dy dla p.w. z € T}. Dlatego F' € Fy. Z warunku (i) dostajemy
réowniez

F) = PUAI) = P[3 X ](2) = P - X)(e) = Y amel)

Stad na mocy warunku (ii) otrzymujemy

(817)  |F(2)| = uF(z) = Re(uF(2) (chpk ) = ; e(er)pul=

Biorac pod uwage rownosé Zpk(z) = 1 dostajemy
k=1

n

En: e(ucr)pr(z) = Y_(Re(ucy) — 14 1)py(2)
(3.18) =t h=l

ZReuck — Dpi(2).

Warunek (iv) implikuje

> (Re(ucy) — 1)p(z Z (Re(ucg) — 1)p Z e(tcy) — Y p(z)
k=1 = k=1

= Zi: e(ucy) — np(z).

To tacznie z (3.17) i (3.18) prowadzi na mocy warunku (iii) do réwnosci

|F(z)] =1+p(z ZReuck — np(z)

— 14 p(2)S — np(z) = 1 — (n — S)p(=).

Zatem réwno$¢ w (3.1) zachodzi, co konczy dowdd. O
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Oszacowanie (3.1) jest uzyteczne, o ile mozemy oszacowaé p(z) od dotu i S od
géry. Wartos¢ p(z) zostata oszacowana od dotu w podrozdziale 2.1; por. wniosek 2.5.
Przejdzmy wiec do szacowania od gory wielkosci S danej wzorem (3.2). W tym celu

dla dowolnie zadanego n € N okreslamy funkcje

(3.19) (O; Z] 3 0 = pn(6) :=sup(4s),

gdzie As jest zbiorem s € R, dla ktérych istniejg 6 € P, oraz ciag Zi, 2 k — 2z €
Dy (0) speliajace réwnosci dg = 6 i

n

(3.20) s = Re(Z zk>

k=1

Lemat 3.2. Dla kazdego 0 € P,, zachodzi nieréwnosé
(3.21) S < pal0),
gdzie S jest liczbg okreslong wzorem (3.2) i 6 := dy.

Dowdd. Ustalmy dowolnie 8 € P, u € T oraz ciag Zy,, 2 k +— v, € Dy = Dy(0).
Wtedy u = € dla pewnego o« € Ri ¢ := 0 — a € P,. Przyjmujac z, = U - vy,
dla k € Zy,, widzimy, ze z, € D}, := uD, = Dy(¢') dla k € Z;,,. Poniewaz 0’ € P,

i 0p = dp = J, wiec na mocy wzoru (3.19) oraz réwnosci (3.20) dostajemy

(3.22) Re(u’g vk> = Re <§: zk> < pu(9).

Poniewaz nier6wno$¢ (3.22) nie zalezy od wyboru u € T i clagu Zy, 3 k — v € Dy,

wigce ze wzoru (3.2) wynika nier6wnosé (3.21), co konczy dowdd. O

Whniosek 3.3. Dla dowolnego 6 € P,, zachodzg oszacowania
[F(2)] <1 —=(n—pn(0))p(2)
1 sin(0)
<1——(n—pn(d)) | 2arctg 21+ cos(d) 0|, FekFy zeD,
T

gdzie p(z) == min({P[X7,|(2) : k € Z1,,}), T :=Ty(0) dla k € Zy,, 7 9 := dy.

(3.23)

|z 4 cos

Dowdéd. Niech 6 € P,, bedzie dowolnie ustalone. Z lematu 3.2 wynika nieréwnos¢ (3.21).

Stad na mocy twierdzenia 3.1 otrzymujemy
(3.24) |F(z2)| <1—=(n—=295)-p(z), FeF z€D,
gdzie p(z) := min {P[Xr1,](2) : k € Z1,,}). Z nieréwnosci (3.21) otrzymujemy nierdw-

nos¢ n — S = n — p,(d), ktéra tgcznie z oszacowaniem (2.12) prowadzi do

L= (n—5)-p(z) < 1= 2(n— pu(d)) <2arctg (Sm@> —5> . zeD.

T |z| + cos(d)

To wraz z oszacowaniem (3.24) implikuje oszacowania (3.23). O
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3.2 Oszacowania dla partycji z dowolna iloscig

hukow

W tym podrozdziale rozwazamy przypadek podziatu okregu jednostkowego na n tu-

kow o dowolnej dtugosci.
Lemat 3.4. Dla dowolnych o, 3,t € R, jesli 0 < a <t < [ < 27 to
(3.25) cos(t) < max({cos(a), cos(3)}).

Dowdd. Ustalmy dowolnie «, 3,t € R spetniajace nierownosci 0 < a <t < 3 < 2m.
Jesli t < 7 to cos(t) < cos(a). Jedli m < t to cos(t) < cos(B). W obu przypadkach

dostajemy nier6wnosé (3.25). O
Lemat 3.5. Dia dowolnych o, € R, jesli 0 < a < f < 27 to

(3.26) Re z < max({cos(a),cos(8),0}), =z € D :=conv(T U{0}),

gdzie T := {el : t € [o; A]}.

Dowadd. Ustalmy dowolnie a, 5 € R takie, ze 0 < a < 3 < 2w, oraz z € D. Zaldézmy, ze
T, <7 Wtedy D = {ru:r € [0;1] Au € T}, a wigc z = r - u dla pewnych r € [0;1]
iueT. Stad |z] = r-|u| = r, i w konsekwencji z = |z|e dla pewnego t € [a; 8]. Wtedy

Rez = |z| Ree = |z| cos(t).

Jesli cos(t) < 0to Rez < 0. Jesli zas cos(t) > 0 to na mocy lematu 3.4, Re z < cos(t) <
max({cos(«), cos(3)}). Zatem

(3.27) Rez < M := max({cos(a), cos(3),0}).
Zalozmy teraz, ze |T|; > m. Wtedy D = D" U D", gdzie
D' :={ru:re€[0;1]]AuecT} oraz D" :=conv({0,e"e"}).

Jedli z € D' to z = |z]el dla pewnego t € [a; (], co — analogicznie jak w przypadku
IT|; < © — daje nieréwnosé (3.27). Jesli z € D" to 2z = Ao - 0+ Ay - €@ + Xy - e dla
pewnego ciagu Zgo 3 k — A € [0; 1] spelniajacego réwno$é Ao + A; + A2 = 1, skad
Rez = A\ Ree® + Ay Ree = )\, cos(a) + Ay cos(B)
KA M+ N -M+X- M=+ A+ X)) M= M.

Zatem w kazdym przypadku Re z < M, czego nalezato dowies¢. [
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Twierdzenie 3.6. Dla dowolnego 6 € P, takiego, ze 6y < 0 < 01 oraz dla kazdego
cigqu Zy n, 2 k — 2z, € Dy, = Dy (8) zachodzi nieréwnosé

(3.28) Re (g: zk> <1+ Zn: max({cos(f), cos(fx_1),0}).

k=2

Dowdéd. Ustalmy dowolnie 8 € P,. Przy zalozeniach twierdzenia widzimy na mocy

lematu 3.5, ze
(3.29) Re 2z, < max({cos(0x), cos(0x-1),0}), k € Za,,

gdyz 0 < 01 < 0 < 2m dla k € Zy,,. Poniewaz Re z; < 1, wiec stosujac nieréwnosci
(3.29) dostajemy nieréwnosé (3.28), co konczy dowdd. O

Whniosek 3.7. Dla dowolnego 0 € P, takiego, ze 6y < 0 < 61 oraz dla kazdego ciggu

Zyy 2 kv 2z, € Dy := D(0) zachodzi nieréwnosé

Re (i zk> < 14 max({cos(6 + 26), cos(6y), cos(6y — 29),0})
(3.30) = o
+ kZ: max({cos(6; + 2(k — 2)6),cos(6p — 2(n — k)4),0}).

Dowdéd. Ustalmy dowolnie 6 € P,. Przy zatozeniach twierdzenia widzimy, ze dla kaz-

dego k € Zs ,,
k—1
9](271 = 2(91 - (9[71) + 01 2 (k’ — 2) - 20 + 91

1=2
oraz dla kazdego k € Zy ,,_1,

kaen— Z (9;—91_1)g&n—(n—k)'2(5:90—1—27?—(71—/{:)25.
I=k+1

Zatem

(3.31) 6 +2(k—2)0 <Opq1 <O <240y —2(n—k)d, k€ Zyy,.
Z lematu 3.5 wynika, ze

(3.32) Re 2, < My, := max({cos(fk_1), cos(0y),0}), k € Zap.

Poniewaz

oraz
Qn_l é@n—25:90+27r—25<27r—25,
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wiec na mocy lematu 3.4, cos(6,_1) < max({cos(6; + 29),cos(fy — 20)}. To tacznie
z (3.32) i réwnoscia 0,, = 27 + 6y daje

(3.33) Re z, < max({cos(6; + 20), cos(6y), cos(by — 20),0}).
Korzystajac ponownie z lematu 3.4 wyprowadzamy z nieréwnosci (3.31),

cos(0y) < M}, := max({cos(6; + 2(k — 2)0), cos(2m + 0y — 2(n — k)d),0})

(3.34)
= max({cos(6y + 2(k — 2)0), cos(fy — 2(n — k)9),0}), k€ Zop

oraz analogicznie cos(fx—1) < M, dla k € Zy,,—1. To wraz z (3.32) i (3.34) prowadzi do
Re zx < max({M},0}) = max({cos(01 +2(k — 2)d), cos(8p —2(n —k)d),0}), k € Za 1.

Stad oraz z nier6wnosci (3.33) i Re z; < 1 otrzymujemy oszacowanie (3.30), co konczy
dowdd. 0

Whiosek 3.8. Dla dowolnych 0 € P, i ciggu Z1, > k — 2z € Dy := Dy(0), jesli
00 <0< 91 to

gdzie N(n,d) := min ({Ent (%) ,n— 2}) i 0= dy.

Dowéd. Ustalmy dowolnie 6 € P, i ciag Z1,, > k — 2z, € Dy, oraz zatézmy, ze 6y < 0 <
0,. Przyjmijmy

A:={k € Zy, : cos(y—1) > max({cos(bx),0})}

oraz

B :={k € Zs,, : cos(6)) > max({cos(f;-1),0})}.

Jesli istnieje k € AN B to cos(fx—1) = 01 cos(by) > 0, skad
cos(Ox—1) = cos(bx) 1 cos(6y) > cos(Ok_1),

a to jest niemozliwe. Dlatego ANB =01 AUB C Zs,,. Niech p := Ai q:= B. Poniewaz

0 jest ciagiem rosnacym, 6y < 0 < 6y i 0,, = 0y + 27, wiec z nieréwnosci (3.31) mamy
(3.36)  max({cos(bk), cos(0_1),0}) = cos(fx_1) < cos(f; + 2(k —2)d), ke A,
oraz

(3.37) max({cos(fg), cos(0x_1),0}) = cos(bx) < cos(0, —2(n — k)d), k€ B.
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Stad
Z max({cos(0), cos(fx_1),0}) < >_ cos(b; + 2(k — 2)J)
(338) k=2 keA
+ > cos(b, — 2(n — k)d).
keB

Tu i w dalszym ciagu przyjmujemy Z() := 0. Poniewaz 6y < 0 < 6116, =271+ 0y,

ke
wiec
(3.39) > cos(r + 2(k < cos( 2)0)
keA keA
oraz
(3.40) > cos(6, —2(n — < Y cos( k)o).
keB keB

Zatozmy najpierw, ze A # () # B. Wtedy p,q > 1. Z nier6wnosci (3.39) wynika, ze

p+1

> cos(br + 2(k < Y cos(2 2)0) = > cos(2(k — 2)4)
. b T? () eostp 1)
_ sin(po) cos((p — 1
= 2 =
I;)cos( ko) Sn(0) ,
za$ z nier6wnosci (3.40) dostajemy
> cos(b, — 2(n — < cos(2 k)o)= > cos(2(n— k)d)
(342) Iff ” 5; :n(q(H 16)
sin(gd) cos((q —
;;COS( ko) sn(0)

Nieréwnosci (3.38), (3.41) i (3.42) daja tacznie

" sin(pd) cos((p — 1)d)  sin(gd) cos((q — 1)d)
(3.43) ;max({cos(ek),cos(é’k_l),O}) < S0 (0) + sin(0) :

Korzystajac z tozsamosci

sin(a) + sin(f) = 2sin <a ;— ﬁ) cos (a ; ﬁ) ., a,feR,

dostajemy
sin(pd) cos((p — 1)) + sin(qd) cos((q — 1)9)

= ; [sin((2p — 1)0) + sin(d) + sin((2¢g — 1)d) + sin(9)]
(3.44) X
= sin(0) + 3 [sin((2p — 1)0) + sin((2¢ — 1)0)]

— sin(8) + sin((p + g — 1)8) cos((p — q)8) < sin(6) + sin((p + g — 1)3),
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gdyz 0 < (p+ ¢ —1)6 < nd < 7. Poniewaz A =p, wiec p+ 1 € A. Stad cos(6,) > 0,
czyli 0, < 5 lub 0, > 37” Jesli 0, > 37” to wobec nieréwnosci 0, < 6,,1 < 27 mamy
cos(f,) < cos(Bp41), a wiec p+ 1 ¢ A. Dlatego 6, < 7, skad na mocy (3.31),

(3.45) &+2@—1w<9p<g.
Poniewaz B = q, wicc n —q+1 € B. Stad cos(fn—q+1) > 0, czyli 0,441 < § lub
On—q+1 > 37” Jedli 0,441 < 5 to wobec nieréwnosci 0 < 0,_q < 0,41 < § mamy

c08(0n—q) > co8(0_q11), a wicc n — g+ 1 ¢ B. Dlatego 0,411 > 27, skad na mocy
nieréwnosci (3.31),

3
77 <Opgr1 <240 —2(n—(n—q+1))0 =21+ 6y —2(q — 1)6.

Stad
(3.46) —00+2(q—1)d < 5
Poniewaz 26 < 01 — 0y, wiec z nieréwnosci (3.45) i (3.46) wynika, ze

204+2(p+q—2)0<0; — 6 +2(p—1)0+2(¢g—1)d <,

skad p+q — 1<—Ponadtop+q—A+ AUB < Zs,, =n—1, co daje
)

).

N
Stad (p+q—1)5<N(n,5)-5<Ent(1> -0 < 55 -0 = 7, co tacznie z (3.44) daje

sin(pd) cos((p — 1)) + sin(qd) cos((q¢ — 1)d) < sin(d) + sin(N(n, ) - 9).

B=
(3.47) p+q—1<N(n,

To tacznie z nieréwnoscia (3.43) implikuje nieréwnosé

zn: max({cos(bx),cos(fx_1),0}) <1+ Sin(]:i(rﬁ’(;;) : 6>.

k=2

Stad na mocy twierdzenia 3.6 otrzymujemy nieréwnosé (3.35), gdy A # 0 # B.
Zalézmy teraz, ze A # () = B. Wtedy p > 11 ¢ = 0. Z nier6wnosci (3.45) wynika,

ze

Stad p—1 < g5, a wiec p—1 < Ent( ) Ponadto p—1 < n—2. Dlatego p—1 < N(n, d),

i w konsekwencji
sin(pd) cos((p — 1)6) = ;sin((Qp —1)0) + ;sin(é)
1 1
=3 sin((2p — 1)d) + 5 sin(—6) + sin(9)

= sin((p — 1)d) cos(pd) + sin(d) < sin(d) + sin((p — 1)9)
< sin(d) + sin(N(n, d) - 9),
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co tacznie z nieréwnosciami (3.38) i (3.41) daje

sin(pd) cos((p — 1)4) sin(N(n,d) - 0)
sin (o) <

> max({cos(b), cos(b_1),0}) <
k=2
Korzystajac z twierdzenia 3.6 otrzymujemy nieréwnosé (3.35), gdy A # 0 = B.
Zamieniajac w powyzszym rozumowaniu p z ¢ i zastepujac nieréwnosci (3.41)
i (3.45) przez nieréwnosci (3.42) i (3.46), odpowiednio, wyprowadzamy oszacowanie
(3.35) w przypadku, gdy A =0 # B. Jesli A =0 = B to

> max({cos(k), cos(Bk—1),0}) = 0.
k=2
Zatem nieréwno$¢ (3.35) zachodzi w kazdym przypadku, co konczy dowdd. O

Definicja 3.9. Permutacje¢ o zbioru Z, ,, nazywamy obrotowq & istnieje p € Zg,—1

o tej wlasnosci, ze dla kazdego k € Z ,,

k+p, dy k+p < n,
(3.48) oky=4" ¥ sy TP
k+p—n, gdy k+p > n,

badz réwnowaznie

k—1+p

(3.49) o(k) =k +p—nEnt ( -

), k€ Z,.

Whniosek 3.10. Dla kazdego n € Zs zachodzi nieréwnosé

sin(N(n,9) - 0) o
(3.50) puls) <24 BRI, s (0: 2],

gdzie N(n,d) := min <{Ent (%) = 2})

Dowdéd. Ustalmy dowolnie n € Zz i § € (O; ﬂ Z okreslenia zbioru As wynika, ze
dla dowolnie zadanego s € A; istnieja 0 € P, oraz ciag Zi, > k +— 2z, € Dg(0)
spehiajace rownosci 6y = ¢ i (3.20). Istnieja woéwcezas permutacja obrotowa o zbioru
Zy ,, oraz 0eP,o tej wlasnosci, ze Oy <0<6i Tom(0) = Tk(é) dla k € Zy . Stad

Zo(k) € Do(ry(0) = Di(0) dla k € Z, ,,. Poniewaz 63 = dp = 0, wiec na mocy wniosku 3.8,

sin(N(n, d) - 0)

p— p— <
s = Re (;;1 zk> Re (1;1 zg(k)> <2+ Sin(0)

To wobec wzoru (3.19) implikuje nieréwnosé¢ (3.50), co konczy dowdd. O
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Twierdzenie 3.11. Dlia kazdego 6 € P,, zachodzi oszacowanie

1 W sin(N(n,9) - 0) - sin(d) B
@sy OIS ( 2T ) ) (2 e <|zr ¥ cos<6>> 5) /
FelFy, zeD,

gdzie N(n,d) := min ({Ent (%) ,n— 2}) i 0= dg.
Dowdd. Ustalmy dowolnie 6 € P,,. Z wniosku 3.3 wynika, ze

[F(z)| <1- i(n — pn(0)) (2 arctg (%) - 5) , FeFy 2€D,

za$ z wniosku 3.10 dostajemy

_sin(N(n, d) - 6)
sin(0)

n_pn(§)>n_

Obie nieréwnosci implikuja oszacowanie (3.51), co konczy dowdd. ]

Uwaga 3.12. Zalézmy, ze 6 € P,, odpowiada partycji ztozonej z n tukdéw o jednakowe]
dhugosci, czyli 0, —0x_1 = 2;” dla k € Z; ,. Wtedy 09 = 7, i na podstawie wniosku 3.10,
Pn (%) <2+ ﬁ, gdyz N (n, %) = min ({Ent (%) ,n— 2}) = Ent (%) < 5. Stad na

mocy wniosku 3.3 otrzymujemy

1 1 in(Z%

F(z)| <1—=|n—2— ——= -<2arctg<sm(”>w>—ﬂ>, FeFy, z€D.
™ sin (%) 2] + cos(7) n

Uwaga 3.13. Dla dowolnie zadanych n € Z, i 60 € P, zatézmy, ze

™

A:=max({0y —Ox—1 1k €Z1,,}) < 5

v
i N:=Ent|— ) > 1.
' n<2A>

W [7, Example 3.5] zostalo wykazane, ze dla kazdego ciagu Z;, 3 k +— 2, € Dy(0)

i kazdego u € T zachodzi nieréwnos¢

n sin( 5
Re Zﬂzk <n+1—4N+2 :
k=1

Stad na mocy twierdzenia 3.1,

sin( 5
|F(z2)] <1— (4N —-1-2 :
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gdzie wielkosé p(z) jest okreslona wzorem (3.3). Wniosek 2.5 prowadzi do oszacowania

typu radialnego

2)>m%mpm FeFy €D,

gdzie 6§ 1= dg. W szezegdlnosei, jesli punkty €%, k € Z,,,, sa wierzchotkami n-kata

foremnego, to

AT G 5T

n n
Wtedy N € Nij:=n—4N € Zy3, i1 w konsekwencji

w.z) Sin(w.z
n 4

|F(z)|<1—(n—j—1—2sm( S
sm(%)

|IF(2)| < 1- (n_j_l_QSin(W-fL)sin(”Zj.2))

sin(%)
. <2arctg (Sm(”)> — 1) , FeFy, zeD.
s

| 2| + cos(%) n

oraz

3.3 Oszacowania dla partycji z trzema lukami

W tym podrozdziale rozwazamy przypadek podziatu okregu jednostkowego na trzy

huki o dowolnej dtugosci.

Lemat 3.14. Dla kazdego 0 € Ps i kazdego ciggu Z1 3 > k +— 2z, € Dy := Dy(0), jesli

0y <0 < 0y to zachodzi nieréwnosé
(3.52) Re(z1 + 29 + 23) < 1+ 2cos(d),

gdzie 6 = 0y. Ponadto réwno$é w (3.52) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
jeden z nastepujgcych warunkow:
(i) z1 =1, 20=0, 23 =1 oraz 0y = 0, 01:%” i@gz%’r;
is

(i) z1=1, zp=¢€", 23=e" orazy=—-5i60, =9.

Dowéd. Ustalmy dowolnie 6 € Ps taki, ze 6y < 0 < 0y, oraz ciag Zy3 2 k — 2z € Dy,

Z twierdzenia 3.6 wynika, ze

3
(3.53) Re(z1 + 22 + 23) < 1+ > max({cos(fy), cos(fx_1),0}) = 1+ 5,
k=2
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3

gdzie S :=)_ max({cos(6y), cos(fr_1),0}). Moga zaj$¢ nastepujace przypadki.
k=2

Przypadek I, gdy 0y < 7 i cos(f2) > cos(f3). Wtedy

S = cos(6;) + cos(fy) < 1+ cos(26) = 2cos?(8) < 2 cos(6).

Przypadek I1, gdy 0, < 5 i cos(6) < cos(63). Wtedy 63 > 2 i

us
2

S = cos(0;) + cos(fs) = cos(6y) + cos(fp) = 2 cos <91 + 90> s (91 - eo>

2 2
coS <01 ;90>| = 2cos (91 ; 60) < 2cos(6),

Przypadek III, gdy 27 < 6, i cos(6;) > cos(fs). Wtedy 6; < % i analogicznie jak
w (3.54),

(3.54)
<2

S = cos(#1) + cos(f3) < 2cos(d),

Przypadek IV, gdy 2F < 6, i cos(6y) < cos(6). Wtedy

S = cos(fy) + cos(f3) < 1+ cos(fy) < 1+ cos(20) = 2cos*(d) < 2cos(d).
Przypadek V, gdy 0, < § <0y < 37“ < 3. Wtedy analogicznie jak w (3.54),
S = cos(#y) + cos(f3) < 2cos(d),

Przypadek VI, gdy 6 < § <0y <03 < 37“ Wtedy

S = cos(#y) <1< 2cos(d),

gdyz 6 < 3.
Przypadek VII, gdy § < 6; <0y < 37” < 03. Wtedy

S = cos(fs) < 1< 2cos(0),

gdyz 0 < 3.
Przypadek VIII, gdy § < 0 <0y < 03 < 37“ Wtedy

S =0 < 2cos(9).

Reasumujac, z przypadkéw I-VIII wynika na mocy nieréwnosci (3.53) oszacowanie
(3.52). Pozostaje zbadaé, kiedy w (3.52) pojawia sie rownos$é. Wtedy moze zaj$é jeden
z przypadkow 11, 111, V, VII. Zatézmy wiec, ze zachodzi rownosé

(3.55) Re(z1 + 22 + 23) = 1 + 2 cos(9).
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Wtedy z przypadku II, III lub V otrzymujemy

cos (01 —590> =1 1 cos (01 g 90) = cos(9).

Poniewaz % < 0 < 03 < 27 oraz @ > 0y = 03 — 2 > —27, wiec pierwsza

réwnosé implikuje 01 + 6y = 0. Z kolei druga rownosé prowadzi do 6, — 6y = 24, skad

Op = —0 16, =6. 7Z lematu 3.5 wynika, ze

Re z5 = max({cos(6s), cos(6,),0}) = cos(d),
gdyz cos(6s) < cos(#y) = cos(fs3) = cos(6), oraz

Re z3 = max({cos(#3), cos(62),0}) = cos(9),

gdyz cos(fy) < cos(fs3) = cos(61) = cos(d). Przyjmijmy T} = Ty(0) dla k € Z 3.
Zaktadajac, ze |Tz|; < m mamy

Dy = conv(Ty U{0}) = {re : 7 € [0;1] At € [6;6]}.

Poniewaz 2o € Dy, wiec 29 = |23|e® dla pewnego t € [§;6]. Stad i z réwnoéci Re 2y =
cos(0) wynika, ze cos(d) = Rezp = 23] cos(t). W konsekwencji t = § i |2zo| = 1, czyli
2 = €°. Zalézmy, ze |Ty|; > m. Wtedy Dy = D) U DY, gdzie

D= {re :r € [0;1] At € [5;65]} oraz DY} := conv({0,e?, e%}).

Jedli 2o € D) to analogicznie jak w przypadku, gdy |Ta|; < 7, 2 = €. Mozemy wiec
ograniczy¢ sie do przypadku, gdy zo € DY. Wtedy 2, = Aje + el dla pewnego ciggu
Zo2 3 k — A\ € [0; 1] spelniajacego réownosé A\g+A1+Ay = 1. Poniewaz § < 6y < 27—,
wiec
cos(0) = Rezo = A Ree + Ay Ree®™ = \; cos(8) + Ag cos(6s)
< Apcos(d) + Ay cos(d) = (A1 + A2) cos(d) < cos(d),

gdy Ay > 0. Dlatego Ao = 01 A\; = 1, skad 2 = \e? = €% W obu przypadkach
zp = € € D,. Poniewaz z3 € Dj, wigc z3 € conv(Ty U {0}), gdzie Ty := {e' : t €
[0; 2 — 6] }. Ponadto Rezs = Re z3 = cos(d). Korzystajac z rozumowania dla punktu

2, stwierdzamy, ze Z3 = €, skad z3 = e € Dy. Poniewaz
1+ 2cos(0) = Re(z1 + 22 + 23) = Rez; + Re 2o + Re z3 = Re 21 + 2 cos(0),

wiec Re z; = 1,1 w konsekwencji z; = 1 € Dy. Zatem réwnosé (3.55) implikuje warunek

(ii). Na odwrét, jesli zachodzi warunek (ii) to

Re(z; + 22 + 23) = Re(1 + € +e7) = 1 + 2 cos(d),



3. NIEROWNOSCI TYPU SCHWARZA DLA ODWZOROWAN HARMONICZNYCH KOEA . ..
3.3. Oszacowania dla partycji z trzema tukami 38

co daje réwnos¢ w (3.52).

Na podstawie przypadku VII, réwnosé (3.55) zachodzi, gdy cos(f3) = 11i2cos(d) =
1. Stad 0y = 0 oraz |T1|; = |Tx|y = T3 =26 = %” W konsekwencji 6, = 6y + %’r = %”
10y =0, + %’r = %”. Poniewaz zo € Dy C {z € D : Rez < 0}, wiec Re z3 < 0. Ponadto

Rez; <1iRez3 <1, gdyz 21 € Dy i 23 € Ds. Poniewaz
2=1+2cos <§) = Re(z1 + 22 + 23) = Re 21 + Re 25 + Re z3,

wiec Rez; = 1 = Rez3 1 Rezy = 0. Stad 2y =1 € Dy i z3 = 1 € Ds. Poniewaz
2y € Da, wiec zp = |29]e' dla pewnego t € [%”,%”] Stad 0 = Rezy = |z2| cos(t),
i w konsekwencji zo = 0. Zatem réwnos$¢ w (3.52) implikuje warunek (i). Na odwrét,
warunek (i) prowadzi do Re(z; + 2z + 23) = 2 = 1+ 2cos(6), gdyz § = 3. To daje

réwno$é w (3.52) i tym samym konczy dowdd. O

Whniosek 3.15. Dla kazdego 6 € (O; g} zachodzi rownosé

p3(8) = 14 2cos(6).

Dowaéd. Ustalmy dowolnie § € (0; g} Z okreslenia zbioru Ay wynika, ze dla dowolnie
zadanego s € Ay istnieja 0 € Ps oraz ciag Zy 3 3 k — 2z € Dg(0) spetniajace réwnosci
dgp = 0 1 (3.20) z n := 3. Istniejg wowczas permutacja obrotowa o zbioru Z, 3 oraz
0 € Pso tej wlasnosei, ze Oy <0 <0y i Tou(0) = Tk(é) dla k € Zy 3. Stad zo) €

Doy (0) = Di(0) dla k € Z; 3. Poniewaz 3 = dg = d, wiec na mocy lematu 3.14,

3 3
s = Re <Z zk> = Re (Z za(k)> < 14 2cos(0).
k=1 k=1

Z drugiej strony z lematu 3.14 wynika, ze 1 + 2cos(d) € As. Dlatego max(As) =
1 + 2cos(d). Stad wobec wzoru (3.19), p3(d) = sup(As) = 1 + 2cos(d), co konczy
dowdd. O

Twierdzenie 3.16. Dla kazdego 6 € Ps zachodzi oszacowanie

(3.56) |F(2)|<1— éSin2 (g) (2 arctg (%) - 5) , FeFy zeD,

T |z| 4+ cos

™

gdzie & := dg. Co wigcej, réwnosé w (3.56) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy § = % oraz
zachodzi jeden z nastepujgcych przypadkow ekstremalnych.:

(i) z =0 i istnieje permutacja obrotowa o zbioru Zy 3 taka, Ze
(357) F=u (P[XTO'(l)] + e's P[XTa(z)] + e ' P[XT0<3)]) )

gdzie u jest Srodkiem tuku To(yy @ Tj, == Ty (0) dla k € Zy 3;
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(ii) z € conv({0,u}) i istnieje permutacja obrotowa o zbioru Z, 3 taka, Ze
(3.58) F=u(1-Ppg,]),
gdzie u € Ta(l) N Tg(g).

Dowdéd. Ustalmy dowolnie # € P3. Na mocy wniosku 3.3 z n := 3, otrzymujemy

[F(2)] 1= (3= p3(d)) - p(2)
(3.59) sin(d)

1
< 1 - - T e\ - ) ) *
7T(3 p3(9)) (2 arctg <|z| f cos(é)) 6) FeFy, 2eD
Na mocy wniosku 3.15 dostajemy
(3.60) 3—p3(0) =3—1—2cos(6) =2(1 — cos(d)) = 4sin? <g> .

To wraz z (3.59) implikuje oszacowanie (3.56).
Zbadamy teraz kiedy w oszacowaniu (3.56) pojawia sie¢ réwnos$¢. Innymi stowy
wyznaczymy wszystkie pary (F, z) € Fp x D takie, ze

(3.61) IF(z)] = 1— isinQ (g) (2 arctg (ﬁ(g@) - 5) .

Zalozmy, ze F € Fy i z € D spelniaja réwnos¢ (3.61). Jesli

[F(2)] <1—=(3—ps(d)) - p(z)

lub @ 5
2 sin
z)> —arctg | ————= | — —
p(z) 7r g(|z[—|—cos(5)> 7’
to w nieréwnosciach (3.59) réwniez pojawi sie nieréwnosé ostra, co przeczy réwnosci

(3.61). Dlatego

(3.62) [F(2)] =1—=(3—ps(9)) - p(2)
(3.63) p(z) = PXg](]2]) = iarctg <’Z‘Sfl(fgiw)> — fr

Stosujac twierdzenie 3.1 z n := 3 wyprowadzamy z (3.1) nieréwnosé |F(z)] < 1 —
(3 —95) - p(z), ktéra tacznie z réwnoscia (3.62) daje p3(d) < S. Z drugiej strony na
mocy lematu 3.2, S < p3(d). Dlatego S = p3(d). Ta réwnoséé tacznie z réwnoscia

(3.62) oznacza réwno$¢ w (3.1). Stosujac ponownie twierdzenie 3.1 z n := 3 widzimy,



3. NIEROWNOSCI TYPU SCHWARZA DLA ODWZOROWAN HARMONICZNYCH KOEA . . .
3.3. Oszacowania dla partycji z trzema tukami 40

ze istnieja u € T, funkcja mierzalna f : T — cl(D) i clag Zy3 3 k — ¢ € fr(Dy)
spetniajace warunki (i)—(v) tego twierdzenia, gdzie Dy := Dy(0) dla k € Z; 3. Istnieje

permutacja obrotowa o zbioru Z, 3 oraz e P53 takie, ze

(364) Ty = I_LTJ(k) = {eit te [ék—IE ék]}, ke Zl’g

oraz By < 0 < ;. Stad ciag Zys >k — T}, jest partycja okregu T i min({\fkh ke
Z13}) = 26. Przyjmujac 2, := T - ¢, dla k € Zq 3 stwierdzamy na mocy warunkow

(iii) 1 (iv) twierdzenia 3.1, ze

(3.65) Re(z1 + 22 + 23) = S = p3(0)
oraz
(3.66) ze=1 lub pou)(2) =p(z), k€Zgs.

Z réwnosci (3.65) 1 wniosku 3.15 wynika, ze zachodzi réwnosé w (3.52). Stad na mocy

lematu 3.14 zachodzi jeden z dwoch warunkow:

(3.67) s=1, 2=0, z3=1 oraz 0 =0, 9}—2; i 9}—4;
lub

(3.68) =1 zm=e% zz=eY oraz Gp=-0 i 6 =0.
Korzystajac z zaleznosci (2.2) dostajemy

(3.69) Pok)(2) = PX1, 1(2) = P[X, 7, [(uuiz) = P[X7 |(u2), Kk € Zis.

Zatézmy najpierw, ze zachodzi warunek (3.68). Wtedy zo # 1 # z3, skad na mocy
(3.66) i (3.63),
Po(2)(2) = Po3)(2) = p(2) = P[X5](|2]).

Korzystajac z wniosku 2.6 otrzymujemy réwnosci
Tt = [Toe)li =20 1 —Ts)z = |2] = —Tos) 2,

gdzie uq(2) 1 Uy(3) 53 odpowiednio $rodkami tukéw T, (o) i T(3). Poniewaz uq(2) # tq(s),
wiec z = 0. Z réwnosci (3.63) mamy wiec py2)(0) = po(3(0) = p(0) = 2. Ponadto
Po)(0) = PX7](0) = & (61— o) = 2, gdyz 6y = =6 i 6, = 6. Zatem 2 = p,1)(0) +
Po(2)(0) 4+ Po(3)(0) = 1, czyli 6 = %. Stad na mocy (3.68),

w3

(3.70) =1 z=es i z3=el5.



3. NIEROWNOSCI TYPU SCHWARZA DLA ODWZOROWAN HARMONICZNYCH KOEA . . .
3.3. Oszacowania dla partycji z trzema tukami 41

Poniewaz z, = 1 - co) dla k € Zy 3, wiec na mocy (3.70) dostajemy

Co(l) = U, Co2) = T Co(3) = ue '3,
To tacznie z warunkami (i) i (v) twierdzenia 3.1 prowadzi na mocy lematu 2.8 do funkcji

ekstremalnej postaci

F=P[f]= P[Zf : XTk] Z [f - Xp,] =D PlaeXr,] = > cu P[Xp]
(3.71) k=1 k=1 k=1 k=1

3
- Z P[Xr, <k> (P[XTU(D] +e's P[XTO—(2)] +e P[XTcr(B)]) ’

gdyz kazdy z punktéow ci, k € Z 3, jest punktem mocno ekstremalnym sektora Dj.
Poniewaz F' € Fy, wiec z (3.71) wynika, ze u € Ty, ue's € Ty i ue s € Ty).
Ponadto |T,q)|1 = %’T Jesli u nie jest érodkiem tuku T,y to ue's € Tra) \ Ty(2) albo
ue s € T51) \To-(g), co jest niemozliwe. Dlatego u jest srodkiem tuku T7y. To tgcznie
z (3.71) implikuje warunek (i) twierdzenia.

Zalézmy, ze zachodzi warunek (3 67). Wtedy c,q) = u-21 = 4 = U - 23 = Cp(3)-
Ponadto c,1) € Dy) 1 co3) € Do) Stad u € Dyy N Dysy, 1 tym samym u €
T,y N Ty, gdyz u € T. Z warunku (3.66) oraz z réwnosci (3.69) i (3.63) wynika, ze

(3.72) PX3,](u2) = po(2)(2) = p(2) = P ]([2])-

Korzystajac ponownie z wniosku 2.6 dostajemy réwnosci |Th|, = 20 i —vuz = [uz| = |2|,
gdzie v jest $rodkiem tuku Th. Z (3.67) wynika za$, ze v = —1. Zatem @z = |z|, czyli
(3.73) z = |z|u € conv({0, u}).

Poniewaz c,(1) = Co3) = U 1 Co2) = 22 - u = 0, wiec warunki (i) i (v) twierdzenia 3.1

prowadza na mocy lematu 2.8 do funkcji ekstremalnej postaci

F=P[fl= P[Zf : XT;C} = EP[f Xp| = 2P[CkXTk ch (X1 ]

- Z CU(’C (k) (P[XTgu)] + P[XTU(S)]) =u (1 - P[XTU(Q)]) )

gdyz ¢ jest punktem mocno ekstremalnym sektora Dy, dla k € Z, 3. To implikuje wa-
runek (ii) twierdzenia, gdyz u € T,1yNT,3). Tym samym réwnowazno$¢ w twierdzeniu
zostata wykazana w strong (=).
Na odwr6t, niech ¢ = %. Zal6zmy, ze z = 0 i istnieje permutacja obrotowa o zbioru
7, 3 taka, ze
F = u (P[Xz,,] +¢'F P[Xz, ] + 75 P[Xr, ],
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gdzie u jest srodkiem tuku T,qy. Wtedy P[Xz, , ](0) = 3 dla k € Z; 3, co wobec réwnosci
lu| =1 daje
1 1 = 1 o 2
‘F(())’ — 54_5.6154_5.@*15 = §

Poniewaz prawa strona oszacowania (3.56) jest réwna 2 5, 8dy z=01 0=71%

3, wige dla
funkcji postaci (3.57) zachodzi réwnosé w (3.56) dla takich z i §, co dowodzi warun-
ku (i). Zatézmy teraz, ze z € conv({0,u}) i istnieje permutacja obrotowa o zbioru Z 3
taka, ze

F=u(1-PpXg,]),

gdzie u € T,q) N T,i3). Wtedy 2 = |z|u i punkt u lezy naprzeciw Srodka tuku T (o),
czyli —u jest srodklern tuku T, (2. Poniewaz t(—u) = =11 |aT, )1 = 26 = |Is|1, wiec

uTy2) = I5. Korzystajac z zaleznosci (2.2) otrzymujemy

[F(2)] = |1 = P[Xr, o J(|2lu)| = 1 = PXar, o) (ul2]) = 1 = PXar, , ](2])
= 1= P[] (|2]).

Poniewaz 4 sin? (2) = 4sin? (%) = 1, wigc na mocy lematu 2.4, [F'(z)| jest rowny prawe;
stronie oszacowania (3.56), gdy 6 = % i z € conv({0,u}). Zatem dla funkcji postaci
(3.58) zachodzi réwnosé w (3.56) dla takich 0 i z, co dowodzi warunku (ii), a tym
samym rownowaznosci w twierdzeniu w strone (<=). Obie implikacje daja tacznie row-

nowaznos¢, co konczy dowdod. ]

Uwaga 3.17. Funkcje F' w (3.57) i (3.58) mozna wyrazi¢ w spos6b jawny korzystajac

z uwagi 2.2. Poniewaz 0 = § oraz —u-u = —1, wigc przyjmujac a := e™/3

z zaleznosei (2.2) dostajemy dla kazdego z € D réwnosci
P[XTo(l)KZ) - P[X—ﬂTau)](_a'z) = P[Xp](—uz);
P[XTU(Q)KZ) = P[Xfa—2aT0(2)](_a72ﬂZ) = P[Xjé](—CLiQﬂZ);
P[XTG(:;)K’Z) = P[Xfa2ﬂTo(3)](_a2'aZ) = P[X[5](—a2ﬂz)’

i korzystajac

gdzie u jest $rodkiem tuku T5(;). Stad na mocy réwnosci (3.57) stwierdzamy, ze dla
kazdego z € D,

F(z) = u<P[x15](—az) + aP[Xy,)(—a2az) + 0! P[xfé](—cﬁaz))

=u Z a " P[Xy,](—a**uz).
k=—1

Korzystajac z uwagi 2.2 mozemy kazda z funkcji (3.57) wyrazi¢ w postaci

N P 1 —4Re (™37 2) 4 |2)2
F(z)=e"— =7 Y e~ mik/3 arctg( ( ) i , z€D,

(L — V3(1 = |22
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dla 7 € {(0k + 0r—1)/2 : k € Z13}. W przypadku (3.58), —u jest srodkiem tuku 75 (s).

Korzystajac z zaleznosci (2.2) mamy
PXz,,(2) = PXar, 9](az) = P[X;,](uz), z€eD.

Stad na mocy uwagi 2.2 mozemy kazda z funkcji (3.58) wyrazi¢ w postaci

1. 1. 1+4Re (e‘”z) + |22
F(z) = 3¢ + —e arctg B 2P) , z€D,

dla 7 € {91,92,93}.

Uwaga 3.18. Zaltézmy, ze 0 € P3; odpowiada partycji ztozonej z trzech tukow Ty :=
Ty (9), k € Zy 3, 0 jednakowej dtugosci, czyli 0 — 01 = %’r dla k € Zy 3. Wtedy 6y = %,
i na podstawie wniosku 3.15, p3 (%) = 2. Stad na mocy wniosku 3.3 otrzymujemy

(3.74) |F(2)] <1—=p(z) =1 —min({P[Xp,|(2) : k € Z13}), Fe€Fy, z€D,

oraz

4 2
(3.75) |F(2)| < 3 - arctg(
T

, FeFy, 2D
1 +2\zy> e
por. [17, Corollary 2.2]. Zatem oszacowanie (3.74) jest kierunkowym wzmocnieniem

oszacowania typu radialnego (3.75) dla klasy Fy.

3.4 Oszacowania dla partycji z czterema lukami

W tym podrozdziale rozwazamy przypadek podziatu okregu jednostkowego na czte-

ry huki o dowolnej dtugosci.

Lemat 3.19. Dla kazdego 0 € Py i kazdego ciggu Zy 4 > k — 2, € Dy, == Dy(0), jesli

Oy < 0 < 0y to zachodzi nierownodé

242cos(20), gdy 0<9
(3.76) Re(z1 4+ 20 + 23 + 24) < (20), gdy 5

1+2cos(d), gdy % <

s
<ga
s
S I

gdzie § 1= dy.

Dowéd. Przy zatozeniach lematu 3.19 ustalmy dowolnie k € Zy 4 spelniajacy warunek
T, C T_ := {2z € T : Rez < 0}, gdzie T} := T,(0) dla | € Z;,,. Wtedy Rez < 0
dla z € Dy, a w szczegélnosci Rez, < 0. Niech 0 : Zy 3 — Z14 \ {k} bedzie funkcja
rosnacg. Przyjmujac dla kazdego | € Zy 3, 2 := 2,q) oraz T} := Ty, gdy o(l) # k — 1,
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17T =T, UT,q), gdy o(l) = k — 1, widzimy, ze z; € D} := conv(T; U {0}) dla l € Zy 3.
Poniewaz Z; 3 — T jest partycja okregu T i min{|T}| : | € Z;3} > 2§, wigc stosujac

lemat 3.14 dostajemy nieréwnosé

S :=Re(z1 + 22 + 23 + 24) = Re(2] + 25 + 23) + Re 2z, < Re(2] + 25 + 25)

(3.77)
< 1+ 2cos(9),

o ile istnieje k € Zo 4 taki, ze Ty, C T_. Wykazemy, ze S < 2+2cos(20), gdy T \T_ # 0
dla k& € Z; 4. Warunek ten prowadzi do nastepujacych przypadkéow:
L 03 < %16, <2 7 twierdzenia 3.6 wynika, ze

1
S <14 ) cos(fr_1) =1+ cos(b:) + cos(bs) + cos(bs)

k=2
05+ 6 05 — 6
(3.78) :1+cos(02)—|—2cos< 3—; 1>COS< > 5 1)
03 — 0,
<2+ 2cos 5 < 24 2co0s(26),

+0=73.

gdyz 40 < 03 — 61 <
T < 04. 7 twierdzenia 3.6 wynika, ze

IL 6, < 5i6;3<2

2

VARSE

S < 1+ cos(0y) + cos(by) + max({cos(f3), cos(b4)}).
Jedli cos(f3) > cos(fy) to O3 < 7 i analogicznie jak w (3.78),
S < 14 cos(0y) + cos(by) + cos(f3) < 2+ 2cos(26).

Jesli za$ cos(f3) < cos(fy) to

S < 1+ cos(fy) + cos(s) + cos(0;) = 1+ cos(y) + cos(6s) + cos(6y)

(3.79) O + 0 0y — 0

=1+ cos(b) +QCOS<O+ 2) (22 0><2+2COS(25),
gdyz45<02—90<g—(04—27r) €4 ﬂ—i%r:ﬂ'.
II1. 6, < 51 0, < 37” <05 7Z twierdzema 3.6 wynika, ze

S < 1+ cos(0) + max({cos(hz), cos(f3)}) + cos(by).
Jesli cos(fy) > cos(#3) to U < % i analogicznie jak w (3.79),

2

S <1+ cos(6;) + cos(bs) + cos(by) < 2+ 2cos(26).
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Jesli za$ cos(f2) < cos(fs) to

S <1+ cos(6y) + cos(fs) + cos(4) = 1+ cos(6y) + cos(2m — 03) + cos(6,)

3.80 6, +6 6, — (65 —2
( ) <2+2cos< 1; 3—7r>cos<1<§7r>><2+2cos(25),

gdyz@l—(93—27r):91 90"‘80"‘271'—83 25"‘84—93 4(501‘&Z61 (93—27T)<

5+ 21— 03 +27T—7—7r

<3
IV. 6, < 37” < 92 Z twierdzenia 3.6 wynika, ze

S < 1+ max({cos(6), cos(62)}) + cos(f3) + cos(by).

Jedli cos(f) > cos(f) to 0; < 7 i analogicznie jak w (3.80),

S <1+ cos(6y) + cos(6s) + cos(bs) < 24 2cos(20).
Jesli zas cos(6) < cos(f) to

S < 1+ cos(fz) + cos(f3) + cos(6a)
(3.81)

=1+ cos(fs) + 2 cos (92 ;— 04) cos (94 ; 92) < 2+ 2cos(29),

gdyz4§<94—92<27r—3§:£

.
V. 27 < 6. Z twierdzenia 3.6 wynika, analogicznie jak w (3.81), ze

S < 1+ cos(f2) 4 cos(bs) + cos(fy) < 2+ 2cos(26).

Biorac pod uwage wszystkie przypadki I-V widzimy, ze S < 2 + 2cos(20), gdy
T \T_ # 0 dla k € Z; 4. To tacznie z (3.77) implikuje nieréwnosé

(3.82) S < max({1+ 2cos(d),2+ 2cos(20)}).
Poniewaz 4 cos? (%) — 2cos ( ) — 1 =0, wiec
M;s = (24 2co0s(20)) — (14 2cos(d)) = 4cos*(6) — 2cos(6) — 1 <0,

gdy cos(d) < cos (%) oraz Ms > 0, gdy cos(d) > COS( ) Poniewaz 0 < § < 7, wiec

nier6wnos¢ (3.82) jest réwnowazna nieréwnosci (3.76), co konczy dowdd. O

Whniosek 3.20. Dla kazdego 6 € (O; ﬂ zachodzi réownosé

)

2+2cos(2d), gdy 0<0<
pa(0) =
0 <

1+2cos(6), gdy % <

INEEIE
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Dowaéd. Ustalmy dowolnie § € (0; ﬂ Z okreslenia zbioru Ay wynika, ze dla dowolnie
zadanego s € Ay istnieja 0 € Py oraz ciag Zy 4 3 k — 2z € Dy(0) spelniajace réwnosci
dgp = 0 1(3.20) z n := 4. Istniejg wowczas permutacja obrotowa o zbioru Z, 4 oraz
6 € P, o tej whasnosei, ze 0 < 0 < 6; i Tou(0) = Tk(é) dla k € Zy 4. Stad zo) €

Dok)(60) = Di(0) dla k € Z; 4. Poniewaz d; = dp = 0, wiec na mocy lematu 3.19,

2+2cos(20), gdy 0<

1 +2cos(d), gdy I <

4 4
s = Re (Z zk> = Re <Z za(k)> < ’
k=1 k=1

<5
S

Ze wzoru (3.19) wynika zatem, ze ps(0) < 2 4 2cos(2d), gdy 0 < 0 < 7/5, oraz
pa(0) < 1+ 2cos(d), gdy /5 < § < /4.

Zatézmy, ze 0 < § < w/5. Niech 6 € Py i ciag Z14 3 k +— 2z, € C beda okreslone
wzorami 6y = 0, 0y := 20, Oy := 7, 05 1= 21 — 26, 04 = 27 oraz 2 = 1, 2y = %,
z3 = e 20 2z = 1. Wtedy 0y = 0, 2, € Di,(0) dla k € Zy 4 oraz Re(z) + 22+ 23 + 24) =
2 + 2cos(26). Dlatego 2 4 2 cos(20) € Ay, i tym samym py(d) = 2 + 2 cos(26).

Zakladajac na koniec, ze /5 < 0 < 7/4, rozwazmy 6 € Py i ciag Zya O k +—
2z € C okreslone wzorami 0y := —§, 01 := 0, O := 36, 03 := 2w — 30, 04 == 27w — 6
129 0= 1, 29 .= €, 23 := 0, 24 := e 9. Wtedy 0y = 0§, 2z, € Di(0) dla k € Z, 4 oraz
Re(z1+ 29+ 23+ 24) = 1+2cos(d). Dlatego 1+2cos(d) € As. Stad ps(d) = 1+2cos(d),
co konczy dowdd. O]

Twierdzenie 3.21. Dla kazdego 0 € P, zachodzq oszacowania:
(i) jesli 0<é< % to

(3.83) |F(2)|<1— isin2(5) <2 arctg (%) - 5) ., FeFy zeD,

i) jesli T <6< T to
(i) J g

a1 (s (5)) (s (i) ).

FelFy, €D,

gdzie § := &p. Co wiecej, rowno$é w (3.84) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 6 =

s
4

z = 0 1 istnieje permutacja obrotowa o zbioru 7, 4 taka, ze
(3.85) F = u (P[Xz,,] + ¢ P[Xz, ] + ¢ P[Xr, , ]),

gdzie u jest srodkiem tuku Tj ).
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Dowéd. Ustalmy dowolnie 6§ € P4. Na mocy wniosku 3.3 z n := 4 otrzymujemy

[F(2)] < 1= (4= pa(0)) - p(2)
sin(d)

(3.86) 1
<1-— ;(4 — pa(9)) (2 arctg (WCOS@) — 6> ., FeFy zeD.

Niech 0 < 6 < Z. Stad na mocy wniosku 3.20 dostajemy

(3.87) 4 —py(8) =4 —2—2co0s(26) = 2 (1 — cos(20)) = 4sin®(6).

To wraz z (3.86) implikuje oszacowanie

T |z| + cos

(388)  |F(z)] <1- ~sin’(6) (2 arctg (%) - 5) , FeFy €D,

gdy 0 < 6 < . Niech teraz £ < ¢ < 7. Stad na mocy wniosku 3.20 dostajemy

(3.89) 4 —py(8) =4—1—2cos(d) =1+2(1 —cos(6)) =1 + 4sin? (g) :

To wraz z (3.86) implikuje oszacowanie (3.84).
Zatézmy, ze w nieréwnosci (3.88) lub (3.84) ma miejsce réwnosé dla pewnych F' €
Fo iz € D. 7Z twierdzenia 3.1 wynika wiec istnienie u € T, funkcji mierzalnej f : T —

cl(D) i ciagu Zy 4 3 k +— ¢ € fr(Dy) speiajacych warunki (i)—(v). W szczegblnoscei
(3.90) (1 — Re(uck))(pr(z) = p(2)) =0, k€ Zyy,.

Poniewaz Re(tuc;) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = u dla k € Z 4, wigc istnieja
K k" € 7y 4 takie, ze k' # k" i pp(2) = prr(2) = p(2). Dodatkowo réwnosé w (3.88) lub
(3.84) zachodzi wylacznie w przypadku, gdy p(z) = P[Xy](|2]). Wtedy P[X7,](2) =
P(X7,,](2) = P[Xz](|2]). Z wniosku 2.6 wynika, ze |Ti|; = |Tir|1 = 20 1 —Upz = |2| =
—Tygr 2, gdzie ug 1 upr oznaczaja odpowiednio $rodki tukéw Ty i Tyr. Stad z = 0, gdyz
up # ugr. Z drugiej strony istnieje ciag 0eP,i permutacja obrotowa o zbioru Z 4
o tej whasnosci, ze 6, < 0 < 6; i ul, g = Tk(é) dla k € Zy 4. Wtedy

Ucyry € conv({0} UaT, ) = conv({0} UT,(0)) = Di(0), K € Zy4.
Poniewaz p(0) = 2 ip,(0) = £|T}|s dla k € Z; 4, wiec warunek (3.90) przyjmuje postaé
(3.91) (1 — Re(ﬂcg(k)))(ng(k)h — 25) =0, ke ZL4'

Z warunkow (i), (ii) i (v) twierdzenia 3.1 wynika, ze
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skad

4 4 4
2| F(0)] = Re(Z uck\Tkh) = 3" Re(aey) - |Til = 3 Re(uey) - [Ty
(392) k=1 k=1 k=1

4
= Z Re(ﬂca(k)) : |HT0(I€)|1-
k=1

Korzystajac z lematu 3.5 dostajemy

(3.93) 21| F(0)| < 1- (A1 — o) + ]; max ({cos(f;), cos(Fx_1),0}) (0 — Or_1).

Dalszg czes¢ dowodu rozdzielimy na trzy przypadki ze wzgledu na liczebnos$é zbioru
A={k€Zyy:0,— 0 =20}

Zatoimy, ze A = 2. Wtedy § < T, i na mocy (3.91), 6y = 0 0y — ) = 26 = 65— .
Z (3.93) wynika wiec, ze dla kazdego § € (O; %),

2m|F(0)| < 1-(Ay — ) +1- (6, —63) + ]; max({cos(fx), cos(fr—1),0}) (O — Op_1)

3
=2 — (05 — 61) + 26 > _ max({cos(6y), cos(fx_1),0})
k=2
<21 — 40 + 40 - max({cos(29),0}) = 27 — 46 + 46 cos(29)
=27 — 46 + 46(1 — 2sin?(0)) = 27 — 8 sin*(4),

gdyz 26 < 0, < 0y < 035 < 2m — 26. Dlatego réwnosé w (3.88) nie zachodzi. Ponadto
z réwnoéci 4 cos? (%) — 2cos (g) — 1 =0 wynika, ze

(3.94) 2 — 84 sin?(d) < 27w — 20 (1 + 4sin? <g>> , d€ (g’ Z) ,

Zatem réwno$¢ w (3.84) nie zachodzi.

Zatozmy, ze A = 3. Wtedy § < 7, 1 na mocy (3.91), O <0< 0,iby—0 =
ég - 9~2 = 9~4 — ég = 25, b@di

(3.95) Op=0 1 0, —0y=0y—0, =05 —0,=26.

Zalézmy, ze zachodzi pierwsza mozliwo$é. Z nieréwnosci (3.93) wynika, ze

27| F(0)| < 0; — 0o + > max({cos(0y), cos(Fx_1),0}) (0 — O_1)
(3.96) k=2

4
=27 — 60 +25 > max({cos(6}), cos(0x_1),0}).
k=2
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Wowezas moga zajs¢ nastepujace przypadki.

Przypadek I, gdy 6; < 5 0, < 37” Wtedy z nieréwnosci (3.96) wynika, ze
21| F(0)| < 2m — 66 + 26 max({cos(6;),0})
+ 26 max({cos(fy), 0}) + 26 max({cos(fs), 0})
< 2 — 46 + 46 cos(26) = 27 — 85 sin®(5), 6 € (o; D .
Przypadek II, gdy § < 0,10, < 37” Wtedy z nieréwnosci (3.96) wnioskujemy, ze
27| F(0)| < 27 — 66 < 27 — 83 sin®(5), & € <0; Z) .
Przypadek III, gdy § < 0, i < 0,. Wtedy z nieréwnosci (3.96) dostajemy
21| F(0)| < 27 — 65 + 20 max({cos(fs),0}) + 26 max({cos(fs),0}) + 26 cos(fy)

<27 — 60 + 20 + 40 cos(2m — 20) = 27 — 40 + 40 cos(29)
=27 — 85sin?(8), 4 € (0; Z) :

i 37” < 0,. Wtedy 5 <0 < 05 < 3T i 7 nieréwnosci (3.96)

Przypadek 1V, gdy 9~1 < 2

otrzymujemy

s
2

21| F(0)] < 2 — 68 + 20 cos(6;) + 20 cos(6y) = 21 — 66 + 26 cos(6y) + 26 cos(y)

= 21 — 60 + 40 cos (00;—01> cos <01 _90>

2
cos 21 — 66
2

< 27 — 60 4 40| cos(39)| 4 20 cos(24).

<27 — 60 + 46

=21 — 60 + 46| cos(39)|

Jesli 0 < 9 < I to |cos(39)| < cos(26), skad

5
27| F(0)| < 2m — 6J + 40 cos(20) + 26 cos(2d) = 2w — 64 + 60 cos(20)
=21 — 60(1 — cos(26)) = 27 — 125 sin?(8) < 27w — 85 sin?(0).

Jedli zas £ < 6 < 7 to |cos(3d)| = —cos(3d) i w konsekwencji

27| F(0)] < 2m — 60 — 46 cos(30) + 2d cos(20) = 2m — 24[3 + 2 cos(30) — cos(20)]
=21 — 26[3 — 2c0s(0) + 2(cos(30) + cos(d)) — cos(20)]
=21 — 203 — 2cos(d) + 4 cos(20) cos(d) — cos(29)]
= 21 — 26[3 — 2co0s(0) + cos(20)(4 cos(d) — 1)] < 2m — 25(3 — 2 cos(9))

=927 — 2§ <1+4sin2 (g)) .
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Pozostaje rozwazy¢ druga mozliwo$é (3.95). Wtedy maja zastosowania rozwazania
z przypadku, gdy A=2. Reasumujac, stwierdzamy, ze réwnosci w (3.88) lub (3.84) nie
zachodza.

Zal6zmy na koniec, ze A= 4. Wtedy Op <0<0,i0,—0p 1 =25= s dlak € Zy4,
i w konsekwencji L1 < 0, < Ex dla k € Zy 4. Stad na mocy (3.93) dostajemy

21| F(0)| < 6y — 6 + ;; max({cos(f;), cos(Fx_1),0}) (O — Op_1)

4
_T + T Z max({cos(f),cos(0_1),0})
2 205
™ T ~ ™ = ™ ™ o 0
=513 cos(6q) + 5 cos(fy) = 5t3 (cos(90) + COS(91)>
_E-I—?TCOS b+ 6 COS 0 — b —E—k 27rcos(9~ +>
) 2 ) 27" 2 Ty
T 27
AN 2 2 Y
przy czym réwnosé zachodzi, gdy 6, = —6y = 6 = T

Z powyzszych trzech przypadkéw wynika, ze réwno$¢ w (3.88) nie zachodzi dla

jakichkolwiek z € D i d € (O; %}, co dowodzi nieréwnosci ostrej (3.83). Natomiast
réwno$é w (3.84) zachodzi wylacznie wtedy, gdy z = 0, § =

jus

7 oraz istnieja u € T,

0 € P, i permutacja obrotowa o zbioru Z;, speiniajace warunki: 0~1 = —50 =4
i T, = Tk(é) dla k € Z;4. Warunek Op — O = 20 = 5 dla k € Zy4 tacznie
20, = -0, =0 = 7 implikuje 0y = ‘%’T oraz s = Ejf. Poniewaz Tc ) € Dk(é) dla

k € Zy 4, wigc na mocy warunku (iii) twierdzenia 3.1 dostajemy

ié1

Ucoy =1, Tcpey = =6, Ucyp =0, Tcu =e® =e i,

I
(@)
N

W konsekwencji

iZ i

Co(1) = U, Cgz) =UEH, Co3) = 0, Co(4) = UE i,

To tacznie z warunkiem (i) twierdzenia 3.1 prowadzi na mocy lematu 2.8 do funkcji

ekstremalnej postaci

F=PIf]=P|3f-Xn| = 3 PIf-Xn] = 3 Plewkn] = 3 cotn Ptz
(397> k=1 k=1 k=1 k=1

4
- Z Ck P[XTk] = u(P[XTau)] + ' P[XTo(g)] e P[XT0<4)])7
k=1

gdyz ¢ jest punktem mocno ekstremalnym sektora Dy := Dy (0) dla k € Z; 4. Poniewaz

F e Fy, wigc u € Ty, ue't € To2) i ue 1 € T5(4). Ponadto |TU(1)|1 = 7. Jesli u nie
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jest érodkiem tuku T,y to uelt € Tra) \ T2 albo ue i € Tra) \ Ty, co jest
niemozliwe. Dlatego u jest srodkiem tuku T5(;y. To tacznie z (3.97) implikuje réwnosé
(3.85) twierdzenia.

Na odwrét, zatézmy, ze 6 = 7, z = 0 i istnieje permutacja obrotowa o zbioru Z; 4
taka, ze zachodzi réwnos¢ (3.85), gdzie u jest srodkiem tuku T, ;). Wtedy P[X, ,,](0) =

T dla k € Zy 4, co wobec réwnosci |u| =1 daje

1 1 = 1 = 1+V2
FO)=|-4+--e714—-e 1| = .
[FO)]= |+ eT+ e 1
Poniewaz prawa strona oszacowania (3.84) jest réwna #, gdy 2 =01i9d =7, wigc

funkcja F' postaci (3.85) spetnia réowno$¢ w (3.84) dla takich z i . Obie implikacje daja

tacznie réwnowaznosé, co konczy dowdod. [

Uwaga 3.22. Funkcje F' w réwnosci (3.85) mozna wyrazi¢ w sposéb jawny korzystajac

z uwagi 2.3. Poniewaz § = T oraz —-u = —1, wiec przyjmujac a := e™/* i korzystajac

z zaleznosci (2.2) dostajemy dla kazdego z € D réwnosci

PX1,,](2) = P[X_ar,, ) [(—u2) = P[Xg,](—uz);
PXr, ,](2) = P[X_a—zﬁ;po(m](—aﬁaz) = PIX;,](—a2uz);
P[XTGM)KZ) = P[X_azﬂ;pg<4)](—a2ﬂz) = PIX,](—a*uz),
gdzie u jest $rodkiem tuku T5(1). Stad na mocy réwnosci (3.85) stwierdzamy, ze dla
kazdego z € D,
F(z)=u Zl: a " P[Xy,](—a**uz).
k=—1

Korzystajac z uwagi 2.3 mozemy kazda z funkeji (3.85) wyrazi¢ w postaci

(\/5(1 + |2]*) — 4Re (ei(”k/2_7)2)>
V2(1 - |2?)

1
ZelT Z efmk/4 arctg

F(z) sy

1+v2 . 1
= ——e —
2

dlazeDire {(0k+0k,1)/2 ke 2174}'

Uwaga 3.23. Zatézmy, ze 6 € P, odpowiada partycji ztozonej z czterech tukéw o jed-
nakowej dtugosci, czyli 0 — 01 = 5 dla k € Z14. Wtedy 09 = 7,
sku 3.20, py4 (g) =14 2cos (%) =1+ /2. Korzystajac z wniosku 3.3 otrzymujemy
3—v2 2
3o V2 —l:———f, FeF, »eD.
7T 2|z + /2

4
Co wiecej, rownosé w (3.98) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy z = 0. W szczegdlnosci,

1+v2

4 Y

i na mocy wnio-

(3.98) |F(2)] <1 2 arctg (

[F(0)] <

FeFy, €.



Rozdziat 4

Dyfeomorfizmy harmoniczne kota
jednostkowego na siebie z klasyczng

normalizacjg brzegowa

Rozdzial ten poswiecony jest zastosowaniom wynikéw otrzymanych w rozdziale
trzecim do badania wtasnosci geometrycznych dyfeomorfizméw harmonicznych kota
jednostkowego na siebie, unormowanych na brzegu w nastepujacy sposob. Dla dowol-
nego 0 € P,, niech Hy oznacza klase wszystkich réznowartosciowych odwzorowan har-
monicznych F' kota D na siebie, spetniajacych klasycznag normalizacje brzegowa
(4.1) Dalizrgek F(z) =ex, k€ Zy,
gdzie ey := €% dla k € Z,. Z twierdzenia Lewy’ego wynika, ze J[F](z) # 0 dla F € Hy
iz € D, a wiec kazde odwzorowanie F' € Hy jest dyfeomorfizmem kota D na siebie;
por. [14].

4.1 Nieréwnosci typu Schwarza

Przypomnijmy, ze obiekt f nazywamy stabym homeomorfizmem okregu T na siebie
& f: T — T jest funkcja ciagla i przeciwobraz f~1({u}) jest tukiem dla kazdego
u € T. Nastepujace dwa klasyczne twierdzenia odgrywaja kluczows role w badaniu

dyfeomorfizméw harmonicznych kota jednostkowego na siebie.

Twierdzenie 4.1 (Rad6-Kneser-Choquet [6, Sec. 3.2]). Jesli f jest stabym homeomor-
fizmem okregu T na siebie, to P[f] jest réznowartosciowym odwzorowaniem harmonicz-

nym kota D na siebie.

52
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Twierdzenie 4.2 (Deny-Choquet [4], [6, Sec. 3.3]). Jesli F' jest roznowartosciowym
odwzorowaniem harmonicznym kota D na siebie, to odwzorowanie F' ma ciggle roz-
szerzenie F na kolo domknigte cl(D) 4 th jest stabym homeomorfizmem okregu T na

siebie.

Kluczowa w dalszym ciggu rozwazan zalezno$¢ pomiedzy klasami Fy i ‘Hy przed-
stawia nastepujacy lemat, ktory jest uogélnieniem wniosku [17, Corollary 2.4] na przy-

padek n tukéw o dowolnej dtugosci dla n € Zs.

Lemat 4.3. Dla dowolnego 6 € P,, zachodzi inkluzja
(4.2) Hy C Fo.

Dowéd. Ustalmy dowolnie 6 € P, i F' € Hy. Wtedy F' € Har(D), F jest funkcja
réznowartosciows w ID oraz F (D) = . Stad na mocy twierdzenia 4.2, funkcja f := F|g
przeksztatca w sposob ciagly okrag T na siebie i dla kazdego w € T, f~'({w}) jest
spojnym podzbiorem T. Zatem f~!({w}) jest tukiem domknigtym okregu T dla w € T.
Co wiecej, z warunku normalizacji brzegowej (4.1) wynika, ze

(4.3) f(ex) = lim P[f](rex) = lim F(rey) =eg, k € Zyy.

r—1- r—1-

Ustalajac dowolnie k € Z; ,, zatdzmy, ze f~({e;})NT} # 0 dla pewnego j € Zo,\{k, k—
1}, gdzie Ty, := Ty(0). Poniewaz e; € f~'({e;}) i f~'({e;}) jest tukiem domknietym
okregu T, wiec e, € f1({e;}) lub ex_1 € f~1({e;}). Stad f(ex) = e; lub f(ex_1) = €5,
co przeczy réwnosci (4.3). Zatem f~'({e;}) N T, = 0, i tym samym e; ¢ f(T}) dla
wszystkich j € Zo, \ {k,k — 1}. Co wigcej, z ciagtosci funkeji f oraz warunku (4.3)
wynika, ze f(7T}) jest tukiem domknietym okregu T zawierajacym punkty ej oraz ej_;.
W konsekwencji, T), C f(Ty). Zalézmy, ze f(T) \ Ty # 0. Poniewaz

F(T\ 7 {er ex—1})) = F(Te) \ {ex, ex—1} D Tic \ {ex, ex—1},

wiec f(Tr \ f~'({er,er_1})) nie jest spéjnym podzbiorem T. Z drugiej strony zbior
T\ f ' ({en, er_1}) jest tukiem otwartym okregu T, a wigc zbior f(Ti\ f~ ({er, ex_1}))
musi by¢ spojny. Uzyskana sprzeczno$é¢ oznacza, ze f(T}) C Ty, i w konsekwencji
f(T%) = Ty. Poniewaz F jest ciagtym rozszerzeniem odwzorowania F na koto domkniete
cl(D), wiec

F**(Z) = {F(Z)} = {f(Z)} cT = Tk(0> C Dk(0>, z € Ty.

Stad wobec dowolnosci wyboru k € Z ,, stwierdzamy na mocy definicji 1.2 oraz wzoréw
(1.10) i (1.11), ze F € Fy, co konczy dowdd. O
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Twierdzenie 4.4. Dla dowolnych 6 € P,, i F € H,,

1 sin(d)
(4.4) |F(2)] <1— ;(n — pn(9)) (2 arctg (!Z!—I—COS@)) — 5) , zeD,

gdzie § := dy.

Dowdod. Ustalmy dowolnie € € P,,. Z lematu 4.3 i wniosku 3.3 natychmiast wynika, ze
zachodza nieréwnosci (3.23). Zatézmy, ze istnieje odwzorowanie F' € Hy spelniajace
rOWnos¢é

(4.5) F(2) =1 i(n ~ pu(8)) (2 arctg (Sm@> _ 5)

|z| + cos(d)

dla pewnego z € . Stosujac twierdzenie 3.1 1 wniosek 2.5 wyprowadzamy z nierownosci
(3.1) i (2.12) nieréwnosci

(4.6) [F(2)] < 1= (n—=25)-p(z) <1—=(n—5)-PX](|z]).

To tacznie z (4.5) implikuje p,,(0) < S. Z drugiej strony na mocy lematu 3.2, .S < p,,(0).
Dlatego S = p,,(9). Ta réwnos¢ tacznie z (4.5) i (4.6) oznacza rownos¢ w (3.1). Z lematu
4.3 wynika, ze F' € Fy. Stosujac ponownie twierdzenie 3.1 widzimy, ze istniejg u € T,
funkcja mierzalna f : T — cl(D) i ciag Z1,, 3 k — ¢ € fr(Dy) speliajace warunki

(i)—(v) twierdzenia 3.1. Z warunku (iv) twierdzenia 3.1 wynika, ze
(4.7) (1 — Re(ucr))(pr(z) —p(2)) =0, k€ Zyip.

Zalézmy, ze Re(ucg) = 1 dla pewnego k € Zy,. Wtedy ¢, = v € T Nfr(Dy) = Ty.
Z warunku (i) twierdzenia 3.1 wynika, ze f(T}) C Dy i

cr PX1](2) = aepr(2) = PIf - X1 ](2).

Poniewaz c; jest punktem mocno ekstremalnym zbioru wypuktego Dy, wiec na mocy
lematu 2.8, f(w) = ¢, dla p.w. w € Tj. Na podstawie definicji klasy Hy, F jest
roznowartosciowym odwzorowaniem harmonicznym kota I na siebie. Z twierdzenia 4.2
wynika wiec, ze odwzorowanie F' ma ciagle rozszerzenie F na cl(D) i f := F|r jest
stabym homeomorfizmem okregu T na siebie. Stad wynika, ze F' = P| f] 7 warunku
(v) twierdzenia 3.1 wynika za$, ze F = P[f]. Dlatego f(w) = f(w) dla p.w. w € T,
i w konsekwencji f(T}) = {c}. Z drugiej strony, z warunku (4.1) wynika, ze f(ex) = ex
i f(ek_l) = ex_1, skad ex = ¢ = ep_1. Uzyskana sprzeczno$¢ oznacza, ze Re(ucy) < 1
dla k € Z; . Z drugiej strony 1 € wD; dla pewnego | € Z; ,,. Stad u € D;. Przyjmujac
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v = cp dla k € Zy, \ {I} 1 v := v widzimy, ze vy € Dy, dla k € Z;,,, skad na mocy
wzoru (3.2),

Re(uzn:l ) ( zn: Cr —i—uu) :Re<u zn:lck> +1

I#£k=1 I£k=

>Re< Z ck> + Re(uq) = Re(uk;ck>

1#£k=1

To przeczy warunkowi (iii) twierdzenia 3.1.
Zatem nie istnieja F' € Hy 1 z € D, dla ktérych zachodzi réwnosé (4.5). To tacznie
z (3.23) implikuje oszacowanie (4.4), co konczy dowdd. ]

Whiosek 4.5. Dla dowolnych 6 € P3 i F € Hy,

(4.8) |F(2)] < 1— isnf (g) (2 arctg (ﬁg@) - 5) , zeD,

gdzie § 1= dy.

Dowéd. 7 wniosku 3.15 wynika, ze 3 — p3(d) = 4sin? ( ) Stosujac twierdzenie 4.4

z n := 3 otrzymujemy oszacowanie (4.8), co konczy dowdd. O

Uwaga 4.6. Z wniosku 4.5 wynika, ze dla dowolnych 6 € P3 i F € Hy, jedli 9y =
%z to oszacowanie wartosci |F'(z)| redukuje si¢ do wyniku otrzymanego w pracy [17,
Corollary 2.4]. Zauwazmy, ze r6wnos¢ 0y = % oznacza, ze partycja Zyz > k +— Ty(0)
dzieli okrag T na trzy tuki o jednakowej dtugosci.

Whniosek 4.7. Dla dowolnych 6 € P, i F € Hy,

(i) jesli 0<6<

4 ., sin(d)
(4.9) |F(2)] <1— —sin (0) <2 arctg <|z|—|—cos(5)> - 5) , zeD,

01\:1

(ii) jesli T <6< 7 to

(4.10) |F(2)] <1 — 71T (1 + 4sin’ @)) (2 arctg (Mi”l(i;;;@) - 5) , zeD,

gdzie § 1= dy.

s
59

4—py(0) = 1+4sin® (%), gdy £ <0 < 7. Stosujac twierdzenie 4.4 z n := 4 otrzymujemy

Dowdéd. Na mocy wniosku 3.20 mamy 4 — py(6) = 4sin*(d), gdy 0 < § < T, oraz

oszacowania (4.9) i (4.10), co konczy dowdd. O
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Uwaga 4.8. Z wniosku 4.7 wynika, ze dla dowolnych 6 € Py i F' € Hy, jesli dy =  to

Fz) <1-2 _ﬂ\/g <2arctg <2|Z|\/f\/§> _ Z) . zeD.

oznacza, ze partycja Zy 4 2 k — Tj(0) dzieli okrag T na

T

1
cztery tuki o jednakowej dtugosci.

Zauwazmy, ze rOWnNos¢ dg =

4.2 Nierownosé¢ Heinza

Niech Hom™(T) oznacza klase wszystkich zachowujacych orientacje homeomor-
fizméw okregu jednostkowego T na siebie. Dla f € Hom™(T) i z € T definiujemy

pochodnag
) o i L = 1C)
u—z oy —z
gdy granica istnieje, zas f'(z) := 0 w przeciwnym przypadku. Przypomnijmy, ze ope-
ratory pochodnych formalnych 9 oraz 9 sa zdefiniowane wzorami (1.2). Z lematu [15,
Lemma 2.1] wynika, ze dla kazdej funkcji f € Hom™(T) i p.w. 2 € T funkcje 0 P[f]

i O P[f] maja granice radialne w punkcie z oraz zachodza réwnosci

[f@ —Plflr2) |

2z lim OP[f](rz) = lim

r—1-— r—1—

1—r

— P[f](rz)
1—r

(4.11)

27 lim OP[f](rz) = lim [f(z)

r—1- r—1-

Twierdzenie 4.9. Dla dowolnych 6 € P, i F' € Hy zachodzq nieréwnosci

1 5
. > a - Pn PR )
(4.12) OF(:)] > o (n = pu(@))te(5), 2€D
oraz
2 2 2 2 5
(4.13) 0 F )+ 10,F () > 55 (0= pul0))" te (2) 2D,
gdzie § 1= dy.

Dowéd. Ustalmy dowolnie 0 € P, i F' € Hy. Wtedy F jest réznowartosciowym od-
wzorowaniem harmonicznym kota D na siebie. Z twierdzenia 4.2 wynika zatem, ze
odwzorowanie F ma ciggle rozszerzenie F' na kolo domkniete cd(D)i f = Flr jest
stabym homeomorfizmem okregu T na siebie. Dlatego istnieje doktadnie jedna funkcja

ciaglta ¢ : R — R spehiajaca warunki ¢(6y) = 6y oraz

(4.14) fe?) =e*® teR.
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Jest to klasyczny wynik z topologii algebraicznej dotyczacy grupy podstawowe]j okregu
jednostkowego; por. np. [8, Chap. 1], [11, Chap. 16]. Ponadto ¢ jest funkcja stabo
monotoniczna, gdyz przeciwobraz f~'({u}) jest tukiem dla kazdego u € T. Z drugiej
strony na mocy warunkéw (4.1) i (4.14), el¥%) = ¢, = €% dla k € Z,,,. Dlatego ¢ jest
stabo rosnaca funkcja ciagly spetniajacg warunki

(4.15) ot +2m) =p(t)+2r, teR oraz p(0k) =6k, k€ Zop.

Zatézmy najpierw, ze o jest funkcja rosnaca, czyli f € Hom™ (T). Poniewaz F = P|[f],

wiec z rownosci (4.11) wynika, ze granice

i I ol 3P

istnieja dla p.w. z € T i zachodza réwnosci

_ _F 2
(4.16) 2 1117{17(|8F(rz)]2 +0F(r2)?) = |f'(2)]* + hrlni |w :
oraz
(4.17) lirfli(|3F(rz)]2 —|0F (r2)|?) = lirfli J[F](rz).
Laczac (4.16) z (4.17) wnioskujemy, ze réwnosé
. s Loy Ly [JR-Fea)ff 1
@)t joFeaf = e PO Gy e

zachodzi dla p.w. z € T. Poniewaz F' € Hy, wiec na mocy twierdzenia 4.4 widzimy, ze
dla wszystkich z € T i r € [0;1),

1) = FOr2)| | )] = 1F(2)
1—7r - 1—r
(4.19) Rl G pn<5>1) (2arcte (e) =9)]
= L= ot (3)  wayr -1

Z twierdzenia [15, Theorem 2.2] wynika, ze

lim J[F](rz) >0 dlapw. zeT.

r—1-

To tacznie z (4.18) i (4.19) daje

lim [0F(rz)| > 21(n - pn(§))tg<g) dla p.w. z € T.
7r

r—1-
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Z drugiej strony na mocy lematu [16, Lemma 0.3],

|0F(z)| > essinf

zeT

lim OF(rz)

r—1-

, zeD.

Obie te nier6wnosci implikuja oszacowanie (4.12), o ile ¢ jest funkcja rosnaca. Pozostaje
rozwazy¢ sytuacje, gdy ¢ nie jest funkcja rosnaca. Wtedy ¢ jest funkcja stabo rosnaca,
i dla kazdego | € N funkcja

R >t pt) = 1t + Elo(t)

jest rosnacym homeomorfizmem prostej R na siebie, ktéry na mocy (4.15) spelnia
warunki ¢;(t + 27) = ¢i(t) + 2r dla t € R oraz ¢(0;) = 0, dla k € Zgy,,. Zatem
fi € Hom™(T) dla | € N, gdzie f; : T — T jest funkcja jednoznacznie wyznaczona
przez warunek

file) =¥t eR.

Stad na mocy twierdzenia 4.1, F; := P[f)] € Hy dla [ € N. Poniewaz
sup{|fi(z) — f(2)| : 2 € T} — 0, gdy I — +0o0,

wiec stosujac twierdzenie Lebesgue’a o zmajoryzowanym przechodzeniu do granicy pod
znakiem catki wnioskujemy z (1.4), ze O P[fi](z) — O P[f](2), gdy | — +00. Poniewaz
fi € Hom™(T) dla | € N, wiec z przeprowadzonego do tej pory dowodu wynika, ze

1 )
F 27 - Fn ~ | ] ]D)
OR()| > o (n p<5>>tg(2) IEN, 2 ¢

Przechodzac do granicy z | — oo otrzymujemy w konsekwencji oszacowanie (4.12)
w kazdym przypadku. Stosujac wzory (1.2) dostajemy

0. F(2)]* + 10, F(2)[" = 2(|0F (2)]* + [0F (2)"), 2 €D.
Stad i z (4.12) wyprowadzamy oszacowanie (4.13), co konczy dowdd. O

Whniosek 4.10. Dla dowolnych 8 € Ps i F' € Hy zachodzqg nieréuwnosci

2 ) )
4.9 F > Zgin? [ = - D
(4.20) oF(2)| > 2 sin (2)tg<2), 2 eD,
oraz
(4.21) O FE 410, P > S sin @ te’ @ el
e

gdzie § 1= dy.
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Dowdéd. 7 wniosku 3.15 wynika, ze 3 — p3(d) = 4sin? (g) Stosujac twierdzenie 4.9

z n = 3 otrzymujemy oszacowania (4.20) i (4.21), co konczy dowdd. O

Uwaga 4.11. Z wniosku 4.10 wynika w szczegdlnosci, ze dla dowolnych 8 € P3 i F €
Ha, jesli 09 = 3 to

1
OF ()| = :
9P ()| > e

zeD,

oraz

1
0. F(2)]* +10,F (2)]” > o2 € D.

Wnhiosek 4.12. Dia dowolnych 6 € Py i F' € Hy, jesli 0 <0 < £ to

2
(4.22) |OF(2)] > = sin?() tg (g) , z€D,
m
oraz
2 2o 8 4 2 (0
(4.23) 0, F(2)| + |0, F (2)]* > — sin (0) tg 5] #€ D;
jesli zaé% <0< to
1 .o [0 J
(4.24) |0F(2)] > — [1+4sin” (= | |tg| = |, z€D,
27 2 2
oraz
(4.25) O, F(+10,F) > —= (14 4sim? (2 Y CA T
' ’ Y ~ on? 2 2)’ ’
gdzie § 1= dy.

Dowéd. 7 wniosku 3.20 wynika, ze 4 — p4(6) = 4sin?(d), gdy 0 < 6§ < T, oraz 4 —

50
ps(6) = 1+ 4sin? (g), gdy T <6 < 7. Stosujac twierdzenie 4.9 z n := 4 otrzymujemy

oszacowania (4.22)—(4.25), co konczy dowdd. O

Uwaga 4.13. Z wniosku 4.12 wynika w szczegolnosci, ze dla dowolnych # € Py i F €
Hy, jesli dg = T to
1
OF (2)” >

>
472

(57 —40v2), zeD,

oraz

0P ()2 + |9,F ()2 > 212<57 _40V3), -eD.
T
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4.3 Dolne ograniczenia typu Lipschitza

Korzystajac z analitycznej charakteryzacji odwzorowan quasikonforemnych ptasz-
czyzny zespolonej z podrozdziatu 1.1 mozna zauwazy¢, ze dla kazdego K € [1;+00)
zachowujacy orientacje dyfeomorfizm F' w obszarze () jest odwzorowaniem K-quasi-
konforemnym w 2 wtedy i tylko wtedy, gdy

(4.26) 0F (2)] <

W szczegdlnosci F' jest odwzorowaniem 1-quasikonforemnym wtedy i tylko wtedy, gdy
F jest odwzorowaniem konforemnym.

Twierdzenie 4.14. Dla dowolnych 0 € P,, F € Hy i K € [1;400), jesli F jest

odwzorowaniem K -quasikonforemnym to

n — pn(9) <5>
4.2 F(z) = F(w)] = 2229 o (C) 1, —w|, z,weD,
(4.27) |F(2) (w)| (K+1)th 5 |z —w|, zwe
gdzie § 1= dg.

Dowdd. Przy zalozeniach twierdzenia ustalmy dowolnie z,w € . Przyjmujac [0;1]
t— () :=F 'z +t(w— z)), mamy

))’dt — /Ol‘aF(V(t))V'(t) + 5F(7(t))7’7(t)]dt
> [ (0F (@I @) - BFGE)IF@)

> inf (|0F (u)| — |0F (u /w )at

|2 —w| =

~

2
> mf OF F~Y2) — F Y w)].
DR (w)| [P ) — B )
Ostatnia z tych nieréwnosci jest konsekwencja nieréwnosci (4.26). Stosujac teraz osza-
cowanie (4.12) otrzymujemy

n — pa(9)

| > T P\Y)
E w|/(K—|—1)7T

)
tg(5)IF(:) - F'(w)l, zweD,
gdyz F(D) = D. To implikuje oszacowanie (4.27), co konczy dowdd. O

Whniosek 4.15. Dla dowolnych 6 € P3, F € Hy i K € [1;+00), jesli F jest odwzoro-

waniem K -quasikonforemnym to

4

(428 1)~ F)l > e sin2<g> tg@) z—w|, zweD,

gdzie § := dy.



4. DYFEOMORFIZMY HARMONICZNE KOLA JEDNOSTKOWEGO NA SIEBIE Z KLASYCZNA ...
4.3. Dolne ograniczenia typu Lipschitza 61

Dowdd. 7 wniosku 3.15 wynika, ze 3 — p3(d) = 4sin? (g) Stosujac twierdzenie 4.14

z n = 3 otrzymujemy oszacowanie (4.28), co konczy dowdd. O]

Uwaga 4.16. Z wniosku 4.15 wynika w szczeg6lnosci, ze dla dowolnych 6 € Ps, F' € Hy

i K € [1;+400), jedli F jest odwzorowaniem K-quasikonforemnym i dg = % to

V3

|F(2) — F(w)] > 3K+ D

|z —w|, zweD.

Whniosek 4.17. Dla dowolnych 6 € Py, F € Hy i K € [1;+00), jesli F' jest odwzoro-

wantem K -quasikonforemnym to zachodzq implikacje:
(i) jesli 0<é <% to
(120)  FE) - Fw)] > st (3 ) [~ ul, zweD
. z) — F(w)| > ————sin —||z—w|l, zw ,
(K + D)r 812

(i) jesli T <6<

(4.30) |F(2) — F(w)| > (Kim (1 + dsin? (g)) to (g) z—w|, zweD,

gdzie § 1= dy.

Dowéd. Na mocy wniosku 3.20 dostajemy 4 — p4(0) = 4sin?(d), gdy 0 < § < I,
oraz 4 — py(d) = 1 + 4sin? (g), gdy £ < 0 < 7. Stosujac twierdzenie 4.14 z n := 4

otrzymujemy oszacowania (4.29) i (4.30), co konczy dowdd. O

Uwaga 4.18. Z wniosku 4.17 wynika w szczegdlnosci, ze dla dowolnych 6 € Py, F' € Hy

i K € [1;+00), jesli F' jest odwzorowaniem K-quasikonforemnym i = 7§ to

42 -5

IF(:) = Pl >

|z —wl|, zweD.
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