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Wstep

Oznaczmy przez Hol(2) klase wszystkich funkcji holomorficznych w obszarze €. Tu i w
dalszym ciggu przyjmujemy, ze wszystkie pojecia topologiczne odnosza si¢ do rozsze-
rzonej plaszezyzny zespolonej E(C) := (C, p), gdzie p jest metryky cieciwows. W szcze-
golnosei cl(A) i int(A) oznaczaja odpowiednio domkniecie i wnetrze zbioru A ¢ C.
Dla dowolnych @ € C i r > 0 oznaczamy D(a,r) := {z € C : |z —a| < r} oraz
D(a,r) = {z € C: |z —a|] < r}. W szczegblnosci przyjmujemy D := D(0,1) oraz
D := D(0,1). Hoczyn Hadamarda funkcji f i g holomorficznych w pewnym otoczeniu

punktu 0 definiujemy wzorem

i‘j [™(0)g"™(0)

(0.1) D(0,Rsy) 2 2 fxg(z) = 2 (1 2",
gdzie
-1
(0.2) Ry, (hm sup \/|f g(")'(0)| ) ;
n—-+o0o n:

por. [3], [4]. Na przyktad, stosujac wzory (0.1) i (0.2) do funkcji C\ {1} 3 z — f(2) :=
1/(1—2)1ig:= f obliczamy f g = f|p. Z drugiej strony iloczyn Hadamarda f * g ma
holomorficzne rozszerzenie do funkcji f. Oznacza to, ze w pewnych przypadkach iloczyn
Hadamarda f * g moze zostaé rozszerzony holomorficznie poza koto D(0, Ry ). Zatem
dla zadanych obszaréw A, B C C zawierajacych 0 mozemy szukaé obszarow 2 takich,
ze dla dowolnych f € Hol(A) i g € Hol(B) iloczyn Hadamarda f % g ma holomorficzne

rozszerzenie na obszar zawierajacy ). Aby sprecyzowaé ten problem oznaczmy
(0.3) p(D) :=sup({r > 0:D(0,r) C D})

dla zbioru D C C zawierajacego 0. Zauwazmy, ze dla wszystkich obszarow A, B C C

zawierajacych 0, zachodzi warunek
(0.4) p(A)p(B) <Ry, [ € Hol(4), g € Hol(B).

Dla zadanych obszaréw A, B C C zawierajacych 0 rozwazamy klase H; (A, B) wszyst-
kich obszar6w ©Q C C takich, ze D := D(0,p(A)p(B)) C 2 oraz dla dowolnych

2



WSTEP 3

f € Hol(A) i g € Hol(B) istnieje funkcja h € Hol(2), ktéra pokrywa sie z f *x g w
D, tj.,

(0.5) hz) = [+9(2), zeD(0,p(A)p(B)).

Innymi stowy funkcja (f % g)|p ma rozszerzenie holomorficzne h na kazdy obszar Q) €
H1(A, B). Zatem dla dowolnych obszaréw Q i ) jezeli 2 € H1(A,B)i0 € Q C Q,
to Q' € Hy(A, B). W naturalny sposéb pojawia sie pytanie o maksymalny w sensie
inkluzji obszar 2 € H;(A, B). Wyznaczenie gornego ograniczenia klasy Hi (A, B) jest
do$¢ tatwe. Ustalmy dowolnie u € C\ Aiv € C\ B. Przyjmujac

1
C\{u} 3z f(z) = [z oraz C\{v} 32— yg(z) = Tz
widzimy, ze f € Hol(A) i g € Hol(B). Ponadto,
+o0 1 400 1
f&)=Y 4 zeDO.ful) omz g(z)= Y ~2" 2D, o)
n=0 n=0
skad
frg() =3 e L e p( )
gz—nzo(uv)nz—l_ﬁ, z  Juvl).
Zatem uv ¢ 2 dla Q € Hy(A, B), i w konsekwencji
(0.6) (C\A)-(C\B)cC\Q, QeH(AB),
gdzie dla dowolnych zbioréow niepustych X,Y C C,
(0.7) X Yi={ay:ze XNyeYAN(x#0#yVr#oo#y)}

Przyjmujemy tutaj c- oo := oo oraz oo -c:= oo dla ¢ € C \ {0}. Dodatkowo okreslamy
0-X :=0oraz X -0 := 0 dla X € 2. Standardowy symbol 2X oznacza zbiér wszystkich
podzbioréw zbioru X. Definiujac

(0.8) X0=C\X oraz XY :=(XL.YOE X, veof
mozemy przeformutowaé¢ warunek (0.6) w nastepujacy sposéb
(0.9) QCAxB, QeHi (A B).

W ten sposoéb zostata zdefiniowana operacja dwuargumentowa * na zbiorze 2C. Zbior
A x B bedziemy nazywaé splotem zbiorow A, B C C. Na przyktad, dla dowolnych
r1, 72 > 0 mamy

]D)(O, Tl) * ]D)(07 TQ) = ]D(O, 7’17’2).



WSTEP 4

Splotowi zbioréw i jego wlasno$ciom jest w catodci poswiecony pierwszy rozdziat ni-
niejszej rozprawy. Poniewaz 2 € H;(A, B) jest zbiorem sp6jnym, wiec z (0.9) wynika,

7€
(0.10) QC CCy(AxB), QeHi(A B).
gdzie CC,(X) oznacza sktadowa spdjna zbioru X C C zawierajaca z, tj.,

cc.(X)= Uy Vv
Vej:z
gdzie
F, = {V €2%:2€eV C X AV jest zbiorem spéjnym}.

Problem holomorficznego rozszerzania funkcji (f*g)|p na obszary zalezne tylko od Ai B
jest dosé stary; por. [4]. Ostatnio byt badany przez Grosse-Erdmann’a w [2], Lorson’a w
[9] 1 [10], jak réwniez przez Miiller’a i Pohlen’a w [13]. Naturalnym pytaniem jest czy w
inkluzji (0.10) moze pojawi¢ sie réwnosé. Ostateczne rozwiazanie tego problemu zostato
podane w 1992 roku przez Miiller’a. Udowodnil on w [12], ze dla dowolnych obszaréw
A1 B zawierajacych 0, CCo(A x B) € Hi(A, B), tj., CCy(A * B) jest maksymalnym w
sensie inkluzji obszarem w H; (A, B). Swoj rezultat nazwal twierdzeniem o multiplikacji
Hadamarda. Jesli obszary A, B C C sa jednospdjne, to rozszerzenie h funkeji (f * g)|p
mozna scharakteryzowaé¢ w bardziej konstruktywny sposéb (por. uwaga 2.13) oparty o
nastepujaca koncepcje uogoélnienia iloczynu Hadamarda *. Majac dane zbiory otwarte
A, B C C oznaczmy przez Hs(A, B) klase wszystkich zbioréw otwartych 2 C C, dla
ktérych istnieje operator T : Hol(A) x Hol(B) — Hol(Q2) spelniajacy nastepujace

warunki:

(0.11) T(f,g) = f * g dla wszystkich wielomianéw f and g;
(0.12) Dla wszystkich ciagobw N > n — f, € Hol(A) i N> n — g, € Hol(B)
oraz wszystkich f € Hol(A) i g € Hol(B), jesli

ucc

t0 T(fu, gn) = T(f,g) W Q, gdy n — +oc.

Tu i w dalszym ciagu symbol ~— oznacza zbieznoé¢ niemal jednostajna. Dla przyktadu
(0.13) Q:=D(0,r17r9) € Ha(D(0,71),D(0,73)), 71,79 > 0.
Definiujac bowiem dla dowolnie zadanych 71,7, > 0 operator T' za pomoca wzoru

Hol(D(0, 1)) x Hol(D(0,75)) 5 (f.9) = T(f.q) == f %9,



WSTEP 5

stwierdzamy na mocy wzoréw (0.1) i (0.2), ze Q@ C D(0,Ry,) 1 T(f,g) € Hol(2) dla
f € Hol(D(0,71)) i g € Hol(ID(0,73)) oraz zachodzi warunek (0.11). Drugi warunek
(0.12) mozna wyprowadzi¢ z reprezentacji catkowej (0.14) iloczynu Hadamarda zwanej

wzorem catkowym Parsevala.

Twierdzenie 0.1 ([4, p. 84]). Dla dowolnych f,g € Hol(D) oraz z € D réwnosé
1 2\ du

Ny
(0.14) Fea) =g [ fe(2)S
zachodzi dla kazdego r € (|z|;1), gdzie [0;27] 2 t — TT(0,7)(t) := re'.

W przypadku dowolnych obszaréw jednospojnych A, B C C zawierajacych zero

zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 0.2 ([14, Theorem 3.1]). Dla dowolnych obszaréw jednospéjnych A, B C
C, jezeli 0 € AN B, to splot A x B jest zbiorem otwartym oraz istnieje operator
T : Hol(A) x Hol(B) — Hol(Ax B) speiniajgcy dla wszystkich f € Hol(A) i g € Hol(B)
warunek

015 T = 5 [ S

z\ du z

u

gdzie Po(A N (2/B)) jest klasq okreslong wzorem (2.16). W szczegdlnosci, operator T
spetnia warunki (0.11) i (0.12), czyli Ax B € Hy(A, B).

Powyzsze rozwazania sa rozwijane w rozdziale drugim w odniesieniu do uogdl-
nionego iloczynu Hadamarda Hy, gdzie A\ : Z — C jest dowolnie zadanym ciagiem
spelniajacym warunek (2.1); por. definicja 2.2. Gtéwna idea polega na zastapieniu w
rownosci (0.14) funkcji C \ {0} > u — 1/u przez funkcje holomorficzna w pierscieniu
C\ {0}, ktorej wspélezynniki rozwiniecia Laurenta w tym pierscieniu sa zadane poprzez
wyrazy ciagu A. W szczegblnym przypadku, gdy Ao := 11 A, :=0dla k € Z \ {0},
Hi(f,9)(2) = f*g(2) dla dowolnych funkeji f i g holomorficznych w pewnym otoczeniu
punktu zero i z € D(0,R;Ry), gdzie Ry i R, sa odpowiednio promieniami zbieznosci
rozwinie¢ tych funkcji w otoczeniu zera; por. uwaga 2.3. Zastepujac iloczyn Hada-
marda * przez uogdlniony iloczyn Hadamarda Hy mozna w naturalny sposéb okresli¢
odpowiedniki H7 (A, B) i Hy(A, B) klas Hy(A, B) i Ha(A, B). Wiodacym wynikiem
rozdziatu drugiego jest twierdzenie 2.11, ktoére rozszerza twierdzenie 0.2 na przypadek
uogolnionego iloczynu Hadamarda Hy. Z niego wynika wniosek 2.12 dotyczacy klasy
HYNA, B), czyli uniwersalnych obszaréw rozszerzalnosci holomorficznej uogdlnionych
iloczynéw Hadamarda funkcji z klas Hol(A) i Hol(B). Uogdlniona wersje wzoru catko-

wego Parsevala (0.14) prezentuje twierdzenie 2.10.



WSTEP 6

Trzeci rozdzial niniejszej rozprawy zawiera przyktady zastosowan twierdzen udo-
wodnionych w pierwszym i drugim rozdziale. W szczegdlnosci sg to zastosowania cha-
rakteryzacji splotu zbiorow przedstawionej w twierdzeniu 1.11, charakteryzacji splo-
tu obszaréw spiralnych wzgledem 0 przedstawionej w twierdzeniu 1.45 oraz twierdze-

nia 2.11 1 wniosku 2.12.



Rozdzial 1
Splot zbioréow

Splot zbioréw pelni wazna role w badaniu przedhuzalno$ci holomorficznej iloczynow
Hadamrada. W niniejszym rozdziale skupimy sie na jego wtasnosciach oraz alterna-

tywnych charakteryzacjach.

1.1 Podstawowe wlasnosci

Niniejszy podrozdzial przedstawia podstawowe wlasnosci splotu zbioréw wraz z dowo-

dami wynikajacymi bezposrednio z jego definicji.

Lemat 1.1. Struktury (QC; ) (QC;*) sq izomorficzne. Ponadto funkcja 2054~
o(A) == AL jest izomorfizmem struktury (2°; %) na strukture (25;-).

Dowadd. Oczywiscie funkcja ¢ jest bijekcja zbioru 2€ na siebie. Ponadto dla dowolnych

zbioréw A, B C C zachodzi réwnosé
C
p(Ax B) = o (A0 B)) = A% B = () - ().

Zatem funkcja ¢ jest izomorfizmem struktury (QC; ) na strukture (QC; -), a wiec sg one

izomorficzne, co byto do wykazania. O

Whniosek 1.2. Struktura (QC;*) jest potgrupg przemienng z elementem neutralnym
C\ {1}.

Dowéd. Ustalmy dowolnie zbiory A, B,C C C. Wykazemy, ze

(1.1) (A-B)-C=A-(B-0).

Jesli jeden ze zbioréw A, B i C jest pusty to (A-B)-C =0 = A-(B- (), a wiec

réwnosé (1.1) jest prawdziwa. Mozemy wiec zatozyé, ze wszystkie zbiory A, B i C sa

7



1. SPLOT ZBIOROW
1.1. Podstawowe witasnosci 8

niepuste. Ustalmy dowolnie z € C. Jedli z € (A- B) - C, to z = (ab)c dla pewnych
a€ A\ {0}, be B\ {oc}ice C\ {0}, skad z = a(bc) € A- (B - C). To dowodzi
inkluzji ((A- B)-C)\ {oo} C (A-(B-C))\ {oo}. Analogicznie dowodzimy inkluzji
przeciwnej. Dlatego
(1.2) ((A-B)-C)\{oo} = (A-(B-C))\ {oo}.
Ponadto co € (A - B) - C wtedy i tylko wtedy, gdy

(o€ ANB#{0}#C)V(cc e BAA#£{0}#AC)V (00 € CNAH#{0} # B).

Z drugiej strony powyzszy warunek zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy co € A-(B-C).

Obie réwnowaznosci daja tacznie réwnosé
(1.3) (A-B)-C)Nn{occ} =(A-(B-C))N{oo}.

Sumujac stronami réwnosci (1.2) i (1.3) otrzymujemy réwnosé (1.1), czyli - jest operacja
taczna. Przemienno$¢ operacji - wynika natychmiast ze wzoru (0.7). Dodatkowo dla
kazdego zbioru A C C, {1} -+ A = A. Zatem struktura (2@; 1) jest pélgrupa przemienna
z elementem neutralnym {1}. Stosujac teraz lemat 1.1 stwierdzamy ostatecznie, ze
struktura (2@; %) jest polgrupa przemienng z elementem neutralnym C\ {1}, co koficzy
dowdd. O

W celu zwigkszenia czytelnos$ci wyrazen zawierajacych operacje teoriomnogosciowe
i operacje splotu zbioréw bedziemy stale zaktadac¢, ze operacja *x ma wyzszy priorytet

niz operacje U, N oraz \.

Lemat 1.3. Dla dowolnych zbiorow A, B,C, D C @, jesli AC C i B C D, to zachodzi
inkluzja Ax B C C % D.

Dowdéd. Ustalmy dowolnie zbiory A, B,C, D C C takie, z2 A c Ci B C D. Wtedy
Ot c A%i Db « BP, skad C*- Db ¢ AC. BC. Dlatego

AxB= A" BY c (¢t DY =« D,
co konczy dowad. O
Whniosek 1.4. Dla dowolnych zbiorow A, B,C C C zachodzi réunosé

(1.4) Ax(BNC)=A«BNAxC.
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Dowéd. Ustalmy dowolnie zbiory A, B,C' C C. Z lematu 1.3 wynika, ze
Ax(BNC)C A% B oraz Ax(BNC)C AxC,

skad

(1.5) Ax(BNC)CAxBNAxC.

Pozostaje wykazaé inkluzje przeciwng. Jesli AC- (BE U C’C) = () to inkluzja

(1.6) AL (BPuct) c At BYu 4t b

jest oczywiscie prawdziwa. Zalézmy wiec, ze AL - (BCU CC) # (). Wtedy dla dowolnie
zadanego z € AL. (BB U C’C) istniejg 2 € A iy e BEUCT takie, ze z = x - y i zachodzi
alternatywa £ 0 £ y lub 2 # 00 £ y. Stad 2 -y € AL - Bl lub z-y € AL CF, |
w konsekwencji z € (A®- BY) U (A - CP). Dlatego inkluzja (1.6) zachodzi w kazdym
przypadku. Z inkluzji (1.6) wynika, ze

[Ax (BNCO)t=A- (B'uct) c (A% BYut. b
— (A" B n At Y = (A« BnAxC,

skad Ax BN AxC C Ax(BNC(C). Ta inkluzja wraz z inkluzja przeciwna (1.5) daje

tacznie réwnosé (1.4), co konczy dowdd. ]

Whiosek 1.5. Dla dowolnych zbiorow A, B,C C C zachodzi inkluzja

(1.7) AxBUAxC C Ax(BUC).

Dowdd. 7 lematu 1.3 wynika, ze dla wszystkich zbioréw A, B, C' C C,
AxBCAx(BUC) oraz AxC C Ax(BUC),

skad wynika inkluzja (1.7). O

Uwaga 1.6. Zauwazmy, ze inkluzja (1.7) nie moze by¢ zastapiona réwnoscia A x B U
AxC =Ax(BUC). Aby to udowodnié, przyjmijmy A :=D,

B:={2€C:|z] <1AIm(z) > 0}

oraz
C:={z€C:|z|]| <1AIm(z) <0}.

Wtedy A* (BUC)=Di Ax BUAxC = {0}, wiec

Ax(BUC)# AxBUAxC.
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Whiosek 1.7. Dla dowolnych ciggow zbioréw N 3 n+— A, C C orazN>nw— B, cC

zachodzi inkluzja
400 —+00 —+00
(1.8) (ﬂ An) * (ﬂ Bn> C [ (A4, * By).
n=1 n=1 n=1
Jezeli dodatkowo A, 1 C A, i@ Byy1 C B, dlan € N to zachodzi rownosé
+o0 +oo +oo
(1.9) (ﬂ An> , (ﬂ Bn> _ (A, By,
n=1 n=1 n=1

Dowdéd. Ustalmy dowolnie ciggi zbiorow N 3 n +— A, C CorazN>n— B, c C
spelniajace zatozenia. Wtedy dla kazdego m € N,

+oo +o0
ﬂ A, C A,, oraz ﬂ B, C B,,.
n=1 n=1

Stad na mocy lematu 1.3,
400 +oo
(ﬂ An> * (ﬂ Bn> C A, *xB,,, mecN,
n=1 n=1

a to prowadzi do inkluzji (1.8). Zatézmy dodatkowo, ze A1 C A, i B,41 C B, dla

n € N. Ustalajac dowolnie
R +oo —+00
zeC\ (ﬂ An> s (ﬂ Bn>
n=1 n=1

<(5) (0

n=1

stwierdzamy, ze

Stad istnieja ki, ks € N, a € A%l oraz b € B,EQ takie, ze z = ab i zachodzi alternatywa
a # 0 # blub a # oo # b. Poniewaz A,,; C A, oraz B,y; C B, dlan € N,
wiec AL C AELH oraz Bt C BELH dla n € N. Dlatego a € A% oraz b € BE, gdzie
k := max{ky, ks }, i w konsekwencji z € AL - BE. Stad z ¢ A, % By, i tym samym

“+00
zeC\ (4, * B,).
n=1
To prowadzi do inkluzji

n=1

ktéra tacznie z inkluzja przeciwng (1.8) daje réwnosé (1.9), co koncezy dowdd. O
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Definicja 1.8. Zbiér X C C nazywamy zbiorem osobliwym :& Xt ¢ {0, 00}. Zbidr

XccC nazywamy zbitorem nieosobliwym :< zbiér X nie jest zbiorem osobliwym.

Uwaga 1.9. Zauwazmy, ze dla dowolnych zbioréw A, B C C, jedli A jest zbiorem
osobliwym, to zachodzi inkluzja A C A *x B, i w konsekwencji A * B jest zbiorem

osobliwym. W istocie, ze wzoru (0.8) wynika, ze
CxB=(0 BYE = ¢t
(C\{0})* B = ({0} - BY)" > {O}E C \ {0},
C* B = ({oo}- BY)t o {o0}t =
(C\{0}) * B = ({0,00} - BY* > {O,OO}E ZC\{O},

skad na mocy definicji 1.8, A C A x B. Precyzyjniejsze rozwazania prowadza do naste-
pujacych implikacji:

(i) A=C= A% B=C;

(i) A=CAB=C\{0} = A% B=C;

(iii) A=CAB#CAB#C\{0} = A« B=C;

(iv) A=C\{0}AB£ACAB#C=AxB=C\{0};

(v) A=C\{0}AB#CAB#C\{0}AB#AC= AxB=C\{0}.

Whiosek 1.10. Dia kaidego zbioru A C C, jezeli A jest nicosobliwy, to A () = 0;
jezeli zas A jest osobliwy, to A () = A.
Dowdd. Ustalmy dowolnie zbiér A C C. Jesli A jest zbiorem nieosobliwym, to
Ax() = (A“-C)C:CUZ(A.
Jezeli A jest zbiorem osobliwym, to

A= (A €) = (A8) = A,

co konczy dowdd. O

1.2 Alternatywna charakteryzacja splotu zbioréw

i jej zastosowania

W niniejszym podrozdziale wprowadzamy nowa charakteryzacje¢ splotu zbioréw oraz
prezentujemy wlasnosci splotu zbiorow, ktére mozna udowodnié¢, korzystajac z tej cha-

rakteryzacji.
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Twierdzenie 1.11. Dla dowolnych zbiorow nieosobliwych A, B C C, zachodzi réwnosé
(1.10) A*B:{zeC\{O}:C\{O}CALJ;}U(AHBH{O,oo}).

Dowdd. Ustalmy dowolnie zbiory nieosobliwe A, B C CizeC. Zatozmy najpierw, ze

ze{geC\{O}:C\{O}CAUé}.

Wtedy z € C\ {0} oraz
z

C\{0} C AU

1 rOwnowaznie
C y4
A" N 0 C {0, 00}.

Stad dla wszystkich a € AL\ {0, 00} oraz b € BE\ {0, 00}, a # z/b, i w konsekwencii
z # ab. Zatem

= (A {0,00)) - (B {0,00}) = (4 B)\ (0,00},
co daje z € Ax BU{0,00}. Poniewaz z € C\ {0}, wiec

(1.11) {gg@\{U}:@\{O}cAué}cA*B\{o,oo}.

Aby wykazaé inkluzje przeciwna do (1.11) zalézmy, ze

zgé{CeC\{O}:(C\{O}CAUé}.

Jezeli z € {0,00}, to z ¢ Ax B\ {0,00}. W przeciwnym razie z € C \ {0} oraz nie
zachodzi inkluzja
C\ {0} Cc AU %,

a wiec istnieje w € C\ {0} taki, ze w € A®Nz/Bt. To oznacza, 7e w € A® oraz z/w € BL.
Zatem z = w-z/w € A®- B®, i w konsekwencji z ¢ A B\ {0, 00}. Korzystajac z prawa

kontrapozycji otrzymujemy inkluzje przeciwna do (1.11). Obie te inkluzje daja réwnosé

(1.12) {gec\{o}:C\{o}cAué}:A*B\{o,oo}.

Zatézmy teraz, ze z € AN BN{0,00}. Wtedy z2=0€ ANBlubz=oc0c€ ANB. W
obu przypadkach ze wzoru (0.8) wynika, ze z € A x B, co prowadzi do inkluzji

(1.13) ANBN{0,00} C Ax BNA{0,00}.
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Aby wykazaé inkluzje przeciwna do (1.13) zalézmy, ze z € Ax BN {0,00}. Wtedy z €
{0, 00} oraz z ¢ AL-B. Poniewaz oba zbiory A i B sg nieosobliwe, wiec A*N(C\{0}) # 0
i B'n (C\{0}) # 0. Jesli wiec z € APUBE, to 2 € AY. BY, a tak by¢ nie moze. Dlatego
z e (AU BYY = AN B. To daje inkluzje przeciwna do (1.13). Obie te inkluzje daja

roéwnos¢
(1.14) ANBN{0,00} = Ax BN{0,00}.
Z réwnosci (1.12) oraz (1.14) wynika, ze
{zeC\{O}:(C\{O} cAu;}u (AN BN{0,o0})
= (A+B\{0,00}) U(A*BN{0,00}) = A= B,
co konczy dowdd. O

Wzér (1.10) jest w wielu przypadkach wygodniejszy w poréwnaniu ze wzorem de-
finiujacym splot zbioréw (0.8), poniewaz nie zawiera iloczynu algebraicznego zbioréw.
Dzieki temu mozliwe jest uproszczenie procesu wyznaczania splotu A * B w pewnych
przypadkach, na przyktad, gdy A i B sa obszarami spiralnymi wzgledem 0; por. twier-
dzenie 1.45.

Lemat 1.12. Dla dowolnych ciggéw zbioréw N> n— A, c CiN>n— B, c C

zachodzi inkluzja

(1.15) UOA*B CUA*UB

+00 +o0o

Dowdéd. Przy zalozeniach lematu inkluzje A, C |J Ay oraz B, C U By zachodza dla
k=1 k=1

n € N. Z lematu 1.3 otrzymujemy

+oo +00
An*BnCUAk*UBk> n € N.
k=1 k=1
Stad
+oo
UA * B,) CUA *UBn,
n=1
co konczy dowdd. O

Uwaga 1.13. Zauwazmy, ze inkluzja (1.15) nie moze by¢ zastapiona rownoscia

—+00

U (A, = B,,) UA*UB

n=1
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Aby to udowodnié¢ przyjmijmy, ze

. 1
A, =B, = {relt ‘te {O;Q?T— } AT € [0;1)}
n

dla n € N. Wowczas A, * B, = {0} dla n € N. Z drugiej strony
+o0 +o0o )
U A, = B, ={re’:t€[0;2r) Ar €[0;1)} = D.

Dlatego
+oo

+oo +0o0
UA,xB,)={0} #D = |J A, * | B..
n=1 n=1

n=1

Whiosek 1.14. Dla dowolnych ciggow zbioréw otwartych N s5n— A, cCiN>
nw— B, CC jezeli A, C Apyi1 @ B, C Byyy dlan €N, U A, i U B, sq zbiorami

nieosobliwymi oraz zachodzi co najmniej jeden z pomzszych warunkow
. +m
(i) {0,00} C U Ay,
n=1
.o +m
(i) {0,00} C U By;
n=1
e +m +m
(iii) 0 e U AN U By;
n=1 n=1

(iV)OOEUA ﬂUBn,

n= n=1

to zachodzi réwnosé

(1.16) UO(A * B) <U A ) * <an>.

n=1

Dowdd. Ustalmy dowolnie ciagi zbioréw otwartych N > n — A, iN > n — B,

spelniajace zatozenia oraz z € C. Zatézmy, ze z € {0,000} oraz

“(Ur)(Ur)

Wtedy z twierdzenia 1.11 wynika, ze
“+oo +oo
“(Ga)n(Ge)
n=1 n=1

“+o00 “+00
z € UAn oraz z € UBn.

n=1 n=1

skad
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Poniewaz A, C A,411 B, C B,y1 dlan € N, wiec z € A, N By dla pewnego k € N.
Dlatego z twierdzenia 1.11 wynika, ze z € Ay * By, skad

+00
z€ | J(4, *B,),
n=1
co daje inkluzje
400 +00 +00
(1.17) (U An> * (U Bn> N{0,00} C | J (A, * B,) N {0, 00}
n=1 n=1

n=1

Zatézmy teraz, ze z € C\ {0} oraz

Wtedy z twierdzenia 1.11 otrzymujemy

+00 P
C\ {0} c (U An> U,
=t U B,

n=1

i w konsekwencji
+o0
c\{o} c | (Anuz>.
n=1 Bn
Stad i z dowolnego sposréd warunkéw (i)—(iv) wynika, ze
~ +oo 2 +oo >
¢ =c\{0}u{o,00} c (AHUB> U{0,00} = (AnuB).
n=1 n n=1 n

Poniewaz zbior A, U z/B,, jest otwarty dla n € N i zbiér C jest zwarty, wiec istnieje

skonczony zbior K C N taki, ze

nek n
Poniewaz
AgU— CApU——, neN
" Bn n Bn+1 ’ ’
i zbior K jest skonczony, wiec
U (Anuz> = AU —,
neK B” Bk
gdzie k := max(K). Zatem

z
)

C\{0}cC=4,uU
By
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i w konsekwencji z twierdzenia 1.11 wynika, ze z € Ay * By. Dlatego
+00
z € U (A, * B,),

n=1

co prowadzi do inkluzji

(1.18) <:Dj An> * (;Ui Bn> \ {0,000} C ;Gj(An x Bp,) \ {0, 00}.

Z inkluzji (1.17) oraz (1.18) wynika, ze

(00)-(35) () (0) o)
(0] 10 (oo sario)

U (U(An  By) \ {o,oo}> - U(An « B,).

n=1 n=1

Z lematu 1.12 wynika inkluzja przeciwna do powyzszej. Obie inkluzje daja tacznie

réwnosé (1.16), co konezy dowdd. O

Uwaga 1.15. Zauwazmy, ze zalozenie wylgcznie otwartosci zbioréw A, i B, oraz
inkluzji A, C A,.11 B, C B,y1 dlan € N we wniosku 1.14 nie jest wystarczajace.
Aby to udowodnié przyjmijmy A, := D(0,n) oraz B,, = C \ D(0,1/n) dla n € N.
Wtedy A, * B,, = () dla n € N. Zatem
+0o0o
U (A, = B,) = 0.
n=1
Z drugiej strony
+o0
UJA.=C
n=1
oraz

leBn:@\{O},

(G (Yrm)=e

i w konsekwencji

co przeczy réownosci (1.16).
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1.3 Splot P-zbioréw

Niniejszy podrozdzial zawiera twierdzenia dotyczace splotu zbioréw i wynikajace ze

szczegblnych wlasnosci rodziny odwzorowan
C3z—T)(z2):=pz, peC\{0}.

Definicja 1.16. Niepusta rodzing P C 2C nazywamy multiplikatywnie niezmienniczq
= T,(U)ePdlapeC\{0}iU eP.

Definicja 1.17. Dla dowolnej niepustej rodziny P C 2C zbiér A nazywamy P-zbiorem
= A c C1idla kazdego = € AL istnieje U € P takie, ze z € U C AL

Z powyzszej definicji w szczegdlnosci wynika, ze C jest P-zbiorem dla dowolnej

niepustej rodziny P C 2C,

Twierdzenie 1.18. Niech P bedzie niepustqg rodzing podzbioréw zbioru @, ktora jest

multiplikatywnie niezmiennicza @ spetnia warunek

(1.19) dla kazdej niepustej rodziny A ztozonej z P-zbiorow przeciecie ﬂA

jest P-zbiorem.

Wtedy dla dowolnych zbioréw A, B C C, jezeli {0,00}y N AN B =0, B ¢ {C,C\
{0},C\ {0}} i A jest P-zbiorem, to A x B jest P-zbiorem.

Dowdd. Ustalmy dowolnie A, B i P spelniajace zatozenia. Z definicji 1.17 wynika, ze
C jest P-zbiorem. Jesli wiec A = ClubB=C,toAxB = C, i dlatego A x B
jest P-zbiorem. Mozemy zatem przyjac, ze A # CiB # C. Wtedy B jest zbiorem
nieosobliwym, i w konsekwencji B’ := B\ {0, 00} # (). Ustalmy dowolnie w € B’ oraz
z € (Ty(A))E. Wtedy z € T,,(A%), i tym samym z/w € AL. Poniewaz A jest P-zbiorem,
wiec istnieje U € P taki, ze z/w € U C AL. Stad z € T,,(U) C T, (A%) = (T},(A))C.
Poniewaz rodzina P jest multiplikatywnie niezmiennicza, wiec T,,(U) € P. Stad na
mocy definicji 1.17 wynika, ze T,,(A) jest P-zbiorem dla w € B’. Ponadto

C
C
(1.20) AxB= (A" BY) :(AE. U w> .
weBE
Dla kazdego z € {0,00} zachodzi doktadnie jeden z nastepujacych warunkéw: z €
ANB,ze A'NB, 2 ¢ An Bt lub 2 € A* N BE. Dlatego ze wzgledu na zalozenie
{0,00}NAN Bb = () mozemy ograniczy¢ dalsze rozwazania do nastepujacych czterech

przypadkow:
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(i) {0,00} C B;

(i) oo € A®N BL oraz 0 € B;
(iii) 0 € AN BE oraz oo € B;
(iv) {0,00} c A®n BE.

W przypadku (i) mamy

AL w= U Tu(4%).

we B0 weB’

W przypadku (i) mamy
AC. wgc w = wgg/ T, (A%) U ({oo} - A7) = wLejB/ (T (A%) U {oo}) = ngJB/ T,(A%).
W przypadku (iii) mamy
AL, wggc w = wgg/ T, (A%) U ({0} - A°) = wgg/ (T.,(A%) U {0}) = wggl T, (A%).
W przypadku (iv) mamy

AL w= U Tu(4A%) U ({0,00} - A%) = | (Tw(A%) U{0,00}) = |J To(4A°).

weBC weB’ weB’ weB’

Zatem we wszystkich przypadkach stwierdzamy na mocy réwnosci (1.20), ze

AxB= ( U Tw(AB)>B: N Tw(A).

we B’ weB’

To wobec warunku (1.19) oznacza, ze A * B jest P-zbiorem, co byto do udowodnienia.
[l

Uwaga 1.19. Zauwazmy, ze zatozenie {0,00} N AN B = § w twierdzeniu 1.18 jest
potrzebne. Przyjmujac P := {{w} : w € C\ {0}} widzimy, ze {A € 2€: {0,00} C A}
jest klasa wszystkich P-zbioréw. Ustalmy dowolnie a € C\ {0} oraz zbiér B C C.
Wowezas A := C \ {a} jest P-zbiorem, oo € {0, 00} N AN B oraz

A+ B = ({a}- BY) = (T.(BY))' = Tu(B) = {a} - BC C.

Stad co ¢ A x B, a wiec A *x B nie jest P-zbiorem.

Whniosek 1.20. Niech P bedzie niepustq rodzing podzbioréw zbioru C, ktora jest mul-
tiplikatywnie niezmiennicza i spetnia warunek (1.19). Wiedy dla dowolnych P-zbioréw

A i B, jezeli A\ B C C\ {0} lub B\ AC C\ {0}, to A B jest P-zbiorem.
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Dowdéd. Ustalmy dowolnie A, B i P spetniajace zatozenia. Jezeli A lub B jest zbiorem
osobliwym, to z uwagi 1.9 wynika, ze A x B € {A, B, @}, i w konsekwencji A x B jest
P-zbiorem. Zalézmy, ze zbiory A i B sa nieosobliwe. Poniewaz A\ B C C\ {0} lub
B\ A c C\ {0}, mamy {0,00} N AN Bt =0 lub {0,000} N BN AL = §. Zatem na mocy

twierdzenia 1.18, A x B jest P-zbiorem, co nalezato udowodnic. O

1.4 Wtlasnosci topologiczne splotu zbioréw

W niniejszym podrozdziale skupimy si¢ na wtasnosciach topologicznych splotu zbioréw.

Whniosek 1.21. Dla dowolnych zbiorow A, B C C, jezeli A jest domkniety, AN BN
{0,00} =0 oraz B ¢ {C,C\ {0},C\ {0}}, to zbiér A B jest domkniety.

Dowdd. Ustalmy dowolnie A i B speliajgce zatozenia. Niech P bedzie rodzing wszyst-
kich podzbioréw otwartych zbioru C. Na mocy definicji 1.16 rodzina P jest multi-
plikatywnie niezmiennicza. Ponadto ma mocy definicji 1.17 kazdy zbiér X C C jest
P-zbiorem wtedy i tylko wtedy, gdy X jest zbiorem domknietym. Dlatego A jest P-
zbiorem. Poniewaz przeciecie dowolnej niepustej rodziny zbiorow domknietych jest zbio-
rem domknietym, wiec spelniony jest warunek (1.19). Stad na mocy twierdzenia 1.18,

A x B jest P-zbiorem. Zatem zbiér A x B jest domkniety, co konczy dowdd. O]

Uwaga 1.22. Zauwazmy, ze zalozenie A N B® N {0,00} = 0 we wniosku 1.21 jest
potrzebne. Przyjmujac bowiem A :=D i B := C\ {0} widzimy, ze A®- Bt = {0}. Stad
(AC. BYC = C\ {0}, a wiec zbiér A % B nie jest domkniety.

Whiosek 1.23. Dla dowolnych zbioréw domknietych A, B C C zbiér A * B jest do-
mkniety.

Dowaéd. Ustalmy dowolnie zbiory domkniete A, B C C. Niech P bedzie rodzing wszyst-
kich podzbioréw otwartych zbioru C. Na mocy definicji 1.16 rodzina P jest multipli-
katywnie niezmiennicza. Ponadto ma mocy definicji 1.17 kazdy zbiér X C C jest P-
zbiorem wtedy i tylko wtedy, gdy X jest zbiorem domknietym. W szczegdlnosci A i B
sa P-zbiorami. Poniewaz przeciecie dowolnej rodziny zbiorow domknietych jest zbio-
rem domknietym, wiec spetniony jest warunek (1.19). Jezeli AN B®N{0,00} = 0 lub
BN A' N {0,00} = 0, to na mocy wniosku 1.20 zbiér A * B jest P-zbiorem, a wiec
jest domkniety. Zatézmy wiec, ze AN BEN{0,00} # 0 i BN AP N {0, 00} # 0. Wtedy
0 A\Biocwe B\Alub0 e B\ Aioo e A\ B. Bez straty ogélnosci rozwazan
mozemy zaltozy¢, ze zachodzi pierwsza z tych mozliwosci. Poniewaz zbiory Abi B sq

otwarte, wigc istnieja r1,ry > 0 takie, ze

D(0,71) € B® oraz C\ D(0,r,) C AC.
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Stad
C=D(0,m)- (C\D(0,r)) C A®- BE,

czyli Ab. Bt = C. Zatem A« B = (), i w konsekwencji zbiér A « B jest domkniety, co
konczy dowdd. O

Lemat 1.24. Dla dowolnych zbiorow A, B C C zachodzi inkluzja
(1.21) cl(Ax B) C cl(A) * cl(B).

Dowadd. Ustalmy dowolnie zbiory A, B C C. Z lematu 1.3 wynika, ze A% B C cl(A) x
cl(B). Z wniosku 1.23 wynika za$, ze zbiér cl(A) * cl(B) jest domkniety. Zatem

cl(A* B) C cl(cl(A) * cl(B)) = cl(A) * cl(B),
co nalezalo udowodnié. ]

Uwaga 1.25. Zauwazmy, ze inkluzja (1.21) nie moze by¢ zastapiona réwnoscia cl(A) *
cl(B) = cl(A % B). Rzeczywiscie, przyjmujac A := B := D\ (0; 1) widzimy, ze

c(A)xcl(B)=D*D =D
oraz A * B = {0}. Dlatego cl(A) * cl(B) # cl(A x B).

Lemat 1.26. Dla dowolnych zbioréw otwartych A, B C C, jezeli zachodzi co najmniej

jeden z ponizszych warunkow:
(i) {0,00} C A;
(ii) {0,00} C B;
(iii) 0 € AN B;
(iv) co € AN B,
to zbior A x B jest otwarty.

Dowaéd. Ustalmy dowolnie zbiory otwarte A, B C C. Niech z bedzie punktem przyle-
glym zbioru AL . BL. Wtedy istnieje ciag N 3 n — z, € AC. Bb taki, ze 2, — 2, gdy
n — 4o00. Zatem istnieja ciagi N > n — a, € At oraz N> n — b, € B takie, ze
Zn, = apb, 1 zachodzi alternatywa a, # 0 # b, lub a,, # oo # b, dla n € N. Poniewaz
zbiory AL i BP sg zwarte, wiec istniejg a € A% ib € BE oraz funkcja rosnaca o : N — N

takie, ze ag(n) — @ i byy — b, gdy n — +oo. Jesli a = 0, to zachodzi co najmnie;
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jeden z warunkéw (ii) lub (iv), ktére implikuja b # oo. Jesli a = oo, to zachodzi co

najmniej jeden z warunkow (ii) lub (iii), ktére implikuja b # 0. Dlatego

z = lim Zo(n) = lim aa(n)ba(n) =ab € AE . BE,

n—-4o00 n—-400

i w konsekwencji zbiér A - BP jest domkniety. Zatem zbiér A * B jest otwarty, co bylo

do udowodnienia. O

Uwaga 1.27. Zauwazmy, ze zatozenia dotyczace 0 i co w lemacie 1.26 sa potrzebne.

W istocie, przyjmujac
. 1
A:=C\ ({ :nEN}U{O}) oraz B:=C\N,
n

widzimy, ze AC- BE = (Q N [0; —i—oo)) U {oo}. Zatem zbior A . BE nie jest domkniety,

i tym samym zbiér A x B nie jest otwarty.
Lemat 1.28. Dia dowolnych zbioréw A, B C C, cl(A) - cl(B) C cl(A- B).

Dowdd. Ustalmy dowolnie zbiory A,B € C i z € cl(A) - cl(B). Zatéamy, ze z # co.
Wtedy istnieja a € cl(A) \ {oo} i b€ cl(B) \ {oo} takie, ze z = ab. Z definicji operacji
domkniecia zbioru wynika istnienie ciggéw N> n+—a, € Ai N > n — b, € B takich,
ze a, — aib, — b, gdy n — 400, oraz a, # oo # b, dla n € N. Definiujac wiec ciag
N > n — z, widzimy, ze z, € A- B dla n € N oraz

Zn = Gpb, — ab =z, gdy n — +o0.
Stad z € cl(A - B), co prowadzi do inkluzji
(1.22) (cl(A) - cl(B)) \ {00} C cl(A - B).

Pozostaje rozwazyé¢ przypadek, gdy z = oo. Wtedy istnieja a € cl(4) \ {0} 1 b €
cl(B)\ {0} takie, ze z = ab. Ponadto a = oo lub b = co. Bez straty ogdlnosci rozwazan
mozemy zalozy¢, ze b = oo. Z definicji operacji domkniecia zbioru wynika istnienie
ciagbw No>n+—a, € AiN>n+— b, € B takich, ze a, —» aib, — b, gdy n — +o0,
oraz a, # 0 # b, dlan € N. Zatem ciagg N > n — z, := a,b, spelnia warunki z, € A-B
dla n € N oraz

’ZTL’ - |anbn| = |6Ln’ : |bn‘ - |CL| 00 = +00, gdy n — 400,

gdyz a # 0. Stad z, — oo, gdy n — +o00, i w konsekwencji z € cl(A - B), co prowadzi

do inkluzji

(1.23) (cl(A) - cl(B)) N {oo} C cl(A - B).
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Obie inkluzje (1.22) i (1.23) daja tacznie

cl(A) - cl(B) = ((cl(A) dA(B)) \ {oo}) U ((CI(A) .d(B)) N {oo}) C c(A- B),
co konczy dowdd. O

Lemat 1.29. Dla dowolnych zbiorow A, B C @, jezeli zachodzi co naymniej jeden z

ponizszych warunkow:
(i) {0,00} C int(A);
(il) {0,000} C int(B);
(iii) 0 € int(A) Nint(B);
(iv) oo € int(A) Nint(B),
to spetniona jest réwnosé
(1.24) int(A % B) = int(A) * int(B).

Dowéd. Ustalmy dowolnie zbiory A i B spelniajace zalozenia. Poniewaz int(A) C A
iint(B) C B, wiec z lematu 1.3 otrzymujemy int(A) % int(B) C A * B. Ponadto
z lematu 1.26 wynika, ze zbiér int(A) x int(B) jest otwarty. Stad int(A) x int(B) C
int(A * B). Z drugiej strony, z réwnosci int(X) = (cl(X®)) dla kazdego zbioru X ¢ C
i lematu 1.28 otrzymujemy
C
(int(A)  int(B))" = (int(A))" - (int(B))° = cl(A%) - cl( B%)  cl(A"- BY) =
= c((Ax B)F) = (int(A « B)),
i w konsekwencji int(A x B) C int(A) * int(B). Ta inkluzja wraz z inkluzja przeciwng

daje rownosé (1.24), co konczy dowdd. O

Zauwazmy, ze zalozenia dotyczace 0 i co w lemacie 1.29 sa potrzebne. Ilustruje to

przyktad z uwagi 1.27.

Whniosek 1.30. Dla dowolnych zbiorow A, B C @, jezeli zachodzi co najmniej jeden z

ponizszych warunkow:
(i) {0,00} C int(A%);
(ii) {0,00} C int(BL);

(iii) 0 € int(A%) Nint(BL);
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(iv) oo € int(A%) Nint(BL),
to spetniona jest réwnoscé cl(A - B) = cl(A) - cl(B).

Dowdd. Ustalmy dowolnie zbiory A i B spelniajace zalozenia. Z réwnosci int(X) =

(cl(XT))E dla kazdego zbioru X C C oraz z lematu 1.29 otrzymujemy

cI(A) - cl(B) = (int(4%)" - (int(B%)" = (int(A%)  int(BY))"

C
= (int(A% BY)) = cl((A° « BY)F) = cl(A - B),
co konczy dowdd. O

Whniosek 1.31. Dla dowolnych zbioréw A C C i B C @, jezeli zbior AC jest spéjny,
0¢ AN B i B+#C\{0}, to zbior (A B)E jest spdjny.

Dowdd. Ustalmy dowolnie A i B spetniajace zalozenia. Jesli B jest zbiorem osobliwym,
to B=C lub B =C lub tez B = C\ {0}, skad na mocy uwagi 1.9, (A = B)t c Bt a
wiec zbidr (A * B)E jest spéjny. Zatem dalsze rozwazania mozemy ograniczy¢ do przy-
padku, gdy B nie jest zbiorem osobliwym. Niech P bedzie rodzina wszystkich zbioréw
spojnych zawierajacych oco. Z definicji 1.16 wynika, ze rodzina P jest multiplikatywnie
niezmiennicza. Ponadto ma mocy definicji 1.17 kazdy zbior X C C jest P-zbiorem
wtedy i tylko wtedy, gdy X C € P. Niech A bedzie dowolnie zadang niepustg rodzing
P-zbioréw. Poniewaz dla kazdego X € A zbior X C jest spojny i zawiera oo, wiec zbior
Uxea X Lep jest spojny jako suma zbiorow spojnych zawierajacych wspélny punkt
0o. Stad .
(ﬂ X) - xter
XeA XeA

Dlatego Nxeq X jest P-zbiorem, i w konsekwencji warunek (1.19) jest spetiony. Po-
niewaz A jest P-zbiorem, {0,00} N AN BY = () i B nie jest zbiorem osobliwym, wiec
z twierdzenia 1.18 wnioskujemy, ze A x B jest P-zbiorem. Dlatego zbior (A x B)C jest

spojny, co byto do udowodnienia. O]

Uwaga 1.32. Zauwazmy, ze zatozenie A C C we wniosku 1.31 nie moze by¢ zastapione

przez A C C. Przyjmujac bowiem
A:=DU(C\D(0,2)) oraz B:=DU (D(0,5)\D(0,2)) U (C\D(0,6))

widzimy, ze

AxB=DU (D(0,5)\ D(0,4)) U (C\ D(0,12)),

a wiec zbiér (A x B) nie jest spojny.
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Whiosek 1.33. Dla dowolnych obszaréw A € C i B C C takich, ¢ 0 € AN B lub
{0,000} C B, jezeli zbior A jest jednospdjny to kazda skladowa spdjna zbioru Ax B jest

jednospojna. W szczegolnosci, jesli zbior A x B jest spojny, to jest on jednospdiny.

Dowdd. Ustalmy dowolnie zbiory A i B spetniajace zalozenia. Z wniosku 1.31 wynika,
ze zbior (A x B)C jest spojny. Jesli wiec zbiér A x B jest spdjny, to jest jednospdjny.
Mozemy zatem ograniczy¢ sie do przypadku, gdy zbiér A x B nie jest spdjny, czyli ma
co najmniej dwie skltadowe spdjne. Istnieje woéwcezas zbior A zlozony z przynajmniej
dwoch elementéw i funkcja réznowartosciowa A 3 a+— C,, € o€ taka, ze C, jest spojna
sktadowg zbioru A x B dla o € A oraz

(1.25) AxB= ] C..
acA

Z lematu 1.26 wynika, ze zbiér Ax B jest otwarty. Dlatego C,, jest zbiorem otwartym dla
a € A; por. [11, str. 25]. Zalézmy, ze istnieje oy € A, dla ktérego C,, nie jest zbiorem
jednospéjnym. Wtedy CEO nie jest zbiorem spéjnym, czyli istnieja zbiory otwarte U i
V takie, ze

(1.26) ¢t cuuv, Unvncet =0 oraz UNCE £0#VNCE .

Stad p € U N CEO igeVn C’EO dla pewnych p,q € C. Niech K, i K, oznaczaja
odpowiednio sktadowe spdjne zbioru CEO zawierajace punkty p i q.
Zatozmy, ze V N K, # 0. Z (1.26) wynika, ze

UNVNK,cUNVNCE =0 oraz K,CCE CcUUV.

Poniewaz p € U N K, wigc zbiér K, nie jest spojny. Otrzymana sprzecznosé¢ oznacza,
ze V N K, = (. Dlatego

K,=K,Nn({UUV)=(K,NnU)U(K,NV)=K,NU,
i tym samym K, C U. Podobnie dowodzimy, ze K, C V. Zatem
(1.27) peK,CcU oraz ge K, CV.
Przyjmujac A" := A\ {a} stwierdzamy na mocy (1.25), ze

(1.28) AxB=C,U | C..

acA’

Zalozmy, ze K, C C,, dla pewnego a; € A'. Poniewaz C,, N U C, = 0, wigc
ac A’

K,CCoC |J CacCE.

ac A’
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Z drugiej strony C,,, jest zbiorem spdjnym, zas K, jest sktadowg sp6jna zbioru C’EO. Dla-
tego K, = C,,. Co wiecej, cl(K),) C CI(CEO) = 020 oraz cl(K,) jest zbiorem spdjnym;
por. [5, p. 132, Corollaries 3]. Zatem K, = cl(K,), i w konsekwencji K, jest zbiorem
domknietym. Ponadto C,, jest zbiorem otwartym. Poniewaz () # K, C C’EO #* @, wiec

C nie jest zbiorem spojnym. Otrzymana sprzeczno$¢ oznacza, ze
(1.29) K,\Co#0, acA.

Zatézmy, ze K, C | C,. Jesli zbior A’ sklada sie z jednego elementu o/, to K, C Cy,
acA’
co jest sprzeczne z (1.29). Dlatego zbiér A’ zawiera co najmniej dwa elementy. Poniewaz

K,NC,, # 0 dlapewnego a; € A/1Co, N U  C, =0, wiec na mocy (1.29),
acAN\{a1}

K0 U Co= (8,0 U Co)\ (N Co) = K\ (K, N Co) = K, \ Cay 0.

a€A\{o1} Q€A

Zatem K, jest zbiorem niespdjnym. Uzyskana sprzecznosé oznacza, ze K,\ U Cy, # 0.
acA’

Analogicznie mozna pokazaé, ze K,\ U C, # 0. Stad oraz z (1.28) i (1.27) dostajemy
ac A

Uﬂ(A*B)C:UrW(CaOU U Ca>E:UﬂCgom(U Ca>CDKp\ U Ca #0,

ac A’ acA’ acA’

i podobnie

Vﬁ(A*B)C:Vm<Oa0U U CQ)EZVmCEmm(U Ca)EDKq\ U Ca #0.

acA’ acA’ acA’

Ponadto z (1.28) i (1.26) wnioskujemy, ze

C C
(A*B)“z(caou U Ca> =050m<U C’a> cct cuuv

acA’ acA’

oraz

C C
UNVN(A«B) = Unvn (Caou U Ca) = Umecgom( U Ca) c Unvnet, = .
acA/ ac A/
Dlatego (A B)[3 nie jest zbiorem sp6jnym, co prowadzi do sprzecznosci. W konsekwen-

cji, C, jest zbiorem jednospdjnym dla kazdego o € A, co konczy dowdd. O]

Uwaga 1.34. Zauwazmy, ze zalozenie A C C we wniosku 1.33 jest istotne, czyli nie
moze by¢ zastapione przez A C C. Przyjmujac bowiem A := C \{1} i B:=D\{1/2}
widzimy, ze zbiory A i B sg obszarami, 0 € AN B i zbiér A jest jednospdjny. Z drugiej
strony z wniosku 1.2 wynika, ze Ax B = B, a wiec splot A x B jest zbiorem sp6jnym

ale nie jednospdjnym.
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Ponizszy przyktad ukazuje, ze splot dwoch obszaréw jednospdjnych nie musi by¢

obszarem jednospdjnym, ani nawet zbiorem spojnym.
Przyktad 1.35. Przyjmijmy

A:=DUD(2i, V2)

51-5(05) 020 5)
1=e\ (o0 )or(a))

Podstawiajac 2z, = (V7 +3i)/4 1 z := (=7 + 3i)/4 otrzymujemy T N T(2i, /2) =
{z1, z2}. Ponadto

oraz

Wtedy

{ueT: |uzn — 2 < V2A|uz — 2i| < V2}
={u € T: |uz|* — 2Re(uzi2i) + [2i* < 2 A |uz|* — 2Re(uzy2i) + |2i* < 2}
={u e T:3+4Re(uzi) <0A3+ 4Re(uzi) <0}
C{ueT:6+4Re(ui(z; +22)) <0} ={ueT:6—6Re(u) <0} =0.
Stad
{uzy, uz} N (C\ D(2i,V2)) # 0

dla v € T. Zatem

(1.30) {Z'Zl ZZz}\A;A(z)

27 2|

dla z € C\ {0}. Z drugiej strony, dla dowolnie ustalonego z € T(0,3/4),

2z |2 3.2 9 . (21)2 (7|z|>2
AL oui| =1 =21 =142 43Re(mi) =1< (=) = (24
] zi 21— 5l + 1 + 3 Re(z1) 50 E
oraz
22 |2 3.|2 9 . (21)2 (7|z|>2
— =2 =|z—-i =14+-+3R =l<|=) =|—]).
] i 2= 5l + 1 + 3 Re(z91) 50 5
Stad
2z 222} ( 7|z|)
—,— ¢ CD(2iz,— ), z€T(0,3/4),
{M 2| 5
a wiec

221 222} z
L2202 29, zeT(0,3/4).
{M E =
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To razem z (1.30) implikuje, ze inkluzja
z
C\ {0 AU —
oy caul
jest fatszywa dla kazdego z € T(0,3/4). Stad na mocy twierdzenia 1.11,
T(O,i) NAxB=1(.

Poniewaz 0 € ANB i AU1/B = C, wiec z twierdzenia 1.11 wynika, ze {0,1} C Ax B.
Dlatego zbiér A x B nie jest spojny.

1.5 Wtlasnosci geometryczne splotu zbiorow

W niniejszym podrozdziale skupimy uwage na wlasnosciach geometrycznych splotu
zbioréw. Przypomnijmy, ze zbiér X C C nazywamy polprostg rozszerzong &= X =
{a+wt : t €[0;400)} U{oo} dla pewnych a € Ciw € C\ {0}.

Definicja 1.36. Zbiér A C C nazywamy zbiorem liniowo osiggalnym < zbiér A

moze by¢ przedstawiony jako suma potprostych rozszerzonych.

Uwaga 1.37. Kazdy zbior liniowo osiagalny i spojny A C C jest jednospdjny. Usta-
lajac bowiem dowolnie zbiér liniowo osiggalny A C C widzimy, ze zbiér A® moze by¢
przedstawiony jako suma pétprostych rozszerzonych. Poniewaz wszystkie potproste roz-
szerzone zawieraja oo, wiec ich suma jest zbiorem spojnym. Dlatego A jest zbiorem

spojnym. Jesli dodatkowo zbior A jest spéjny to jest on jednospdjny.

Whiosek 1.38. Dia dowolnych zbioréw A C C i B C C, jezeli A jest zbiorem liniowo
osiggalnym, 0 ¢ AN Bb i B nie jest zbiorem osobliwym, to A x B jest zbiorem liniowo

osiggalnym.

Dowdd. Ustalmy dowolnie A i B spelniajace zatozenia. Niech P bedzie rodzing wszyst-
kich potprostych rozszerzonych. Na mocy definicji 1.16 rodzina P jest multiplikatywnie
niezmiennicza. Z definicji 1.17 wynika, ze kazdy zbior X C C jest P-zbiorem wtedy i
tylko wtedy, gdy X jest liniowo osiggalny. Niech A bedzie dowolnie zadang niepusta
rodzing P-zbioréw. Poniewaz dla kazdego X € A zbior X C jest suma polprostych roz-

szerzonych, wiec zbior Uxec 4 X C jest rowniez suma potprostych rozszerzonych. Ponadto
C
( N X) - U xt
XeA XeA

Dlatego zbiér Nxeq X jest P-zbiorem, i w konsekwencji warunek (1.19) jest spelniony.

Poniewaz A jest P-zbiorem, {0, 0o} NANB® = ()i B nie jest zbiorem osobliwym, wiec z
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twierdzenia 1.18 wnioskujemy, ze A* B jest P-zbiorem. Stad A B jest zbiorem liniowo

osiggalnym, co konczy dowod. O]

Przypomnijmy, ze zbior X C C nazywamy rozszerzong potptaszczyzng domknietq
= X ={at+wt+vs:t€RAs € [0;+00)}U{oo} dla pewnych a € Ciw,v € C\{0}
takich, ze v/w ¢ R.

Twierdzenie 1.39. Dla dowolnych zbioréw A C C i B C C, jezeli A jest zbiorem
wypuktym, 0 ¢ AN Bb i B nie jest zbiorem osobliwym, to zbidr A B jest wypukly.

Dowdd. Ustalmy dowolnie A i B speliajgce zatozenia. Niech P bedzie rodzing wszyst-
kich rozszerzonych poétptaszczyzn domknietych. Na mocy definicji 1.16 rodzina P jest
multiplikatywnie niezmiennicza. Z definicji 1.17 wynika, ze kazdy zbior X C C jest
P-zbiorem wtedy i tylko wtedy, gdy X jest zbiorem wypuktym. Niech A bedzie do-
wolnie zadang niepusta rodzing P-zbioréw. Poniewaz dla kazdego X € A zbior X°
jest suma rozszerzonych poéiptaszezyzn domknietych, wiec zbidr Uyeyq X C jest réwniez

sumg rozszerzonych potplaszczyzn domknietych. Ponadto

C C
( N X) - U xt
XeA XeA
Dlatego zbiér Nxeq X jest P-zbiorem, i w konsekwencji warunek (1.19) jest spetniony.
Poniewaz, {0,000} NANBL = () i B nie jest zbiorem osobliwym, wiec z twierdzenia 1.18
wnioskujemy, ze A B jest P-zbiorem. Zatem Ax B jest zbiorem wypuklym, co konczy
dowdd. O

Uwaga 1.40. Przypomnijmy, ze przez obszar prawie wypukly rozumiemy obszar () C C
o tej whasnosci, ze C \ Q mozna wyrazi¢ w postaci sumy nieprzecinajacych sie péipro-
stych domknietych; por. np. [15, Sec. 2.3]. W przyktadzie 1.35 obszar A jest prawie
wypukly, za$ obszar B jest liniowo osiggalny ale nie prawie wypukty. Splot A x B
nie jest nawet zbiorem spojnym, a wigc nie jest obszarem prawie wypuktym. Dlatego
splot obszaru prawie wypuklego i obszaru liniowo osiggalnego nie jest na ogoét obsza-
rem prawie wypuklym. W zwiazku z tym mozna postawi¢ pytanie, czy splot dwdch
obszaréw prawie wypuktych jest obszarem prawie wypukltym? OdpowiedZ nie wydaje

sie oczywista.

Przypomnijmy, ze dla dowolnego 6 € (—7m/2;7/2) zbior X C C nazywamy zbiorem
d-spiralnym wzgledem 0 <= 0 € X oraz

(1.31) {weteié t e (—oo;O]} CX, weX,
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por. [7]. Z warunku (1.31) wynika, ze X C C jest zbiorem 0-spiralnym wzgledem 0
wtedy i tylko wtedy, gdy

(1.32) {tw:te[0;1]} Cc X, weX,
czyli gdy X jest zbiorem gwiazdzistym wzgledem 0; por. [6].

Twierdzenie 1.41. Dia dowolnych zbioréw A € C i B C C i § € (—n/2;7/2), jezeli
A jest zbiorem §-spiralnym wzgledem 0 1 0 € B # C, to zbiér A x B jest d-spiralny
wzgledem 0.

Dowdéd. Ustalmy dowolnie A, B i § spelniajace zatozenia. Jesli B jest zbiorem osobli-

wym, to B = C, skad na mocy wzoréw (0.8) i (0.7),
AxC= (A" {oo})f = {0}t =C,

a wiec zbior Ax B jest d-spiralny wzgledem 0. Zatem dalsze rozwazania mozemy ograni-
czy¢ do przypadku, gdy B nie jest zbiorem osobliwym. Niech P bedzie rodzing wszyst-

kich tukéw spiral postaci
{weteié :t e [0; +oo)} U{oo}, weC\{0}.

Na mocy definicji 1.16 rodzina P jest multiplikatywnie niezmiennicza. Z definicji 1.17
i warunku (1.31) wynika, ze kazdy zbiér X C C jest P-zbiorem wtedy i tylko wtedy,
gdy X jest zbiorem J-spiralnym wzgledem 0. Niech A bedzie dowolnie zadang niepusta
rodzing P-zbioréw. Poniewaz dla kazdego X € A zbiér X C jest suma tukéw spiral z
klasy P, wiec zbior Uxcq X C jest réwniez sumg tukéw spiral z klasy P. Ponadto

C
( N X) = | xt
XecA
Dlatego zbiér Nxecq X jest P-zbiorem, i w konsekwencji warunek (1.19) jest spelniony.
Poniewaz A jest P-zbiorem, {0,00} N AN B = () i B nie jest zbiorem osobliwym,
wiec z twierdzenia 1.18 wnioskujemy, ze A x B jest P-zbiorem. Stad A * B jest zbiorem

0-spiralnym wzgledem 0, co byto do udowodnienia. O
W przypadku, gdy § = 0 z twierdzenia 1.41 ptynie nastepujacy wniosek.

Whiosek 1.42. Dia dowolnych zbioréw A C C i B C C, jezeli A jest zbiorem gwiaZ-
dzistym wzgledem 0 10 € B #£ C, to zbiér Ax B jest qwiaZdzisty wzgledem 0.
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1.6 Charakteryzacja splotu zbioréw spiralnych

W tym podrozdziale scharakteryzujemy splot obszaréw spiralnych wzgledem 0, a w
szczegblnosci gwiazdzistych wzgledem 0, wykorzystujac fakt, ze obraz spirali logaryt-
micznej przez homografie Cszm-1 /z nie zmienia jej ksztaltu. Ustalmy dowolnie
d € (—m/2;7/2) oraz s € R. Wtedy

ls(s) :={0} U {etemis te R}

jest spiralg logarytmiczna o poczatku w punkcie 0 i przechodzaca przez punkt e'® taka,
ze dla kazdego z € l5(s) styczna w punkcie z do tej spirali oraz prosta przechodzaca
przez punkty 0 i z przecinaja sie pod katem §. W szczegdlnosci, jezeli 6 = 0 to [5(s)
jest potprosta.

Oznaczmy przez S klase wszystkich obszaréw d-spiralnych wzgledem 0 dla 6 €
(—7/2;7/2). W szczegolnosci SP jest klasa wszystkich obszaréw gwiazdzistych wzgle-

dem zera.

Definicja 1.43. Niech § € (—m/2;7/2) i niech A bedzie zbiorem d-spiralnym wzgledem
0. Wtedy funkcje

(1.33) R 3 s+ pas(s):= sup({t R : et ¢ A} U {O})
nazywamy charakterystykq brzegowq zbioru A.

Wzér (1.33) implikuje, ze pa s jest funkeja 2m-okresowa oraz py s(R) C RU {+o0}
dla dowolnego A € S°.

Lemat 1.44. Dla dowolnych § € (—m/2;7/2) i A € S°, funkcja pas jest pétciggla z
dotu.

Dowéd. Ustalmy dowolnie § € (—n/2;7/2) i A € S°. Niech sp € Rie € (0;+00)
beda dowolnie ustalone. Ze wzoru (1.33) wynika istnienie fy € R o tej wlasnosci, ze
we = e e A oraz ty > pas(se) — e, gdy pas(se) < +oo, ity > 1/e, gdy
pas(sg) = +oo. Poniewaz A jest zbiorem otwartym, wiec D(wp, ) C A dla pewnego
toeld+is

€ (0; +00). Stad na mocy ciagtosci funkcji R 3 s +— e istnieje n € (0;4+00) o

tej wlasnosci, ze
el Fis ¢ D(wo, ) C A, s € (so—1n;5 +1n),
co wobec wzoru (1.33) daje dla kazdego s € (so — 1; S0 + 1),

pas(so) —e, gdy pas(se) < —+o0;
pas(s) >to >

1/e, gdy pas(so) = +o0.



1. SPLOT ZBIOROW
1.6. Charakteryzacja splotu zbioréw spiralnych 31

Zatem pas jest funkcja poétciaglty z dotu w kazdym punkcie sy € R, co daje teze

lematu. O

Twierdzenie 1.45. Ustalmy dowolnie § € (—m/2;m/2) oraz A, B € S°. Wtedy dla

kazdego p € R istnieje minimum

(1.34) A(p) = min(pas(s) + pus(p - 5)),

1 zachodzi réwnosé

(1.35) Ax B = {z eC: \/ (z = %P A < )\(p))} U {0}.

p,0ER

Dowéd. Ustalmy dowolnie 6 € (—m/2;m/2) oraz A, B € S°. Ze wzoru (1.33) wynika, ze

A:{we(C: V (w=e""" At < pas(s ))}

s, teR

oraz

B:{we(C: V (w AL < ppo(s ))}

s,teR

Ustalmy dowolnie 6, p € R. Wtedy z := efe’’ +ip spetnia warunek

; {we(c \/( AL > 0 — ppg(p — ))}U{oo}.

s,teR

Poniewaz 0 € A, co € z/B oraz

AUz ={weT: V (w=e" At < pass) V>0 - pislp —5))) f U oo,

s, teR

widzimy, ze C \ {0} C AU z/B wtedy i tylko wtedy, gdy
(1.36) pas(s) >0 —pps(p—s), seR

Z lematu 1.44 wynika, ze funkcja R 2 s — pas(s) + pps(p — s) jest polciagta z
dotu. Dlatego minimum w (1.34) istnieje, co jest konsekwencja twierdzenia Bolzano-
Weierstrassa; por. [8, p. 53]. Stad i z (1.36) widzimy, ze 6 < A(p). Z drugiej strony, jesli
6 < A(p), to warunek (1.36) oczywiscie zachodzi. Zatem warunek (1.36) jest rownowaz-
ny nieréwnosci § < A(p). Stosujac wiec twierdzenie 1.11 otrzymujemy réwnosé (1.35),

co konczy dowdd. O

Uwaga 1.46. Z twierdzenia 1.45 wynika, ze dzialanie * jest dziataniem wewnetrznym
w klasie S? dla kazdego § € (—7/2;7/2). W szczegdlnosci splot obszaréw gwiazdzistych

jest réwniez obszarem gwiazdzistym.
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Uwaga 1.47. W przypadku, gdy 0 = 0 mozliwe jest uproszczenie formy twierdze-
nia 1.45 poprzez zmodyfikowanie definicji charakterystyki brzegowej zbioru za pomoca
podstawienia py := In(pxo) dla dowolnego zbioru X gwiazdzistego wzgledem 0. Tak
okreslona charakterystyka brzegowa zbioru gwiaZdzistego wzgledem 0 jest funkcja dang

wzorem
(1.37) R 3 s+ pa(s) := Sup({r >0:re” € A})

Wtedy wzér (1.34) i réwnosé (1.35) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci
(1.38) Ax B = {z eC:\ (z = |z]e A |2| < rrle%(pA(s)pB(p - s))) }
peER 5

Wzér (1.38) jest uzyteczny przy konstrukeji przyktadéw splotu zbioréw gwiazdzistych
wzgledem 0; zob. przyktad 3.5.



Rozdziat 2

Uogdlnienia iloczynu Hadamarda

funkcji holomorficznych

Niniejszy rozdzial zawiera gtéwne twierdzenia tej rozprawy dotyczace przedtuzalno-
sci holomorficznej uogodlnionych iloczynéw Hadamarda, a w szczegdlnosci iloczynow

Hadamarda.

2.1 Uogoblniony iloczyn Hadamarda

W niniejszym podrozdziale dokonamy uogdlnienienia iloczynu Hadamarda.

Przyjmijmy Z,, = {n € Z:p<n<qtiZ, ={ne€Z:p<n}dapqel
W szezegdlnosci Z; = N i Zg = N U {0}. Niech A oznacza klase wszystkich ciagdéw
A : Z — C spemliajacych warunek

2.1 limsup /| A,| =0 oraz limsup /|A_,| =0,
21) p i/l imsup /7|

n—-4o00

zas Ag klase wszystkich ciggéw A : Z — C spekiajacych warunek

(2.2) limsup /|\,| < 400 oraz A, =0, neN.

n—-+4oo

Lemat 2.1. Dia wszystkich A € A i a € Ay,

+oo

(2.3) Z | Akn_k| < +00, n € Zy,
k=—o00
oraz
+o0 +o00
(2.4) lim sup \LJ > Akt < limsup d > Aean—k] < limsup {/|a,|.
n—+00 k=—o00 n—+oo k=—o00 n—-+400

33
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Dowdd. Ustalmy dowolnie A € Aia € Ag. Wtedy r := limsup {/|a,| € [0;+00), 1 w
n—-—+00
konsekwencji dla dowolnie zadanego R > r istnieje ng € N taki, ze

Vlan| < R, n € Zy,.

Stad oraz z warunku (2.1) wynika istnienie statej M > 1 o tej wlasnosci, ze
la,| < MR", | M| <K M(R/2)" 1 |A_p| < M(2R)™", n € Zy.

Poniewaz dla kazdego n € N,

+o00 0 n +o0o
Do 1 Mktnkl = D 1 Mellan—i] + D0 Mellanil + D [ Akllan—]
k=—0o0 k=—o00 k=1 k=n-+1

—+o00 n

= [Akllansw] + D [l an—x
k=0 k=1
—+o0 n

<Y M@R)*MR"™ +3 M(R/2)*"MR"*
k=0 k=1

+oo n
= M’R" (Z 27F 4% 2’f> < 3M*R",
k=0 k=1

wiec zachodzi warunek (2.3). Ponadto

n—-+0o00 n—-+o0o

+o0
lim sup <J Z | Akn_g| < limsup V3M2R" = R.

k=—o0

Powyzsza nieréwnos¢ zachodzi dla kazdego R > r, co prowadzi do drugiej nieréwnosci

w (2.4). Pierwsza nieréwno$¢ w (2.4) wynika bezposrednio z nieréwnosci

+o0 I
> Mtk < D | Ak@nil,
k=—o00 k=—o0
co konczy dowod. =

Z lematu 2.1 wynika, ze dla wszystkich A € A i a,b € Ay szereg potegowy

+oo +o0
Z( Z /\kank> bnz”

n=0 \k=—o0

jest zbiezny bezwzglednie w kole D(0, R), gdzie

-1
R := <lim sup il |bn|> > (lim sup <J
n—+00 n—+oo

-1 -1
> (hm sup {/|an| ) (lim sup {/|by| ) .
n—-+0o

n—+o0o

+oo
> Mk

k=—00

“+oo
> Mol

k=—o00

—1
lim sup /b,
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Definiujac zatem dla dowolnej funkcji f holomorficznej w pewnym otoczeniu punktu

zero stalg

—1
(n)
Ry := (limsup (' \f(())]) ,

mozemy sformutowaé¢ nastepujaca definicje.

Definicja 2.2. Dla dowolnie zadanego ciagu \ € A, A-iloczynem Hadamarda funkcji f

i g holomorficznych w pewnym otoczeniu zera nazywamy funkcje okreslong wzorem

(2.5) D(0,RfRy) 3 z— Hi(f,9)(2) == ZOO< ZOO )\kan_k> b, 2",

n=0 \k=—oc0
gdzie a,, := 10 ib,:= % dlan € Zg oraz a_,, := 0 dlan € N.
Uwaga 2.3. Przyjmujac w definicji 2.2, Ao := 11 Ay :=0dla k € Z\ {0} dostajemy

na mocy wzoru (0.1) réwnosé

HA(f,9)(2) = fxg(2), 2€D(0,RsRy),

dla dowolnych funkcji f i g holomorficznych w pewnym otoczeniu punktu zero, gdyz
RfR,; < Ryg4. Dlatego Miloczyn Hadamarda jest uogdlnieniem klasycznego iloczynu

Hadamarda.

Uwaga 2.4. Zauwazmy, ze w ogélnosci M-iloczyn Hadamarda nie jest przemienny ani
taczny. Aby to wykazaé przyjmijmy Ao := 1, A\; := 1 oraz Ay :=0dla k € Z\ {0, 1}.

Dla dowolnie zadanych a, b, c € Ay spelniajacych warunek

limsup {/|a,| = limsup \/|b,| = limsup {/|c,| = 1,
P {/|an] n%wp\/l | nqmp\/! |

n—-+00

funkcje
+o0 oo oo
D>z f(2):=> a2", D3z g(2):=> bz" i D3z h(z):=) cp2",
n=0 n=0 n=0

sa holomorficzne w kole D. Ze wzoru (2.5) otrzymujemy

+o0 +oo
HA(f,9)(2) = D (an + an_1)bnz" = > (anby + an_1b,)2", z €D
n=0 n=0

oraz
“+o00 “+o00

Hi(g, [)(2) = Y (b + boo1)anz" =D (anby + anby_1)z", z €D,
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a wiec Hy(f,g) # Hi(g, f), gdy an_1b, # apb,_1 dla pewnego n € Z;. Ponadto dla
dowolnego z € D,

+o0o
H/\ (H/\(fa g)a h) (Z) = Z(anbn + anflbn + anflbnfl + an72bn71>cnzn

n=0
oraz
—+00

H, (f, H, (g, h)) (2) = (an + an_1)(bncn + bp_10,)2"

n=0
—+00
= Z(anbn + anbn—l + 6Ln—lbn + an—lbn—l)cnzna
n=0
a WiQC H)\ (H/\(fa 9)7 h) 7A H)\(fa H/\(ga h))a gdy Ap—2 7£ Qn, 1 Cn 7é 0 7é bnfl dla pewnego
n e ZQ.

2.2 Fakty pomocnicze

W tym podrozdziale podajemy kilka faktéw potrzebnych do udowodnienia twierdze-
nia 2.11, ktore jest gtéwnym rezultatem niniejszej rozprawy. Na poczatku przywotamy

klasyczne twierdzenie sformutowane przez Zygmunta Janiszewskiego.

Twierdzenie 2.5 ([5, p. 506, Theorem 5|). Niech A i B bedg dwoma zbiorami otwar-
tymi lub dwoma zbiorami domknietymi. Jesli A © B sq spojne oraz zbior AN B jest
niespojny, to zbior AU B rozdziela pewng pare punktow p,q € @, t1. p © q nalezg do
réinych sktadowych zbioru (AU B)C.

Korzystajac z twierdzenia 2.5, mozemy udowodni¢ nastepujace lematy.

Lemat 2.6. Niech €y i )y bedg obszarami jednospojnymi takimi, ze 0 € Q[lz, > € Qg
oraz O Uy = C. Wtedy €21 N Qg jest obszarem dwuspoinym, ktorego dopetnienie
(Q1 N Q) ma domkniete skladowe spdjne QF i QF.

Dowdéd. Przyjmijmy, ze spetnione sg zatozenia lematu. Jesli £2; N €2y jest zbiorem nie-
spéjnym, to z twierdzenia 2.5 wynika, ze zbiér 2; U )y rozdziela pewna pare punk-
tow p,q € C, gdyz zbiory €y i )y sg otwarte i spojne. Jest to niemozliwe, poniewaz
Q1 UQy = C. Zatem O N Qy jest zbiorem spéjnym, i w konsekwencji €2; N €y jest

obszarem. Zauwazmy, ze dopelienia zbioréw QE i Qg sg domkniete oraz

QNS = u)t=0.

N

Poniewaz F(C) jest przestrzenia normalna, wiec istnieja zbiory otwarte U i U, takie,
ze
OGQECUl, OOGQECUQ 1 Ulﬂng(i).
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Zatem Q[{ UQ% jest zbiorem niespojnym. Poniewaz €25 i {25 sa obszarami jednospjnymi,
wiec QF i QF sg zbiorami sp6jnymi. Ponadto, (€;N)F = QEUOS. Zatem zbiér (9;N€Q)°

ma doktadnie dwie sktadowe spdjne Q[fi Qg, co konczy dowdd lematu. O
Z lematu 2.6 otrzymujemy nastepujacy wynik.

Lemat 2.7. Dla dowolnych obszaréw jednospojnych A, B C C, jezeli 0 € AN B, to dla
kazdego z € Ax B\ {0} zbiér AN z/B jest obszarem dwuspéjnym, A\ (z/B) i A sq
domknietymi skladowymi zbioru (AN (z/B))t oraz 0 € A\ (z/B).

Dowdod. Ustalmy dowolnie obszary jednospojne A, B C C takie, ze 0 € AN B, oraz
ze AxB\{0}. Jedli A = Club B = C, to AUz/B = C, gdyz 2/0 = co. W przeciwnym
przypadku A # C # B, a wiec A i B sa zbiorami nieosobliwymi. 7 twierdzenia 1.11
wynika, ze C\{0} C AUz/B. Poniewaz 0 € A oraz 0o € z/B, wiec AUz/B = C. Dlatego
w obu przypadkach AU z/B = C. Ponadto zbior z/B jest obszarem jednospdjnym,
jak réwniez oo € A% i 0 € (z/B)C. Korzystajac z lematu 2.6 z Q; == A i Qy := z/B,
widzimy, ze AN z/B jest obszarem dwuspéjnym oraz zbiér (AN (z/B)) ma domkniete
sktadowe spéjne A% i (z/B)E. Ponadto, 0 € A\ (z/B) oraz

(2/B)* =Cn(z/B) = (AU2/B)N (z/B)* = AN (z/B)* = A\ (2/B),
co konczy dowdd. O

Lemat 2.8. Dla dowolnych niepustych zbioréw Q C C i K C C\ {0}, jesli Q jest
otwarty oraz K jest domkniety, to zbior

(2.6) O = {zeC\{O}:ch}

jest otwarty.

Dowdd. Dla dowolnie ustalonych zbiorow €2 i K speliajacych zalozenia lematu wyka-

zemy, ze zbiér QE( jest domkniety. Ze wzoru (2.6) wynika, ze
z
(2.7) Q%:{zEC\{O}:KﬂQE#@}U{O,oo}.

Jezeli Q% = {0,000}, to oczywiscie QE( jest domkniety. Zatem mozemy przyjac, ze
Qb £ {0, 00}. Wtedy Q8\ {0, 00} # 0. Zalézmy, ze z jest dowolnie ustalonym punktem
przylegtym zbioru QF . Jedli z € {0, 00}, to na podstawie (2.7), z € Q.. Zatem mozemy
ograniczy¢ nasze rozwazania do przypadku, w ktérym z € C\ {0}. Wtedy istnieje ciag
N3 n— z, € Q% \ {0,00} taki, ze z, — 2, gdy n — 400. Z réwnosci (2.7) wynika
istnienie ciggu

(2.8) NBnHwnEKﬂ%.
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~

Poniewaz K jest zbiorem domknietym w przestrzeni zwartej E(C), wiec istnieje ciag
rosngcy 0 : N — N oraz w € K takie, ze wy) — w, gdy n — +o00. Ponadto
K N{0,00} =0, skad w € C\ {0} i w, € C\ {0} dla n € N, i w konsekwencji

Fo(n)

We(n)

(2.9)

z
— —, gdy n — +o00.
w

Z drugiej strony wobec (2.8), z,/w, € QF dla n € N. Ponadto zbiér QF jest domkniety,
gdyz zbior Q jest otwarty. To razem z (2.9) daje z/w € QF, i w konsekwencji w € z/QF.
Poniewaz w € K, wiecw € Kﬂz/QC. Stadiz (2.7), z € Q%\{O, oo}. Zatem kazdy punkt
przylegty z zbioru QE( nalezy do QE(, i w konsekwencji QE{ jest zbiorem domknietym.

Stad i jest zbiorem otwartym, co byto do udowodnienia. O]

Lemat 2.9. Dla dowolnych zbiorow zwartych E, F C C, E - F jest zbiorem zwartym.
Jesli dodatkowo 0 ¢ F, to E/F jest zbiorem zwartym.

Dowdd. Ustalmy dowolnie zbiory zwarte E, F' C C. Dla dowolnego ciggu N > n —
z, € F- F istnieja ciagi N > n — u,, € F oraz N 3 n +— v, € F takie, ze 2z, = u,v, dla
n € N. Poniewaz zbiory E i F' sa zwarte, wiec istniejg u € F, v € F' i funkcja rosnaca

o : N — N takie, ze ug(n) — U 1 Vo(n) — v, gdy n — +o00. Stad
2o(n) = Ug(n) " Von) — U -V € - F, gdy n — +o0,

i w konsekwencji zbiér E- F jest zwarty. Teraz zatézmy, ze 0 ¢ F'. Wtedy zbior 1/F jest
zwarty jako obraz zbioru zwartego F' przez funkcje ciagta. Poniewaz F/F = E - 1/F,
wiec z udowodnionej juz czesci lematu wnioskujemy, ze E/F jest zbiorem zwartym, co

konczy dowdd. O

2.3 Problem przedltuzalnosci holomorficznej

uogolnionych iloczynéw Hadamarda

W niniejszym podrozdziale zajmiemy sie rozszerzeniem twierdzenia o multiplikacji Ha-
damarda na uogdlnione iloczyny Hadamarda. Nawiazujac do warunkow (0.11) i (0.12)
mozemy zdefiniowa¢ odpowiedniki klasy Hs(A, B) w nastepujacy sposob. Dla dowol-
nych niepustych zbioréw otwartych A, B C C oraz ciagu A : Z — C oznaczamy
przez H5 (A, B) klase wszystkich zbioréw otwartych Q C C takich, ze istnieje operator
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Ty : Hol(A) x Hol(B) — Hol(Q2) speliajacy nastepujace warunki:

(2.10) T\(f,9) = Ha(f, g) dla wszystkich wielomianéw f i g;

(2.11) Dla wszystkich ciagéw N 3 n +— f,, € Hol(A) i N 3 n — g, € Hol(B)
oraz wszystkich f € Hol(A) i g € Hol(B), jezeli
fo =% fwA gdyn— +oo oraz ¢, — g w B, gdy n — +o0,
t0 Ta(fu, 9u) — Ta(f. 9) w Q, gdy n — +oc.

Na przyktad dla dowolnie zadanego A € A,

(2.12) Q :=D(0,7175) € H3(D(0,71),D(0,75)), 71,79 > 0.

W celu udowodnienia tej wtasnosci ustalmy dowolnie 1,72 > 0. Poniewaz Ry > r; i

R, > ry dla f € Hol(D(0,71)) i g € Hol(ID(0,72)), wiec 2 C D(0,RsRy). Definiujac

HOI(D(07T1>> X H01<D<07r2)) > (f7 g) = T)\(f’ g) = HA<f7 g)

stwierdzamy na podstawie wzoru (2.5), ze Th(f,g) € Hol(Q2) dla f € Hol(D(0,ry)) i
g € Hol(ID(0, 7)) oraz zachodzi warunek (2.10). Drugi warunek (2.11) mozna wypro-
wadzié¢ z reprezentacji catkowej (2.14) uogdlnionego iloczynu Hadamarda z twierdze-
nia 2.10 Wtedy przechodzac do granicy pod caltka otrzymujemy warunek (2.11), i w
konsekwencji zachodzi wlasnosc¢ (2.12). Zatem w ogblnym przypadku, gdy A, B C C sa
niepustymi obszarami, operator T\ moze by¢ w naturalny sposob interpretowany jako
uogolnienie operatora Hy. Pokazemy, ze taki operator istnieje dla dowolnych obszarow
jednospdjnych A, B C C zawierajacych 0 oraz T)\(f,g) € Hol(A x B) dla wszystkich
f € Hol(A) i g € Hol(B). Ponadto, operator T\ moze by¢ wyrazony w sposéb jawny
jako formuta catkowa podobna do (0.14); por. [2, Theorem 3.4]. Jest to pokazane w
twierdzeniu 2.11, ktére jest wiodacym wynikiem tej rozprawy.

Dla dowolnego ciggu A : Z — C niech L) oznacza szereg Laurenta o wspotczynni-
kach \,, n € Z, tzn.

(2.13) D(0, R) \ D(0,7) 3 2 +— Ly(2 Z An 2"
dy r := limsu < R:=1/limsu rzy czym D(0, +o0) := C. Wykaze-
gdy i Sup V1Al / m sup {1 Anl; przy czym D( ) y

my teraz nastepujace rozszerzenie twierdzenia 0.1 na przypadek uogdlnionych iloczynéw

Hadamarda.
Twierdzenie 2.10. Dla wszystkich A € A, r1,79 > 0, z € D(0,7m1712) i 7 € (|2|/r2;71)
rownosé

(2.14) H(f0)() = o [ fwg(2) L

i

zachodzi dla f € Hol(D(0,7y)) i g € Hol(ID(0,73)).
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Dowdd. Ustalmy dowolnie A € A, r1,70 > 0, z € D(0,7m7r9) 1 7 € (|2]|/r2;71) oraz
f € Hol(D(0,71)) i g € Hol(D(0,75)). Przyjmijmy a, := f™(0)/n!i b, := g™ (0)/n!
dla n € Zy oraz a_, := 0 dla n € N. Wtedy T(0,r) jest zwartym podzbiorem kola
D(0,71), zas |z|/T(0,r) jest zwartym podzbiorem kota ID(0, ;). Dlatego

sup

N > N S\
S0t g bE)-E0()
u€T(0,r) nz:%) it g <u) nz::() Uu

Stad dla kazdego k € 7Z,

1/ f(u) <Z)uk_1du— 1/ f(u) > b (Z>m uPdu
27 Jr+(0,r) I 27 Jrro) o "\u
1 =
211 JTH(0) 5T

1 +°°
>/ bm(
27r1 T+(0,r)

1+°°

- bm m/ k—m—ld
, z T+(Or)f(u)u u

27T1m 5

1 = k—m—1
27T1 Z bm /1r+ (0,r) (Z ntl ) du
1 +°°

o / Zan n+k—m— 1dU
T+(0,r) ,,

27r1

—0 i sup
u€T(0,r)

1+OO

m n+k—m—1
=5 Z bz Z an /TH(O’T) U du
= Z bmzmamfk = Z an,kbnzn.
m=0 n=0

Poniewaz A := Ly € Hol(C \ {0}), wiec na mocy wzoru (2.13),

sup |A(u Z Mt = 0, gdy N — 400,
u€eT(0,r) k=—N
i w konsekwencji
1 ~ du 1 z = du
gl e ] () (5 )
( 5> 271 T+(07T)f( )g (7 ( )u 2mi ’]I‘+(0r)f(u)g u kzm Kt U
A S|
27T1/1r+(0r :Z: ef(u ( > !

—0o0

OO k—1
= d
271'1 /]I“" 0,r) ( >u “

= Z )\kZan kb 2"

k=—o00
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Poniewaz z € D(0,7173), wigc istnieje stala p > 1 taka, ze p?|z| < ri7y. Ponadto

. . 1 . . 1
limsup 1/|a,| < — oraz limsup {/|b,| < —,
n—-+o0o 1 n——+00 )

gdyz f € Hol(D(0,7r1)) i g € Hol(D(0,72)). Stad na mocy lematu 2.1 wynika istnienie

n, € N o tej wlasnodci, ze

= p p
kan—k| & — Oraz nl & — n Ty +
I Y Ml <P b <2, nez,

k=—0c0
Dlatego

+oo oo too [/ 400
S5 llanllballol = 3 ( S |Ak||an_k|)|bn||z|”

n=np k=—oc0 n=np \k=—o0

5 (2) ()

n=np

400 2 n
= Z (p |Z|> < +400.
n=nyp 2

N

Uwzgledniajac dodatkowo warunek (2.3) z lematu 2.1 otrzymujemy

+oco +oo

ST Mllan—i]bal]2]" < +o0.

n=0 k=—oc0

Dlatego
400 H4oo

“+oo “+o0o
Z Ak Z by 2" = Z Z A Cp— 100 2"
n=0

k=—o00 k=—00 n=0
+oo +oo

:Z Z )\kan,kbnz”

n=0 k=—o0
+oo +oo
= Z( Z )\kan_k> bnz".
n=0 \k=—o0
Stad na mocy wzoru (2.5) dostajemy

400 +oo

Z )\k Z an,kbnz” = H)\(f, g)

k=—o0 n=0

To wraz z (2.15) prowadzi do réwnosci (2.14), co koriczy dowdd. O

Dla dowolnego zbioru €2 C C definiujemy klase P(2) wszystkich kawaltkami gtad-
kich funkcji 7 : [0;27] — Q spelniajacych warunek (0) = v(27), tj., P(Q2) jest klasa
wszystkich zamknietych drég w Q. W klasie P(€2) wyr6zniamy podklase

(2.16) Po(Q) = {7 € P(Q\ {0}) : ind,(0) = 1},

gdzie ind, (a) oznacza indeks krzywej v wzgledem punktu a € C.
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Twierdzenie 2.11. Dla dowolnych A\ € A i obszarow jednospojnych A, B C C, jezeli
0€ AN B, to Ax B jest zbiorem otwartym i istnieje operator Ty : Hol(A) x Hol(B) —
Hol(A % B) taki, ze dla dowolnych f € Hol(A) i g € Hol(B),

1 z du z
217) T\(f. :7,/ ()L au A% B\ {0}, (A )
217) T(f.9)() = 5 [ F0e(2) L@ se 45 B\ {0}y e Po(4n 2
W szczegdlnoci, operator Ty spetnia warunki (2.10) i (2.11), czyli A*x B € H3(A, B).

Dowdd. Ustalmy dowolnie A, B, f, g i A spelniajace zalozenia oraz z € Q \ {0}, gdzie
Q2 := AxB. Z lematu 1.26 wynika, ze zbior 2 jest otwarty. Przyjmijmy Q. := AN({/B)
dla ¢ € C\ {0}. Korzystajac z lematu 2.7 widzimy, ze 2, jest obszarem dwuspéjnym
oraz zbiér (Q.)¢ ma sktadowe domkniete A\ (z/B) i A% zawierajace odpowiednio 0 i
oo. Poniewaz 0 € B, wiec D(0,2r) C B dla pewnego r > 0, skad

|Z|> 2
T(0, — —.
( 7)< B
Jezeli A =C, to
IZI) z
T(0,— ) CAN—==90Q,,
( Tr B
1 przyjmujac
(2.18) [0;27] 2t o(t) := Meit
r

widzimy, ze o € Py(£2,). W przeciwnym przypadku A C C # A. Wtedy na podstawie
twierdzenia Riemanna o odwzorowaniu konforemnym istnieje odwzorowanie konforem-
ne ® z D na obszar A takie, ze (0) = 0; por. [16, Theorem 14.8]. Zbiér A\ (z/B) jest

A

zwarty, jako zbiér domkniety w przestrzeni zwartej E(C). Poniewaz

Jo(e(01- 1)) =o(Un(o1- 1)) =em=a5 a0,

neN neN

wiec rodzina {<I>(]D)(O, 1-1/n)):n € N} jest pokryciem otwartym zbioru A\ 2,. Zatem

istnieje zbiér skonczony N C N taki, ze
1 1
A\NQ. c U @(D(O,l — >) = <I>(ID><0, 1— ))
neN n n.
gdzie n, := max (V). Podstawiajac r :== 1 — 1/(2n,) widzimy, ze

®(T(0,7)) C <I>(ID>\ID>(07 1= ;)) = (D) \ ®<D(O’ b ;))

z z

CA\(A\Q)=Q..
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Stad o € P(1,), gdzie
(2.19) 0;271] >t = o(t) := @(reit).

Poniewaz ® jest odwzorowaniem konforemnym, wiec z twierdzenia o residuach wynika,
1 [ du 1 O’ (w)
ind,(0) = — —:—,/ dw = 1.
ind, (0) 2 Jo w27 Jr+or) P(w) v

Stad o € Py(€2,), a wiec w obu przypadkach (A = C lub A # C),

VAS)

(2.20) Po(2,) #0, zeQ\{0}.

Mozemy zatem rozwaza¢ funkcje

(2.21) U {w} x Po(Q) 3 (2,7) — h(z,7) == ,LHZ(u)du,

weQ\{0}

gdzie z uwagi na to, ze A := Ly € Hol(C \ {0}),
2
Q — H = — —
-5 Hon) = (2 )i

jest dobrze okreslong funkcja holomorficzng w €2,. Dla dowolnie ustalonych 1,7y €
Po(£2,), I':={(,1), (72, —1)} jest cyklem w Q, takim, ze dla kazdego a € A\ 2.,

indr(a) = ind,, (a) — ind,,(a) = ind,,(0) —ind,,(0) =1-1=0
i dla kazdego a € C\ A,
indr(a) = ind,, (@) — ind,,(a) =0 —0=0.

Zatem I jest cyklem homologicznym zeru wzgledem (2,. Korzystajac z twierdzenia
Cauchy’ego w wersji homologicznej wnioskujemy, ze

Hz(u)du—/ H,(u)du,

Y2

0= /FHz(u)du =

Y1
co na podstawie wzoru (2.21) prowadzi do réwnosci

h(z, 1) = L H,(u)du = L H.(u)du = h(z,72).

Zatem funkcja h jest stala wzgledem drugiego argumentu. Z (2.20) wynika, ze istnieje

funkcja h : 2 — C spelniajaca nastepujace warunki:

(2.22) h(z) = hiz7). =€ Q\ {0}, 7 € Po(c)
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oraz
(2.23) h(0) = Ha(f, 9)(0).

Wykazemy, ze h € Hol(2\ {0}). Przyjmujac K := o([0;27]) widzimy, ze K C C\ {0}
oraz K jest domkniety. Dodatkowo B jest zbiorem otwartym. Stad na mocy lematu 2.8

zbior

(2.24) B = {gg@\{@}:f(cé}

jest otwarty. Poniewaz o € Py(€2,), wiec K C Q, = AN z/B, skad K C z/B. To wraz
z (2.24) daje z € Bg. Dlatego D(z,n) C Bk dla pewnego n > 0. Stad dla kazdego
w € D(z,n), w € Bk, co z uwagi na (2.24) daje K C (w/B)N A = Q,,. Zatem

(2.25) o€ Po(y), weD(z,n).

Wykazemy teraz, ze funkcja h jest rézniczkowalna w punkcie z oraz

(220 )= 5 [ 1009 (330

Korzystajac z zaleznosci (2.22) i (2.25) oraz wzoru (2.21) stwierdzamy, ze dla dowolnie
ustalonego w € D(z,n) \ {z},

(2.27)

hlw) = z) _ Mw,0) = hz,0) _ (/ wda— [ Hz<u>d“>

wW— Z w— z T omiw —

27 o

z
L H ) - | () o(3) . au
/ w—z " 2mi /a -z A(“>I
Przyjmujac [0;1] 2 ¢ — ~(t) := (w — 2)t + z widzimy, ze v([0;1]) C D(z,7n). Stad i z

(2.25) dostajemy
Q) -
Zatem dla dowolnie ustalonego v € K, u € v(t)/B, i w konsekwencji

(2.28) VS) e B, telo;1].

Ponadto g € Hol(B), co implikuje

() -o(3) = [ o= [ (W)
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To razem z (2.27) daje

hud=he) _ Ly ( /Olgf(mdt)ijz,

w— z 27

skad wynika, ze

fl(“})_h(z)_l/f(u) ' Z)j\(u)d“

w 2rri g
= g L ([ (0 )ae)jrs — g [re([Lo ()i
= L1 ([ () o ()t
Dlatego
o PR (e

A
w —
1 Yo z |du|
o Lo ([I22) ()
%/U\f(u)\</o #(29) - (2)]ar) e
Poniewaz o jest funkcja ciagla na zbiorze zwartym [0; 27] 1 K C C\ {0}, wiec zbiér K

jest zwarty. Ponadto funkcje A 3 u — f(u), C\ {0} > u — S\(U) oraz C > u — u s

ciaglte i K C A\ {0}. Korzystajac z twierdzenia Weierstrassa o osiaganiu kreséw przez

funkcje ciagta na zbiorze zwartym otrzymujemy

(2.30) M = max({sup({]f(u)] Tu € K}),sup({]i(u)] Tu € K})}) < 400
oraz

(2.31) d:=inf({|ul :ue K}) >0

Z lematu 2.9 wnioskujemy, ze

K*::{fyit):tE[O;l]/\ueK}

jest zbiorem zwartym. Z (2.28) wynika, ze K* C B. Poniewaz ¢’ € Hol(B), wiec ¢’ jest

jednostajnie ciagta w K*, tj. dla dowolnego € > 0 istnieje 6 > 0 o tej wlasnosci, ze
(2.32) C=¢l<do=19()-g()l<e, (K

Przyjmujac &y := min({dé, n}) ustalmy dowolnie w € D(z,dy) \ {z}. Wtedy z (2.31),

’v(@_z

—2)t - 1)
:‘(w Z>‘<’w d <6, telnl],uekK.
u

< —
Jul d

u
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Stad i z (2.32) mamy

1 t
/ g/(’Y()> —g/<z)‘dt <e weEK.
0 u u
To tacznie z (2.29), (2.30) i (2.31) implikuje, ze

MOZME L g ()3 < o [ Islimi < 210

|u|? 2rd?
gdzie ||y oznacza dlugosé drogi o. Zatem dla kazdego z € 2\ {0},

ELHZ h(wuz -z " 2ri / J(u < ) )(zi;;

oraz zachodzi réwnos¢ (2.26). W ten sposéb udowodnilismy, ze

(2.33) h € Hol(Q \ {0}).

Ze wzoru (0.3) wynika, ze D(0, p(A)) C A oraz D(0, p(B)) C B. Stad i z lematu 1.3

otrzymujemy
(2.34) D(0, p(A)p(B)) = D(0, p(4)) * D(0, p(B)) C Ax B = Q.
Wykazemy dodatkowo, ze

(2.35) h(z) = Ha(f,9)(2), 2 € D(0, p(A)p(B))-

Poniewaz 0 € AN BN oraz zbiory A, B i () sa otwarte, wiec istnieje r € (0; 1) taki,
ze D(0,r) C QN AN B. Stad f,g € Hol(D(0,7)), i w konsekwencji z twierdzenia 2.10

wynika, ze

230)  H0E) = o [ (2w en(o.})

u
gdzie [0;27] 5 t — ~(t) := (r/2)e'. Dla kazdego z € D(0,7r%/2) \ {0},

7([0;2a]) = T(0,7/2) € C\D(0, |2|/r) C 2/B,
gdyz D(0,7) C B i |z|/r < r/2. Ponadto ¥([0;2x]) C D(0,7) C A oraz ind,(0) = 1.
Zatem vy € Po(AN z/B) = Py(€,), i korzystajac z (2.21) i (2.22) otrzymujemy

h@zh@wzd;ﬁﬂmxgxw“,zew@)\m}

u

To wraz z (2.36) daje

(237) HA(f.9)(2) =h(z), 2 D(0.)\ {0,
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Poniewaz H,(f,g) € Hol(D(0,7?)), wiec z wlasnodci (2.37), (2.23) i (2.33) wynika, ze
h € Hol(2). Ponadto z (0.4), (2.34) i (2.37) wynika, ze zachodzi réwnos¢ (2.35). Istnieje
wiec doktadnie jeden operator T : Hol(A) x Hol(B) — Hol(A * B) o tej whasnosci, ze
dla dowolnych f € Hol(A) i g € Hol(B), T\(f,g) = h, gdzie h jest funkcja okreslona
przez (2.21) i (2.22). W szczegdlnosci zachodzi réwnosé (2.17).

Pozostaje do wykazania, ze operator Ty spelia warunki (2.10) i (2.11). Dla dowol-
nych wielomianow f i g istniejan € Noraz ciagiZ> k+— a, € CiZ 3> k— b, € C
takie, ze ap = b, =0 dla k € Z \ Zy,, oraz

z) =Y a2 oraz g(z) =) b2", ze€C.
k=0 k=0

Ustalmy dowolnie z € Q\ {0} i v € Py(€2.). Poniewaz A € Hol(C \ {0}) i v([0; 27]) jest

podzbiorem zwartym zbioru C \ {0}, wiec na mocy wzoru (2.13),

AMu) — > ot

k=—N

sup — 0, gdy N — 4o0.

u€y([0;27])

Korzystajac teraz z warunku (2.17) dostajemy
10.9)) = g [ F ()3
= 5 S0 ()(Z“‘%
~5i [ 1005 i
%z/ g ) wa
=5 2 [ (Sn) (b

1 —+o00o n n

= 2 [ D b
™"’ 1=0m=0
—+o0 n

= Z Z)\kam,kbmzm.

k=—00 m=0
Stad na mocy wzoru (2.5) otrzymujemy
n 400
Ti(f. 9)( Z( Y Akl k) Z( D Al k) " =Hi(f,9)(2),
m=0 \k=—o0 m=0 \k=—o0

co dowodzi warunku (2.10).
Dla zadanych f € Hol(A), g € Hol(B) oraz ciagbw N > n +— f, € Hol(A) i N> n —
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gn € Hol(B) zaltézmy, ze
(2.38) fo = fwA oraz g, —gwB, gdyn— +oo.

Ustalmy dowolnie z € '\ {0}. Stad na mocy (2.20) istnieje 7, € Py(€2,). Biorac pod

uwage otwartosé zbioru € i (2.25) widzimy, ze

(2.39) D(z,2r.) € O\ {0} oraz 7. € Po(Qw), w € D(z,2r.),
dla pewnego . > 0. Stosujac réwnosé (2.17), otrzymujemy dla kazdego w € D(z, 2r,),
T 90) () = er (U@ nen
(2.40) 1)) = 5z [ w235 neN,

T(f,9)(w) = 5 / F () A T

Z (2.39) wynika, ze K, = 7.([0;27]) € Q, = ANw/B dla w € D(z,2r,). Stad
K! :=D(z,r,)/K, C B, i w $wietle lematu 2.9 zbiér K. jest zwarty. Poniewaz oba

zbiory K, i K sa zwarte, wiec z (2.38) wnioskujemy, ze

sup |/ (1) — (HHOMMSWMA> g(u)| — 0, gdy n — +o0.

ueK, ueK

Zatem dla dowolnego ¢ € (0; 1) istnieje n. € N takie, ze

13 13
92.41 ' (u) — (1) — ,
(2.41) feupzlf (u) = f(u)] < M1 o 5611]% |gn(u) — g(u)| < YA

n € Ln,,

gdzie
M = max({ sup [£()l, sup lgCa)l, sup [Aw)/ul}) < +oc.
ueK; UEKZ

UEZ

Laczac zaleznosci (2.40) z (2.41) Wldzimy, ze dla wszystkich w € D(z,r,) i n € Z,_,

3o 0)0) = Tas )] < 5| [ (Fatalon () = fotwg (%)) <>duu

27r
() ()
< |’;,;|1(]\/[Z_i_1)]\4z+1]\/[z< | 22|1
jak réwniez
)l =) glyr (e ( )—f(U)g@))i(U)?
57 1, e = s ()R

|Vz|1 € o vl M.
— M < ==
2t M, +1 % 21
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Stad
21 M,
T2 g)w) ~ T F0)w)] < e e e m ez,

i w konsekwencji

(2.42) sup )’T,\(fn,gn)(w) —T(f, g)(w)‘ — 0, gdy n — +o0.

weD(z,r,
Zatozmy, ze E jest zbiorem zwartym takim, ze £ C Q\{0}. Poniewaz £ C U D(z,7,),
zeE
istnieje skoniczony podzbioér E' C E taki, ze E C |J D(z,r,). Ustalajac dowolnie € > 0

zZER'
wnosimy z (2.42), ze dla kazdego z € E' istnieje n, € N spelniajacy warunek

T3 (fns 9) (W) = Ta(f,9)(w)| < &, 1 € L., w € D(2,72).
Przyjmujac wiec N, := max({nz 1z € E’}) mamy
T3(fu ) () = Ta(f,9)(w)| <&, n€Zn, weE,
czyli ciag N 3 n — T)\(fn, gn) jest zbiezny jednostajnie do T)(f,g) w E. Dlatego
(2.43) T(fnr gn) = Ta(f,9) w Q\ {0}, gdy n — +oo.

Poniewaz 2 jest zbiorem otwartym i 0 € ), wiec istnieje » > 0 o tej wlasnosci, ze
D(0,r) C Q. Stad T(0,r) jest podzbiorem zwartym zbioru € \ {0}, i korzystajac z

zasady maksimum dla funkcji holomorficznych wnioskujemy z (2.43), ze

(2.44) Sup. |Tx(f, g2)(w) = Th(f, 9) (w))
weD(0,r)
= s )\Tx(fn,gn)(w) — Ta(f,9)(w)] = 0, gdy n — +oc.

Zauwazmy, ze dla kazdego zbioru zwartego E C Q, E C D(0,7) U (E \ D(0,7)) oraz
E\D(0,r) jest zwartym podzbiorem zbioru 2\{0}. To tacznie z (2.43) i (2.44) implikuje

T(fur gn) == Ta(f,9) W Q, gdy n — +o0.
Zatem warunek (2.11) jest spelniony, co konczy dowdd. O]

Wzorujac sie na definicji klasy H; (A, B) mozemy dla dowolnie zadanych obszaréw
A, B C C zawierajacych 0i A € A okregli¢ klase H7 (A, B) wszystkich obszaréw Q C C
takich, ze (0, p(A)p(B)) C Q oraz dla dowolnych f € Hol(A) i g € Hol(B) istnieje
funkcja h € Hol(£?), ktéra pokrywa si¢ z funkcja Hy(f,g) w D := D(0, p(A)p(B)) C
D(0, R; R,), tj..

(2.45) h(z) =Hx(f,9)(z), z€D.

Innymi stowy funkcja Hy(f, g)|p ma rozszerzenie holomorficzne h na kazdy obszar
Q) € H(A, B).
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Whniosek 2.12. Dla dowolnych obszaréw jednospdinych A, B C C i X € A, jezeli
0 € ANB, to Q:= CCy(AxB) € H}(A, B). Co wigcej, dla wszystkich f € Hol(A) i g €
Hol(B) warunek (2.45) zachodzi z h := Tx\(f, g)|a € Hol(QY), gdzie T\ jest operatorem
okreslonym poprzez warunek (2.17).

Dowdéd. Ustalmy dowolnie A i B spelniajace zalozenia oraz A € A. Z lematu 1.26
wynika, ze Q := CCy(A x B) jest obszarem, gdyz kazda sktadowa spdjna zbioru otwar-
tego jest zbiorem spéjnym; por. [11, str. 25]. Z twierdzenia 2.11 wynika za$, ze dla
dowolnie ustalonych f € Hol(A) i g € Hol(B), h := T)\(f,g)la € Hol(Q2). Z (2.34)
mamy D(0, p(A)p(B)) C 2. Poniewaz H)(f,g) € Hol(D(0,RsR,)) oraz p(A4) < Ry i
p(B) < Ry, wiec Hy(f, g) € Hol(D(0, p(A)p(B))). Zauwazmy, ze f € Hol(D(0, p(A))) i
g € Hol(D(0, p(B))). Poréwnujac réwnosci (2.17) i (2.14) otrzymujemy na podstawie

twierdzenia 2.11 i twierdzenia 2.10 zaleznosé

HA(f,9)(2) = Ta(f,9)(2), 2 €D(0,p(A)p(B))\ {0}

Zatem Hy(f,9)(z) = h(z) dla z € D(0, p(A)p(B)), czyli warunek (2.45) jest spetniony.
Uwzgledniajac definicje klasy H7 (A, B) otrzymujemy Q € H{ (A, B), co koficzy dowdd.
O

Uwaga 2.13. Niech )\ : Z — C bedzie ciggiem spelniajacym réwnosci \g =11 Ay =0
dla k € Z\ {0}. Z uwagi 2.3 wynika, ze H}(A, B) = Hi(A, B). Zatem wniosek 2.12
ma w szczegdlnosdci zastosowanie do iloczynu Hadamarda x. W konsekwencji 2 :=
CCo(AxB) € H1(A, B) dla dowolnych obszaréw jednospdjnych A, B C C spelniajacych
warunek 0 € AN B; por. [14, Corollary 3.2]. Co wiecej, z warunku (0.10) wynika, ze 2
jest najwiekszym w sensie inkluzji obszarem w klasie H; (A, B). Jezeli dodatkowo A B
jest spojny, to Ax B = CCy(A x B), a wiec A* B € Hi(A, B); por. [14, Remark 3.3].
Ponadto, h := T)\(f, g)|a jest rozszerzeniem holomorficznym funkcji (f * g)|p(o,p(a)p(B))
dla wszystkich f € Hol(A) i g € Hol(B).



Rozdziat 3

Przyklady zastosowan

3.1 Przykltady do rozdzialu pierwszego

Wymienione nizej przyktady ilustruja rozwazania z rozdziatu pierwszego. Dotycza one

roznych metod wyznaczania splotow zbiorow.

Przyklad 3.1. Podstawiajac
A:=C\ ([1; +o0) U {eit it e {—;T; g} })

Ax A= (DU{z € C:Re(z) <0})\T.

otrzymujemy

Zatem A x A nie jest zbiorem spdjnym mimo, ze obszar A jest jednospdjny. Obliczenia
sa tutaj znacznie tatwiejsze w poréwnaniu z przyktadem 1.35, ale obszar A nie jest

liniowo osiggalny.

Kolejny przyktad ilustruje splot zbioru gwiazdzistego wzgledem 0 i zbioru 7/6-
spiralnego wzgledem 0. Z twierdzenia 1.41 wiemy, ze taki splot bedzie posiadat obie te

wlasnosci.

Przyklad 3.2. Przyjmijmy
A:=C\[1;400)
oraz '
B::(C\{ete? :t}O}.
Wtedy

im

AL B — ([1;+oo) - {efeb‘ > o}) U {oo}

= {ret‘/geti te0;2m) Ar > 1} U {00},

o1
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i w konsekwencji

AxB = (C\{?"et\/geti cte[0;2m)Ar > 1} = {z eC:

\V (z = |z|eP Alz] < ep\/g) }

p€E(0;27)
Kolejny przyktad ilustruje splot dwoch dowolnych koét. Okazuje sig, ze nie jest to
tak trywialny problem jak splot dwoch két o srodkach w punkcie 0.

Przyklad 3.3. Rozwazmy kota A :=D(1,2) oraz B :=D(3,5). Wtedy

z o =( 3z b|7|
2 _¢\D(-2, 2,
B A ( 16 16)

Zatem z twierdzenia 1.11 wynika, ze A x B jest zbiorem wszystkich liczb zespolonych
z, dla ktérych okrag T(—3z/16,5|z|/16) lezy w kole D(1,2). Zatem

Ax B = {ZG(C: 13z + 16| + 52| <32}.
Nastepujacy przyktad ilustruje splot obszaréw wertykalnie wypuktych.

Przyktad 3.4. Przyjmijmy A :=D(0,5) UD(8,5). Wtedy

z ‘= (o 2] 8z 5|z

= _ (ey5(o0. 1)) um (%, 220),

A ( \ 5 > 39" 39
Zatem z twierdzenia 1.11 wynika, ze A x A jest zbiorem wszystkich liczb zespolonych
z, dla ktérych D(0, |2]/5) € D(0,5). Zatem A x A = D(0,25).

Uzywanie definicji do wyznaczania splotu A x B jest czesto trudne. W takich przy-
padkach czasem udaje sie to zrobi¢ za pomoca twierdzen charakteryzujacych splot AxB.
W nastepujacych dwoch przyktadach zostana uzyte uwaga 1.47 oraz twierdzenie 1.45,
ktore dotycza wyznaczania splotu obszarow spiralnych wzgledem 0, a w szczegdlnosci

obszaréw gwiazdzistych wzgledem 0.

Przyktad 3.5. Zbiér A := {z € C: Re(z) < 1} jest obszarem gwiazdzistym wzgledem
0. Dlatego jego charakterystyka brzegowa moze by¢ wyrazona za pomoca wzoru (1.37)

1 przyjmuje postac

palt) = coi(t) t€<_g;g>’

roe,te[mgfugm
o0 - ——= —; 7.
Y Y 2 2’

Ustalmy dowolnie z = |z|e??, gdzie 6 € (—m; 7). Wtedy
1
et (<2 0) (=T ),

pa(t)pa( —t) = { cos(t) cos(d —t)’ D)
too, t € [—m ]\ Iy
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Jedli 0 =7, to Iy = 0, a wiec pa(t)pa(d —t) = +oo. Jesli 0 € (—m;7), to

palt)pal0—1) = cos(6) —I—CQOS(Qt— 6)’ re (max({—g,e—g}>;min({g79+g}>>.

Zalézmy, ze 0 € [0;7). Wtedy t € (0 —7/2;w/2) 12t —0 € (0 — ;™ —0). Zauwazmy, ze
0 € (0—m; m—0) niezaleznie od wyboru . Funkcja pa(t)pa(60—t) przyjmuje najmniejsza

wartosé dla argumentu ¢, dla ktorego cos(2t — 6) bedzie najwiekszy. Podstawiajac 7 :=

2t — 6 otrzymujemy

™

max({cos(Qt—@) te (9—7;; 2> }) = max({cos(T) 1€ (0—m; W—Q)}): cos(0) = 1.

Zatem

B 2 B 1

o COS(G) + 1 o COSQ(g) '

Zatézmy teraz, ze 6 € (—m;0). Wtedy t € (—7/2;7/2+0)i2t—60 € (-0 —m;m+0).

Zauwazmy, ze 0 € (—0 — m; m + 0) niezaleznie od wyboru 6. Postepujac analogicznie do

min(pa(t)pa(0 — 1))

teR

przypadku, gdy 6 € [0;7), otrzymamy ten sam wynik. Zatem

1
——, 0 (—mmn),
pana(6) = { c0*(5)
+00, 0=m

Stad i ze wzgledu na okresowos¢ funkcji pasa dostajemy

AxA={z€C:Re(z)+]|2| < 2} = {z €C:Re(z) <1— iam(z))?}.

Przyktad 3.6. Dla dowolnie zadanego ¢ € (—7/2;7/2) przyjmijmy

A= {wE(C: vV V (w:etei5+isAt<1+s>}U{O}.

teR se(0;27)

Wtedy pas(s) =1+ s dlas € [0;27). Poniewaz dla dowolnych s € [0;27) i p € [s;27),
pas(s)+pasp—s)=1+s+1+p—s=2+p,

wiec na mocy twierdzenia 1.45 otrzymujemy

A*A:{wE(C: V V (w:etew“s/\t<2+s>}u{0}.

teR se(0;27)
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3.2 Przyklady do rozdziatu drugiego

W tym rozdziale sygnalizujemy mozliwos¢ zastosowania rezultatow z rozdziatlu drugie-

go.

Przyktad 3.7. Dla dowolnie zadanego ciagu A € A otrzymujemy na mocy wzoru (2.5),

+00 n 400 /400
H)\(f? g) (Z) = Z ( Z )‘kan—k> bnzn = Z (Z )‘n—kak> bnzn7 A ]D)(O, Rf Rg),

n=0 \k=—o0 n=0 \k=0

10 5 6700)

gdzie a, = = = dla n € Zg. Przyjmujac w szczegélnosci Ay := 11

Me:=0dlak eZ\{l} oraz D > z +— g(z) :=1/(1 — z) dostajemy

+oo +o0
HA(f,9)(2) = D" ana2" =) a,z"tt, f € Hol(D), z € D.
n=1 n=0

Zatem przeksztalcenie Hol(D) > f — Hy(f, g) jest klasycznym operatorem przesuniecia
Beurlinga odgrywajacym istotna role w teorii przestrzeni Hardy’ego; por. np. [1, p. 82]
i[16, Sec. 17.20].

Przyktad 3.8. Rozwazmy funkcje zadane szeregami potegowymi

X +oo n
D3z p(z) ::Zﬁ oraz D2z Y(z) = Z(_l)n—l%.
n=1 el

Z tych wzorow wynika, ze obie funkcje ¢ i ¥ sa holomorficzne w kole D i maja ciggte
rozszerzenia na koto domkniete D). Stosujac wniosek 2.12 mozna uzyskaé znacznie do-
ktadniejsza informacje. Przyjmujac A := C\ (—oo;—1] 1 B := C\ [1; +00) widzimy,

Ax B = (A5 BYE = (=005 —1] U {o0}) - ([1:+00) U {oo})’
— (=001 =1 U{o0})” =C\ (~o0;—1] = 4
oraz podobnie A * A = B x B = B. Rozwazmy funkcje
Az f(z):=log(l+z2) oraz B>z g(z):=—log(l — 2),

gdzie funkcja log jest okreslona jako funkcja odwrotna do obciecia funkcji exp |p, gdzie
D :={zeC:|Im(z)| <7/2}. Wtedy

+00 n +0o . n

n=1 n=

i w konsekwencji fxg =191 fxf =g¢g*xg = . Z wniosku 2.12 wynika zatem, ze

funkcja ¢ ma holomorficzne rozszerzenie na obszar B, zas funkcja 1) ma holomorficzne
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rozszerzenie na obszar A. Co wiecej, rozszerzenia te maja odpowiednio posta¢ Th(f, f)
i T\(f, g), gdzie T jest operatorem okreslonym poprzez warunek (2.17) z A € A spel-
niajacym réwnosci A\g = 11 A\, = 0 dla k € Z \ {0}. Biorac pod uwage dowolny ciag

A € A stwierdzamy w analogiczny sposob, ze funkcja

D5z on(2) zf( > A_k)=f(f Ak>

=1 \k— o0 1 no 3 \k=1 n

ma holomorficzne rozszerzenie na obszar B postaci T)\(g, g). Rézniczkujac funkcje ¢
i ¢ mozna holomorficzng rozszerzalno$é¢ tych funkcji na obszary B i A uzyska¢ w
alternatywny sposéb. W przypadku ogélnym funkcji ¢, uzycie tej metody nie wydaje

sie proste.
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