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Wstęp

Definicja zbioru diametralnie zupełnego została wprowadzona w 1911 roku przez

E. Meissnera ([71]). Zbiór ten jest ściśle związany ze zbiorem o stałej szerokości. Zbiory

o stałej szerokości były rozważane już przez L. Eulera. Okazuje się, że w dwuwymia-

rowych przestrzeniach Banacha, wszystkich skończenie wymiarowych przestrzeniach

euklidesowych i przestrzeniach Hilberta pojęcia zbioru diametralnie zupełnego i zbioru

o stałej szerokości są równoważne ([17]). Chociaż jak zauważył już E. Meissner ([71])

każdy zbiór o stałej szerokości w przestrzeni Banacha o wymiarze skończonym jest

zbiorem diametralnie zupełnym, to w [29] H. G. Eggleston pokazał, że nawet w trój-

wymiarowych przestrzeniach liniowych ta równoważność już nie jest prawdziwa - zbiór

diametralnie zupełny nie musi mieć stałej szerokości. Następnie J. P. Moreno, P. L. Pa-

pini i R. R. Phelps udowodnili, że każda przestrzeń Banacha o wymiarze co najmniej

3 po odpowiednim równoważnym przenormowaniu zawiera zbiór diametralnie zupełny

o niepustym wnętrzu, który nie jest zbiorem o stałej szerokości ([74]). Warto tutaj

zwrócić uwagę na fakt, że diametralnie zupełne podzbiory przestrzeni Banacha o wy-

miarze skończonym mają niepuste wnętrze. Natomiast w przypadku przestrzeni Ba-

nacha o wymiarze nieskończonym mogą istnieć zbiory diametralnie zupełne o pustym

wnętrzu. Przykład zbioru o stałej szerokości i pustym wnętrzu w przestrzeni c0 podali

J. P. Moreno, P. L. Papini i R. R. Phelps w [74].

Badanie zbiorów diametralnie zupełych w ostatnim czasie skupiło się na trzech

następujących problemach:

� znajdowaniu zbiorów diametralnie zupełnych w klasycznych przestrzeniach Ba-

nacha i wyznaczaniu rodzin zbiorów wypukłych związanych ze zbiorami diame-

tralnie zupełnymi ([74], [75], [77]),

� znajdowaniu najmniejszego w sensie inkluzji diametralnie zupełnego zbioru dla

danego zbioru ([69], [76]),

� istnieniu zbiorów diametralnie zupełnych z pustym wnętrzem ([14], [15], [16], [48],

[49], [64], [66], [67]).

W przedstawionej rozprawie doktorskiej zajmiemy się trzecim problemem, tzn. pro-

blemem istnienia, przy odpowiednim równoważnym przenormowaniu, zbiorów diame-

tralnie zupełnych o pustym wnętrzu w nieskończenie wymiarowych i refleksywnych

przestrzeniach Banacha. Dodatkowo uogólnimy wynik E. Maluty i D. Yosta ([67]) o ist-
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nieniu zbiorów o stałej szerokości z pustym wnętrzem w każdej nieskończenie wymia-

rowej przestrzeni Banacha z bezwarunkową baza Schaudera.

Przypomnijmy, że w [66] E. Maluta i P. L. Papini podali warunek wystarczający

na istnienie zbiorów diametralnie zupełnych z pustym wnętrzem w nieskończenie wy-

miarowych i refleksywnych przestrzeniach Banacha. W 2017 roku w [64] E. Maluta

wykorzystując wspomniany warunek dostateczny skonstruowała refleksywną i lokalnie

jednostajnie wypukłą przestrzeń Banacha, która zawiera zbiór diametralnie zupełny

z pustym wnętrzem. Warto wspomnieć, że E. Maluta i D. Yost udowodnili również,

że każda przestrzeń Banacha, która posiada bezwarunkową bazę Schaudera ma rów-

noważną normę przy której przestrzeń ta zawiera zbiór o stałej szerokości z pustym

wnętrzem - w szczególności niektóre klasyczne refleksywne przestrzenie Banacha dają

się tak przenormować ([67]).

Praca składa się z piętnastu rozdziałów i czterech dodatków. Dla wygody czytelnika

wiadomości pomocnicze będą podane w rozdziałach 1, 2, 6, 9, 10, 12 i 14, przed rozdzia-

łami, w których te wiadomości będą wykorzystane. W pierwszym i drugim rozdziale

wprowadzimy kolejno oznaczenia oraz przypomnimy definicje i fakty z teorii szere-

gów liczbowych i geometrii przestrzeni Banacha, które będą wykorzystywane w dalszej

części pracy.

W trzecim rozdziale przedstawimy definicję uogólnionej normy Daya i udowodnimy

jej podstawowe własności.

Udowodnione w rozdziale czwartym twierdzenie o istnieniu w ośrodkowej przestrze-

ni Banacha równoważnej normy z własnościami Opiala i Kadeca-Klee’ego będzie jed-

nym z głównych narzędzi przy rozwiązywaniu naszego problemu. Zauważmy, że nasze

wyniki tego rozdziału, niezależnie od przedstawionego tutaj ich zastosowania, są też

interesujące z punktu widzenia geometrii przestrzeni Banacha.

W rozdziale piątym skonstruujemy normę ‖·‖α,β,p,F typu Daya, przy pomocy której

określimy normę w dowodzie podstawowego dla nas twierdzenia 7.1.

W rozdziale szóstym przypomnimy definicję i własności zbioru diametralnie zupeł-

nego.

Rozdział siódmy poświęcony będzie twierdzeniu o istnieniu zbioru diametralnie zu-

pełnego z pustym wnętrzem w odpowiednio przenormowanych (przy pomocy normy

typu Daya), nieskończenie wymiarowych, ośrodkowych i refleksywnych przestrzeniach

Banacha (twierdzenie 7.2).

W rozdziale ósmym pokażemy jak nasz problem rozważany w nieskończenie wy-

miarowych i refleksywnych przestrzeniach Banacha można zredukować przy pomocy

twierdzenia A. R. Lovaglii ([63]) i S. L. Troyanskiego ([95]) do problemu w nieskończe-

nie wymiarowych, ośrodkowych i refleksywnych przestrzeniach Banacha. W ten sposób
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całkowicie rozwiążemy problem istnienia zbiorów diametralnie zupełnych z pustym

wnętrzem w refleksywnych przestrzeniach Banacha.

W rozdziale dziewiątym przypomnimy podstawowe wiadomości dotyczące szeregów

i baz bezwarunkowo zbieżnych, które będą przydatne w rodziale 11, a w rozdziale

dziesiątym przytoczymy kilka znanych faktów o zbiorach o stałej szerokości.

W rozdziale jedenastym uogólnimy wynik E. Maluty i D. Yosta o istnieniu zbioru

o stałej szerokości z pustym wnętrzem. To pozwoli nam udowodnić, że przestrzeń

(C([0, 1],R), ‖ · ‖C) ma równoważną normę, taką że w C([0, 1],R) z tą normą istnieje

zbiór o stałej szerokości i pustym wnętrzu.

Rozdział dwunasty jest rozdziałem pomocniczym w którym przypomnimy wyniki

o rozszerzonych bazach bezwarunkowych w nieośrodkowej przestrzeni Banacha. Wyko-

rzystamy je by uogólnić wynik E. Maluty i D. Yosta do przestrzeni Banacha z takimi

bazami.

W rozdziale trzynastym uogólnimy twierdzenie E. Maluty i D. Yosta o istnieniu

zbioru o stałej szerokosci z pustym wnetrzem w każdej nieskończenie wymiarowej prze-

strzeni Banacha z bezwarunkową baza Schaudera.

Rozdział czternasty jest rozdziałem przygotowawczym do ostatniego - piętnastego

rozdziału. Podamy w nim znane przykłady przestrzeni Banacha, które mają różne

własności związane z bezwarunkowymi bazami Schaudera i bezwarunkowymi ciągami

bazowymi.

W ostatnim rozdziale porównamy zakresy zastosowań podstawowych twierdzeń

z naszej rozprawy i twierdzenia E. Maluty i D. Yosta.

Pracę zakończymy czterema dodatkami. W pierwszym dodatku wzmocnimy twier-

dzenie 4.3, tzn. zastąpimy własność Kadeca-Klee’ego występującą w twierdzeniu 4.3

przez lokalną jednostajną wypukłość.

W drugim dodatku pokażemy, że w nieośrodkowej i refleksywnej przestrzeni Bana-

cha mającej słabą własność Opiala i własność Kadeca-Klee’ego również można skon-

struować (metodą podobną do tej z rozdziału piątego, tzn. przy pomocy normy typu

Daya) równoważną normę, która jest lokalnie jednostajnie wypukła i przestrzeń z tą

normą zawiera zbiór diametralnie zupełny z pustym wnętrzem. Niestety dodatkowe

założenie o słabej własności Opiala i własności Kadeca-Klee’ego pokazuje duże ogra-

niczenie naszej metody dowodowej w ogólnym przypadku i dlatego w rozdziale ósmym

w przypadku nieośrodkowej przestrzeni refleksywnej musieliśmy zastosować inne po-

dejście dowodowe, by osiągnąć ogólny wynik.

W trzecim dodatku zajmiemy się istnieniem równoważnej normy ze słabą własnością

Opiala w nieośrodkowych przestrzeniach Banacha z rozszerzoną bazą bezwarunkową.

W dodatku czwartym pokażemy inny niż w rozdziale trzynastym dowód twierdzenia
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mówiącego, że w nieośrodkowej przestrzeni Banacha z rozszerzoną bazą bezwarunkową

istnieje zbiór o stałej szerokości z pustym wnętrzem.

Część rezultatów została już opublikowana ([12], [13], [15], [16], [48]), przy czym

kilka z nich jest podana w naszej pracy w silniejszej postaci (np. twierdzenie 3.2 i 7.2).

Prace prezentujące rezultaty z rozdziałów 11, 13 i 15 oraz dodatków 1, 3 i 4 są w przy-

gotowaniu.
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tekst

Rozdział 1

Pewne fakty z geometrii przestrzeni
Banacha

1 Pewne fakty z geometrii przestrzeni BanachaW naszej pracy będziemy rozważać przestrzenie Banacha nad ciałem liczb rzeczy-

wistych R. Jeżeli będzie to potrzebne zamiast normy ‖ · ‖ w przestrzeni Banacha X

będziemy pisać ‖ · ‖X .

Na początku podamy podstawowe oznaczenia używane w rozprawie. W całej pracy

zakładamy, że Γ jest zbiorem nieskończonym i przez c0(Γ) oznaczamy przestrzeń Ba-

nacha złożoną z funkcji u : Γ → R, u = {uγ}γ∈Γ, takich że dla każdego ε > 0 zbiór

{γ ∈ Γ : |uγ|  ε} jest skończony. W przestrzeni c0(Γ) klasyczną normę supremum

oznaczamy przez ‖ · ‖c0(Γ), tzn.

‖u‖c0(Γ) := sup
γ∈Γ
|uγ|

dla u = {uγ}γ∈Γ ∈ c0(Γ). Gdy Γ = N, to zamiast pisać c0(N) będziemy pisać c0. Nośnik

funkcji u, tzn. zbiór {γ ∈ Γ : uγ 6= 0} będziemy oznaczać przez N(u).

Jeśli ustalimy dowolną liczbę 1 ¬ p < +∞, to przestrzeń złożoną z wszystkich

funkcji u ∈ c0(Γ), takich że
∑
γ∈N(u) |uγ|p < ∞ oznaczamy symbolem `p(Γ). Norma

w tej przestrzeni jest dana wzorem

‖u‖lp :=

 ∑
γ∈N(u)

|uγ|p
 1p

dla u = {uγ}γ∈Γ ∈ `p(Γ) \ {0} i ‖0‖lp = 0. Przestrzeń `p(N) jest tradycyjnie oznaczana

przez `p. W dalszych rozważaniach dla 1 < p <∞, gdy nie będzie to konieczne, zamiast

symbolu ‖ · ‖`p będziemy pisać ‖ · ‖p.
Symbolem Lp([0, 1],R), 1 ¬ p < +∞ będziemy oznaczać przestrzeń wszystkich

mierzalnych w sensie Lebesgue’a funkcji f : [0, 1]→ R (przy czym utożsamiamy funkcje

równe prawie wszędzie na przedziale [0, 1]), takich że
∫ 1

0 |f(t)|pdt < ∞. W przestrzeni

Lp([0, 1],R) mamy normę

‖f‖p :=
(∫ 1

0
|f(t)|pdt

) 1
p
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dla f ∈ Lp([0, 1],R).

Symbolem C([0, 1],R) oznaczamy przestrzeń wszystkich funkcji f : [0, 1] → R cią-

głych na przedziale [0, 1]. W przestrzeni C([0, 1],R) mamy klasyczną normę

‖f‖C := max{|f(t)| : t ∈ [0, 1]}.

dla f ∈ C([0, 1],R).

W pracy pojawią się też przestrzeń `∞ := {u = (un)∞n=1 : supn∈N |un| < ∞} ze

standardową normą ‖u‖∞ := supn∈N |un| dla każdego u = (un)∞n=1 ∈ `∞ i przestrzeń

c := {u = (un)∞n=1 : limn u
n istnieje i limn u

n < ∞} z normą ‖u‖ := supn∈N |un| dla

u = (un)∞n=1 ∈ c.
Przypomnimy teraz definicje i twierdzenia z geometrii przestrzeni Banacha, które

będziemy wykorzystywać w dalszej części pracy.

Zaczniemy od definicji przestrzeni uniwersalnej, a następnie przejdziemy do definicji

własności związanych z wypukłością kuli.

Definicja 1.1. Mówimy, że przestrzeń Banacha (Y, ‖ · ‖Y ) jest uniwersalna dla ośrod-

kowych przestrzeni Banacha, jeśli każda ośrodkowa przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖X) jest

izometrycznie izomorficzna z podprzestrzenią Y1 ⊂ Y , tzn. istnieje liniowy i zachowu-

jący normę izomorfizm T : X → Y1, taki że T (X) = Y1.

Uwaga 1.2. Jeśli (X, ‖ · ‖X) i (Y, ‖ · ‖Y ) są przestrzeniami Banacha i T : X → Y

jest liniowym zanurzeniem izometrycznym X w Y , to będziemy utożsamiać T (X) z X

i pisać X ⊂ Y .

Podamy teraz dwa ważne przykłady przestrzeni Banacha uniwersalnych dla ośrod-

kowych przestrzeni Banacha [42].

Twierdzenie 1.3. Przestrzeń C([0, 1],R) z normą maksimum ‖ · ‖C jest uniwersalna

dla ośrodkowych przestrzeni Banacha.

Twierdzenie 1.4. Przestrzeń Banacha `∞ z normą supremum ‖ · ‖∞ jest uniwersalna

dla ośrodkowych przestrzeni Banacha.

Przypomnimy teraz pojęcie przestrzeni dopełnialnej.

Definicja 1.5. ([45]) Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest przestrzenią Banacha i Y 6= X jest

domkniętą podprzestrzenią przestrzeni X o wymiarze dimY  1. Jeśli istnieje liniowa

i ciągła projekcja przestrzeni X na Y , to mówimy, że podprzestrzeń Y jest dopełnialna

w X.

Mamy następujące wyniki o dopełnialnej podprzestrzeni.
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Twierdzenie 1.6. ([80]) Załóżmy, że Y jest nieskończenie wymiarową i dopełnialną

podprzestrzenią w przestrzeni `1 ze standardową normą. Wtedy podprzestrzeń Y jest

izomorficzna z `1.

Twierdzenie 1.7. ([37]) W przestrzeni (C([0, 1],R), ‖ · ‖C) nie istnieje nieskończenie

wymiarowa podprzestrzeń, która jest refleksywna i dopełnialna.

Twierdzenie 1.8. ([91], [96]) Niech (X, ‖·‖) będzie ośrodkową przestrzenią Banacha.

Jeśli Y jest domkniętą i izomorficzną z c0 podprzestrzenią przestrzeni X, to Y zawiera

domkniętą i dopełnialną w X podprzestrzeń Y1 izomorficzną z c0.

Ponieważ przestrzeń Banacha C([0, 1],R) ze standardową normą maksimum ‖ · ‖C jest

uniwersalna dla ośrodkowych przestrzeni Banacha (patrz twierdzenie 1.3), to mamy

następujący wniosek.

Wniosek 1.9. ([91], patrz też [1]) Przestrzeń Banacha (C([0, 1],R), ‖ · ‖C) zawiera

domkniętą i dopełnialną w C([0, 1],R) podprzestrzeń Y izomorficzną z c0.

Zajmiemy się teraz geometrycznymi własnościami przestrzeni Banacha.

Definicja 1.10. ([32], [33], [42]) Mówimy, że przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖) jest ściśle

wypukła, jeśli dla każdych x, y ∈ X, takich że ‖x‖ ¬ 1, ‖y‖ ¬ 1 i x 6= y, mamy

‖x+y
2 ‖ < 1.

Kolejną definicją jest definicja przestrzeni jednostajnie wypukłej. Została ona wpro-

wadzona przez J. A. Clarksona.

Definicja 1.11. ([19]) Mówimy, że przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖) jest jednostajnie

wypukła, jeśli dla każdego 0 < ε ¬ 2 istnieje liczba δ > 0, taka że dla każdych x, y ∈ X,

‖x‖ ¬ 1, ‖y‖ ¬ 1 i ‖x− y‖  ε spełniona jest nierówność ‖x+y
2 ‖ ¬ 1− δ.

Klasycznymi przykładami takich przestrzeni są przestrzenie `p ze standardowymi nor-

mami (1 < p < +∞). W dowodzie jednostajnej wypukłości tych przestrzeni korzysta

się z podanych niżej nierówności, zwanych nierównościami Hannera (patrz [19]).

Twierdzenie 1.12. ([19], [40]) Załóżmy, że 1 < p < +∞. Wtedy dla dowolnych

x, y ∈ `p i q = p
p−1 spełnione są następujące nierówności:

1. ‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp ¬ 2p−1
(
‖x‖pp + ‖y‖pp

)
dla 2 ¬ p <∞,

2. ‖x+ y‖qp + ‖x− y‖qp ¬ 2
(
‖x‖pp + ‖y‖pp

)q−1
dla 1 < p ¬ 2.

Uwaga 1.13. Każda jednostajnie wypukła przestrzeń Banacha jest ściśle wypukła,

ale nie każda przestrzeń ściśle wypukła jest jednostajnie wypukła. Dodatkowo każda

jednostajnie wypukła przestrzeń Banacha jest przestrzenią refleksywną ([32]).
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Mamy również trzecią podobnego typu własność przestrzeni Banacha.

Definicja 1.14. ([31]) Mówimy, że przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖) jest jednostajnie

wypukła w każdym kierunku, jeśli dla każdego z ∈ X, z 6= 0 i każdego 0 < ε ¬ 2

istnieje liczba δ > 0, taka że dla każdych x, y ∈ X z ‖x‖ ¬ 1, ‖y‖ ¬ 1, x− y = αz dla

pewnego α ∈ R i ‖x− y‖  ε spełniona jest nierówność ‖x+y
2 ‖ ¬ 1− δ.

Uwaga 1.15. ([89]) Każda jednostajnie wypukła w każdym kierunku przestrzeń Ba-

nacha jest ściśle wypukła, ale nie każda ściśle wypukła przestrzeń Banacha jest prze-

strzenią jednostajnie wypukłą w każdym kierunku.

Twierdzenie 1.16. ([32], [98]) Załóżmy, że (X, ‖ · ‖X) i (Y, ‖ · ‖Y ) są przestrzeniami

Banacha, T jest liniowym, różnowartościowym i ciągłym odwzorowaniem przestrzeni

X w Y . Załóżmy również, że przestrzeń (Y, ‖ · ‖Y ) jest jednostajnie wypukła w każdym

kierunku Tz/‖Tz‖Y , gdzie z ∈ X i ‖z‖X = 1. Wtedy X ma równoważną jednostajnie

wypukłą w każdym kierunku normę ||| · |||X , określoną wzorem

|||x|||X :=
√
‖x‖2

X + ‖Tx‖2
Y

dla x ∈ X.

Wniosek 1.17. ([98]) Załóżmy, że przestrzeń Banacha (X, ‖·‖X) ma ograniczony ciąg

funkcjonałów {f ∗i }i w (X∗, ‖·‖X∗), który rozdziela punkty w (X, ‖·‖X) i że równoważna

norma w X jest dla każdego x ∈ X określona następującym wzorem

|||x|||X :=

√√√√‖x‖2
X +

∞∑
i=1

(
f ∗i (x)

2i

)
.

Wtedy przestrzeń (X, ||| · |||X) jest jednostajnie wypukła w każdym kierunku.

Mamy też, istotne w naszych późniejszych rozważaniach, pojęcie przestrzeni lokalnie

jednostajnie wypukłej.

Definicja 1.18. ([63]) Mówimy, że przestrzeń Banacha (X, ‖·‖) jest lokalnie jednostaj-

nie wypukła (w skrócie LUR), jeśli dla każdego punktu x ∈ X każdy ciąg {xn}n ⊂ X,

taki że limn ‖xn‖ = ‖x‖ oraz limn ‖x+ xn‖ = 2‖x‖, jest zbieżny do x w (X, ‖ · ‖).

Ponieważ prawdziwe są następujące nierówności

2(‖x‖2 + ‖xn‖2)− ‖x+ xn‖2  2(‖x‖2 + ‖xn‖2)− (‖x‖+ ‖xn‖)2 = (‖x‖2 − ‖xn‖2)  0

to jest rzeczą oczywistą, że poniższa definicja jest równoważną definicją lokalnej jed-

nostajnej wypukłości.
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Definicja 1.19. Mówimy, że przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖) jest lokalnie jednostaj-

nie wypukła, jeśli dla każdego x ∈ X każdy ciąg {xn}n ⊂ X spełniający warunek

limn

[
2(‖x‖2 + ‖xn‖2)− ‖x+ xn‖2

]
= 0 jest zbieżny do x w (X, ‖ · ‖).

Uwaga 1.20. ([89]) Każda jednostajnie wypukła przestrzeń Banacha jest lokalnie jed-

nostajnie wypukła. Każda przestrzeń lokalnie jednostajnie wypukła jest ściśle wypukła.

A. R. Lovaglia udowodnił następujące twierdzenie, które odgrywa ważną rolę w do-

wodzie najważniejszego wyniku tej pracy, tzn. twierdzenia 8.3.

Twierdzenie 1.21. ([63]) Załóżmy, że przestrzenie Banacha (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) są

lokalnie jednostajnie wypukłe. Wtedy przestrzeń (X×Y, ‖·‖X×Y ), gdzie norma ‖·‖X×Y
jest określona wzorem

‖(x, y)‖X×Y :=
√
‖x‖2

X + ‖y‖2
Y dla (x, y) ∈ X × Y,

jest również lokalnie jednostajnie wypukła.

W dowodzie twierdzenia 8.3 zastosujemy również twierdzenie Troyanskiego, które

podajemy w słabszej, ale wystarczającej dla naszych potrzeb, postaci.

Twierdzenie 1.22. ([95]) Każda refleksywna przestrzeń Banacha ma równoważną

lokalnie jednostajnie wypukłą normę.

Kolejne własności przestrzeni Banacha są związane ze słabo zbieżnymi ciągami.

Definicja 1.23. Jeśli w przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖) każdy ciąg słabo zbieżny jest

zbieżny, to mówimy, że przestrzeń X ma własność Schura.

Przykładem przestrzeni z własnością Schura jest przestrzeń (l1, ‖ · ‖1) ([32]).

Definicja 1.24. ([78]) Mówimy, że przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖) ma własność Opiala,

jeśli dla każdego ciągu {xn}n ⊂ X, takiego że xn ⇀ 0 oraz każdego x ∈ X, x 6= 0

spełniona jest nierówność

lim sup
n
‖xn‖ < lim sup

n
‖xn − x‖.

Definicja 1.25. ([78]) Mówimy, że przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖) ma słabą własność

Opiala, jeśli dla każdego ciągu {xn}n ⊂ X, takiego że xn ⇀ 0 oraz każdego x ∈ X

spełniona jest nierówność

lim sup
n
‖xn‖ ¬ lim sup

n
‖xn − x‖.

Uwaga 1.26. W [78] Z. Opial pokazał, że dla 1 < p < ∞, p 6= 2 przestrzeń Banacha

(Lp[0, 1], ‖ · ‖p) nie ma słabej własności Opiala, ale własność Opiala mają przestrzenie

(`p, ‖ · ‖p) dla 1 ¬ p < +∞ (patrz także [34] i [39]).
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Mamy też następujące twierdzenie D. van Dulsta.

Twierdzenie 1.27. ([27]) Każda ośrodkowa przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖) ma równo-

ważną normę ‖ · ‖0, taką że przestrzeń (X, ‖ · ‖0) ma własność Opiala.

Przypomnimy również twierdzenie wykorzystane w dowodzie twierdzenia D. van

Dulsta, które będzie jednym z podstawowych narzędzi przy konstrukcji normy w roz-

dziale czwartym (baza Schaudera - patrz definicja 1.40).

Twierdzenie 1.28. ([27]) Niech (X, ‖·‖X) będzie przestrzenią Banacha z bazą Schau-

dera {ei}i i niech P = {Pn}n0 będzie ciągiem projekcji związanych z tą bazą, tzn.

P0 = 0 oraz Pnx = Pn(
∑∞
i=1 a

iei) =
∑n
i=1 a

iei dla każdego x =
∑∞
i=1 a

iei ∈ X. Wtedy

norma ‖ · ‖P zdefiniowana na X w następujący sposób

‖x‖P = sup
k=0,1,...

‖x− Pkx‖X

dla każdego x ∈ X, jest równoważna normie ‖ · ‖X i przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖P) ma

słabą własność Opiala.

Będziemy też potrzebować normy mającej własność Kadeca-Klee’ego. Ta własność

jest również związana z zachowaniem się ciągów słabo zbieżnych.

Definicja 1.29. ([50], [55]) Niech (X, ‖ · ‖) będzie przestrzenią Banacha. Mówimy,

że przestrzeń (X, ‖ · ‖) ma własność Kadeca-Klee’ego ze względu na słabą topologię

(w skrócie własność Kadeca-Klee’ego), jeśli każdy ciąg {xn}n ⊂ X, taki że limn ‖xn‖=1

i xn ⇀ x z ‖x‖ = 1, jest zbieżny do x. W takim przypadku mówimy też, że norma ‖ · ‖
ma własność Kadeca-Klee’ego.

Podane niżej twierdzenie pokazuje związek między lokalną jednostajną wypukłością

a własnością Kadeca-Klee’ego.

Twierdzenie 1.30. ([25]) Niech (X, ‖ ·‖) będzie przestrzenią Banacha. Jeśli (X, ‖ ·‖)
jest lokalnie jednostajnie wypukła, to (X, ‖·‖) ma własność Kadeca-Klee’ego ze względu

na słabą topologię.

Oczywiście implikacja w drugą stronę nie jest prawdziwa. Mamy jednak następujące

twierdzenie.

Twierdzenie 1.31. ([95], patrz też [84]) Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest przestrzenią Ba-

nacha. Następujące zdania są równoważne

1. Przestrzeń (X, ‖ · ‖) ma równoważną lokalnie jednostajnie wypukłą normę.
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2. Przestrzeń (X, ‖ · ‖) ma równoważną ściśle wypukłą normę i ma równoważną

normę z własnością Kadeca-Klee’ego ze względu na słabą topologię.

Podamy teraz twierdzenie M. I. Kadeca i V. L. Klee’ego, które będzie kluczowe

w dalszych rozważaniach. Było ono też podstawą do wprowadzenia pojęcia własności

Kadeca-Klee’ego. Twierdzenie to przedstawimy w formie podanej przez W. J. Davisa

i W. B. Johnsona.

Twierdzenie 1.32. ([50], [55], patrz też [20], [42]) Niech (Y, ‖·‖Y ) będzie nieskończenie

wymiarową przestrzenią Banacha, (Y ∗, ‖ · ‖Y ∗) jej przestrzenią dualną z normą ‖ · ‖Y ∗
i niech X będzie domkniętą i ośrodkową podprzestrzenią przestrzeni (Y ∗, ‖·‖Y ∗). Wtedy

istnieje równoważna norma ‖ · ‖Y,1 w Y , taka że jeśli {yi}i ⊂ Y ∗ jest *-słabo zbieżny

do ỹ ∈ X i limi ‖yi‖Y ∗,1 = ‖ỹ‖Y ∗,1, to limi ‖yi − ỹ‖Y ∗ = 0, gdzie norma ‖ · ‖Y ∗,1 w Y ∗

jest związana z normą ‖ · ‖Y,1.

Twierdzenie 1.32 wiąże się z problemem 89 z Księgi Szkockiej ([56]). Podajemy ten

problem w oryginalnej postaci:

89) Problemat Mazur

Niech W będzie ciałem wypukłym w przestrzeni (L2), którego brzeg Wb nie zawiera

odcinka; niech xn ∈ W (n = 1, 2, . . .), x0 ∈ Wb i przytem ciąg (xn) niech będzie słabo

zbieżny do x0. Czy wtedy ciąg (xn) jest silnie zbieżny do x0? Wiadomo, że twierdzenie

jest prawdziwe w przypadku, gdy W jest kulą. To samo zagadnienie zbadać w przypadku

innych przestrzeni.

W drugim wydaniu w języku angielskim Księgi Szkockiej ([93]) S. Kwapień podał

negatywną odpowiedź na to pytanie. Warto też tutaj dodać, że w [82] A. M. Plichko

udowodnił, że gdy ośrodkowa przestrzeń Banacha (X, ‖·‖) nie ma własności Schura, to

ma równoważną ściśle wypukłą normę ‖ · ‖0, która nie ma własności Kadeca-Klee’ego.

W naszej pracy będziemy zajmować się zbiorami diametralnie zupełnymi (definicję

tego typu zbiorów podamy w rozdziale 6), które mają puste wnętrze. Głównym proble-

mem, który będziemy rozważać, jest problem istnienia zbiorów diametralnie zupełnych

z pustym wnętrzem w każdej odpowiednio przenormowanej, nieskończenie wymiarowej

i refleksywnej przestrzeni Banacha. Aby podać jedną z kluczowych własności zbioru

diametralnie zupełnego z pustym wnętrzem potrzebne będą pojęcia zbioru diametral-

nego i struktury normalnej ([11], [33], [66]).

Definicja 1.33. Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest przestrzenią Banacha i zbiór ∅ 6= C ⊂ X

jest ograniczony i wypukły. Liczbę

r‖·‖(C,C) := inf{sup{‖y − y′‖ : y′ ∈ C} : y ∈ C}

nazywamy promieniem Czebyszewa zbioru C.
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Definicja 1.34. Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest przestrzenią Banacha i zbiór ∅ 6= C ⊂ X

jest ograniczony, wypukły i nie jest zbiorem jednopunktowym. Mówimy, że zbiór C jest

diametralny, jeśli r‖·‖(C,C) = diam‖·‖C, tzn. promień Czebyszewa zbioru C jest równy

średnicy tego zbioru.

Definicja 1.35. Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest przestrzenią Banacha. Mówimy, że prze-

strzeń (X, ‖ · ‖) ma strukturę normalną, jeśli nie zawiera zbioru diametralnego, tzn.

nierówność r‖·‖(C,C)< diam‖·‖C jest prawdziwa dla każdego niepustego, ograniczone-

go i wypukłego zbioru C⊂X, który nie jest zbiorem jednopunktowym.

Uwaga 1.36. ([32]) Jeśli przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖) jest refleksywna i ma własność

Opiala, to ma strukturę normalną. Każda jednostajnie wypukła przestrzeń Banacha

ma strukturę normalną.

M.S. Brodski i D. P. Milman scharakteryzowali pojęcie struktury normalnej przy

pomocy ciągu diametralnego ([11]).

Definicja 1.37. Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest przestrzenią Banacha i ciąg {xn}n ⊂ X jest

ograniczony i nie jest ciągiem stałym. Mówimy, że ciąg {xn}n jest diametralny, jeśli

lim
n

dist‖·‖(xn+1, conv{x1, ..., xn}) = diam‖·‖{x1, x2, ...}.

Twierdzenie 1.38. Załóżmy, że (X, ‖·‖) jest przestrzenią Banacha i zbiór ∅ 6= C ⊂ X

jest ograniczony, wypukły i nie jest zbiorem jednopunktowym. Zbiór C ma strukturę

normalną wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera ciągu diametralnego.

Oczywiście wprost z istnienia ciągu diametralnego wynika, że przestrzeń (X, ‖ · ‖) jest

nieskończenie wymiarowa.

Definicja 1.39. ([5]) Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest przestrzenią Banacha. Mówimy, że

przestrzeń (X, ‖ · ‖) ma asymptotyczną strukturę normalną, jeśli dla każdego niepu-

stego, ograniczonego i wypukłego zbioru C, który nie jest zbiorem jednopunktowym

i każdego ciągu {xn}n ⊂ C, takiego że lim
n

(xn − xn+1)=0 istnieje punkt x̃ ∈ C, taki że

lim infn ‖xn − x̃‖<diam‖·‖C.

Przypomnimy teraz pojęcie bazy Schaudera.

Definicja 1.40. ([85], [86]) Niech (X, ‖·‖) będzie przestrzenią Banacha. Ciąg {ei}i⊂X
nazywamy bazą Schaudera w przestrzeni X, jeśli dla każdego x ∈ X istnieje dokładnie

jeden ciąg skalarów {ai}i, taki że x =
∑∞
i=1 a

iei. Bazę {ei}i ⊂ X nazywamy znormali-

zowaną, jeśli ‖ei‖ = 1 dla każdego i ∈ N.
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Definicja 1.41. Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest przestrzenią Banacha z bazą Schaudera

{ei}i. Funkcjonały e∗j określone w następujący sposób

e∗j(
∞∑
i=1

aiei) := aj dla każdego j ∈ N

nazywamy funkcjonałami biortogonalnymi związanymi z bazą {ei}i.

Uwaga 1.42. W całej pracy będziemy zakładać, że dla każdej rozważanej bazy Schau-

dera {ei}i w przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖X) istnieją stałe 0 < m̃ ¬ M̃ < ∞, takie

że m̃ ¬ ‖ei‖X ¬ M̃ dla każdego i ∈ N. Stąd dla biortogonalnych funkcjonałów {e∗i }i
związanych z bazą {ei}i również będą istniały stałe 0 < m̃1 ¬ M̃1 < ∞, takie że

m̃1 ¬ ‖e∗i ‖X∗ ¬ M̃1 dla każdego i ∈ N. Dodatkowo mamy limi e
∗
i (x) = 0 dla każdego

x ∈ X.

Twierdzenie 1.43. ([41]) Załóżmy, że {ei}i jest bazą Schaudera w przestrzeni Bana-

cha (X, ‖ · ‖X) o współczynnikach e∗i (x) = ai będących funkcjonałami liniowymi. Wtedy

mamy

(a) funkcjonały e∗i , i = 1, 2, . . . są ciągłe na X,

(b) supn ‖Pn‖XX <∞, gdzie Pnx =
∑n
i=1 e

∗
i (x)xi dla x =

∑∞
i=1 a

ixi ∈ X, n = 1, 2, ...

i ‖ · ‖XX jest normą operatorową związaną z normą ‖ · ‖X ,

(c) norma ‖ · ‖0, określona wzorem

‖x‖0 := sup
n
‖Pnx‖XX

dla x ∈ X, jest równoważna normie ‖ · ‖.

Twierdzenie 1.44. ([87], [88]) Przestrzenie Banacha Lp([0, 1],R) dla 1 < p < ∞,

`p dla 1 ¬ p <∞, c i c0 (ze standardowymi normami) mają bazę Schaudera.

Twierdzenie 1.45. ([30]) Istnieje nieskończenie wymiarowa, ośrodkowa przestrzeń

Banacha, która nie ma bazy Schaudera.

Twierdzenie 1.46. ([92]) Istnieje nieskończenie wymiarowa, ośrodkowa i superreflek-

sywna przestrzeń Banacha, która nie ma bazy Schaudera.

Definicja 1.47. ([61]) Załóżmy, że (X, ‖·‖) jest przestrzenią Banacha. Ciąg {ei}i ⊂X,

który jest bazą Schaudera w swojej domkniętej otoczce liniowej span {ei}i, nazywamy

ciągiem bazowym w (X, ‖ · ‖).

Podamy teraz twierdzenie, które było znane już S. Banachowi ([6], dowód S. Mazura

jest podany w [61]).
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Twierdzenie 1.48. Każda nieskończenie wymiarowa przestrzeń Banacha ma ciąg ba-

zowy.

Podamy teraz trzy twierdzenia, które odgrywają kluczową rolę podczas naszych

rozważań w rozdziałach 4 i 7.

Twierdzenie 1.49. ([62], [87]) Przestrzeń Banacha (C([0, 1],R), ‖ · ‖C) ma bazę

Schaudera.

Twierdzenie 1.50. ([46]) Każda nieskończenie wymiarowa przestrzeń Banacha

(X, ‖ · ‖X) ma nieskończenie wymiarową przestrzeń ilorazową (X/Y, ‖ · ‖X/Y ) z bazą

Schaudera.

Trzecie twierdzenie pokazuje związek między bazą Schaudera w przestrzeni Banacha

a bazą Schaudera w przestrzeni ilorazowej.

Twierdzenie 1.51. ([87]) Załóżmy, że (X, ‖ · ‖X) jest przestrzenią Banacha z bazą

Schaudera {ei}i. Niech {in}n będzie skończonym lub nieskończonym rosnącym ciągiem

liczb naturalnych i niech {jm}m będzie nieskończonym rosnącym ciągiem liczb natu-

ralnych dopełniającym ciąg {in}n do całego N. Jeśli Y jest domkniętą otoczką liniową

ciągu {ein}n w X, a ι odwzorowaniem standardowym przestrzeni X na przestrzeń ilo-

razową X/Y z normą kanoniczną ‖·‖X/Y , to {ι(ejm)}m jest bazą Schaudera przestrzeni

(X/Y, ‖ · ‖X/Y ).

W drugim dodatku, przy konstruowaniu odpowiedniej rodziny funkcjonałów, bę-

dziemy korzystać z następującego twierdzenia, które udowodnił J. Lindenstrauss w [60].

Twierdzenie 1.52. Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest nieskończenie wymiarową, refleksywną

przestrzenią Banacha. Wtedy istnieje różnowartościowy i ograniczony operator liniowy

T : X → c0(Γ).

W dowodzie twierdzenia 8.3 będziemy również wykorzystywać następujące wyniki.

Twierdzenie 1.53. ([2]) Niech Y będzie liniową, domkniętą i ośrodkową podprze-

strzenią refleksywnej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖). Wtedy istnieje liniowa, domknięta

i ośrodkowa podprzestrzeń Z przestrzeni X zawierająca Y oraz liniowa i ograniczona

projekcja P przestrzeni X na Z z normą operatorową ‖P‖XZ = 1.

Wniosek 1.54. ([2]) Niech (X, ‖ · ‖) będzie nieośrodkową i refleksywną przestrzenią

Banacha. Wtedy istnieje nieskończenie wymiarowa, liniowa, domknięta i ośrodkowa

podprzestrzeń Z przestrzeni X oraz liniowa projekcja P przestrzeni X na Z z normą

operatorową ‖P‖XZ = 1.
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tekst

Rozdział 2

Kilka uwag o rzeczywistych szeregach
liczbowych
2 Kilka uwag o rzeczywistych szeregach liczbowych

W tym rozdziale przypomnimy kilka własności związanych z rzeczywistymi sze-

regami liczbowymi ([21], [83]). Własności te będą odgrywać kluczową rolę w dowo-

dach naszych wyników. Zaczniemy od wprowadzenia funkcji τ(·, u) związanej z ciągiem

u={uγ}γ∈Γ∈ c0(Γ).

Dla u = {uγ}γ∈Γ ∈ c0(Γ) określamy ciąg wskaźników {τ(j, u)}j w następujący sposób:

1. jeśli nośnik N(u) elementu u jest nieskończony, to N(u) porządkujemy przy po-

mocy funkcji {τ(j, u)}j w ten sposób, że |uτ(j,u)|  |uτ(j+1,u)| dla j ∈ N,

2. jeśli N(u) = {γ̃} jest zbiorem jednoelementowym, to przyjmujemy τ(1, u) = γ̃

i {τ(j, u)}∞j=2 tak, aby τ(·, u) : N→ Γ było funkcją różnowartościową,

3. jeśli nośnik N(u) elementu u jest zbiorem skończonym, złożonym z k(u)  2

elementów, to przyjmujemy {τ(j, u)}k(u)
j=1 w taki sposób, aby |uτ(j,u)|  |uτ(j+1,u)|

dla j ∈ {1, . . . , k(u)− 1} i {τ(j, u)}∞j=k(u)+1 tak, aby τ(·, u) : N→ Γ było funkcją

różnowartościową,

4. jeśli u = 0, to przyjmujemy za τ(·, u) : N → Γ dowolnie wybraną funkcję różno-

wartościową.

Dla każdego u = {uγ}γ∈Γ ∈ c0(Γ) przyjmujemy Ñ(u) := {τ(j, u) ∈ Γ : j ∈ N}.

Dalej mamy ogólnie znane nierówności.

Jeżeli m ∈ N i g̃ : {1, . . . ,m} → N jest funkcją ściśle rosnącą, to g̃(j)  j dla

1 ¬ j ¬ m. Stąd natychmiast dostajemy, że gdy {tj}j jest malejącym ciągiem o wyra-

zach nieujemnych i g : N→ N jest funkcją różowartościową, to
∑m
j=1 t

g(j) ¬ ∑m
j=1 t

j dla

każdego m ∈ N i
∑∞
j=1 t

g(j) ¬ ∑∞j=1 t
j.

Przypomnimy teraz kilka lematów dotyczących rzeczywistych szeregów liczbowych.

Dla wygody czytelnika podamy też ich dowody.
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Lemat 2.1. ([18], [83]) Załóżmy, że

(1) {sj}j, {tj}j są malejącymi ciągami o wyrazach nieujemnych,

(2) funkcja g : N→ N jest różnowartościowa.

Wtedy

(i) dla każdego m ∈ N mamy

m∑
k=1

(sk − sk+1)

 k∑
j=1

tj −
k∑
j=1

tg(j)

 =

=
m∑
k=1

sktk −
m∑
k=1

sktg(k) − sm+1

 m∑
j=1

tj −
m∑
j=1

tg(j)

 =

=
m∑
k=1

(sk − sm+1)(tk − tg(k)).

(ii) dla każdego m ∈ N mamy
m∑
j=1

sjtg(j) ¬
m∑
j=1

sjtj.

(iii) jeśli dodatkowo ciąg {sj}j jest ściśle malejący i tg(j̃) 6= tj̃ dla pewnego j̃ ∈ N, to

m∑
j=1

sjtg(j) <
m∑
j=1

sjtj

dla każdego m > j̃.

(iv)
∞∑
j=1

sjtg(j) ¬
∞∑
j=1

sjtj.

(v) jeżeli {g(1), . . . , g(m)} nie pokrywa się ze zbiorem {1, . . . ,m}, to

m∑
j=1

sjtj −
m∑
j=1

sjtg(j)  sm(tm − tm+1).

Dowód. (i) Dla m = 1 równości są oczywiste, bo

(s1 − s2)(t1 − tg(1)) = s1t1 − s1tg(1) − s2(t1 − tg(1)).

Dalej dla każdego 2 ¬ m ∈ N mamy

m∑
k=1

(sk − sk+1)

 k∑
j=1

tj −
k∑
j=1

tg(j)

 =
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=
m∑
k=1

sk

 k∑
j=1

tj −
k∑
j=1

tg(j)

− m∑
k=1

sk+1

 k∑
j=1

tj −
k∑
j=1

tg(j)

 =

= s1[t1 − tg(1)] +
m∑
k=2

sk

 k∑
j=1

tj −
k∑
j=1

tg(j)

−
−

m∑
k=2

sk

k−1∑
j=1

tj −
k−1∑
j=1

tg(j)

− sm+1

 m∑
j=1

tj −
m∑
j=1

tg(j)

 =

=
m∑
k=1

sk
(
tk − tg(k)

)
− sm+1

 m∑
j=1

tj −
m∑
j=1

tg(j)

 ,
czyli

m∑
k=1

(sk − sk+1)

 k∑
j=1

tj −
k∑
j=1

tg(j)

 =
m∑
k=1

sktk −
m∑
k=1

sktg(k) − sm+1

 m∑
j=1

tj −
m∑
j=1

tg(j)

 .
(ii) Z (i) mamy

m∑
k=1

sktk −
m∑
k=1

sktg(k) =
m∑
k=1

(sk − sk+1)

 k∑
j=1

tj −
k∑
j=1

tg(j)

+ sm+1

 m∑
j=1

tj −
m∑
j=1

tg(j)

 .
Ponieważ sk − sk+1  0,

∑k
j=1 t

j − ∑k
j=1 t

g(j)  0 dla 1 ¬ k ¬ m i sm+1  0, to

ostatecznie dostajemy
m∑
k=1

sktk −
m∑
k=1

sktg(k)  0.

(iii) Dla m = 1 jest to oczywiste, bo wtedy j̃ = 1 i stąd g(1) > 1. Dlatego mamy

tg(1) < t1 i s1tg(1) < s1t1.

Załóżmy więc, że m  2. Przyjmijmy j̃ = min{1 ¬ j ¬ m : tj 6= tg(j)}. Jeśli

j̃ > 1, to mamy g(1) = 1, . . . , g(j̃ − 1) = j̃ − 1,
∑j̃−1
j=1 s

jtg(j) =
∑j̃−1
j=1 s

jtj i g(j̃) 6= j̃.

Z różnowartościowości funkcji g dostajemy, że g(j̃) > j̃ i g(j)  j̃ dla j  j̃. Stąd

biorąc g1 : N→ N daną wzorem g1(l) = g(j̃ + l − 1) dla l = 1, 2, . . . i ciąg {sl,1}l dany

wzorem sl,1 = sj̃+l−1 dla l = 1, 2, . . . redukujemy nasz problem do przypadku j̃ = 1.

Dlatego bez zmniejszenia ogólności rozważań możemy przyjąć, że j̃ = 1. Rozpatrujemy

2 przypadki.

Przypadek 1. Załóżmy, że min2¬j¬m g(j) > g(1) > 1. Stąd (j̃ = 1) mamy t1 > tg(1).

Biorąc funkcję g2 : N→ N daną wzorem

g2(j) =


1 dla j = 1

g(j) dla j  2

i stosując (ii) otrzymujemy

m∑
j=1

sjtg(j) < s1t1 +
m∑
j=2

sjtg(j) =
m∑
j=1

sjtg2(j) ¬
m∑
j=1

sjtj.
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Przypadek 2. Niech min2¬j¬m g(j)<g(1). Weźmy j̃=min{2 ¬j¬m : g(j) < g(1)}.
Wtedy mamy

s1tg(1) + sj̃tg(j̃) < s1tg(j̃) + sj̃tg(1)

i otrzymujemy

m∑
j=1

sjtg(j) < s1tg(j̃) + sj̃tg(1) +
∑

2¬j¬m
j 6=j̃

sjtg(j) =
m∑
j=1

sjtg3(j),

gdzie funkcja g3 : N→ N jest dana wzorem

g3(j) =


g(j̃) dla j = 1

g(1) dla j = j̃

g(j) dla pozostałych j.

Z (ii) dostajemy
m∑
j=1

sjtg3(j) ¬
m∑
j=1

sjtj

i to kończy dowód (iii).

(iv) Jest to natychmiastowy wniosek z (ii).

(v) Dla m = 1 jest to oczywiste, bo wtedy tg(1) ¬ t2. Weźmy m  2. Ustawmy

g(1), . . . , g(m) w ściśle rosnący skończony ciąg {g(i1), . . . , g(im)}. Wtedy na mocy (ii)

dostajemy
m∑
j=1

sjtg(j) ¬
m∑
j=1

sjtg(ij).

Zauważmy teraz, że tg(ij) ¬ tj dla j = 1, . . . ,m− 1 i tg(im) ¬ tm+1. Stąd otrzymujemy

m∑
j=1

sjtj −
m∑
j=1

sjtg(j) 
m∑
j=1

sjtj −
m∑
j=1

sjtg(ij) 



m−1∑
j=1

sjtj + smtm

−
m−1∑
j=1

sjtj + smtm+1

 = sm(tm − tm+1).

Z powyższego lematu dostajemy następujący wniosek.

Wniosek 2.2. ([18], [83]) Załóżmy, że

(1) s = {sj}j jest malejącym ciągiem o wyrazach dodatnich,

(2) t = {tj}j ∈ c0,

(3) tj  0 dla każdego j ∈ N,
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(4) funkcja g : N→ N jest różnowartowartościowa.

Wtedy prawdziwe są nierówności

∞∑
j=1

sj · tg(j) ¬
∞∑
j=1

sj · tτ(j,t)

oraz
m∑
j=1

sj · tg(j) ¬
m∑
j=1

sj · tτ(j,t)

dla każdego m ∈ N.

Wniosek 2.3. ([18], [83]) Załóżmy, że

(1) Γ jest zbiorem nieskończonym,

(2) s = {sj}j jest malejącym ciągiem o wyrazach dodatnich,

(3) t = {tγ}γ ∈ c0(Γ),

(4) funkcja g̃ : N→ Γ jest różnowartowartościowa.

Wtedy prawdziwa jest nierówność

∞∑
j=1

sj · |tg̃(j)| ¬
∞∑
j=1

sj · |tτ(j,t)|.

Lemat 2.4. ([18], [83]) Załóżmy, że

(1) {sj}j, {tj}j są malejącymi ciągami o wyrazach nieujemnych,

(2) funkcja g : N→ N jest różnowartowartościowa,

(3) szereg
∑∞
j=1 s

j jest zbieżny.

Wtedy prawdziwa jest równość

∞∑
j=1

sjtj −
∞∑
j=1

sjtg(j) =
∞∑
m=1

(sm − sm+1)

 m∑
j=1

tj −
m∑
j=1

tg(j)

 .
Dowód. Wiemy, że

m∑
j=1

tj 
m∑
j=1

tg(j)

dla każdego m ∈ N. Korzystając z faktu, że gdy {sj}j jest malejącym ciągiem liczb

nieujemnych i szereg
∑∞
j=1 s

j jest zbieżny, to lim
j→∞

jsj = 0 (patrz [47]) oraz powyższej

nierówności mamy

0 ¬ sk+1

 k∑
j=1

tj −
k∑
j=1

tg(j)

 ¬ sk+1kt1 ¬ sk+1(k + 1)t1 k−→ 0.
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Z tego, że zbieżny szereg
∑∞
j=1 s

j ma wyrazy nieujemne i 0 ¬ tj ¬ t1 dla każdego

j = 1, 2, . . . wynika zbieżność szeregów
∑∞
j=1 s

jtj i
∑∞
j=1 s

jtg(j). Z lematu 2.1 (i) mamy

m∑
k=1

(sk − sk+1)

 k∑
j=1

tj −
k∑
j=1

tg(j)

 =

=
m∑
k=1

sktk −
m∑
k=1

sktg(k) − sm+1

 m∑
j=1

tj −
m∑
j=1

tg(j)


dla każdego m ∈ N i to w połączeniu z powyższymi wiadomościami daje nam żądaną

równość.

Następny lemat był częściowo znany ([83]). Musimy jednak dokładniej określić licz-

bę δ, by później móc zastosować ten lemat.

Lemat 2.5. Załóżmy, że

(1) ciąg s = {sj}j jest dodatni i ściśle malejący do 0,

(2) t = {tj}j ∈ c0 \ {0},

(3) tj  0 dla każdego i ∈ N,

(4) m ∈ N jest takie, że tτ(m,t) > tτ(m+1,t),

(5) jeśli tτ(1,t) > tτ(m,t), to ω := min{∑m
j=1 s

jtτ(j,t) −∑m
j=1 s

jtσ(j) : σ odwzorowuje

{1, ...,m} na {τ(1, t), ..., τ(m, t)} i
∑m
j=1 s

jtσ(j) <
∑m
j=1 s

jtτ(j,t)} > 0

i δ := min{sm
(
tτ(m,t) − tτ(m+1,t)

)
, ω} > 0,

(6) jeśli tτ(1,t) = tτ(m,t), to δ = sm
(
tτ(m,t) − tτ(m+1,t)

)
,

(7) funkcja ϕ : N→ N jest różnowartościowa,

(8)
∑m
j=1 s

jtτ(j,t) −∑m
j=1 s

jtϕ(j) < δ.

Wtedy
l∑

j=1

sjtτ(j,t) =
l∑

j=1

sjtϕ(j),

dla każdego 1 ¬ l ¬ m, ϕ|{1,...,m} odwzorowuje {1, ...,m} na {τ(1, t), ..., τ(m, t)} oraz

tτ(j,t) = tϕ(j) dla j = 1, ...,m.

Dowód. Załóżmy, że
∑m
j=1 s

jtτ(j,t) −∑m
j=1 s

jtϕ(j) < δ. Udowodnimy najpierw, że ϕ od-

wzorowywuje zbiór {1, 2, . . . ,m} na {τ(1, t), ..., τ(m, t)}. Załóżmy, że tak nie jest. Wte-

dy z lematu 2.1(v) otrzymujemy następującą sprzeczność

δ >
m∑
j=1

sjtτ(j,t) −
m∑
j=1

sjtϕ(j)  sm
(
tτ(m,t) − tτ(m+1,t)

)
 δ.
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Pokażemy teraz, że tτ(j,t) = tϕ(j) dla j = 1, ...,m. Jeśli tτ(1,t) = tτ(m,t), to z tego, że

ϕ odwzorowuje {1, 2, . . . ,m} na zbiór {τ(1, t), ..., τ(m, t)} mamy

tτ(1,t) = tτ(m,t) = tτ(j,t) = tϕ(j)

dla j = 1, 2, . . . ,m.

Jeśli natomiast tτ(1,t) > tτ(m,t), to z określenia liczb ω i δ dostajemy równość

m∑
j=1

sjtτ(j,t) =
m∑
j=1

sjtϕ(j).

Następnie z lematu 2.1 (iii) i z tego, że ciąg {sj}j jest ściśle malejący otrzymujemy

tτ(j,t) = tϕ(j)

dla j = 1, 2, . . . ,m. Stąd też mamy, że

l∑
j=1

sjtτ(j,t) =
l∑

j=1

sjtϕ(j).

dla każdego 1 ¬ l ¬ m.
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tekst

Rozdział 3

Uogólniona norma Daya w przestrzeni c0(Γ)
3 Uogólniona norma Daya w przestrzeni c0(Γ)

W pracy [83] J. Rainwater udowodnił, że przestrzeń c0(Γ) z normą Daya ||| · |||
jest przestrzenią lokalnie jednostajnie wypukłą. Wynik ten został zastosowany przez

E. Malutę w dowodzie twierdzenia o istnieniu równoważnej normy w przestrzeni `2 przy

której istnieje zbiór diametralnie zupełny z pustym wnętrzem. W naszej pracy będziemy

posługiwać się uogólnioną normą Daya ||| · |||β,p w c0(Γ), która też ma własność LUR.

Wzorując się na normie Daya w przestrzeni c0(Γ) ([21]), wprowadzimy teraz jej

uogólnienie ||| · |||β,p. Ustalmy 1 < p < ∞ i weźmy ściśle malejący ciąg o wyrazach

dodatnich β = {βj}j, taki że szereg
∑∞
j=1 β

p
j jest zbieżny. Dla u = {ui}i∈Γ ∈ c0(Γ) \ {0}

określamy Dβ,p(u) = {Di
β,p(u)}i∈Γ ∈ `p(Γ) w następujący sposób:

Di
β,p(u) :=


βju

τ(j,u), gdy i = τ(j, u) dla pewnego j ∈ N

0, w przeciwnym przypadku.

Przyjmujemy

|||u|||β,p := ‖Dβ,p(u)‖p =

 ∞∑
j=1

∣∣∣βjuτ(j,u)
∣∣∣p
 1p

dla u ∈ c0(Γ) \ {0} i |||0|||β,p := ‖Dβ,p(0)‖p = 0.

Lemat 3.1. Dla każdego 1 < p <∞ ||| · |||β,p jest normą w przestrzeni c0(Γ).

Dowód. Dla dowolnych α ∈ R \ {0}, u = {ui}i ∈ c0(Γ) \ {0} mamy

|||αu|||β,p = ‖D(αu)‖p =

 ∞∑
j=1

∣∣∣βj(αu)τ(j,αu)
∣∣∣p
 1p =

=

|α|p ∞∑
j=1

∣∣∣βjuτ(j,u)
∣∣∣p
 1p = |α| · |||u|||β,p.

Następnie, na podstawie wniosku 2.2 otrzymujemy

|||u+ v|||β,p = ‖Dβ,p(u+ v)‖p =

24



=

 ∞∑
j=1

|βj(u+ v)τ(j,u+v)|p
 1p ¬

¬

 ∞∑
j=1

|βjuτ(j,u+v)|p
 1p +

 ∞∑
j=1

|βjvτ(j,u+v)|p
 1p ¬

¬

 ∞∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p
 1p +

 ∞∑
j=1

|βjvτ(j,v)|p
 1p =

= |||u|||β,p + |||v|||β,p

dla u = {ui}i, {vi}i ∈ c0(Γ) \ {0} i u 6= v.

Zauważmy, że dla uogólnionej normy Daya spełnione są następujące nierówności

β1‖u‖c0(Γ) ¬ |||u|||β,p ¬

 ∞∑
j=1

βpj

 1p ‖u‖c0(Γ),

tzn. norma ||| · |||β,p jest równoważna normie ‖ · ‖c0(Γ).

W przypadku {βj}j = { 1
2j }j i p = 2 otrzymujemy klasyczną normę Daya ||| · ||| ([21]).

Możemy teraz podać podstawową własność uogólnionej normy Daya. Nasze twier-

dzenie jest uogólnieniem twierdzenia J. Rainwatera ([83]).

Twierdzenie 3.2. Jeżeli dodatkowo założymy, że istnieją stała L > 1 i ściśle rosnący

ciąg liczb naturalnych {jn}n, takie że
∑∞
j=jn+1 β

p
j ¬ Lβpjn+1 dla każdego n ∈ N, to

przestrzeń Banacha (c0(Γ), ||| · |||β,p) jest przestrzenią lokalnie jednostajnie wypukłą.

Dowód. Ustalmy dowolny element u ∈ c0(Γ)\{0}. Niech {un}n ⊂ c0(Γ) będzie ciągiem,

takim że limn |||un|||β,p = |||u|||β,p oraz limn |||u+un|||β,p = 2|||u|||β,p. Musimy pokazać,

że limn un = u. Bez straty ogólności możemy założyć, że

(1) Γ = N i tym samym c0(Γ) = c0(N) = c0, ponieważ zbiór wskaźników

Ñ(u) ∪
∞⋃
n=1

(
Ñ(u+ un) ∪ Ñ(u− un) ∪ Ñ(un)

)
jest przeliczalny i przy badaniu zachowania się ciągu {un} w stosunku do u wy-

starczy ograniczyć się do tego zbioru wskaźników, który możemy utożsamić z N,

(2) |||u|||β,p = limn |||un|||β,p = 1,

(3) uin 6= 0, ui + uin 6= 0 i ui − uin 6= 0 dla każdego n, i ∈ N, to znaczy nośniki N(un),

N(u + un) i N(u − un) są równe N (w przeciwnym razie możemy zastąpić ciąg

{un}n przez odpowiednio dobrany ciąg {ũn}n, taki że limn(un − ũn) = 0).
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Zauważmy, że korzystając z nierówności Hannera z twierdzenia 1.12 dla 2 ¬ p <∞
otrzymujemy

2p−1
(
|||u|||pβ,p + |||un|||pβ,p

)
− |||u+ un|||pβ,p = (3.1)

= 2p−1

 ∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,u)
∣∣∣∣p +

∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,un)
n

∣∣∣∣p
− ∞∑

j=1

∣∣∣∣βj(u+ un)τ(j,u+un)
∣∣∣∣p 

 2p−1

 ∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,u+un)
∣∣∣∣p +

∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,u+un)
n

∣∣∣∣p
− ∞∑

j=1

∣∣∣∣βj(u+ un)τ(j,u+un)
∣∣∣∣p 


∞∑
j=1

∣∣∣∣βj(u− un)τ(j,u+un)
∣∣∣∣p =

∞∑
j=1

∣∣∣∣βj (uτ(j,u+un) − uτ(j,u+un)
n

) ∣∣∣∣p  0,

a dla 1 < p 6 2 mamy

2
(
|||u|||pβ,p + |||un|||pβ,p

)q−1
− |||u+ un|||qβ,p = (3.2)

= 2

 ∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,u)
∣∣∣∣p +

∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,un)
n

∣∣∣∣p
q−1

−

 ∞∑
j=1

∣∣∣∣βj(u+ un)τ(j,u+un)
∣∣∣∣p

q
p



 2

 ∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,u+un)
∣∣∣∣p +

∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,u+un)
n

∣∣∣∣p
q−1

−

 ∞∑
j=1

∣∣∣∣βj(u+ un)τ(j,u+un)
∣∣∣∣p

q
p





 ∞∑
j=1

∣∣∣∣βj(u− un)τ(j,u+un)
∣∣∣∣p

q
p

=

 ∞∑
j=1

∣∣∣∣βj (uτ(j,u+un) − uτ(j,u+un)
n

) ∣∣∣∣p

q
p

 0.

Ponieważ z założenia

lim
n

[
2p−1

(
|||u|||pβ,p + |||un|||pβ,p

)
− |||u+ un|||pβ,p

]
= 2p−1 · 2− 2p = 0 (3.3)

dla p  2 oraz

lim
n

[
2
(
|||u|||pβ,p + |||un|||pβ,p

)q−1
− |||u+ un|||qβ,p

]
= 2 · 2q−1 − 2q = 0 (3.4)

dla 1 < p ¬ 2, to w obu przypadkach uwzględniając nierówności (3.1) - (3.4) dostajemy

lim
n

[
uτ(j,u+un) − uτ(j,u+un)

n

]
= 0 (3.5)

dla każdego j ∈ N. Dalej, z nierówności (3.1) i (3.2) mamy

2p−1

 ∞∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p +
∞∑
j=1

|βjuτ(j,un)
n |p

− ∞∑
j=1

|βj(u+ un)τ(j,u+un)|p 

 2p−1

 ∞∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)|p +
∞∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)
n |p

− ∞∑
j=1

|βj(u+ un)τ(j,u+un)|p  0
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dla p  2 oraz

2

 ∞∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p +
∞∑
j=1

|βjuτ(j,un)
n |p

q−1

−

 ∞∑
j=1

|βj(u+ un)τ(j,u+un)|p

q
p



 2

 ∞∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)|p +
∞∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)
n |p

q−1

−

 ∞∑
j=1

|βj(u+ un)τ(j,u+un)|p

q
p

 0

dla 1 < p ¬ 2. Ponieważ

lim
n

2p−1

 ∞∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p +
∞∑
j=1

|βjuτ(j,un)
n |p

− ∞∑
j=1

|βj(u+ un)τ(j,u+un)|p
 =

= lim
n

[
2p−1

(
|||u|||pβ,p + |||un|||pβ,p

)
− |||u+ un|||pβ,p

]
= 0

oraz

lim
n

2

 ∞∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p +
∞∑
j=1

|βjuτ(j,un)
n |p

q−1

−
[ ∞∑
j=1

|βj(u+ un)τ(j,u+un)|p
] q
p

 =

= lim
n

[
2
(
|||u|||pβ,p + |||un|||pβ,p

)q−1
− |||u+ un|||qβ,p

]
= 0

odpowiednio dla p  2 i 1 < p ¬ 2, to korzystając z (3.5) otrzymujemy

0 = lim
n

2p−1

 ∞∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p +
∞∑
j=1

|βjuτ(j,un)
n |p

− ∞∑
j=1

|βj(u+ un)τ(j,u+un)|p
 =

= lim
n

2p−1

 ∞∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p +
∞∑
j=1

|βjuτ(j,un)
n |p

−
−

1
2

∞∑
j=1

|βj(u+ un)τ(j,u+un)|p +
1
2

∞∑
j=1

|βj(u+ un)τ(j,u+un)|p
 =

= lim
n

2p−1

 ∞∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p +
∞∑
j=1

|βjuτ(j,un)
n |p

−
−

1
2

∞∑
j=1

|βj(2u)τ(j,u+un)|p +
1
2

∞∑
j=1

|βj(2un)τ(j,u+un)|p
 =

= lim
n

2p−1

 ∞∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p +
∞∑
j=1

|βjuτ(j,un)
n |p

−
−2p−1

 ∞∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)|p +
∞∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)
n |p


dla p  2 i podobnie, uwzględniając dodatkowo równość q

p
= q − 1 = 1

p−1 , mamy

0 = lim
n

2

 ∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,u)
∣∣∣∣p +

∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,un)
n

∣∣∣∣p
q−1

−

 ∞∑
j=1

∣∣∣∣βj(u+ un)τ(j,u+un)
∣∣∣∣p

q
p
 =
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= lim
n

2

 ∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,u)
∣∣∣∣p +

∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,un)
n

∣∣∣∣p
q−1

−

−
(

1
2

∞∑
j=1

∣∣∣∣βj(u+ un)τ(j,u+un)
∣∣∣∣p +

1
2

∞∑
j=1

∣∣∣∣βj(u+ un)τ(j,u+un)
∣∣∣∣p
) q
p

 =

= lim
n

2

 ∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,u)
∣∣∣∣p +

∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,un)
n

∣∣∣∣p
q−1

−

−
(

1
2

∞∑
j=1

∣∣∣∣βj(2u)τ(j,u+un)
∣∣∣∣p +

1
2

∞∑
j=1

∣∣∣∣βj(2un)τ(j,u+un)
∣∣∣∣p
) q
p

 =

= lim
n

2

 ∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,u)
∣∣∣∣p +

∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,un)
n

∣∣∣∣p
q−1

−

−
(
2p−1

) q
p

( ∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,u+un)
∣∣∣∣p +

∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,u+un)
n

∣∣∣∣p
) q
p

 =

= lim
n

2

 ∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,u)
∣∣∣∣p +

∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,un)
n

∣∣∣∣p
q−1

−

−2
( ∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,u+un)
∣∣∣∣p +

∞∑
j=1

∣∣∣∣βjuτ(j,u+un)
n

∣∣∣∣p
)q−1


dla 1 < p ¬ 2. Ostatecznie dla 1 < p < +∞ dostajemy

lim
n

 ∞∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p −
∞∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)|p
+

∞∑
j=1

(
|βjuτ(j,un)

n |p − |βjuτ(j,u+un)
n |p

)  = 0.

Ponadto z wniosku 2.2 mamy

∞∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p 
∞∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)|p

oraz
∞∑
j=1

|βjuτ(j,un)
n |p 

∞∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)
n |p.

i to w połączeniu z wcześniejszymi równościami daje

lim
n

 ∞∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p −
∞∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)|p
 = 0 (3.6)

dla każdego 1 < p < +∞.

Załóżmy, że ciąg {|||u−un|||β,p}n nie jest zbieżny do 0. Ponieważ norma ||| · |||β,p jest

równoważna normie ‖ · ‖c0 , to bez zmniejszenia ogólności rozważań możemy przyjąć, że

istnieje liczba naturalna η > 0, taka że

|||u|||β,p  η, |||u− un|||β,p  η, ‖u‖c0  η i ‖u− un‖c0  η (3.7)
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dla każdego n ∈ N. Rozpatrujemy dwa przypadki.

Przypadek 1. Funkcja u ma skończony nośnik N(u) o m wyrazach, czyli

|uτ(1,u)|  |uτ(2,u)|  . . .  |uτ(m,u)| > 0 = |uτ(m+1,u)| = |uτ(m+2,u)| = . . . . (3.8)

Z założenia mamy też

{τ(1, u), . . . , τ(m,u)} ⊂ N = N(u+ un) = N(u− un) = N(un)

dla każdego n ∈ N. Kładąc w lematach 2.1 i 2.4 {sj}j = {βpj }j, {tj}j = {|uτ(j,u)|p} oraz

{g(j)}j = {τ(j, u+ un)}j i korzystając z granicy (3.6) dostajemy

lim
n

 m∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p −
m∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)|p
 = 0 (3.9)

Istotnie, z równości (3.6) i lematu 2.4 mamy

0 = lim
n

 ∞∑
j=1

βpj |uτ(j,u)|p −
∞∑
j=1

βpj |uτ(j,u+un)|p
 =

= lim
n

∞∑
k=1

(
βpk − β

p
k+1

) k∑
j=1

|uτ(j,u)|p −
k∑
j=1

|uτ(j,u+un)|p


i to w połączeniu z nierównościami

βpk − β
p
k+1 > 0

i
k∑
j=1

|uτ(j,u)|p −
k∑
j=1

|uτ(j,u+un)|p  0

dla k = 1, 2, . . . daje nam

lim
n

 k∑
j=1

|uτ(j,u)|p −
k∑
j=1

|uτ(j,u+un)|p
 = 0

dla k = 1, 2, . . .. Stąd stosując lemat 2.1 otrzymujemy

0 = lim
n

m∑
k=1

(
βpk − β

p
k+1

) k∑
j=1

|uτ(j,u)|p −
k∑
j=1

|uτ(j,u+un)|p
+

+βpm+1

 m∑
j=1

|uτ(j,u)|p −
m∑
j=1

|uτ(j,u+un)|p
 =

= lim
n

 m∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p −
m∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)|p
 .
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Zauważmy teraz, że stosując lemat 2.5 do tych samych ciągów i biorąc nasze m (bo

z (3.8) mamy |uτ (m,u)|p > |uτ (m+ 1, u)|p) dostajemy taką liczbę δ > 0, że dla różno-

wartościowej funkcji ϕ : N→ N, ϕ(j) = τ(j, u+ un) dla j = 1, 2, . . . z nierówności

m∑
j=1

sjtτ(j,t) −
m∑
j=1

sjtϕ(j) =
m∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p −
m∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)|p < δ (3.10)

wynika, że zbiory wskaźników {τ(1, u), . . . , τ(m,u)} i {τ(1, u+ un), . . . , τ(m,u+ un)}
są takie same,

l∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p =
l∑

j=1

|βjuτ(j,u+un)|p

dla l = 1, . . . ,m i

|uτ(j,u)| = |uτ(j,u+un)|

dla j = 1, . . . ,m. Ze zbieżności (3.9) dostajemy n0 ∈ N, takie że

m∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p −
m∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)|p < δ

dla każdego n  n0, czyli nierówność (3.10) jest prawdziwa dla każdego n  n0. Stąd

mamy

|uτ(j,u)| = |uτ(j,u+un)| (3.11)

i

{τ(1, u), . . . , τ(m,u)} = {τ(1, u+ un), . . . , τ(m,u+ un)} (3.12)

dla każdego j = 1, . . . ,m i każdego n  n0. Biorąc ewentualnie podciąg ciągu {un}n
i uwzględniając równości (3.11) i (3.12) możemy bez straty ogólności rozważań przyjąć,

że

τ(j, u+ un) = τ(j, u) = τ̃(j) (3.13)

dla j = 1, . . . ,m i każdego n  n0. Ponieważ dla każdego j ∈ N (patrz (3.5)) mamy

lim
n

[
uτ(j,u+un) − uτ(j,u+un)

n

]
= 0,

to dla j = 1, . . . ,m dostajemy

0 = lim
n

[
uτ(j,u+un) − uτ(j,u+un)

n

]
= lim

n

[
uτ̃(j) − uτ̃(j)

n

]
= lim

n

[
uτ(j,u) − uτ(j,u)

n

]
. (3.14)

Zauważmy teraz, że dla n  n0 mamy

(u+ un)τ(j,u+un) = (u+ un)τ̃(j) = (u+ un)τ(j,u)

dla j = 1, . . . ,m oraz

(u+ un)τ(j,u+un) = uτ(j,u+un)
n
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dla j > m i dlatego ciąg {|uτ(j,u+un)
n |}∞j=m+1 jest ciągiem malejącym. Następnie ko-

rzystając z równości (3.11) - (3.14) i limn |||un|||pβ,p = |||u|||pβ,p oraz biorąc pod uwagę

wniosek 2.2 otrzymujemy

|||u|||pβ,p =
m∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p = lim
n

m∑
j=1

|βjuτ(j,u)
n |p = lim

n

m∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)
n |p ¬

¬ lim
n

m∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)
n |p + lim inf

n

∞∑
j=m+1

|βjuτ(j,u+un)
n |p ¬

¬ lim
n

m∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)
n |p + lim sup

n

∞∑
j=m+1

|βjuτ(j,u+un)
n |p = lim sup

n

∞∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)
n |p ¬

¬ lim sup
n

∞∑
j=1

|βjuτ(j,un)
n |p = lim

n
|||un|||pβ,p = |||u|||pβ,p

Stąd

lim
n

∞∑
j=m+1

|βjuτ(j,u+un)
n |p = 0. (3.15)

Możemy teraz przejść do badania |||u − un|||pβ,p. Dla n  n0 określamy zbiór An ⊂ N
następująco

An := {k̃ni ∈ N : τ̃(i) = τ(i, u) = τ(i, u+ un) = τ(k̃ni , u− un), 1 ¬ i ¬ m}.

Dalej ustawiamy zbiór N \ An w ściśle rosnący ciąg {knl }l. Ponieważ dla l = 1, 2, . . .

mamy

|uτ(knl ,u−un)| = 0,

to dostajemy

|uτ(knl ,u−un)
n | = |uτ(knl ,u−un) − uτ(knl ,u−un)

n | = |(u− un)τ(knl ,u−un)| 

 |(u− un)τ(knl+1,u−un)| = |uτ(knl+1,u−un) − uτ(knl+1,u−un)
n | = |uτ(knl+1,u−un)

n |

dla l = 1, 2, . . .. Stąd ciąg {|uτ(knl ,u−un)
n |}∞l=1 jest ciągiem malejącym. Ponieważ z zało-

żenia N(un) = N(u− un) = N(u+ un) = N, to ciąg {|uτ(knl ,u−un)
n |}∞l=1 powstał z ciągu

malejącego {|uτ(j,u+un)
n |}∞j=m+1 = {|uτ(j,un)

n |}∞j=m+1 po ewentualnej permutacji jego wy-

razów. Dlatego mamy

|uτ(knl ,u−un)
n | = |uτ(m+l,u+un)

n | (3.16)

i

|uτ(knl ,u−un)| = |uτ(m+l,u+un)| = 0 (3.17)

dla l = 1, 2, . . . i n  n0.
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Dla naszego η > 0 istnieje m+ 1 ¬ m1 ∈ N, takie że

2pMp
∞∑

j=m1+1

βpj <
ηp

3
, (3.18)

gdzie 0 < M := supn ‖un‖pc0 <∞. Stałem im1 są niezależne od un, n = 1, 2, . . ..Zauważmy

teraz, że w wyrazach sumy

m1∑
j=1

βpj |(u− un)τ(j,u−un)|p

występuje co najwyżej m czynników |(u−un)τ(k̃ni ,u−un)|p, gdzie 1 ¬ i ¬ m, i co najwyżej

m1 początkowych czynników spośród

|uτ(knl ,u−un) − uτ(knl ,u−un)
n |p = |uτ(knl ,u−un)

n |p = |uτ(m+l,u+un)
n |p,

gdzie 1 ¬ l ¬ m1 (patrz (3.16), (3.17)). Po uwzględnieniu, że ciąg {βj}j jest ciągiem

ściśle malejącym o wyrazach dodatnich i równości (3.16) mamy

m1∑
l=1

βpl |u
τ(knl ,u−un)
n |p ¬ βp1

m1∑
l=1

|uτ(knl ,u−un)
n |p = (3.19)

= βp1

m1∑
l=1

|uτ(m+l,u+un)
n |p = βp1

m+m1∑
j=m+1

|uτ(j,u+un)
n |p ¬

¬ βp1
βpm+m1

m+m1∑
j=m+1

|uτ(j,u+un)
n |p ¬ βp1

βpm+m1

∞∑
j=m+1

|uτ(j,u+un)
n |p

i
m∑
j=1

βpj |(u− un)τ(k̃nj ,u−un)|p =
m∑
j=1

βpj |uτ(j,u+un) − uτ(j,u+un)
n |p ¬ (3.20)

¬ βp1

m∑
j=1

|uτ(j,u+un) − uτ(j,u+un)
n |p.

Z (3.7), (3.18), (3.19) i (3.20) dostajemy następujące oszacowanie

ηp ¬ |||u− un|||pβ,p = (3.21)

=
m1∑
j=1

βpj |(u− un)τ(j,u−un)|p +
∞∑

j=m1+1

βpj |(u− un)τ(j,u−un)|p ¬

¬
m∑
j=1

βpj |(u− un)τ(k̃nj ,u−un)|p +
m1∑
l=1

βpl |(u
τ(knl ,u−un)
n |p +

∞∑
j=m1+1

βpj |(u− un)τ(j,u−un)|p ¬

¬ βp1

m∑
j=1

|uτ(j,u+un) − uτ(j,u+un)
n |p +

βp1
βpm+m1

m1∑
j=m+1

|uτ(j,u+un)
n |p + 2pMp

∞∑
j=m1+1

βpj <

< βp1

m∑
j=1

|uτ(j,u+un) − uτ(j,u+un)
n |p +

βp1
βpm+m1

m+m1∑
j=m+1

|uτ(j,u+un) − uτ(j,u+un)
n |p +

ηp

3
.
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Następnie z (3.5) dostajemy n1  n0 dla którego mamy

βp1

m∑
j=1

|uτ(j,u+un1 ) − uτ(j,u+un1 )
n1

|p < ηp

3
(3.22)

i
βp1

βpm+m1

m+m1∑
j=m+1

|uτ(j,u+un1 ) − uτ(j,u+un1 )
n1

|p < ηp

3
. (3.23)

Ostatecznie z (3.21), (3.22) i (3.23) otrzymujemy następującą sprzeczność

ηp ¬ |||u− un1 |||
p
β,p <

ηp

3
+
ηp

3
+
ηp

3
= ηp.

Przypadek 2. Nośnik funkcji u jest zbiorem nieskończonym, czyli równolicznym z N.

Wybierzmy liczbę λ > 0, taką że

λ <
1

3(3L)
1
p

<
1
3
. (3.24)

Wtedy mamy

λη <
1
3
η. (3.25)

Weźmy największe m̃ ∈ N, takie że

|uτ(j,u)| < λη (3.26)

dla każdego j > m̃. Wtedy dla m̃ istnieje jk > m̃, takie że
∑∞
j=jk+1 β

p
j ¬ Lβpjk+1. Weźmy

teraz m > jk, takie że |uτ(m,u)| > |uτ(m+1,u)|. Podobnie jak w przypadku 1, kładąc

w lematach 2.1 i 2.4 {sj}j = {βpj }j, {tj}j = {|uτ(j,u)|p} oraz {g(j)}j = {τ(j, u + un)}j
i korzystając z granicy (3.6) dostajemy dla naszego m równość

lim
n

 m∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p −
m∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)|p
 = 0. (3.27)

Weźmy liczbę δ > 0 określoną w lemacie 2.5 dla tego m. Z (3.27) dostajemy n0 ∈ N,

takie że  m∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p −
m∑
j=1

|βjuτ(j,u+un)|p
 < δ (3.28)

dla każdego n  n0.

Zastosujemy teraz do szeregu
∑∞
j=1 |βjuτ(j,u)|p lemat 2.5, przyjmując {tj} = {|uτ(j,u)|p}j

i {sj} = {βpj }j. Na podstawie (3.28) otrzymujemy równość sum

l∑
j=1

|βjuτ(j,u)|p =
l∑

j=1

|βjuτ(j,u+un)|p,

1 ¬ l ¬ m, równość zbiorów

{τ(1, u), ..., τ(m,u)} = {τ(1, u+ un), ...τ(m,u+ un)}
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oraz równość wyrazów

|uτ(j,u)| = |uτ(j,u+un)|

dla j = 1, ...,m i n  n0.

Biorąc jeszcze raz podciąg ciągu {un}, możemy założyć, że τ(j, u + un) = τ(j, u)

dla j = 1, ...,m i n  n0. Dlatego bez straty ogólności rozważań możemy przyjąć, że

τ(j, u) = τ(j, u+ un) = τ̃(j) (3.29)

dla j = 1, ...,m, n  n0.

Z (3.5), (3.29) i równości limn |||un|||β,p = |||u|||β,p = 1 wynika istnienie n1  n0, takiego

że

|uτ(j,u) − uτ(j,u)
n | < η (3.30)

dla j = 1, ...,m,

l∑
j=1

βpj
∣∣∣|uτ(j,u)|p − |uτ(j,u)

n |p
∣∣∣ =

l∑
j=1

βpj
∣∣∣|uτ(j,u+un)|p − |uτ(j,u+un)

n |p
∣∣∣ (3.31)

¬
jk∑
j=1

βpj
∣∣∣|uτ(j,u+un)|p − |uτ(j,u+un)

n |p
∣∣∣ < βpjk+1η

p

3 · 3p

dla 1 ¬ l ¬ m i

|||un|||pβ,p − |||u|||
p
β,p <

βpjk+1η
p

3 · 3p
(3.32)

dla n  n1. Następnie z (3.7), dla każdego n  n1 istnieje j̃n ∈ N, takie że

|uτ(j̃n,u−un) − uτ(j̃n,u−un)
n | = |(u− un)τ(j̃n,u−un)| = ‖u− un‖c0  η. (3.33)

Dlatego z nierówności (3.30) dostajemy

τ(j̃n, u− un) /∈ {τ(1, u), ..., τ(m,u)} = {τ(1, un), ..., τ(m,un)}

dla każdego n  n1. Biorąc teraz pod uwagę wniosek 2.2 i nierówność jk < m otrzy-

mujemy

|||un|||pβ,p =
∞∑
j=1

βpj |uτ(j,un)
n |p  (3.34)


jk∑
j=1

βpj |uτ(j,u)
n |p + βpjk+1|uτ(jk+1,un)

n |p 


jk∑
j=1

βpj |uτ(j,u)
n |p + βpjk+1|uτ(j̃n,u−un)

n |p.

Z (3.24) i (3.26) mamy

|||u|||pβ,p =
∞∑
j=1

βpj |uτ(j,u)|p < (3.35)
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<
jk∑
j=1

βpj |uτ(j,u)|p + λpηp
∞∑

j=jk+1

βpj <

<
jk∑
j=1

βpj |uτ(j,u)|p +
1

3p · 3L
ηp

∞∑
j=jk+1

βpj ¬

¬
jk∑
j=1

βpj |uτ(j,u)|p +
1

3p · 3L
ηpLβpjk+1 =

=
jk∑
j=1

βpj |uτ(j,u)|p +
βpjk+1η

p

3 · 3p
.

Korzystając z nierówności (3.25), (3.26), (3.31) - (3.35), równości (3.29) i z tego, że

jk < m otrzymujemy następującą sprzeczność

2
βpjk+1η

p

3p
<

2pβpjk+1η
p

3p
= βpjk+1

∣∣∣∣η − η

3

∣∣∣∣p ¬
¬ βpjk+1

∣∣∣∣|uτ(j̃n,u−un) − uτ(j̃n,u−un)
n | − |uτ(j̃n,u−un)|

∣∣∣∣p ¬
¬ βpjk+1|uτ(j̃n,u−un)

n |p ¬ |||un|||pβ,p −
jk∑
j=1

βpj |uτ(j,u)
n |p =

=
(
|||un|||pβ,p − |||u|||

p
β,p

)
+ |||u|||pβ,p −

jk∑
j=1

βpj |uτ(j,u)
n |p <

<
βpjk+1η

p

3 · 3p
+

|||u|||pβ,p − jk∑
j=1

βpj |uτ(j,u)|p
+

 jk∑
j=1

βpj |uτ(j,u)|p −
jk∑
j=1

βpj |uτ(j,u)
n |p

 <

<
βpjk+1η

p

3 · 3p
+
βpjk+1η

p

3 · 3p
+
βpjk+1η

p

3 · 3p
=
βpjk+1η

p

3p
,

i to kończy dowód twierdzenia.

Uwaga 3.3. Ponieważ w twierdzeniu 3.2 założenia o normie ||| · |||β,p są ogólniejsze od

tych, które są w pracy [83], to nasz dowód twierdzenia 3.2 jest zdecydowanie bardziej

skomplikowany w porównaniu z dowodem twierdzenia J. Rainwatera. W szczególności

musimy rozważyć w nim dwa przypadki.

Wniosek 3.4. Przestrzeń Banacha (c0(Γ), ||| · |||β,p) jest ściśle wypukła.

Mamy jednak następujące twierdzenie mówiące, że nie można wzmocnić twierdzenia

3.2.

Twierdzenie 3.5. Przestrzeń Banacha (c0(Γ), ||| · |||β,p) nie jest jednostajnie wypukła

w każdym kierunku.
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Dowód. Wystarczy przyjąć Γ = N. Niech z = e1, un =
∑n+1
i=2 ei, vn = un + z =

∑n+1
i=1 ei

dla n = 1, 2, .... Wtedy mamy

Di
β,p(un) =


0 dla i = 1,

βi−1 dla 2 ¬ i ¬ n+ 1

0 dla i > n+ 1,

Di
β,p(vn) =


βi dla 1 ¬ i ¬ n+ 1

0 dla i > n+ 1,

Di
β,p

(
un + vn

2

)
=



βn+1
2 dla i = 1

βi−1 dla 2 ¬ i ¬ n+ 1

0 dla i > n+ 1,

Di
β,p(z) =


β1 dla i = 1

0 dla i > 1.

Dlatego otrzymujemy

|||vn − un|||β,p = |||z|||β,p = β1 > 0,

|||un|||β,p ¬

 ∞∑
j=1

βpj

 1p , |||vn|||β,p ¬
 ∞∑
j=1

βpj

 1p
dla n = 1, 2, ... i

lim
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣un + vn
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
β,p

=

 ∞∑
j=1

βpj

 1p .

W związku z twierdzeniem 3.5 zauważmy, że gdy Γ jest zbiorem nieprzeliczalnym,

to jest ono prawdziwe w c0(Γ) niezależnie od wyboru normy równoważnej normie stan-

dardowej. Mamy bowiem następujące twierdzenie udowodnione przez M. M. Daya, R.

C. Jamesa i S. Swaminathana ([22]).

Twierdzenie 3.6. Załóżmy, że zbiór Γ jest nieprzeliczalny. Wtedy nie można prze-

normować przestrzeni Banacha c0(Γ) z normą maximum tak, by otrzymać przestrzeń

jednostajnie wypukłą w każdym kierunku.

Przejdźmy teraz do badania dalszych własności przestrzeni (c0(Γ), ||| · |||β,p).

Twierdzenie 3.7. Przestrzeń Banacha (c0(Γ), ||| · |||β,p) ma słabą własność Opiala.

36



Dowód. Jest to modyfikacja dowodu twierdzenia 3.1 w [64]. Wystarczy zbadać prze-

strzeń c0 = c0(N), tzn. Γ = N (patrz początek dowodu twierdzenia 3.2).

Załóżmy, że ciąg {un} ⊂ c0 jest słabo zbieżny do 0 ∈ c0 i u ∈ c0 \ {0}.
Weźmy dowolne 0 < ε < 1. Wtedy istnieje ĩ ∈ N, takie że

|ui| < ε

dla każdego i > ĩ, i ∈ N. Dlatego otrzymujemy następujące oszacowanie

|uin| ¬ |uin − ui|+ |ui| < |uin − ui|+ ε

dla każdego n ∈ N i każdego ĩ < i ∈ N.

Dla każdego 1 ¬ i ¬ ĩ mamy albo ui = 0 albo ui 6= 0. Rozpatrzmy oddzielnie te

dwa przypadki.

1) Załóżmy, że ui 6= 0. Połóżmy ηi = min{ε, 1
2 |u

i|}. Ponieważ un ⇀ 0, to istnieje ñi ∈ N,

takie że

|uin| < ηi

dla ñi < n ∈ N. Stąd dostajemy

|uin − ui|  |ui| − |uin|

> |ui| − ηi 
1
2
|ui|  ηi > |uin|.

2) Załóżmy, że ui = 0. Wtedy oczywista jest nierówność

|uin| ¬ |uin − ui|

i przyjmujemy ñi = 1.

Oznacza to, że

|uin| ¬ |uin − ui|

dla każdego 1 ¬ i ¬ ĩ i każdego n > max{ñ1, ..., ñĩ}. Łącząc wszystkie powyższe

nierówności mamy

|uin| ¬ |uin − ui|+ ε (3.36)

dla każdego i ∈ N i każdego n > max{ñ1, ..., ñĩ}.
Ustalmy liczbę naturalną n > max{ñ1, ..., ñĩ}. Przyjmując we wniosku 2.2 ciągi

{sj}j = {βpj }j, {tj}j = {|(un − u)τ(j,un−u)|p}j, {g(j)}j = {τ(j, un)}j i korzystając

z (3.36), otrzymujemy

|||un − u|||β,p + ε

 ∞∑
j=1

βpj

 1p =

=

 ∞∑
j=1

(
βj|(un − u)τ(j,un−u)|

)p 1p + ε

 ∞∑
j=1

βpj

 1p 
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 ∞∑
j=1

(
βj|(un − u)τ(j,un)|

)p 1p + ε

 ∞∑
j=1

βpj

 1p 




∞∑
j=1

[
βj
(
|uτ(j,un)
n − uτ(j,un)|+ ε

)]p
1
p





 ∞∑
j=1

(
βj|uτ(j,un)

n |
)p 1p = |||un|||β,p

Przechodząc z n do +∞ dostajemy

lim sup
n
|||un|||β,p ¬ lim sup

n
|||un − u|||β,p + ε

 ∞∑
j=1

βpj

 1p .
Ponieważ 0 < ε < 1 było wybrane dowolnie, to ostatecznie mamy

lim sup
n
|||un|||β,p ¬ lim sup

n
|||un − u|||β,p.

Zauważmy, że przestrzeń Banacha (c0(Γ), ||| · |||β,p) nie ma jednak własności Opiala.

Przykład 3.8. Rozważmy przestrzeń (c0, ||| · |||β,p) ze standardową bazą {ei}i. Weźmy

ciąg {un}n = {en+1 + · · ·+ en+n}n. Ciąg ten jest słabo zbieżny do 0 ∈ c0 oraz

|||un|||β,p = ‖Dβ,p(un)‖p =

 n∑
j=1

βpj

 1p

dla n = 1, 2, . . .. Biorąc teraz u = e1 dostajemy

|||un − u|||β,p = ‖Dβ,p(un − u)‖p =

n+1∑
j=1

βpj

 1p .
Dlatego mamy następujące równości

lim
n
|||un|||β,p = lim

n
|||un − u|||β,p =

 ∞∑
j=1

βpj

 1p .
Twierdzenie 3.9. Przestrzeń Banacha (c0(Γ), ||| · |||β,p) nie ma struktury normalnej.

Dowód. Załóżmy, że Γ = N, c0 = c0(N). Połóżmy

xn =

(n+1)(n+2)
2∑

i=n(n+1)
2 +1

ei
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dla n = 1, 2, .... Dla n2 > n1 mamy

|||xn2 − xn1|||β,p =

n1+n2+2∑
j=1

βpj

 1p .
Stąd

diam|||·|||β,p{x1, x2, ...} =

 ∞∑
j=1

βpj

 1p .
Obliczymy teraz limn dist‖·‖β,p(xn+1, conv{x1, ..., xn}). Załóżmy, że a1 + . . . + an= 1,

gdzie 0 ¬ ak ¬ 1 dla k = 1, . . . , n. Wtedy otrzymujemy

xn+1 −
n∑
k=1

akxk = (0,−a1,−a1,−a2,−a2,−a2,−a3,−a3,−a3,−a3, . . . ,

−an, . . . ,−an︸ ︷︷ ︸
n+1 razy

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n+2 razy

, 0, ...).

dla każdego n ∈ N i to daje nam następujące nierównościn+2∑
j=1

βpj

 1p ¬ |||xn+1 −
n∑
k=1

akxk|||β,p ¬

 ∞∑
j=1

βpj

 1p .
Ostatecznie dostajemy

lim
n

dist|||·|||β,p(xn+1, conv{x1, ..., xn}) =

 ∞∑
j=1

βpj

 1p = diam|||·|||β,p{x1, x2, ...},

czyli ciąg {xn}n jest diametralny w (c0(Γ), ||| · |||β,p).

Twierdzenie 3.10. Przestrzeń Banacha (c0(Γ), |||·|||β,p) nie ma asymptotycznej struk-

tury normalnej.

Dowód. Załóżmy, że Γ = N, c0 = c0(N). Weźmy

ui =

(i+1)(i+2)
2∑

k= i(i+1)
2 +1

ek

dla i = 1, 2, ...,

xn =


(1− j

22i )ui + ui+1, gdy n = 22i + j, j = 1, 2, ..., 22i

ui+1 + j
22i+1ui+2, gdy n = 22i+1 + j, j = 1, 2, ..., 22i+1.

oraz

C = conv{xn : n = 5, 6, ...}.

Wtedy mamy

0 = lim
n
‖xn − xn+1‖c0 = lim

n
|||xn − xn+1|||β,p
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Zauważmy, że |xkn − xkm| ¬ 1 dla każdych k,m, n ∈ N i dlatego

|||xn − xm|||β,p ¬

 ∞∑
j=1

βpj

 1p .
Z drugiej strony, na przykład dla i2 > i1 + 2, n1 = 22i1 + 1, n2 = 22i2 + 1 > 22i1+4 + 1

mamy

xn2 − xn1 = (0, . . . , 0, 1− 1
22i2

, . . . , 1− 1
22i2︸ ︷︷ ︸

i2+1 razy

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i2+2 razy

, 0, . . .)−

−(0, . . . , 0, 1− 1
22i1

, . . . , 1− 1
22i1︸ ︷︷ ︸

i1+1 razy

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i1+2 razy

, 0, . . .) =

= (0, ..., 0,
1

22i1
− 1, . . . ,

1
22i1
− 1︸ ︷︷ ︸

i1+1 razy

,−1 . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
i1+2 razy

, 0, ..., 0, 1− 1
22i2

, . . . , 1− 1
22i2︸ ︷︷ ︸

i2+1 razy

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i2+2 razy

, 0, ...).

Stąd dostajemy

i1+i2+4∑
j=1

βpj

 1p ¬ |||xn2 − xn1|||β,p ¬
 ∞∑
j=1

βpj

 1p ,
a to oznacza, że

diam|||·|||β,pC = diam|||·|||β,p{xn} =

 ∞∑
j=1

βpj

 1p .
Podobnie otrzymujemy

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m∑
k=1

akxk − xn
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
β,p



i+2∑
j=1

βpj

 1p

dla każdej wypukłej kombinacji
∑m
k=1 akxk i odpowiednio dużego n = 22i + 1. To daje

nam

lim
n

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m∑
k=1

akxk − xn
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
β,p

=

 ∞∑
j=1

βpj

 1p = diam|||·|||β,pC

i ostatecznie mamy

lim
n
|||x− xn|||β,p = diam|||·|||β,pC

dla każdego x ∈ C.

40



tekst

Rozdział 4

Konstrukcja równoważnej normy mającej
własność Kadeca-Klee’ego i własność
Opiala
4 Konstrukcja równoważnej normy mającej własność

Kadeca-Klee’ego i własność OpialaW tym rozdziale udowodnimy twierdzenie o istnieniu równoważnej normy z wła-

snościami Opiala i Kadeca-Klee’ego w każdej nieskończenie wymiarowej ośrodkowej

przestrzeni Banacha. Twierdzenie to będzie jednym z głównych narzędzi przy rozwią-

zywaniu problemu istnienia w przestrzeni refleksywnej przy odpowiednim równoważ-

nym przenormowaniu zbioru diametralnie zupełnego z pustym wnętrzem. Twierdzenie

Kadeca-Klee’ego (twierdzenie 1.32), przestrzenie uniwersalne C([0, 1],R), `∞ i metoda

podana w [27] w dowodzie twierdzenia D. van Dulsta będą podstawowymi narzędziami

w konstrukcji nowej normy.

Zaczniemy od twierdzeń pomocniczych. Następujące dwa twierdzenia pokazują ist-

nienie w nieskończenie wymiarowych i ośrodkowych przestrzeniach Banacha równoważ-

nej normy mającej jednocześnie własność Kadeca-Klee’ego i własność Opiala. Dowody

tych twierdzeń częściowo opierają się na metodach zaprezentowanych w [19], [27], [98].

Nasze twierdzenia są nawet mocniejsze niż potrzebujemy, ponieważ pokażemy dodatko-

wo, że każda nieskończenie wymiarowa i ośrodkowa przestrzeń Banacha z odpowiednio

skonstruowaną równoważną normą ma oprócz własności Kadeca-Klee’ego i własno-

ści Opiala także własność jednostajnej wypukłości w każdym kierunku. Zaczniemy od

przestrzeni uniwersalnej C([0, 1],R) z normą maksimum.

Twierdzenie 4.1. Przestrzeń Banacha C([0, 1],R) z normą maksimum ‖ ·‖C ma rów-

noważną normę ‖·‖C,1, taką że przestrzeń (C([0, 1],R), ‖·‖C,1) ma jednocześnie własność

Kadeca-Klee’ego i własność Opiala i jest przestrzenią jednostajnie wypukłą w każdym

kierunku.

Dowód. Do przestrzeni Banacha (C([0, 1],R), ‖ · ‖C) nie możemy bezpośrednio sto-

sować twierdzenia 1.32, ponieważ przestrzeń ta nie ma predualnej. Dlatego wyko-

rzystamy tutaj przestrzeń `∞ (w `∞ mamy standardową normę ‖ · ‖∞), która ma
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przestrzeń predualną i jest przestrzenią uniwersalną dla ośrodkowych przestrzeni Ba-

nacha. Przyjmijmy więc Y = `1 (w `1 też mamy standardową normę ‖ · ‖1). Wte-

dy Y ∗ = (`1)∗ = `∞. Z uniwersalności przestrzeni (`∞, ‖ · ‖∞) dla ośrodkowych

przestrzeni Banacha wynika, że X = C([0, 1],R) ⊂ `∞ = Y ∗. Następnie stosując

twierdzenie 1.32 do przestrzeni Y = `1 i Y ∗ = `∞ otrzymujemy w `∞ równoważ-

ną normę ‖ · ‖∞,1, taką że jeśli {ym}m ⊂ `∞ jest *-słabo zbieżny do ỹ ∈ C([0, 1],R)

i limm ‖ym‖∞,1 = ‖ỹ‖∞,1, to limm ‖ym−ỹ‖∞,1 = limm ‖ym−ỹ‖∞ = 0.Otrzymujemy więc

w przestrzeni C([0, 1],R) normę ‖ · ‖∞,1 równoważną wyjściowej z własnością Kadeca-

Klee’ego względem słabej topologii, ponieważ słaba zbieżność ciągu w przestrzeni Ba-

nacha (C([0, 1],R), ‖ · ‖C) jest równoważna słabej zbieżności tego ciągu w (`∞, ‖ · ‖∞)

po utożsamieniu (C([0, 1],R), ‖ ·‖C) z podprzestrzenią przestrzeni (`∞, ‖ ·‖∞) i dlatego

ten ciąg jest też *-słabo zbieżny w (`∞, ‖ · ‖∞).

Niech teraz {gi}i będzie bazą Schaudera przestrzeni (C([0, 1],R), ‖ · ‖C), taką że

‖gi‖C = 1 dla i = 1, 2, ... i niech {g∗i }i będzie ciągiem biortogonalnych funkcjonałów

związanych z tą bazą. Wiemy, że ciąg {g∗i }i jest ograniczony (uwaga 1.42). Dalej niech

{Pn}∞n=0 będzie ciągiem projekcji w przestrzeni C([0, 1],R), określonych w następujący

sposób: P0 = 0, Pnh =
∑n
i=1 g

∗
i (h)gi dla n = 1, 2, ... i h ∈ C([0, 1],R). Ciąg {‖Pn‖CC}∞n=0

norm tych projekcji ze względu na normę ‖ · ‖C w C([0, 1],R) jest również ograniczony

(twierdzenie 1.43).

Możemy teraz wprowadzić nową normę w C([0, 1],R) określoną w następujący spo-

sób

‖h‖C,1 :=
√
‖h‖2

P,∞,1 + ‖h‖2
2̃,

gdzie

‖h‖P,∞,1 := sup
n=0,1,2,...

‖h− Pnh‖∞,1

oraz

‖h‖2̃ :=

√√√√ ∞∑
i=1

(
g∗i (h)

2i

)2

dla h ∈ C([0, 1],R).

Norma ‖ · ‖C,1 jest równoważna normie ‖ · ‖∞,1 w C([0, 1],R). Istotnie, weźmy

h ∈ C([0, 1],R). Ponieważ ‖h‖P,∞,1 = supn=0,1,2,... ‖h − Pnh‖∞,1  ‖h‖∞,1, to ma-

my ‖h‖C,1  ‖h‖∞,1 dla h ∈ C([0, 1],R). Ponadto istnieją stałe K̃, M̃ > 0, takie że

‖h‖P,∞,1¬ K̃‖h‖∞,1 oraz ‖h‖2̃ ¬ M̃‖h‖∞,1. Stąd otrzymujemy

‖h‖C,1 ¬
√

(K̃2 + M̃2)‖h‖2
∞,1 ¬

√
(K̃ + M̃)2‖h‖2

∞,1 = (K̃ + M̃)‖h‖∞,1.

dla h ∈ C([0, 1],R). Spełnione są więc nierówności

‖h‖∞,1 ¬ ‖h‖C,1 ¬ (K̃ + M̃)‖h‖∞,1
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dla każdego h ∈ C([0, 1],R). Stąd natychmiast dostajemy, że norma ‖ · ‖C,1 jest równo-

ważna normie maksimum ‖ ·‖C w C([0, 1],R), ponieważ norma ‖ ·‖C,1 jest równoważna

normie ‖ · ‖∞,1, a norma ‖ · ‖∞,1 jest równoważna normie ‖ · ‖C .

Dalej, z wniosku 1.17 przestrzeń Banacha (C([0, 1],R), ‖ · ‖C,1) jest jednostajnie

wypukła w każdym kierunku.

Pokażemy teraz, że przestrzeń Banacha (C([0, 1],R), ‖ · ‖C,1) ma własność Opiala.

Weźmy ciąg {hm}m ⊂ C([0, 1],R), który jest słabo zbieżny do 0 ∈ C([0, 1],R) . Wtedy

dla każdego h ∈ C([0, 1],R) \ {0} mamy

lim
m

∞∑
i=1

(
g∗i (hm)

2i

)2

= 0

oraz

lim
m

∞∑
i=1

(
g∗i (hm − h)

2i

)2

=
∞∑
i=1

(
g∗i (h)

2i

)2

.

Tak więc, stosując słabą własność Opiala normy ‖ · ‖P,∞,1 (twierdzenie 1.28) otrzymu-

jemy

lim sup
m
‖hm − h‖C,1 = lim sup

m

√
‖hm − h‖2

P,∞,1 + ‖hm − h‖2
2̃ =

= lim sup
m

√√√√‖hm − h‖2
P,∞,1 +

∞∑
i=1

(
g∗i (hm − h)

2i

)2

=

= lim sup
m

√√√√‖hm − h‖2
P,∞,1 +

∞∑
i=1

(
g∗i (h)

2i

)2

> lim sup
m
‖hm − h‖P,∞,1 

 lim sup
m
‖hm‖P,∞,1 = lim sup

m

√√√√‖hm‖2
P,∞,1 +

∞∑
i=1

(
g∗i (hm)

2i

)2

= lim sup
m
‖hm‖C,1.

Pokażemy teraz, że przestrzeń Banacha (C([0, 1],R), ‖ · ‖C,1) ma własność Kadeca-

Klee’ego. Załóżmy więc, że dany jest ciąg {h̃m}m ⊂ C([0, 1],R), który jest słabo zbieżny

do h̃ ∈ C([0, 1],R) i limm ‖h̃m‖C,1 = ‖h̃‖C,1 = 1. Wtedy

‖h̃‖P,∞,1 > 0,

‖h̃‖2̃ > 0

i

0 < lim
m
‖h̃m‖2̃ = ‖h̃‖2̃ = β < 1.

Tym samym granica limm ‖h̃m‖P,∞,1 istnieje i mamy

0 < lim
m
‖h̃m‖P,∞,1 = ‖h̃‖P,∞,1 =

√
1− β2 = γ < 1.

Ponieważ limn Pnh̃ = h̃, to mamy

γ = ‖h̃‖P,∞,1 = ‖h̃− Pn̄h̃‖∞,1
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dla pewnego 0 ¬ n̄ <∞. Zauważmy teraz, że

lim
m
Pn̄h̃m = Pn̄h̃ (4.1)

w normie ‖ · ‖C (a więc również w normach ‖ ·‖∞,1,‖ ·‖C,1). Stąd h̃m−Pn̄h̃m ⇀ h̃−Pn̄h̃
w przestrzeni C([0, 1],R). Dlatego mamy

γ = ‖h̃‖P,∞,1 = ‖h̃− Pn̄h̃‖∞,1 ¬ lim inf
m
‖h̃m − Pn̄h̃m‖∞,1 ¬

¬ lim sup
m
‖h̃m − Pn̄h̃m‖∞,1 ¬ lim

m
‖h̃m‖P,∞,1 = γ

i stąd dostajemy

lim
m
‖h̃m − Pn̄h̃m‖∞,1 = ‖h̃− Pn̄h̃‖∞,1 = γ.

Korzystając z własności Kadeca-Klee’ego normy ‖ · ‖∞,1 w C([0, 1],R) otrzymujemy

lim
m

(h̃m − Pn̄h̃m) = h̃− Pn̄h̃

w (C([0, 1],R), ‖ ·‖∞,1). Ponieważ normy ‖ ·‖∞,1 i ‖ ·‖C,1 są równoważne, to mamy taką

samą zbieżność

lim
m

(h̃m − Pn̄h̃m) = h̃− Pn̄h̃

w normie ‖ · ‖C,1. Stąd i z równości (4.1) otrzymujemy

h̃ = lim
m

(h̃m − Pn̄h̃m) + Pn̄h̃ = lim
m

(h̃m − Pn̄h̃m) + lim
m
Pn̄h̃m = lim

m
h̃m

w normie ‖ · ‖C,1.

Uwaga 4.2. Bez straty ogólności rozważań (w razie potrzeby wystarczy przemnożyć

normę ‖ · ‖C,1 przez odpowiednią stałą większą od 1) możemy założyć, że

‖ · ‖C ¬ ‖ · ‖C,1 ¬ LC,1‖ · ‖C

w C([0, 1],R).

Zauważmy, że twierdzenie 4.1 jest również prawdziwe, jeśli zastąpimy przestrzeń

Banacha (C([0, 1],R), ‖ · ‖C) dowolną przestrzenią z bazą Schaudera (X, ‖ · ‖X). Biorąc

pod uwagę uniwersalność przestrzeni (C([0, 1],R), ‖ · ‖C) dla ośrodkowych przestrzeni

Banacha i twierdzenie 4.1 dostajemy następujące twierdzenie.

Twierdzenie 4.3. Każda nieskończenie wymiarowa i ośrodkowa przestrzeń Banacha

(X, ‖·‖X) ma równoważną normę ‖·‖X,1, taką że przestrzeń (X, ‖·‖X,1) ma jednocześnie

własność Kadeca-Klee’ego i własność Opiala oraz

‖ · ‖X ¬ ‖ · ‖X,1 ¬ LC,1‖ · ‖X .

Ponadto przestrzeń Banacha (X, ‖ ·‖X,1) jest jednostajnie wypukła w każdym kierunku.
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Dowód. Z twierdzenia 4.1 wynika, że przestrzeń Banacha C([0, 1],R) z normą maksi-

mum ‖ · ‖C ma równoważną normę ‖ · ‖C,1, taką że przestrzeń (C([0, 1.],R), ‖ · ‖C,1) ma

własność Kadeca-Klee’ego i własność Opiala oraz

‖ · ‖C ¬ ‖ · ‖C,1 ¬ LC,1‖ · ‖C .

Przestrzeń (C([0, 1.],R), ‖·‖C,1) jest również jednostajnie wypukła w każdym kierunku.

Z uniwersalności przestrzeni (C([0, 1],R), ‖ · ‖C) dla ośrodkowych przestrzeni Banacha

mamy, że X ⊂ C([0, 1],R) dla każdej ośrodkowej przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖X).

Wystarczy więc zawęzić normę ‖ · ‖C,1 do X, aby uzyskać szukaną normę ‖ · ‖X,1.
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tekst

Rozdział 5

Norma ||| · |||α,β,p,F typu Daya w przestrzeni
Banacha
5 Norma ||| · |||α,β,p,F typu Daya w przestrzeni Bana-

chaW tym rozdziale pokażemy w jaki sposób w przestrzeniach ośrodkowych można

wprowadzić równoważną normę ‖ · ‖α,β,p,F, która jest związana z normą Daya i której

użyjemy w dowodzie twierdzenia 7.1 będącego podstawowym narzędziem w dowodzie

twierdzenia 7.2 o istnieniu zbioru diametralnie zupełnego z pustym wnętrzem w nie-

skończenie wymiarowej, ośrodkowej i refleksywnej przestrzeni Banacha. Określamy nor-

mę typu Daya ‖ · ‖α,β,p,F w następujący sposób – jest to modyfikacja metody M. A.

Smitha ([89]).

Załóżmy, że (X, ‖ · ‖X) jest ośrodkową przestrzenią Banacha. Ustalmy α ∈ (0, 1)

i niech F = {f ∗k}k będzie ciągiem niezerowych funkcjonałów w X∗. Załóżmy, że ciąg

F = {f ∗k}k rozdziela punkty w X oraz że limk f
∗
k (x) = 0 dla każdego x ∈ X. Wtedy

z twierdzenia Banacha-Steinhausa ([7]) ciąg F= {f ∗k}k jest ograniczony w X∗, czyli

‖f ∗k‖X∗¬ K̄ dla każdego k ∈ N, przy czym możemy przyjąć, że 1 ¬ K̄ ∈ R. Każdemu

x ∈ X przyporządkowujemy teraz ciąg postaci

u(x) = {ui(x)}i = {α‖x‖X , f ∗1 (x), f ∗2 (x), f ∗2 (x), ..., f ∗k (x), ..., f ∗k (x), ...} ∈ c0,

gdzie k-ty wyraz ciągu F(x) = {f ∗k (x)}k występuje tutaj dokładnie k razy. Ustalmy

1 < p < ∞ i weźmy ściśle malejący ciąg o wyrazach dodatnich β = {βj}j, taki że

szereg
∑∞
j=1 β

p
j jest zbieżny. Następnie, przy pomocy uogólnionej normy Daya ‖ · ‖β,p,

możemy wprowadzić nową normę w X wzorem

‖x‖α,β,p,F = |||u(x)|||β,p = ‖Dβ,p(u(x))‖p,

gdzie ‖ · ‖p jest standardową normą w przestrzeni `p. Ponieważ ‖f ∗k‖X∗ ¬ K̄ oraz

‖f ∗k (x)‖X∗ ¬ ‖f ∗k‖X∗ · ‖x‖X dla k = 1, 2, ..., x ∈ X, to natychmiast dostajemy nierów-
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ność

‖x‖α,β,p,F = |||{α‖x‖X , f ∗1 (x), f ∗2 (x), f ∗2 (x), ..., f ∗k (x), ..., f ∗k (x), ...}|||β,p ¬

¬

 ∞∑
j=1

βpj K̄
p‖x‖pX

 1p = K̄

 ∞∑
j=1

βpj

 1p ‖x‖X .
Stąd mamy

αβ1‖x‖X ¬ ‖x‖α,β,p,F ¬ K̄

 ∞∑
j=1

βpj

 1p ‖x‖X (5.1)

dla każdego x ∈ X.

Pokażemy teraz, że funkcja ‖ · ‖α,β,p,F jest normą. Wystarczy stwierdzić, że speł-

nia ona nierówność trójkąta. Wynika to z definicji ‖ · ‖α,β,p,F i następującego lematu

pomocniczego.

Lemat 5.1. Przy powyższych założeniach i oznaczeniach, dla każdego x, y ∈ X speł-

niona jest następująca nierówność

|||u(x+ y)|||β,p ¬ |||u(x) + u(y)|||β,p ¬ |||u(x)|||β,p + |||u(y)|||β,p.

Dowód. Dla x, y ∈ X mamy

u(x+ y) = {ui(x+ y)}i =

= {α‖x+ y‖X , f ∗1 (x+ y), f ∗2 (x+ y), f ∗2 (x+ y), ..., f ∗k (x+ y), ..., f ∗k (x+ y), ...}

i

u(x) + u(y) = {ui(x) + ui(y)}i

= {α‖x‖X + α‖y‖X , f ∗1 (x+ y), f ∗2 (x+ y), f ∗2 (x+ y), ..., f ∗k (x+ y), ..., f ∗k (x+ y), ...}.

Stąd dostajemy

|ui(x)|+ |ui(y)|  |ui(x+ y)|

dla i = 1, 2, .... Następnie stosując nierówność podaną we wniosku 2.2 i lemat 3.1

otrzymujemy

|||u(x+ y)|||β,p =

 ∞∑
j=1

βpj |uτ(j,u(x+y))(x+ y)|p
 1p ¬

¬

 ∞∑
j=1

βpj
(
|uτ(j,u(x+y))(x) + uτ(j,u(x+y))(y)|

)p 1p ¬

¬

 ∞∑
j=1

βpj
(
|uτ(j,u(x)+u(y))(x) + uτ(j,u(x)+u(y))(y)|

)p 1p =

= |||u(x) + u(y)|||β,p ¬
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¬ |||u(x)|||β,p + |||u(y)|||β,p.

Modyfikując dowód twierdzenia Maluty (twierdzenie 3.1 w [64], patrz też dowód

twierdzenia 3.7 w naszej pracy), możemy udowodnić twierdzenie o przenoszeniu się

słabej własności Opiala z przestrzeni (X, ‖ · ‖X) na przestrzeń (X, ‖ · ‖α,β,p,F).

Twierdzenie 5.2. Niech (X, ‖·‖X) będzie ośrodkową przestrzenią Banacha. Jeśli prze-

strzeń (X, ‖ · ‖X) ma słabą własność Opiala, to przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖α,β,p,F) ma

ją również.

Dowód. Załóżmy, że ciąg {xn}n ⊂ X jest słabo zbieżny do 0 ∈ X i x ∈ X \ {0}. Bez

straty ogólności możemy założyć, że istnieją granice limn ‖xn‖X oraz limn ‖xn − x‖X .

Weźmy dowolne 0 < ε < 1. Ze słabej własności Opiala przestrzeni (X, ‖ · ‖X) mamy

nierówność

lim
n
‖xn‖X ¬ lim

n
‖xn − x‖X .

Istnieje więc ñ0 ∈ N, takie że

‖xn‖X < lim
n
‖xn‖X +

ε

2
¬ ‖xn − x‖X + ε (5.2)

dla każdego ñ0 < n ∈ N. Ponieważ limk f
∗
k (x) = 0, to istnieje k̃ ∈ N, takie że

|f ∗k (x)| < ε

dla każdego k̃ < k ∈ N. Stąd mamy

|f ∗k (xn)| ¬ |f ∗k (xn)− f ∗k (x)|+ |f ∗k (x)|

< |f ∗k (xn)− f ∗k (x)|+ ε

dla każdego k̃ < k ∈ N i każdego n ∈ N.

Następnie dla każdego 1 ¬ k ¬ k̃ mamy albo f ∗k (x) = 0 albo f ∗k (x) 6= 0. Dlatego,

by otrzymać nierówność |f ∗k (xn)| ¬ |f ∗k (xn)− f ∗k (x)|, rozpatrujemy dwa przypadki.

1) Jeśli f ∗k (x) 6= 0, to połóżmy ηk = min{ε, 1
2 |f
∗
k (x)|}. Ponieważ xn ⇀ 0, to istnieje

ñk ∈ N, takie że

|f ∗k (xn)| < ηk

dla ñk < n ∈ N.

Stąd mamy

|f ∗k (xn)− f ∗k (x)|  |f ∗k (x)| − |f ∗k (xn)|

> |f ∗k (x)| − ηk 
1
2
|f ∗k (x)|  ηk > |f ∗k (xn)|
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dla n > ñk.

2) Jeśli f ∗k (x) = 0 to oczywiste jest, że spełniona jest nierówność

|f ∗k (xn)| ¬ |f ∗k (xn)− f ∗k (x)|

dla każdego n ∈ N i przyjmujemy wtedy ñk := 1.

Ostatecznie dla każdego 1 ¬ k ¬ k̃ i każdego max{ñ1, ..., ñk̃} < n ∈ N dostajemy

|f ∗k (xn)| ¬ |f ∗k (xn)− f ∗k (x)|.

Łącząc powyższe nierówności otrzymujemy

|f ∗k (xn)| ¬ |f ∗k (xn)− f ∗k (x)|+ ε = |f ∗k (xn − x)|+ ε (5.3)

dla każdego k ∈ N i każdego max{ñ1, ..., ñk̃} < n ∈ N. Dlatego z z nierówności (5.2),

(5.3) i z określenia funkcji u(·) wynika, że

|ui(xn)| ¬ |ui(xn − x)|+ ε (5.4)

dla każdego i ∈ N oraz każdego max{ñ0, ñ1, ..., ñk̃} < n ∈ N.
Weźmy teraz liczbę naturalną n > max{ñ0, ñ1, ..., ñk̃}. Przyjmując we wniosku 2.2

{sj}j = {βpj }j, {tj}j = {|uτ(j,u(xn−x))(xn−x)|p}j, {g(j)}j = {τ(j, u(xn))}j i korzystając

z nierówności (5.4) otrzymujemy

‖xn‖α,β,p,F = |||u(xn)|||β,p = ‖Dβ,p(u(xn))‖p =

=

 ∞∑
j=1

βpj |uτ(j,u(xn))(xn)|p
 1p ¬

¬

 ∞∑
j=1

βpj
(
|uτ(j,u(xn))(xn − x)|+ ε

)p 1p ¬

¬

 ∞∑
j=1

βpj
∣∣∣uτ(j,u(xn))(xn − x)

∣∣∣p
 1p + ε

 ∞∑
j=1

βpj

 1p ¬

¬

 ∞∑
j=1

βpj
∣∣∣uτ(j,u(xn−x))(xn − x)

∣∣∣p
 1p + ε

 ∞∑
j=1

βpj

 1p =

= ‖Dβ,p(u(xn − x))‖p + ε

 ∞∑
j=1

βpj

 1p =

= |||u(xn − x)|||β,p + ε

 ∞∑
j=1

βpj

 1p =
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= ‖xn − x‖α,β,p,F + ε

 ∞∑
j=1

βpj

 1p .
Przechodząc z n do +∞ dostajemy

lim sup
n
‖xn‖α,β,p,F ¬ lim sup

n
‖xn − x‖α,β,p,F + ε

 ∞∑
j=1

βpj

 1p .
Ponieważ 0 < ε < 1 było wybrane dowolnie, to ostatecznie mamy żądaną nierówność

lim sup
n
‖xn‖α,β,p,F ¬ lim sup

n
‖xn − x‖α,β,p,F.

Oznacza to, że przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖α,β,p,F) ma też słabą własność Opiala.

Zajmiemy się teraz lokalną jednostajną wypukłością normy ‖ · ‖α,β,p,F. Zakładając

dodatkowo, że przestrzeń (X, ‖ · ‖X) ma własność Kadeca-Klee’ego oraz że dla ciągu

β = {βj}j istnieją stała L > 1 i ściśle rosnący ciąg liczb naturalnych {jn}n, takie że∑∞
j=jn+1 β

p
j ¬ Lβpjn+1 dla każdego n ∈ N i stosując twierdzenie 3.2 oraz metodę M. A.

Smitha otrzymujemy następujące twierdzenie.

Twierdzenie 5.3. Jeśli nieskończenie wymiarowa, ośrodkowa i refleksywna przestrzeń

Banacha (X, ‖·‖X) ma własność Kadeca-Klee’ego, to przestrzeń Banacha (X, ‖·‖α,β,p,F)

jest LUR.

Dowód. Załóżmy, że ciąg {xn}n ⊂ X i punkt x ∈ X spełniają następujące warun-

ki: ‖x‖α,β,p,F = 1, limn ‖xn‖α,β,p,F = 1 i limn ‖x + xn‖α,β,p,F = 2. Stąd wynika, że

|||u(x)|||β,p = 1, limn |||u(xn)|||β,p=1 oraz limn |||u(x+ xn)|||β,p = 2. Stosując lemat 5.1

dostajemy

2 = |||u(x)|||β,p + lim
n
|||u(xn)|||β,p  lim sup

n
|||u(x) + u(xn)|||β,p 

 lim inf
n
|||u(x) + u(xn)|||β,p  lim

n
||||u(x+ xn)|||β,p = 2,

a to oznacza, że limn |||u(x) + u(xn)|||β,p = 2. Następnie z lokalnej jednostajnej wypu-

kłości przestrzeni (c0, ||| · |||β,p) (twierdzenie 3.2) wynika zbieżność ciągu {u(xn)}n do

funkcji u(x) w normie ||| · |||β,p. Ponieważ mamy

β1‖u(x)− u(xn)‖c0 ¬ |||u(x)− u(xn)|||β,p
n−→ 0

i

‖u(x)− u(xn)‖c0 =

= max{α|‖x‖X − ‖xn‖X |, |f ∗1 (x)− f ∗1 (xn)|, |f ∗2 (x)− f ∗2 (xn)|, ...},

to dostajemy, że limn ‖xn‖X = ‖x‖X i limn f
∗
k (xn) = f ∗k (x) dla k = 1, 2, .... Dalej,

z założenia ciąg funkcjonałów F = {f ∗k}k ⊂ X∗ rozdziela punkty w przestrzeni Banacha
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(X,‖·‖X) i dlatego z refleksywności przestrzeni (X,‖·‖X) i zbieżności limn f
∗
k (xn)=f ∗k (x)

dla każdego k = 1, 2, ... wynika słaba zbieżność ciągu {xn}n do x. Następnie z własności

Kadeca-Klee’ego przestrzeni (X, ‖ · ‖X), słabej zbieżności ciągu {xn}n do x i równości

lim
n
‖xn‖X = ‖x‖X otrzymujemy, że limn xn = x w (X, ‖ · ‖X). Z nierówności (5.1)

dostajemy, że normy ‖·‖X i ‖·‖α,β,p,F są równoważne, co kończy dowód twierdzenia.
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Rozdział 6

Zbiory diametralnie zupełne
6 Zbiory diametralnie zupełne

W tym rozdziale przypomnimy definicję kluczowego dla nas zbioru diametralnie

zupełnego ([71]). Definicja ta jest ściśle związana z pojęciem średnicy zbioru. Poda-

my również podstawowy związek między zbiorem diametralnie zupełnym a zbiorem

diametralnym.

Definicja 6.1. Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest nieskończenie wymiarową przestrzenią Ba-

nacha. Mówimy, że ograniczony zbiór ∅ 6= C ⊂ X, który nie jest zbiorem jednopunk-

towym, jest diametralnie zupełny w X, jeśli

diam‖·‖(C ∪ {x}) = sup{‖y − y′‖ : y, y′ ∈ C ∪ {x}} >

> diam‖·‖(C) = sup{‖y − y′‖ : y, y′ ∈ C}

dla każdego x ∈ X \ C, tzn. dołączenie punktu spoza zbioru C zwiększa średnicę

rozszerzonego zbioru.

W przypadku skończenie wymiarowych przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖) diametralnie

zupełny zbiór C ⊂ X ma niepuste wnętrze. W przypadku przestrzeni o nieskończonym

wymiarze nie musi tak być. Istnieją zbiory diametralnie zupełne o pustym wnętrzu.

Prosty przykład takiego zbioru w przestrzeni c0 podali J. P. Moreno, P. L. Papini

i R. R. Phelps.

Przykład 6.2. ([74]) Weźmy zbiór C ⊂ c0 określony w następujący sposób

C = {x = {xi}i∈N ∈ c0 : 0 ¬ xi ¬ 1}.

Pokażemy, że zbiór C ma puste wnętrze w (c0, ‖ · ‖c0). Weźmy dowolne x = {xi}i ∈ C
i przyjmijmy yn = {yin}i = x− (xn + 1

n
)en dla każdego n ∈ N, gdzie en są wektorami ze

standardowej bazy przestrzeni c0. Wtedy ‖yn−x‖c0 = |xn+ 1
n
| → 0, ale z drugiej strony

mamy, że ynn = − 1
n
, czyli yn /∈ C, a to oznacza, że x nie jest punktem wewnętrznym

zbioru C.
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Zauważmy teraz, że zbiór C jest zbiorem diametralnie zupełnym. Istotnie, jeśli

y = {yi}i /∈ C, to istnieje i0 ∈ N, takie że yi0 ∈ (−∞, 0) ∪ (1,+∞) i biorąc następnie

x0={xi0}, gdzie xi0 = 0 dla i 6= i0 i xi00 = 1 lub xi00 = 0 (odpowiednio), otrzymujemy

diam‖·‖c0 (C ∪ {y}) > 1 = diam‖·‖c0C.

Podamy teraz podstawowy związek między diametralnością zbioru i własnością dia-

metralnej zupełności zbioru.

Twierdzenie 6.3. ([74]) Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest nieskończenie wymiarową prze-

strzenią Banacha i zbiór C ⊂ X jest diametralnie zupełny. Jeśli zbiór C ma puste

wnętrze, to jest diametralny.

Zauważmy tutaj, że E. Maluta i P. L. Papini podali następujący przykład zbioru

diametralnego o pustym wnętrzu, który nie jest diametralnie zupełny, czyli implikacja

odwrotna nie jest prawdziwa ([66]).

Przykład 6.4. Niech X = E√2, E√2 = (`2, | · |√2), gdzie |x|√2 = max{‖x‖2,
√

2‖x‖∞}
dla x ∈ `2. Weźmy zbiór C = conv{ei}, gdzie {ei}i jest standardową bazą przestrzeni

`2. Wtedy zbiór C jest diametralny w E√2 i diam|·|√2C =
√

2, ale zbiór C nie jest

diametralnie zupełny, bo dla y = ( 1√
2
, 1√

2
, 0, . . .) /∈ C mamy diam|·|√2(C ∪ {y}) =

√
2.

Oczywiście intC = ∅.

Mamy więc warunek konieczny na istnienie w nieskończenie wymiarowej przestrze-

ni Banacha zbioru diametralnie zupełnego z pustym wnętrzem, który jak pokażemy

później nie jest warunkiem dostatecznym.

Potrzebny nam będzie następujący warunek dostateczny na istnienie w przestrzeni

refleksywnej zbioru diametralnie zupełnego z pustym wnętrzem, który podali E. Maluta

i P. L. Papini w pracy [66].

Twierdzenie 6.5. Każda nieskończenie wymiarowa i refleksywna przestrzeń Banacha

(X, ‖ · ‖), która ma słabą własność Opiala i nie ma struktury normalnej, zawiera zbiór

diametralnie zupełny z pustym wnętrzem.

Jeżeli przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖) spełnia założenia twierdzenia 6.5, to nie może

być przestrzenią jednostajnie wypukłą ani przestrzenią jednostajnie wypukłą w każdym

kierunku ani też przestrzenią z własnością Opiala, bo te przestrzenie mają strukturę

normalną. Okazuje się jednak, że taka przestrzeń może być przestrzenią lokalnie jed-

nostajnie wypukłą ([66]).
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Istnienie zbioru diametralnie zupełnego
z pustym wnętrzem w refleksywnej
i ośrodkowej przestrzeni Banacha
7 Istnienie zbioru diametralnie zupełnego z pustym

wnętrzem w refleksywnej i ośrodkowej przestrze-

ni Banacha

W tym rozdziale udowodnimy, że po odpowiednim przenormowaniu w każdej nie-

skończenie wymiarowej, ośrodkowej i refleksywnej przestrzeni Banacha istnieje zbór

diametralnie zupełny z pustym wnętrzem. Pokażemy bowiem, że istnieje równoważna

norma, która spełnia założenia twierdzenia E. Maluty i P. L. Papiniego (twierdzenie

6.5).

Jeśli przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖X) jest przestrzenią nieskończenie wymiarową

i ośrodkową, to z twierdzenia 4.3 wynika, że przestrzeń ta ma równoważną normę

‖ · ‖X,1, taką że przestrzeń (X, ‖ · ‖X,1) ma jednocześnie własność Kadeca-Klee’ego

i własność Opiala. Bez straty ogólności możemy więc założyć, że norma ‖ · ‖X ma

obie te własności. Następnie na mocy twierdzenia 1.50 istnieje taka domknięta pod-

przestrzeń Y przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖X), że przestrzeń ilorazowa X/Y z normą

‖·‖X/Y ma bazę Schaudera. Możemy również założyć, że dimY  1 (twierdzenie 1.51).

Niech ι : X → X/Y będzie standardowym odwzorowaniem X na X/Y , {ẑm}m znor-

malizowaną bazą Schaudera przestrzeni (X/Y, ‖ · ‖X/Y ) i niech {ẑ∗m} będzie ciągiem

biortogonalnych funkcjonałów związanych z tą bazą. Wtedy istnieje stała K̃ > 1, taka

że ‖ẑ∗m‖(X/Y )∗ ¬ K̃ dla każdego m ∈ N. Dalej, weźmy znormalizowany ciąg funkcjo-

nałów {f̃ ∗r }r w (X∗, ‖ · ‖X∗), które rozdzielają punkty w (X, ‖ · ‖X). Ustalmy również

0 < α ¬ 1
2 . Dla każdego x ∈ X definiujemy ciąg {F̂(x)} w następujący sposób

F̂(x) = {f̂ ∗k (x)}k = {α
2
f̃ ∗1 (x), ẑ∗1(ι(x)),

α

22
f̃ ∗2 (x), ẑ∗2(ι(x)), ...} ∈ c0.

Oczywiście ciąg F̂ = {f̂ ∗k}k jest ograniczony w X∗, ponieważ ‖f ∗k‖X∗ ¬ K̃ dla każdego

k ∈ N. Używając tego ciągu konstruujemy (jak w rozdziale 5) normę ‖ · ‖α,β,p,F̂, gdzie

1 < p <∞, 0 < α < 1 i β = {βj}j jest ściśle malejącym ciągiem o wyrazach dodatnich,

takim że szereg
∑∞
j=1 β

p
j jest zbieżny. Norma ta jest równoważna normie ‖ · ‖X .
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Modyfikując metodę M. A. Smitha i B. Turetta podaną w [90] możemy udowodnić

następujące twierdzenie.

Twierdzenie 7.1. Załóżmy, że

1. (X, ‖ · ‖X) jest nieskończenie wymiarową, ośrodkową i refleksywną przestrzenią

Banacha,

2. Y jest domkniętą podprzestrzenią przestrzeni (X, ‖ · ‖X) z dimY  1 i przestrzeń

ilorazowa X/Y z normą kanoniczną ‖ · ‖X/Y ma bazę Schaudera,

3. ι : X → X/Y jest standardowym odwzorowaniem,

4. {ẑm}m jest znormalizowaną bazą Schaudera przestrzeni ilorazowej (X/Y, ‖·‖X/Y )

i {ẑ∗m} jest ciągiem biortogonalnych funkcjonałów związanych z tą bazą,

5. {f̃ ∗r }r jest znormalizowanym ciągiem funkcjonałów w (X∗, ‖ · ‖X∗), które rozdzie-

lają punkty w (X, ‖ · ‖X),

6. 0 < α ¬ 1
2 ,

7. 1 < p <∞,

8. β = {βj}j jest ściśle malejącym ciągiem o wyrazach dodatnich, takim że szereg∑∞
j=1 β

p
j jest szeregiem zbieżnym,

9. F̂(x) = {f̂ ∗k (x)}k = {α2 f̃
∗
1 (x), ẑ∗1(ι(x)), α22 f̃

∗
2 (x), ẑ∗2(ι(x)), ...} ∈ c0.

Wtedy przestrzeń (X, ‖ · ‖α,β,p,F̂) nie ma struktury normalnej.

Dowód. Z refleksywności przestrzeni (X, ‖ · ‖X) wynika, że istnieje ciąg {zm}m ⊂ X,

taki że zm ∈ ẑm i ‖zm‖X = 1 dla każdego m ∈ N. Wtedy dla m2 > m1 mamy

F̂(zm2 − zm1) = {f̂ ∗k (zm2 − zm1)}k =

= {α
2
f̃ ∗1 (zm2 − zm1), ẑ∗1(ι(zm2 − zm1)),

α

22
f̃ ∗2 (zm2 − zm1), ẑ∗2(ι(zm2 − zm1)), ...} =

=
{
α

2
f̃ ∗1 (zm2 − zm1), 0,

α

22
f̃ ∗2 (zm2 − zm1), 0, ...,

α

2m1−1
f̃ ∗m1−1(zm2 − zm1), 0,

α

2m1
f̃ ∗m1(zm2 − zm1),−1,

α

2m1+1
f̃ ∗m1+1(zm2 − zm1), 0, ...,

α

2m2−1
f̃ ∗m2−1(zm2 − zm1), 0,

α

2m2
f̃ ∗m2(zm2 − zm1), 1,

α

2m2+1
f̃ ∗m2+1(zm2 − zm1), 0, ...

}
i

α

2r
|f̃ ∗r (zm2 − zm1)| ¬

α

2r
2 ¬ 1

2
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dla każdego r ∈ N. Dalej mamy również

α‖zm2 − zm1‖X ¬ 2α ¬ 1.

To daje nam 2m1+2m2∑
j=1

βpj

 1p ¬ ‖zm2 − zm1‖α,β,p,F̂ ¬
 ∞∑
j=1

βpj

 1p ,
a to oznacza, że diam‖·‖

α,β,p,F̂
{zm}m =

(∑∞
j=1 β

p
j

) 1
p .

Obliczymy teraz limm dist‖·‖
α,β,p,F̂

(zm+1, conv{z1, ..., zm}). Załóżmy, że a1+. . .+ am = 1,

gdzie 0 ¬ ak ¬ 1 dla k = 1, . . . ,m. Wtedy mamy

F̂(zm+1 −
m∑
k=1

akzk) = {f̂ ∗k (zm+1 −
m∑
k=1

akzk)}k =

=
{
α

2
f̃ ∗1 (zm+1 −

m∑
k=1

akzk),−a1,
α

22
f̃ ∗2 (zm+1 −

m∑
k=1

akzk),−a2, ...,

α

2m
f̃ ∗m(zm+1 −

m∑
k=1

akzk),−am,
α

2m+1
f̃ ∗m+1(zm+1 −

m∑
k=1

akzk), 1,

α

2m+2
f̃ ∗m+2(zm+1 −

m∑
k=1

akzk), 0, ...
}

i
α

2r
|f̃ ∗r (zm+1 −

m∑
k=1

akzk)| ¬
α

2r
2 ¬ 1

2

dla każdego r ∈ N. Dalej zauważmy, że

α‖zm+1 −
m∑
k=1

akzk‖X ¬ 2α ¬ 1.

Stąd otrzymujemy

2m+2∑
j=1

βpj

 1p ¬ ‖zm+1 −
m∑
k=1

akzk‖α,β,p,F̂ ¬ diam‖·‖
α,β,p,F̂

{zm}m =

 ∞∑
j=1

βpj

 1p ,
a to oznacza, że limm dist‖·‖

α,β,p,F̂
(zm+1, conv{z1, ..., zm}) =

(∑∞
j=1 β

p
j

) 1
p i dlatego ciąg

{zm}m⊂X jest diametralny w (X, ‖ · ‖α,β,p,F̂). Z twierdzenia 1.38 dostajemy, że prze-

strzeń (X, ‖ · ‖α,β,p,F̂) nie ma struktury normalnej.

Możemy teraz udowodnić twierdzenie, które jest podstawowym narzędziem w do-

wodzie głównego twierdzenia tej pracy, tzn. twierdzenia 8.3.

Twierdzenie 7.2. Każda nieskończenie wymiarowa, ośrodkowa i refleksywna prze-

strzeń Banacha (X, ‖ · ‖X) ma równoważną normę ‖ · ‖0, taką że przestrzeń (X, ‖ · ‖0)

jest LUR i zawiera zbiór diametralnie zupełny z pustym wnętrzem.
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Dowód. Jak już wspomnieliśmy na początku rozdziału, możemy założyć, że przestrzeń

Banacha (X, ‖ · ‖X) ma własność Kadeca-Klee’ego i własność Opiala. Przyjmijmy więc

‖ · ‖0 = ‖ · ‖α,β,p,F̂, gdzie norma ‖ · ‖α,β,p,F̂ została określona wcześniej w tym rozdziale,

przy czym 0 < α ¬ 1
2 , 1 < p <∞ i β = {βj}j jest ściśle malejącym ciągiem o wyrazach

dodatnich, takim że szereg
∑∞
j=1 β

p
j jest zbieżny. Dodatkowo zakładamy, że istnieją stała

L > 1 i ściśle rosnący ciąg liczb naturalnych {jn}n, takie że
∑∞
j=jn+1 β

p
j ¬ Lβpjn+1 dla

każdego n ∈ N. Wtedy na mocy twierdzenia 5.2 przestrzeń (X, ‖·‖0) ma słabą własność

Opiala, a ponieważ 0 < α ¬ 1
2 , to z twierdzenia 7.1 dostajemy, że przestrzeń ta nie

ma struktury normalnej. Możemy więc do przestrzeni (X, ‖·‖0) zastosować twierdzenie

6.5, z którego wynika, że w przestrzeni tej istnieje zbiór diametralnie zupełny z pustym

wnętrzem. Dalej z twierdzenia 5.3 otrzymujemy, że przestrzeń (X, ‖ · ‖0) jest LUR.
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8 Istnienie zbioru diametralnie zupełnego z pustym

wnętrzem w refleksywnej przestrzeni Banacha –

redukcja problemu do przestrzeni ośrodkowej

W tym rozdziale pokażemy, jak można zredukować problem istnienia zbioru dia-

metralnie zupełnego z pustym wnętrzem w dowolnej nieskończenie wymiarowej, reflek-

sywnej przestrzeni Banacha do tego samego problemu w nieskończenie wymiarowej,

ośrodkowej i refleksywnej przestrzeni Banacha.

Zacznijmy od następującego twierdzenia.

Twierdzenie 8.1. Załóżmy, że (X1, ‖ · ‖1), (X2, ‖ · ‖2) są nieskończenie wymiarowymi

przestrzeniami Banacha i w iloczynie kartezjańskim X = X1 ×X2 mamy normę

‖x‖ :=
√
‖x1‖2

1 + ‖x2‖2
2

dla x = (x1, x2) ∈ X. Jeśli przestrzeń (X1, ‖ · ‖1) zawiera zbiór diametralnie zupełny

z pustym wnętrzem wnętrzem, to przestrzeń (X, ‖ · ‖) również zawiera taki zbiór.

Dowód. Niech C1 będzie zbiorem diametralnie zupełnym w (X1, ‖·‖1), takim że wnętrze

zbioru C1 jest puste w przestrzeni (X1, ‖ · ‖1). Połóżmy C = C1 × {0} ⊂ X. Wnętrze

zbioru C jest puste w (X, ‖ · ‖) i diam‖·‖C = diam‖·‖1C1. Aby pokazać, że zbiór C jest

diametralnie zupełny, weźmy dowolne x = (x1, x2) ∈ X \ C i rozważmy dwa możliwe

przypadki.

1) x1 /∈ C1. Ponieważ zbiór C1 jest diametralnie zupełny w (X1, ‖ · ‖1), to dostajemy

diam‖·‖(C ∪ {x})  sup
(x̃1,0)∈C

‖(x̃1, 0)− (x1, x2)‖ = sup
x̃1∈C1

√
‖x̃1 − x1‖2

1 + ‖x2‖2
2 

 sup
x̃1∈C1

‖x̃1 − x1‖1 > diam‖·‖1C1 = diam‖·‖C.

2) x1 ∈ C1. Wtedy z założenia, że x = (x1, x2) /∈ C = C1×{0} mamy x2 6= 0. Ponieważ

zbiór C1 jest diametralnie zupełny z pustym wnętrzem, to C1 jest diametralny i dlatego
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otrzymujemy

diam‖·‖(C ∪ {x})  sup
x̃1∈C1

√
‖x̃1 − x1‖2

1 + ‖x2‖2
2 >

> sup
x̃1∈C1

‖x̃1 − x1‖1 = diam‖·‖1C1 = diam‖·‖C.

Uwaga 8.2. Twierdzenie 8.1 jest prawdziwe również w przypadku, gdy przestrzeń

(X2, ‖ · ‖2) jest skończenie wymiarową przestrzenią Banacha.

Możemy teraz rozszerzyć twierdzenie 7.2 do wszystkich nieskończenie wymiarowych

i refleksywnych przestrzeni Banacha.

Twierdzenie 8.3. Każda nieskończenie wymiarowa i refleksywna przestrzeń Banacha

(X, ‖ · ‖) ma równoważną normę ‖ · ‖0, taką że przestrzeń (X, ‖ · ‖0) jest LUR i zawiera

zbiór diametralnie zupełny z pustym wnętrzem.

Dowód. Z twierdzenia 7.2 wynika, że nasze twierdzenie jest prawdziwe w przypadku

przestrzeni ośrodkowych. Załóżmy więc, że (X, ‖·‖) jest nieskończenie wymiarową, nie-

ośrodkową i refleksywną przestrzenią Banacha. Wtedy na mocy wniosku 1.54 istnieje

nieskończenie wymiarowa, liniowa, domknięta i ośrodkowa podprzestrzeń X1 przestrze-

ni X oraz liniowa projekcja P przestrzeni X na X1 z normą operatorową ‖P‖XX1 = 1.

PrzestrzeńX możemy więc traktować jako sumę prostąX1⊕X2, gdzieX2 = (I−P )(X),

a I : X → X jest operatorem identycznościowym.

Z twierdzenia 7.2 wynika, że (X1, ‖ · ‖), jako nieskończenie wymiarowa, ośrodkowa

i refleksywna przestrzeń Banacha, ma równoważną lokalnie jednostajnie wypukłą normę

‖ · ‖1, taką że przestrzeń (X1, ‖ · ‖1) zawiera zbiór C1, który jest diametralnie zupełny

i ma puste wnętrze. Dalej, z twierdzenia 1.22 refleksywna przestrzeń Banacha (X2, ‖·‖)
ma równoważną lokalnie jednostajnie wypukłą normę ‖ · ‖2. Możemy teraz wprowadzić

w X normę ‖ · ‖0 równoważną normie ‖ · ‖ przyjmując

‖x‖0 :=
√
‖x1‖2

1 + ‖x2‖2
2

dla x = x1 ⊕ x2 ∈ X, gdzie x1 = Px ∈ X1 i x2 = (I − P )x ∈ X2. Z twierdzenia 1.21

dostajemy, że (X, ‖ · ‖0) jest LUR, a z twierdzenia 8.1 mamy, że C = C1 × {0} ⊂ X

jest zbiorem diametralnie zupełnym o pustym wnętrzu.

Jako wniosek z twierdzeń 8.1, 8.3 i uwagi 8.2 otrzymujemy następujące uogólnienie

twierdzenia 8.3.

Twierdzenie 8.4. Załóżmy, że (X1, ‖ · ‖1), (X2, ‖ · ‖2) są przestrzeniami Banacha

i w iloczynie kartezjańskim X = X1 ×X2 mamy normę

‖x‖ =
√
‖x1‖2

1 + ‖x2‖2
2
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dla x = (x1, x2) ∈ X. Jeśli przestrzeń (X1, ‖·‖1) jest nieskończenie wymiarowa i reflek-

sywna, to przestrzeń (X, ‖·‖) ma równoważną normę ‖·‖0, taką że przestrzeń (X, ‖·‖0)

zawiera zbiór diametralnie zupełny z pustym wnętrzem.

Zauważmy, że warunek na istnienie zbioru diametralnie zupełnego z pustym wnę-

trzem podany w twierdzeniu 6.5 jest jedynie warunkiem dostatecznym. Podamy bo-

wiem przykład, który pokazuje, że warunek L. Maluty i P. L. Papiniego ([66]) nie jest

warunkiem koniecznym.

Przykład 8.5. ([64]) E. Maluta pokazała, że przestrzeń (`2, ‖·‖L) (przy naszych ozna-

czeniach ‖x‖L=‖Dβ,2(u(x))‖2 = ‖x‖ 1
2 ,β,2,F

, gdzie {βj}j ={ 1
2j }j, F = {f ∗j }j jest ciągiem

biortogonalnych funkcjonałów liniowych związanych ze standardową bazą {ej}j w l2,

u(x)=(1
2‖x‖2, x

1, x2, x2, . . . , xj, . . . , xj, . . .), przy czym element xj występuje dokładnie

j razy) jest LUR i zawiera zbiór diametralnie zupełny z pustym wnętrzem. Rozważmy

przestrzeń Banacha (Lp[0, 1], ‖ · ‖p), gdzie 1 < p <∞, p 6= 2 i połóżmy

X := `2 × Lp([0, 1])

i

‖ · ‖X :=
√
‖ · ‖2

L + ‖ · ‖2
p.

Oczywiście (X, ‖ · ‖X) jest przestrzenią refleksywną. Na mocy twierdzenia 1.21 prze-

strzeń Banacha (X, ‖·‖X) jest LUR. Z uwagi 1.26 wynika, że przestrzeń ta nie ma słabej

własności Opiala, ale z twierdzenia 8.1 dostajemy, że przestrzeń (X, ‖·‖X) zawiera zbiór

diametralnie zupełny z pustym wnętrzem.

Przykład 8.6. Nie wiemy, czy każda refleksywna przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖X) mo-

że być równoważnie przenormowana do przestrzeni mającej słabą własność Opiala.

Przestrzeni `∞(Γ), gdzie Γ jest zbiorem nieprzeliczalnym, nie można przenormować do

przestrzeni ze słabą własnością Opiala, ani do przestrzeni LUR czy nawet przestrzeni

ściśle wypukłej ([24]). Dlatego dla nieprzeliczalnego zbioru Γ, przestrzeń

X := `2 × `∞(Γ)

z normą

‖(x1, x2)‖ :=
√
‖x1‖2

L + ‖x2‖2
∞,

nie ma równoważnej normy ze słabą własnością Opiala ani równoważnej normy ściśle

wypukłej, ale z twierdzenia 8.4 wynika, że zawiera ona zbiór diametralnie zupełny

z pustym wnętrzem.
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Przykład 8.7. Jeśli (X, ‖ · ‖X) jest refleksywną przestrzenią Banacha, to istnieje rów-

noważna norma ‖·‖X,0 w X, taka że przestrzeń (X, ‖·‖X,0) jest LUR i zawiera zbiór dia-

metralnie zupełny z pustym wnętrzem, który leży w podprzestrzeni X1 z codimX1 = 1.

Istotnie, rozważmy dowolną podprzestrzeń X1 przestrzeni X z codimX1 = 1. Wtedy

X można traktować jako sumę prostą X1 i R, tzn. X = X1⊕R. Z twierdzenia 8.3 wy-

nika, że w X1 istnieje norma ‖ · ‖0, która jest równoważna normie ‖ · ‖X zawężonej do

X1 i przestrzeń (X1, ‖ · ‖0) zawiera diametralnie zupełny zbiór C z pustym wnętrzem.

Wystarczy więc wziąć normę ‖ · ‖X,0 w X zdefiniowaną następująco

‖x‖X,0 :=
√
‖x1‖2

0 + |t|2

dla x = x1 ⊕ t ∈ X1 ⊕ R i zastosować twierdzenie 8.1 i uwagę 8.2.
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9 Szeregi i bazy bezwarunkowo zbieżne

Przejdziemy teraz do podania definicji i własności bezwarunkowo zbieżnych szere-

gów i bezwarunkowo zbieżnych baz. Wiadomości te wykorzystamy w rozdziałach 10

i 11. Zaczniemy od następujących oznaczeń.

Niech I będzie zbiorem co najmniej przeliczalnym. Przez A1(I) będziemy oznaczać

rodzinę zbiorów złożoną z wszystkich niepustych i skończonych podzbiorów zbioru I,

przez A2(I) – rodzinę złożoną z wszystkich przeliczalnych podzbiorów zbioru I i przez

A(I) – zbiór A1(I) ∪ A2(I). Każda z tych rodzin uporządkowana jest przy pomocy

inkluzji ([88]).

Definicja 9.1. ([41], [61]) Niech {xi}i będzie ciągiem w przestrzeni Banacha (X, ‖·‖).
Mówimy, że szereg

∑∞
i=1 xi jest bezwarunkowo zbieżny, jeśli dla każdej permutacji π

zbioru liczb naturalnych N szereg
∑∞
i=1 xπ(i) jest zbieżny w (X, ‖ · ‖).

Definicja 9.2. ([41]) Niech {xi}i będzie ciągiem w przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖)
i x ∈ X. Jeżeli szereg

∑∞
i=1 xi spełnia warunek

∧
ε>0

∨
A∈A1(N)

∧
A⊂A1∈A1(N)

‖x−
∑
i∈A1

xi‖ < ε,

to mówimy, że szereg
∑∞
i=1 xi jest zbieżny do x ze względu na rodzinę A1(N) i piszemy

x = limA∈A1(N)
∑
i∈A xi.

Jeśli A ∈ A1(N), to przez PAx oznaczamy sumę
∑
i∈A xi.

Twierdzenie 9.3. ([41]) Niech {xi}i będzie ciągiem w przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖).

Wtedy następujące warunki są równoważne

(a) szereg
∑∞
i=1 xi jest bezwarunkowo zbieżny,

(b) istnieje granica limA∈A1(N)
∑
i∈A xi,

(c) dla każdego ε > 0 istnieje ĩ > 0, takie że

∧
A∈A1(N)

(
minA > ĩ⇒ ‖

∑
i∈A

xi‖ < ε

)
,
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(d) szereg
∑∞
j=1 xij jest zbieżny dla każdego rosnącego ciągu 0 < i1 < i2 < ... ,

(e) szereg
∑∞
i=1 εixi jest zbieżny dla każdego wyboru εi = ±1, i = 1, 2, . . . ,

(f) szereg
∑∞
i=1 λixi jest zbieżny dla każdego ograniczonego ciągu skalarów {λi}i,

(g) szereg
∑∞
i=1 |x∗(xi)| jest jednostajnie zbieżny ze względu na kulę jednostkową w X∗,

tzn.

lim
j→∞

sup


∞∑
i=j

|x∗(xi)| : x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖X∗ ¬ 1

 = 0.

Wniosek 9.4. ([41]) Niech {xi}i będzie ciągiem w przestrzeni Banach (X, ‖ · ‖). Jeśli

szereg
∑∞
i=1 xi jest bezwarunkowo zbieżny, to

∑∞
i=1 xπ(i) =

∑∞
i=1 xi dla każdej permutacji

π zbioru liczb naturalnych.

Jeżeli szereg
∑∞
i=1 xi jest bezwarunkowo zbieżny, to rozszerzamy definicję PA do

wszystkich zbiorów ∅ 6= A ⊂ N przyjmując PA(
∑∞
i=1 xi) :=

∑
i∈A xi (patrz twierdzenie

9.3 (f)).

Twierdzenie 9.5. ([41]) Niech {xi}i będzie ciągiem w przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖).

Jeśli szereg
∑∞
i=1 xi jest bezwarunkowo zbieżny, to spełnione są następujące nierówności

0 ¬ sup
{
‖
∑
i∈A

xi‖ : A ∈ A1(N)
}

= sup
{
‖
∑
i∈A

xi‖ : ∅ 6= A ⊂ N
}
¬

¬ sup
{
‖
∑
i∈A

εixi‖ : A ∈ A1(N) i εi = ±1 dla i = 1, 2, . . .
}
¬

¬ sup
{
‖
∑
i∈A

λixi‖ : A ∈ A1(N) i |λi| ¬ 1 dla i = 1, 2, . . .
}
<∞.

Możemy teraz wprowadzić pojęcie bezwarunkowej bazy Schaudera.

Definicja 9.6. ([41]) Załóżmy, (X, ‖ · ‖) jest przestrzenią Banacha. Mówimy, że baza

Schaudera {ei}i przestrzeni (X, ‖ · ‖) jest bezwarunkowa, jeśli przedstawienie x ∈ X

w tej bazie, tzn. x =
∑∞
i=1 a

iei, jest szeregiem bezwarunkowo zbieżnym dla każdego

x ∈ X.

Definicja 9.7. ([41]) Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest przestrzenią Banacha. Mówimy, że

ciąg {ei}i ⊂ X jest bezwarunkowym ciągiem bazowym w (X, ‖ · ‖), jeśli jest on bezwa-

runkową bazą Schaudera w podprzestrzeni span {ei}i.

Twierdzenie 9.8. ([41]) Załóżmy, że {ei}i jest bezwarunkową bazą Schaudera w prze-

strzeni Banacha (X, ‖ · ‖). Wtedy mamy

x = lim
A∈A1(N)

PAx = lim
A∈A1(N)

∑
i∈A

aiei
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i

sup
A∈A1(N)

‖PA‖XXA = sup
{
‖
∑
i∈A

aiei‖ : A ∈ A1(N), x =
∞∑
i=1

aiei ∈ X, ‖x‖ ¬ 1
}
<∞

dla norm operatorowych ‖PA‖XXA operatorów PA : X → XA = span {ei}i∈A. Ponadto

sup
{
‖
∑
i∈A

aiei‖ : A ∈ A(N), x =
∞∑
i=1

aiei ∈ X, ‖x‖ ¬ 1
}
<∞.

Uwaga 9.9. ([87], [88]) Przestrzenie Lp([0, 1],R) dla 1 < p < ∞, `p dla 1¬ p<∞, c

i c0 (ze standardowymi normami) mają bezwarunkową bazę Schaudera.

Twierdzenie 9.10. ([53], [61]) Przestrzeń C([0, 1],R) ze standardową normą ‖ · ‖C
nie jest izomorficzna z żadną podprzestrzenią przestrzeni Banacha z bezwarunkową bazą

Schaudera.
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10 Zbiory o stałej szerokości

W tym rozdziale przypomnimy kilka znanych faktów dotyczących zbiorów o stałej

szerokości. Zaczniemy od definicji tego typu zbiorów.

Definicja 10.1. Załóżmy, że (X, ‖ · ‖X) jest przestrzenią Banacha, zbiór C ⊂ X jest

ograniczony, domknięty, wypukły i nie jest zbiorem jednopunktowym. Mówimy, że zbiór

C ⊂ X jest zbiorem o stałej szerokości λ > 0 (lub krótko o stałej szerokości), jeśli dla

każdego funkcjonału f ∈ X∗, takiego że ‖f‖X∗ = 1 spełniony jest warunek

sup f(C)− inf f(C) = sup f(C − C) = λ.

Oczywiście, gdy C jest zbiorem o stałej szerokości λ, to λ = diam‖·‖XC.

Zauważmy tutaj, że w przestrzeni Minkowskiego (tzn. unormowanej przestrzeni

liniowej o wymiarze skończonym) zbiór o stałej szerokości ma niepuste wnętrze.

Wprost z definicji zbioru o stałej szerokości wynika, że span C = X, gdy C jest

takim zbiorem w (X, ‖ · ‖), a zdanie to nie jest prawdziwe w przypadku zbiorów dia-

metralnie zupełnych (patrz przykład 8.7). Dodatkowo mamy następujące twierdzenie.

Twierdzenie 10.2. ([79]) Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest przestrzenią Banacha, C ⊂ X

jest ograniczonym, domkniętym i wypukłym zbiorem o dodatniej średnicy λ = diam‖·‖C.

Wtedy następujące zdania są równoważne

(a) zbiór C jest zbiorem o stałej szerokości λ,

(b) zbiór C − C zawiera wnętrze kuli λB(0, 1),

(c) zbiór C − C jest gęsty w kuli λB(0, 1).

Oczywiście każda kula domknięta w przestrzeni Banacha jest zbiorem o stałej sze-

rokości, ale już na płaszczyźnie euklidesowej istnieją zbiory o stałej szerokości różne od

kul. Taką figurą jest np. trójkąt Reulaux ([38], [57]).

W [71] E. Meissner pokazał związki między zbiorami o stałej szerokości a zbiorami

diametralnie zupełnymi.
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Twierdzenie 10.3. Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest przestrzenią Banacha. Jeśli C ⊂ X jest

zbiorem o stałej szerokości, to jest zbiorem diametralnie zupełnym.

Twierdzenie 10.4. W każdej przestrzeni Minkowskiego (R2, ‖·‖) zbiór C jest zbiorem

o stałej szerokości wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiorem diametralnie zupełnym.

Zauważmy jednak, że nie tylko na płaszczyźnie euklidesowej rodzina zbiorów o stałej

szerokości pokrywa się z rodziną zbiorów diametralnie zupełnych. Prawdziwe są bowiem

następujace twierdzenia.

Twierdzenie 10.5. ([17]) W skończenie wymiarowych przestrzeniach euklidesowych

pojęcia zbioru o stałej szerokości i zbioru diametralnie zupełnego są równoważne.

Powyższe twierdzenie jest też prawdziwe w każdej przestrzeni Hilberta.

Twierdzenie 10.6. ([74]) W przestrzeni c0(Γ) z normą supremum zbiór C jest zbio-

rem o stałej szerokości wtedy i tylko wtedy, gdy jest diametralnie zupełny.

Wróćmy teraz do twierdzenia 10.4. Okazuje się, że założenie w tym twierdzeniu, że

przestrzeń ma wymiar 2 jest istotne. Najpierw w [29] H. H. Eggleston udowodnił, że

w przestrzeni liniowej X o wymiarze 3 istnieją norma ‖ · ‖ i zbiór C ⊂ X, takie że C

jest zbiorem diametralnie zupełnym, ale nie jest zbiorem o stałej szerokości w (X, ‖·‖).
Następnie w [74] J. P. Moreno, P. L. Papini i R. R. Phelps rozszerzyli ten wynik na

wszystkie przestrzenie Banacha o wymiarze co najmniej równym 3. W dowodzie tego

twierdzenia kluczową rolę odgrywa następujący lemat.

Lemat 10.7. Niech (X1, ‖ · ‖1) i (X2, ‖ · ‖2) będą nieskończenie wymiarowymi prze-

strzeniami Banacha. W iloczynie X = X1 ×X2 wprowadzamy normę

‖x‖ := max{‖x1‖1, ‖x2‖2},

gdzie x = (x1, x2) ∈ X. Jeśli C1 ⊂ X1 i C2 ⊂ X2 są zbiorami o stałej szeroko-

ści (zbiorami diametralnie zupełnymi) odpowiednio w (X1, ‖ · ‖1) i (X2, ‖ · ‖2) oraz

diam‖·‖1 C1 = diam‖·‖2 C2 = λ > 0, to zbiór C = C1 × C2 jest także zbiorem o stałej

szerokości (zbiorem diametralnie zupełnym) w (X, ‖ · ‖) z diam‖·‖ C = λ.

Dowód. Jeśli C1 i C2 są zbiorami o stałej szerokości, to z twierdzenia 10.2 wynika, że

zbiory C1 − C1 i C2 − C2 zawierają odpowiednio wnętrze kuli λBX1(0, 1) i λBX2(0, 1).

Stąd zbiór

C − C = (C1 − C1)× (C2 − C2)

zawiera wnętrze kuli λBX(0, 1). Wystarczy więc znów zastosować twierdzenie 10.2, by

stwierdzić, że C jest zbiorem o stałej szerokości.
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Jeśli C1 i C2 są zbiorami diametralnie zupełnymi i y = (y1, y2) /∈ C = C1 × C2, to

albo y1 /∈ C1 albo y2 /∈ C2. Gdy y1 /∈ C1, to z tego, że C1 jest zbiorem diametralnie

zupełnym dostajemy

diam‖·‖(C ∪ {y})  sup
(x1,x2)∈C

(
max{‖x1 − y1‖1, ‖x2 − y2‖2}

)


 sup
x1∈C1

‖x1 − y1‖1 > diam‖·‖1C1 = λ = diam‖·‖C.

Podobnie, gdy y2 /∈ C2, to korzystając z diametralnej zupełności zbioru C2 dostajemy

diam‖·‖(C ∪ {y}) > diam‖·‖C.

Dalej w dowodzie twierdzenia J. P. Moreny, P. L. Papiniego i R. R. Phelpsa wyko-

rzystuje się zbiór C̃ ⊂ (R3, ‖ · ‖l1), który określony jest następująco

C̃ := conv{(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 1)}.

Zbiór ten jest zbiorem diametralnie zupełnym, ale nie jest zbiorem o stałej szerokości w

(R3, ‖·‖l1). Następnie, gdy dimX > 3, to X daje się przedstawić w postaci X = R3×Z
i bierzemy normę

‖x‖0 = ‖(y, z)‖0 = max{‖y‖`1 , ‖z‖}.

Wtedy zbiór

C := C̃ ×B‖·‖(0, 1),

gdzie B‖·‖(0, 1) jest domkniętą kulą jednostkową w przestrzeni (Z, ‖ · ‖), jest zbiorem

diametralnie zupełnym, ale nie jest zbiorem o stałej szerokości w (X, ‖ · ‖0).

Prawdziwe jest więc następujące twierdzenie.

Twierdzenie 10.8. ([74]) Jeżeli (X, ‖ · ‖) jest przestrzenią Banacha o wymiarze co

najmniej 3, to istnieje równoważna norma ‖ ·‖0 w X i zbiór C ⊂ X, który jest zbiorem

diametralnie zupełnym, ale nie jest zbiorem o stałej szerokości w (X, ‖ · ‖0).

Zauważmy tutaj, że diametralnie zupełny zbiór C występujący w dowodzie twier-

dzenia 10.8 ma niepuste wnętrze.

Przypomnimy teraz prosty przykład zbioru o stałej szerokości z pustym wnętrzem

([74]).

Przykład 10.9. Weźmy zbiór C ⊂ c0 określony w następujący sposób (dla wygody

zapisu zmienimy pozycję indeksu i w stosunku do jego pozycji w przykładzie 6.2)

C := {x = {xi}i∈N ∈ c0 : 0 ¬ xi ¬ 1}.
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Zbiór C jest domknięty, wypukły i ograniczony w przestrzeni c0 z normą supremum

‖ · ‖c0 . Oczywiste jest, że C − C ⊂ B‖·‖c0 (0, 1). Dalej, jeśli x = {xi}i ∈ B‖·‖c0 (0, 1), to

−1 ¬ xi¬1 dla każdego i∈N i xi → 0. Połóżmy x+
i := max{xi, 0} i x−i := max{−xi, 0}

dla każdego i ∈ N, x+ := {x+
i }i i x− := {x−i }i. Ponieważ x+, x− ∈ C i x = x+ − x−,

to x ∈ C − C. Stąd C − C = B‖·‖c0 (0, 1) i z twierdzenia 10.2 otrzymujemy, że C

jest zbiorem o stałej szerokości. W przykładzie 6.2 pokazaliśmy, że zbiór C ma puste

wnętrze.

Wzorując się na tym przykładzie E. Maluta i D. Yost w [67] udowodnili następujące

twierdzenie.

Twierdzenie 10.10. Każda nieskończenie wymiarowa przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖)
z bezwarunkową bazą Schaudera ma równoważną normę ‖·‖0, taką że przestrzeń (X, || · ||0)

zawiera zbiór o stałej szerokości z pustym wnętrzem.
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tekst

Rozdział 11

Uogólnienie twierdzenia E. Maluty
i D. Yosta
11 Uogólnienie twierdzenia E. Maluty i D. Yosta

W tym rozdziale uogólnimy twierdzenie 10.10. Zaczniemy od następującego twier-

dzenia.

Twierdzenie 11.1. Załóżmy, że (X1, ‖·‖1), (X2, ‖·‖2) są nieskończenie wymiarowymi

przestrzeniami Banacha. W iloczynie X = X1 ×X2 wprowadzamy normę

‖x‖ := max{‖x1‖1, ‖x2‖2},

gdzie x = (x1, x2) ∈ X. Jeśli przestrzeń (X1, ‖ · ‖1) zawiera zbiór o stałej szerokości

z pustym wnętrzem, to przestrzeń (X, ‖ · ‖) również zawiera taki zbiór.

Dowód. Niech C1 ⊂ X1 będzie zbiorem o stałej szerokości w (X1, ‖ · ‖1), takim że

wnętrze zbioru C1 jest puste w (X1, ‖ · ‖1) . Możemy założyć, że diam‖·‖1 C1 = 2.

Połóżmy C = C1 × B‖·‖2(0, 1) ⊂ X, gdzie B‖·‖2(0, 1) jest domkniętą kulą jednostkową

w (X2, ‖·‖2). Z lematu 10.7 dostajemy, że C jest zbiorem o stałej szerokości w (X, ‖·‖).
Oczywiste jest, że wnętrze zbioru C jest puste w (X, ‖ · ‖).

Jako wniosek dostajemy następujące uogólnienie twierdzenia 10.10.

Twierdzenie 11.2. Załóżmy, że (X1, ‖·‖1), (X2, ‖·‖2) są nieskończenie wymiarowymi

przestrzeniami Banacha. W iloczynie X = X1 ×X2 wprowadzamy normę

‖x‖ := max{‖x1‖1, ‖x2‖2},

gdzie x = (x1, x2) ∈ X. Jeśli przestrzeń (X1, ‖ · ‖1) ma bezwarunkową bazę Schaudera,

to przestrzeń (X, ‖ · ‖) ma równoważną normę || · ||0, taką że przestrzeń (X, || · ||0)

zawiera zbiór o stałej szerokości z pustym wnętrzem.

Uwaga 11.3. Zauważmy, że lemat 10.7 i twierdzenia 11.1 i 11.2 są prawdziwe również

wtedy, gdy (X2, ‖ · ‖2) jest przestrzenią skończenie wymiarową.

69



Twierdzenie 11.2 możemy zastosować do przestrzeni C([0, 1],R) z normą maksimum

‖ · ‖C .

Twierdzenie 11.4. Przestrzeń Banacha (C([0, 1],R), ‖ · ‖C) ma równoważną normę

‖ · ‖0, taką że przestrzeń (C([0, 1],R), ‖ · ‖0) zawiera zbiór o stałej szerokości z pustym

wnętrzem.

Dowód. Na podstawie wniosku 1.9 mamy

C([0, 1],R) = c0 ⊕ X̃.

W C([0, 1],R) wprowadzamy równoważną normę określoną wzorem

|||(x, f̃)||| = max{‖x‖c0 , ‖f̃‖C}

dla (x, f̃) ∈ c0⊕ X̃ = C([0, 1],R). Z twierdzenia 11.1 i przykładu 10.9 wnioskujemy, że

C([0, 1],R) ma równoważną normę ‖ · ‖0, taką że przestrzeń (C([0, 1],R), ‖ · ‖0) zawiera

zbiór o stałej szerokości z pustym wnętrzem.

Uwaga 11.5. Warto zauważyć, że w przestrzeni (C([0, 1],R), ‖·‖C) jedynymi zbiorami

o stałej szerokości są kule domknięte ([74]), ale z twierdzenia 11.4 mamy, że w przestrze-

ni C([0, 1],R) z odpowiednią równoważną normą ‖ · ‖0 istnieje zbiór o stałej szerokości

z pustym wnętrzem.
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Rozdział 12

Rozszerzona baza bezwarunkowa
w nieośrodkowej przestrzeni Banacha
12 Rozszerzona baza bezwarunkowa w nieośrodko-

wej przestrzeni Banacha
Z definicji 9.2 i twierdzenia 9.3 (punkty (a) i (b)) mamy naturalne rozszerzenie po-

jęcia szeregów bezwarunkowo zbieżnych do dowolnych szeregów
∑
i∈I xi. Podobnie jak

w definicji 9.2 przez A1(I) oznaczmy rodzinę złożoną z wszystkich niepustych i skoń-

czonych podzbiorów zbioru I.

Definicja 12.1. Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest przestrzenią Banacha, I jest dowolnym

nieskończonym zbiorem, xi ∈ X dla każdego i ∈ I i x ∈ X. Jeżeli szereg
∑
i∈I xi

spełnia warunek ∧
ε>0

∨
A∈A1(I)

∧
A⊂A1∈A1(I)

‖x−
∑
i∈A1

xi‖ < ε,

to mówimy, że szereg
∑
i∈I xi jest bezwarunkowo zbieżny.

Uwaga 12.2. Wprost z bezwarunkowej zbieżności szeregu
∑
i∈I xi wynika, że dla każ-

dego η > 0 zbiór {i ∈ I : ‖xi‖ > η} jest skończony.

Przejdziemy teraz do przypadku nieośrodkowych przestrzeni Banacha. W 1939 roku

E. R. Lorch [62] wprowadził pojęcie rozszerzonej bazy bezwarunkowej.

Definicja 12.3. ([62], [88]) Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest nieośrodkową przestrzenią Ba-

nacha. Nieprzeliczalną rodzinę {ei}i∈I elementów przestrzeni X nazywamy rozszerzoną

bazą bezwarunkową w (X, ‖·‖), jeśli dla każdego x ∈ X istnieje dokładnie jedna rodzina

skalarów {ai}i∈I , taka że szereg
∑
i∈I a

iei jest bezwarunkowo zbieżny do x.

Następna definicja jest równoważną definicją rozszerzonej bazy bezwarunkowej (patrz

uwaga 12.2).

Definicja 12.4. ([62]) Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest nieośrodkową przestrzenią Banacha.

Nieprzeliczalną rodzinę {ei}i∈I elementów przestrzeni X nazywamy rozszerzoną bazą

bezwarunkową w (X, ‖ · ‖), jeśli span{ei}i∈I = X i każda przeliczalna podrodzina

rodziny {ei}i∈I jest bezwarunkowym ciągiem bazowym.
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Dla każdego x ∈ X piszemy wtedy x =
∑
i∈I a

iei, gdzie rodzina skalarów {ai}i∈I jest

jednoznacznie określona przez tę rozszerzoną bazę bezwarunkową {ei}i∈I i przez x.

Dodatkowo dla każdego x ∈ X zbiór A(x) = {i ∈ I : ai 6= 0} jest co najwyżej

przeliczalny i x =
∑
i∈A(x) a

iei dla x 6= 0. Zauważmy również, że dla każdego A ∈ A2(I)

szereg
∑
i∈A a

iei jest wtedy bezwarunkowo zbieżny i
∑
i∈A a

iei =
∑
i∈A∩A(x) a

iei (patrz

definicja 12.3, uwaga 12.2 i twierdzenie 9.3).

Definicja 12.5. Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest nieośrodkową przestrzenią Banacha z roz-

szerzoną bazą bezwarunkową {ei}i∈I . Funkcjonały liniowe f i (i ∈ I), określone wzorem

f i(x) := ai

dla x =
∑
i∈I a

iei ∈ X, nazywamy biortogonalnymi funkcjonałami związanymi z roz-

szerzoną bazą bezwarunkową {ei}i∈I .

Jeśli (X, ‖·‖) jest nieośrodkową przestrzenią Banacha z rozszerzoną bazą bezwarunkową

{ei}i∈I , x =
∑
i∈I f

i(x)ei ∈ X i A ∈ A(I), to projekcję
∑
i∈A f

i(x)ei oznaczamy przez

PAx.

Twierdzenie 12.6. ([41]) Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest nieośrodkową przestrzenią Ba-

nacha z rozszerzoną bazą bezwarunkową {ei}i∈I i {f i}i∈I są biortogonalnymi funkcjo-

nałami związanymi z tą bazą. . Wtedy mamy

(a) biortogonalne funkcjonały f i związane z rozszerzoną bazą bezwarunkową {ei}i∈I
są ciągłe na X,

(b) supA∈A1(I) ‖PA‖XXA <∞ i supA∈A(I) ‖PA‖XXA <∞, gdzie XA = span {ei}i∈A

(c) norma ‖ · ‖0, określona wzorem

‖x‖0 := sup
A∈A1(I)

‖PAx‖XXA

dla x ∈ X jest równoważna normie ‖ · ‖.

Definicja 12.7. Załóżmy, że (X, ‖ · ‖) jest nieośrodkową przestrzenią Banacha z roz-

szerzoną bazą bezwarunkową {ei}i∈I . Najmniejszą liczbę rzeczywistą M spełniającą

warunek

‖PAx‖XXA ¬M‖x‖

dla każdego A ∈ A1(I) i każdego x ∈ X, nazywamy stałą bazową rozszerzonej bazy

bezwarunkowej {ei}i∈I i oznaczamy przez K.
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tekst

Rozdział 13

Zbiory o stałej szerokości
w przestrzeniach Banacha z rozszerzoną
bazą bezwarunkową
13 Zbiory o stałej szerokości w przestrzeniach Ba-

nacha z rozszerzoną bazą bezwarunkową
W przypadku przestrzeni nieośrodkowych mamy następujące uogólnienie twierdze-

nia 10.10.

Twierdzenie 13.1. Każda nieośrodkowa przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖) z rozszerzoną

bazą bezwarunkową ma równoważną normę ‖ · ‖0, taką że przestrzeń (X, || · ‖0) zawiera

zbiór o stałej szerokości z pustym wnętrzem.

Dowód. Bez straty ogólności możemy przyjąć I = N∪I1, przy czym N∩I1 = ∅. Wtedy

z twierdzenia 12.6 mamy

X = span{xi}i∈N ⊕ span{xi}i∈I1 .

Następnie z twierdzenia 10.10 dostajemy, że w span{xi}i∈N istnieje równoważna norma

‖ · ‖1, taka że przestrzeń (span{xi}i∈N, ‖ · ‖1) zawiera zbiór o stałej szerokości z pu-

stym wnętrzem. Wystarczy teraz zastosować twierdzenie 11.2 do przestrzeni Banacha

(span{xi}i∈N, ‖ · ‖1) i (span{xi}i∈I1 , ‖ · ‖), aby otrzymać tezę twierdzenia.

Jako wniosek dostajemy następujące uogólnienie powyższego twierdzenia (patrz

twierdzenie 11.1).

Twierdzenie 13.2. Załóżmy, że (X1, ‖ · ‖1), (X2, ‖ · ‖2) są przestrzeniami Banacha.

W iloczynie X = X1 ×X2 wprowadzamy normę

‖x‖ := max{‖x1‖1, ‖x2‖2},

gdzie x = (x1, x2) ∈ X. Jeśli przestrzeń (X1, ‖ · ‖1) ma bezwarunkową rozszerzoną bazę,

to przestrzeń (X, ‖ · ‖) ma równoważną normę || · ||0, taką że przestrzeń (X, || · ||0)

zawiera zbiór o stałej szerokości z pustym wnętrzem.
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Uwaga 13.3. Gdy przestrzeń Banacha (X,‖ · ‖) spełnia założenia twierdzenia 10.10

(lub 11.2 lub 13.1 lub 13.2) albo gdy przestrzeń (X,‖ · ‖) jest refleksywna, to X ma

równoważną normę ‖ · ‖00, taką że w przestrzeni (X, ‖ · ‖00) istnieje zbiór diametralnie

zupełny z pustym wnętrzem, który nie jest zbiorem o stałej szerokości. Wystarczy

bowiem posłużyć się metodą podaną w przykładzie 8.7. Założenie o refleksywności

przestrzeni (X,‖ · ‖) można zastąpić założeniami z twierdzenia 8.4.
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Rozdział 14

Kilka faktów związanych
z bezwarunkowymi bazami Schaudera
i bezwarunkowymi ciągami bazowymi
14 Kilka faktów związanych z bezwarunkowymi ba-

zami Schaudera i bezwarunkowymi ciągami ba-

zowymi
W tym rozdziale podamy twierdzenia, które wykorzystamy w następnym rozdziale.

Twierdzenie 14.1. ([81]) Przestrzeń L1([0, 1],R) ze standardową normą nie jest izo-

morficzna z żadną podprzestrzenią przestrzeni Banacha z bezwarunkową bazą Schaude-

ra.

Twierdzenie 14.2. ([43]) Przestrzeń Jamesa J ze standardową normą ‖ · ‖J nie ma

bezwarunkowej bazy Schaudera.

Przypomnimy, że przestrzeń Jamesa J składa się z ciągów u = {un}n ∈ c0, takich że

sup
n1<n2<...<nk

{
(un1 − un2)2 + (un2 − un3)2 + . . .+ (unk−1 − unk)2

}
<∞

i standardowa norma ‖ · ‖J jest postaci

‖u‖J = sup
n1<n2<...<nk

(
(un1 − un2)2 + (un2 − un3)2 + . . .+ (unk−1 − unk)2

) 1
2

dla u = {un}n ∈ J .

Mamy nawet wzmocnienie twierdzenia 14.2.

Twierdzenie 14.3. ([9], [44]) Przestrzeń Jamesa J ze standardową normą nie jest

izomorficzna z żadną podprzestrzenią przestrzeni Banacha z bezwarunkową bazą Schau-

dera.

Twierdzenie 14.4. ([72] - przykład A. Pełczyńskiego) Istnieje nieskończenie wymia-

rowa, refleksywna i ośrodkowa przestrzeń Banacha, która nie ma bezwarunkowej bazy

Schaudera.

Bezwarunkowe ciągi bazowe w odróżnieniu od zwykłych ciągów bazowych (patrz

twierdzenie 1.48) mogą nie istnieć w przestrzeni Banacha.

75



Twierdzenie 14.5. ([36]) Istnieje nieskończenie wymiarowa, ośrodkowa i refleksywna

przestrzeń Banacha, która nie ma bezwarunkowego ciągu bazowego.

Twierdzenie 14.6. ([35]) Istnieje nierefleksywna przestrzeń Banacha, która nie ma

bezwarunkowego ciągu bazowego, ani nie zawiera nieskończenie wymiarowej podprze-

strzeni refleksywnej.

Mamy jednak następujące twierdzenie o istnieniu bezwarunkowych ciągów bazo-

wych.

Twierdzenie 14.7. ([45]) Każda nieskończenie wymiarowa podprzestrzeń przestrzeni

Banacha z bezwarunkową bazą Schaudera zawiera bezwarunkowy ciąg bazowy.
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tekst

Rozdział 15

Porównanie wyników
15 Porównanie wyników

W tym rozdziale pokażemy zakres stosowania twierdzeń 8.3, 8.4, 10.10, 11.2, 13.1

i 13.2.

Przykład 15.1. Twierdzenia 8.3, 8.4, 10.10 i 11.2 możemy zastosować do przestrzeni `p

i Lp([0, 1]) ze standardowymi normami dla 1 < p <∞. Istotnie, każda z tych przestrzeni

jest refleksywna i ma bezwarunkową bazę Schaudera (patrz uwaga 9.9). Przestrzenie te

możemy także traktować jako sumę prostą podprzestrzeni, tzn. odpowiednio `p = `p⊕`p

i Lp([0, 1],R) = X1⊕X2, gdzie 1 < p <∞, {xi}i jest bezwarunkową bazą Schaudera w

przestrzeni Lp([0, 1],R), X1 := span {x2i−1}∞i=1 i X2 := span {x2i}∞i=1 (patrz twierdzenie

9.8).

Przykład 15.2. Z twierdzenia 10.10 wynika, że przestrzeń (`1, ‖ · ‖`1) ma równoważną

normę ‖ · ‖0, taką że przestrzeń (`1, ‖ · ‖0) zawiera zbiór o stałej szerokości z pustym

wnętrzem. Przestrzeń (`1, ‖ · ‖`1) spełnia też założenia twierdzenia 11.2 (`1 = `1 ⊕ `1).

Głównego twierdzenia naszej pracy, tj. twierdzenia 8.3 nie możemy zastosować do prze-

strzeni (`1, ‖ · ‖`1), ponieważ nie jest to przestrzeń refleksywna. Ponadto z twierdzenia

1.6 wynika, że przestrzeni (`1, ‖ · ‖`1) nie można przedstawić w postaci sumy prostej

X1 ⊕X2 spełniającej założenia twierdzenia 8.4.

Przykład 15.3. Z uwagi 9.9 wnioskujemy, że przestrzenie Banacha c0 i c ze stan-

dardowymi normami spełniają założenia twierdzenia 10.10, ale nie spełniają założeń

głównego twierdzenia naszej rozprawy, czyli twierdzenia 8.3.

Przykład 15.4. Z twierdzenia 14.5 wynika, że istnieje przestrzeń Banacha, która speł-

nia założenia twierdzenia 8.3, ale nie spełnia założeń twierdzeń 10.10 i 11.2.

Przykład 15.5. Z twierdzenia 14.6 wynika, że istnieje przestrzeń Banacha, która nie

spełnia założeń twierdzeń 8.3, 8.4, 10.10 i 11.2.

Przykład 15.6. Przestrzenie Banacha z twierdzeń 1.46 i 14.4 spełniają założenia głów-

nego twierdzenia naszej pracy, tj. twierdzenia 8.3, ale nie spełniają założeń twierdzenia

10.10.
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Przykład 15.7. Przestrzeń Banacha C([0, 1],R) ze standardową normą ‖·‖C nie speł-

nia założeń twierdzeń 8.3, 8.4 i 10.10 (patrz twierdzenia 1.7 i 9.10), ale po odpowiednim

przenormowaniu spełnia założenia twierdzenia 11.2 (patrz twierdzenie 11.4).

Przykład 15.8. Przestrzenie Banacha J i L1([0, 1],R) ze standardowymi normami nie

spełniają założeń twierdzeń 8.3 i 10.10 (patrz twierdzenia 14.1 i 14.2)

Podamy teraz podobne przykłady zastosowań twierdzeń 8.3, 8.4, 11.2, 13.1 i 13.2

w przypadku pewnych nieośrodkowych przestrzeni Banacha, których konstrukcję po-

dajemy niżej. Niech Γ̃ będzie zbiorem nieprzeliczalnym i takim, że Γ̃∩N = ∅. Połóżmy

Γ := N ∪ Γ̃ i Γ1 := Γ \ {1}. Dla dowolnej przestrzeni Banacha (Y, ‖ · ‖) tworzymy

przestrzeń

X = `2(Y,Γ) := {x = {yγ}γ∈Γ ∈
∏
γ∈Γ

Y :
∑
γ∈Γ

‖yγ‖2 <∞}

z normą

‖x‖∼ :=

∑
γ∈Γ

‖yγ‖2

 12 .
Przykład 15.9. Jeśli 0 < p <∞ i Y := `p, to przestrzeń X = `2(Y,Γ) z odpowiednio

dobranymi normami (równoważnymi normie ‖ · ‖∼) spełnia założenia twierdzeń 8.3,

8.4, 13.1 i 13.2.

Przykład 15.10. Niech (Y, ‖·‖) będzie nieskończenie wymiarową, refleksywną i ośrod-

kową przestrzenią Banacha, która nie ma bezwarunkowego ciągu bazowego (patrz

twierdzenie 14.5). Wtedy dostajemy nieośrodkową i refleksywną przestrzeń Banacha

(X, ‖ · ‖∼), która nie ma rozszerzonej bazy bezwarunkowej (patrz twierdzenie 14.7).

Dlatego do przestrzeni (X, ‖ · ‖∼) możemy zastosować twierdzenie 8.3, ale nie możemy

zastosować twierdzenia 13.1.

Przykład 15.11. Niech (Y, ‖ · ‖) będzie nieskończenie wymiarową, nierefleksywną

i ośrodkową przestrzenią Banacha, która nie ma bezwarunkowego ciągu bazowego i nie

zawiera nieskończenie wymiarowej podprzestrzeni refleksywnej (14.6). Wtedy dostaje-

my nieośrodkową i nierefleksywną przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖∼), która nie ma rozsze-

rzonej bazy bezwarunkowej (patrz twierdzenie 14.7). Dlatego do przestrzeni (X, ‖ · ‖∼)

nie możemy zastosować twierdzeń 8.3 i 13.1.

Przykład 15.12. Niech Y := c0(Γ), gdzie w przestrzeni c0(Γ) mamy standardową

normę supremum. Wtedy do przestrzeni X = `2(Y,Γ) z odpowiednio dobranymi nor-

mami (równoważnymi normie ‖ · ‖∼) możemy zastosować twierdzenia 13.1 i 13.2, ale

nie możemy zastosować twierdzenia 8.3.
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Przykład 15.13. Niech Y := c0(Γ)⊕X2, gdzie (X2, ‖ · ‖1) jest nieskończenie wymia-

rową, refleksywną i ośrodkową przestrzenią Banacha, która nie ma bezwarunkowego

ciągu bazowego (patrz twierdzenie 14.5). W przestrzeni X := `2(Y,Γ) wprowadzamy

normę ‖·‖∼. Wtedy przestrzeń Banacha (X, ‖·‖∼) nie jest refleksywna i nie ma rozsze-

rzonej bazy bezwarunkowej (patrz twierdzenie 14.7) i dlatego do przestrzeni (X, ‖ · ‖∼)

nie możemy zastosować twierdzeń 8.3 i 13.1. Ponieważ X = c0(Γ) ⊕ (X̃2 ⊕ `2(Y,Γ1))

(patrz wniosek 1.9), to do przestrzeni X = `2(Y,Γ) z odpowiednio dobraną normą

(równoważną normie ‖ · ‖∼) możemy zastosować twierdzenie 13.2.

Przykład 15.14. Załóżmy, że Y := C([0, 1],R)⊕X2, przy czym w C([0, 1],R) mamy

standardową normę ‖ · ‖C i (X2, ‖ · ‖1) jest nieskończenie wymiarową, refleksywną

i ośrodkową przestrzenią Banacha, która nie zawiera bezwarunkowego ciągu bazowego

(patrz twierdzenie 14.5). Dalej niech X := `2(Y,Γ) będzie przestrzenią z normą ‖ · ‖∼.

Wtedy przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖∼) nie jest refleksywna i nie ma rozszerzonej bazy

bezwarunkowej (patrz twierdzenie 14.7) i dlatego do przestrzeni (X, ‖ ·‖∼) nie możemy

zastosować twierdzeń 8.3 i 13.1. Ponieważ X = c0⊕(X̃2⊕`2(Y,Γ1) (patrz wniosek 1.9),

to do przestrzeni X = `2(Y,Γ) z odpowiednio dobraną normą (równoważną normie

‖ · ‖∼) możemy zastosować twierdzenie 11.2.

Przykład 15.15. Niech Y := c0(Γ)⊕X2, gdzie (X2, ‖ · ‖1) jest nierefleksywną i ośrod-

kową przestrzenią Banacha, która nie ma bezwarunkowego ciągu bazowego i nie zawiera

nieskończenie wymiarowej podprzestrzeni refleksywnej (patrz twierdzenie 14.6). Dalej

załóżmy, że X := `2(Y,Γ) jest przestrzenią z normą ‖ · ‖∼. Wtedy przestrzeń Banacha

(X, ‖ · ‖∼) nie jest refleksywna i nie ma rozszerzonej bazy bezwarunkowej (patrz twier-

dzenie 14.7) i dlatego do przestrzeni (X, ‖ · ‖∼) nie możemy zastosować twierdzeń 8.3

i 13.1. Ponieważ X = c0(Γ) ⊕ (X̃2 ⊕ `2(Y,Γ1)) (patrz wniosek 1.9), to do przestrze-

ni X = `2(Y,Γ) z odpowiednio dobraną normą (równoważną normie ‖ · ‖∼) możemy

zastosować twierdzenie 13.2.

Na koniec przedstawimy podobną konstrukcję przestrzeni Banacha, do której mo-

żemy zastosować twierdzenia 11.2 i 13.2.

Załóżmy, że Γ jest zbiorem co najmniej przeliczalnym. Niech {(Yγ, ‖·‖γ)}γ∈Γ będzie

rodziną przestrzeni Banacha z dimYγ  2 i niech 0 ¬ p <∞. Przyjmujemy

X = `p({Yγ}γ∈Γ) := {x = {yγ}γ∈Γ ∈
∏
γ∈Γ

Yγ :
∑
γ∈Γ

‖yγ‖p <∞}

z normą

‖x‖∼ :=

∑
γ∈Γ

‖yγ‖p
 1p
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dla każdego x ∈ X. Ponieważ każda przestrzeń Yγ może być przedstawiona w postaci

Yγ := R⊕ Yγ,1 = PR,γ(Y )⊕ (I − PR,γ(Y )),

gdzie ‖PR,γ‖ = 1, to mamy X = `p({Yγ}γ∈Γ) = `p(Γ)⊕ `p({Yγ,1}γ∈Γ).

Przykład 15.16. Załóżmy, że 0 ¬ p < ∞, zbiór Γ jest co najmniej przeliczalny

oraz X := {(Yγ, ‖ · ‖γ)}γ∈Γ jest rodziną przestrzeni Banacha z dimYγ  2. Wtedy

po zastosowaniu twierdzenia odpowiednio 11.2 lub 13.2, dostajemy w X równoważną

normę, taką że przestrzeń X z tą normą zawiera zbiór o stałej szerokości z pustym

wnętrzem.
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tekst

Dodatek 1

Wzmocnienie twierdzenia 4.3
16 Dodatek 1. Wzmocnienie twierdzenia 4.3

W [52] M. I. Kadec udowodnił następujące twierdzenie o przenormowaniu ośrodko-

wej przestrzeni Banacha.

Twierdzenie 16.1. Każda ośrodkowa przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖) ma równoważną

normę ‖ · ‖0, taką że przestrzeń (X, ‖ · ‖0) jest lokalnie jednostajnie wypukła.

Przy pomocy tego twierdzenia uogólnimy najpierw twierdzenie 4.1, a następnie

twierdzenie 4.3. Zaczniemy od przestrzeni uniwersalnej C([0, 1],R) z normą maksimum

‖ · ‖C .

Twierdzenie 16.2. Przestrzeń Banacha C([0, 1],R) z normą maksimum ‖ · ‖C ma

równoważną normę ‖ · ‖C,2, taką że przestrzeń (C([0, 1],R), ‖ · ‖C,2) jest jednocześnie

przestrzenią lokalnie jednostajnie wypukłą i jednostajnie wypukłą w każdym kierunku

i ma własność Opiala.

Dowód. Na mocy twierdzenia 16.1 przestrzeń C([0, 1],R) ma równoważną lokalnie jed-

nostajnie wypukłą normę ‖ · ‖0. Niech {gi}i będzie znormalizowaną bazą Schaudera

przestrzeni (C([0, 1],R), ‖ ·‖C) i niech {g∗i }i będzie ciągiem biortogonalnych funkcjona-

łów związanych z tą bazą. Ciąg {g∗i }i jest ciągiem ograniczonym (uwaga 1.42). Określmy

teraz ciąg liniowych projekcji {Pn}∞n=0 w przestrzeni C([0, 1],R) w następujący sposób:

P0 = 0, Pnh =
∑n
i=1 g

∗
i (h)gi dla n = 1, 2, ... i h ∈ C([0, 1],R). Z twierdzenia 1.43 mamy,

że ciąg {‖Pn‖CC}∞n=0 norm tych projekcji w C([0, 1],R) jest ciągiem ograniczonym.

Możemy teraz wprowadzić nową normę w C([0, 1],R) określoną w następujący spo-

sób

‖h‖C,2 :=
√
‖h‖2

P,0 + ‖h‖2
2̃,

gdzie

‖h‖P,0 := sup
n=0,1,2,...

‖h− Pnh‖0

i

‖h‖2̃ :=

√√√√ ∞∑
i=1

(
g∗i (h)

2i

)2

dla h ∈ C([0, 1],R).
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Norma ‖ · ‖C,2 jest równoważna normie ‖ · ‖C i ma własność Opiala (patrz dowód

twierdzenia D. van Dulsta w [27]).

Z wniosku 1.17 przestrzeń (C([0, 1],R), ‖·‖C,2) jest jednostajnie wypukła w każdym

kierunku.

Pokażemy teraz, że przestrzeń (C([0, 1],R), ‖ · ‖C,2) jest lokalnie jednostajnie wypu-

kła. Ustalmy więc dowolną funkcję h ∈ C([0, 1],R)\{0}. Niech ciąg {hk}k ⊂ C([0, 1],R)

będzie ciągiem takim, że

lim
k

[
2
(
‖h‖2

C,2 + ‖hk‖2
C,2

)
− ‖h+ hk‖2

C,2

]
= 0. (16.1)

Ponieważ prawdziwe są nierówności

2
(
‖h‖2

C,2 + ‖hk‖2
C,2

)
− ‖h+ hk‖2

C,2 =

= 2
(
‖h‖2

P,0 + ‖hk‖2
P,0

)
− ‖h+ hk‖2

P,0 +
∞∑
i=1

1
4i
[
(g∗i (h))2 − 2g∗i (h)g∗i (hk) + (g∗i (hk))

2
]


 2
(
‖h‖2

P,0 + ‖hk‖2
P,0

)
−
(
‖h‖P,0 + ‖hk‖P,0

)2
+
∞∑
i=1

1
4i
[
g∗i (h)− g∗i (hk)

]2
=

=
(
‖h‖P,0 − ‖hk‖P,0

)2
+
∞∑
i=1

1
4i
[
g∗i (h)− g∗i (hk)

]2
 0

to z (16.1) mamy

lim
k
‖hk‖P,0 = ‖h‖P,0 = α (16.2)

i

lim
k
‖h+ hk‖P,0 = 2α. (16.3)

Wiemy, że dla każdego k ∈ N istnieje nk ∈ N ∪ {0}, takie że

‖h+ hk‖P,0 = ‖(I − Pnk)(h+ hk)‖0.

Stąd z (16.3) otrzymujemy

lim
k
‖(I − Pnk)(h+ hk)‖0 = lim

k
‖h+ hk‖P,0 = 2α. (16.4)

Zauważmy teraz, że dla każdego k ∈ N mamy

‖(I − Pnk)h‖0 ¬ ‖h‖P,0, (16.5)

‖(I − Pnk)hk‖0 ¬ ‖hk‖P,0 (16.6)

i

‖h‖P,0 + ‖hk‖P,0  ‖(I − Pnk)h‖0 + ‖(I − Pnk)hk‖0  ‖(I − Pnk)(h+ hk)‖0. (16.7)
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Z (16.2), (16.4) - (16.7) dostajemy

lim
k
‖(I − Pnk)h‖0 = α (16.8)

i

lim
k
‖(I − Pnk)hk‖0 = α. (16.9)

Wiemy, że lim
n
‖(I − Pn)h‖0 = 0 i to w połączeniu z (16.8) daje nam (po ewentualnym

wybraniu podciągu), że nk = nk̃ dla k=1,2,. . . . Mamy więc

‖(I − Pnk̃)h‖0 = α,

lim
k
‖(I − Pnk̃)hk‖0 = α

i

lim
k
‖(I − Pnk̃)(h+ hk)‖0 = 2α.

Z lokalnej jednostajnej wypukłości normy ‖ · ‖0 dostajemy

lim
k
‖(I − Pnk̃)hk − (I − Pnk̃)h‖0 = 0. (16.10)

Dalej, ciąg {Pnk̃hk}k jest ograniczony w przestrzeni Banacha
(
Pnk̃(C([0, 1],R)), ‖ · ‖0

)
o wymiarze skończonym i dlatego bez zmniejszenia ogólności rozważań możemy przyjąć,

że jest on ciągiem zbieżnym do h̃. Wtedy biorąc ˜̃h = h̃+ Pnk̃h z (16.10) otrzymujemy

˜̃h = h̃+ (I − Pnk̃)h = lim
k

[
Pnk̃hk + (I − Pnk̃)hk

]
= lim

k
hk (16.11)

w (C([0, 1],R), ‖ ·‖0). Ponieważ normy ‖ ·‖0 i ‖ ·‖C,2 są równoważne, to z (16.11) mamy

‖˜̃h‖C,2 = lim
k
‖hk‖C,2. (16.12)

Natomiast z (16.1) i z nierówności

2
(
‖h‖2

C,2 + ‖hk‖2
C,2

)
− ‖h+ hk‖2

C,2 

 2
(
‖h‖2

C,2 + ‖hk‖2
C,2

)
−
(
‖h‖C,2 + ‖hk‖C,2

)2
=

=
(
‖h‖C,2 − ‖hk‖C,2

)2
 0

dostajemy

lim
k
‖hk‖C,2 = ‖h‖C,2 (16.13)

i

lim
k
‖h+ hk‖C,2 = 2‖h‖C,2. (16.14)

Z (16.11) - (16.14) otrzymujemy

‖h+ ˜̃h‖C,2 = lim
k
‖h+ hk‖C,2 = 2‖h‖C,2
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i

‖˜̃h‖C,2 = ‖h‖C,2.

Ze ścisłej wypukłości przestrzeni (C([0, 1],R), ‖ · ‖C,2) dostajemy, że ˜̃h = h i to w po-

łączeniu z (16.11) daje nam równość lim
k
hk = h w (C([0, 1],R), ‖ · ‖C,2).

Ponieważ przestrzeń (C([0, 1],R), ‖ · ‖C) jest przestrzenią uniwersalną dla ośrodko-

wych przestrzeni Banacha, to z twierdzenia 16.2 otrzymujemy natychmiast następujące

wzmocnienie twierdzenia 4.3 (patrz dowód twierdzenia 4.3).

Twierdzenie 16.3. Każda nieskończenie wymiarowa i ośrodkowa przestrzeń Banacha

(X, ‖ · ‖X) ma równoważną normę ‖ · ‖X,2, taką że przestrzeń (X, ‖ · ‖X,2) jest lokalnie

jednostajnie wypukła i jednostajnie wypukła w każdym kierunku i ma własność Opiala.

Uwaga 16.4. W 1958 roku (czyli wcześniej niż ukazała się praca [52]) M. I. Kadec

udowodnił w [51], że każda ośrodkowa przestrzeń Banacha ma równoważną normę z wła-

snością Kadeca-Klee’ego. Możemy więc użyć tego twierdzenia zamiast twierdzenia 1.32

w pierwszej części dowodu twierdzenia 4.1. Oczywiście można też zastosować twier-

dzenie 16.1, ponieważ lokalnie jednostajnie wypukła przestrzeń Banacha ma własność

Kadeca-Klee’ego (twierdzenie 1.30). Dowód twierdzenia 4.1 podany w naszej pracy

jest dowodem z opublikowanej pracy [16] i jest prostszy w części dotyczącej własności

Kadeca-Klee’ego.
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tekst

Dodatek 2

Konstrukcja normy |||·|||α,β,p,F w przypadku
nieośrodkowych refleksywnych
przestrzeni Banacha ze słabą własnością
Opiala
17 Dodatek 2. Konstrukcja normy |||·|||α,β,p,F w przy-

padku nieośrodkowych refleksywnych przestrze-

ni Banacha ze słabą własnością Opiala

W tym dodatku pokażemy rozszerzenie do nieośrodkowej i refleksywnej przestrzeni

Banacha konstrukcji równoważnej normy opartej na uogólnionej normie Daya podobnej

do tej podanej w rozdziałach 5 i 7. Niestety nie można przy jej pomocy rozwiązać

ogólnego problemu istnienia w refleksywnej przestrzeni Banacha zbioru diametralnie

zupełnego z pustym wnętrzem.

Załóżmy, że (X, ‖ · ‖X) jest nieskończenie wymiarową i refleksywną przestrzenią

Banacha. Niech F = {f ∗γ}γ∈Γ będzie rodziną niezerowych funkcjonałów w X∗. Załóżmy,

że rodzina F jest ograniczona w X∗, tzn. ‖f ∗γ‖X∗ ¬ K̃ dla każdego γ ∈ Γ, gdzie

1 ¬ K̃ ∈ R. Załóżmy również, że {f ∗γ (x)}γ∈Γ należy do c0(Γ) dla każdego x ∈ X,

tzn. zbiór {γ ∈ Γ : |f ∗γ (x)| > ε} jest skończony dla każdego x ∈ X i każdego ε > 0.

Następnie podzielmy zbiór Γ w następujący sposób Γ = Γ1 ∪N, przy czym Γ1 ∩N = ∅
(Γ1 może być zbiorem pustym). Dalej ustalmy α ∈ (0, 1). Dla każdego x ∈ X określamy

u(x) = {uγ(x)}γ∈Γ ∈ c0(Γ) w następujący sposób

uγ(x) := f ∗γ (x)

dla γ ∈ Γ1,

u1(x) := α‖x‖X

oraz

{u2(x), u3(x), . . .} := {f ∗1 (x), f ∗2 (x), f ∗2 (x), . . . , f ∗j (x), . . . , f ∗j (x), . . .},

gdzie k-ty wyraz ciągu {f ∗k (x)}k występuje tutaj dokładnie k razy dla k ∈ N ⊂ Γ.

Ustalmy 1 < p < ∞ i załóżmy, że ciąg β = {βj}j jest ciągiem ściśle malejącym

o wyrazach dodatnich, takim że szereg
∑∞
j=1 β

p
j jest zbieżny.
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Następnie, wprowadzamy D(u(x)) = {Dγ(u(x))}γ∈Γ ∈ `p(Γ) przyjmując

Dγ(u(x)) :=


βju

τ(j,u(x))(x), gdy γ = τ(j, u(x)) dla pewnego j ∈ N

0, w przeciwnym przypadku

(patrz rozdział 3) i kładziemy

‖x‖α,β,p,F := |||u(x)|||β,p := ‖Dβ,p(u(x))‖p.

Uogólniona norma Daya ‖ · ‖α,β,p,F jest równoważna normie ‖ · ‖X , ponieważ spełnia

ona następujące nierówności

β1α‖x‖X ¬ β1‖u(x)‖c0(Γ) ¬ |||u(x)|||β,p = ‖x‖α,β,p,F ¬

 ∞∑
j=1

βpj

 1p ‖u(x)‖c0(Γ) ¬

¬ K̃

 ∞∑
j=1

βpj

 1p ‖x‖X
dla każdego x ∈ X.

Twierdzenie 17.1. Niech (X, ‖ · ‖X) będzie nieskończenie wymiarową i refleksywną

przestrzenią Banacha. Jeśli przestrzeń (X, ‖ · ‖X) ma słabą własność Opiala, to prze-

strzeń Banacha (X, ‖ · ‖α,β,p,F) ma ją również.

Dowód. Załóżmy, że ciąg {xn}n ⊂ X jest słabo zbieżny do 0 ∈ X i x ∈ X \ {0}.
Bez straty ogólności rozważań możemy przyjąć, że istnieją granice limn ‖xn‖X oraz

limn ‖xn − x‖X . Wprowadźmy następujący podzbiór M zbioru Γ

M := {τ(j, xn) : j, n ∈ N} ∪ {τ(j, x) : j ∈ N} ⊂ Γ = Γ1 ∪ N.

Wtedy M jest zbiorem przeliczalnym. Przyjmijmy więc M = {γ1, γ2, . . .} i weźmy

dowolne 0 < ε < 1. Ze słabej własności Opiala przestrzeni (X, ‖ · ‖X) mamy

lim
n
‖xn‖X ¬ lim

n
‖xn − x‖X .

Istnieje więc ñ0 ∈ N, takie że

‖xn‖X < ‖xn − x‖X + ε (17.1)

dla każdego ñ0 < n ∈ N. Ponieważ założyliśmy, że zbiór {γ ∈ Γ : |f ∗γ (x)| > ε} jest

skończony, to istnieje k̃ ∈ N, takie że

|f ∗γk(x)| < ε
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dla każdego k̃ < k ∈ N. Stąd otrzymujemy

|f ∗γk(xn)| ¬ |f ∗γk(xn)− f ∗γk(x)|+ |f ∗γk(x)|

< |f ∗γk(xn)− f ∗γk(x)|+ ε

dla każdego k̃ < k ∈ N i każdego n ∈ N.

Następnie dla każdego 1 ¬ k ¬ k̃ mamy albo f ∗γk(x) = 0 albo f ∗γk(x) 6= 0. Dlatego

rozpatrujemy dwa przypadki.

1) Jeśli f ∗γk(x) 6= 0, to przyjmijmy ηk = min{ε, 1
2 |f
∗
γk

(x)|}. Ponieważ ciąg {xn}n jest

słabo zbieżny do 0, to istnieje ñk ∈ N, takie że

|f ∗γk(xn)| < ηk

dla ñk < n ∈ N. Stąd mamy

|f ∗γk(xn)− f ∗γk(x)|  |f ∗γk(x)| − |f ∗γk(xn)| >

> |f ∗γk(x)| − ηk 
1
2
|f ∗γk(x)|  ηk > |f ∗γk(xn)|

dla n > ñk.

2) Jeśli f ∗γk(x) = 0, to spełniona jest nierówność

|f ∗γk(xn)| ¬ |f ∗γk(xn)− f ∗γk(x)|

dla n ∈ N i przyjmujemy wtedy ñk = 1.

Ostatecznie dostajemy

|f ∗γk(xn)| ¬ |f ∗γk(xn)− f ∗γk(x)|

dla każdego 1 ¬ k ¬ k̃ i każdego max{ñ1, ..., ñk̃} < n ∈ N.
Łącząc powyższe nierówności otrzymujemy

|f ∗γk(xn)| ¬ |f ∗γk(xn)− f ∗γk(x)|+ ε = |f ∗γk(xn − x)|+ ε (17.2)

dla każdego k ∈ N i każdego max{ñ1, ..., ñk̃} < n ∈ N. Z określenia fukcji u(·) oraz

z nierówności (17.1) i (17.2) wynika nierówność

|uτ(j,u(xn))(xn)| ¬ |uτ(j,u(xn))(xn − x)|+ ε (17.3)

dla każdego k ∈ N oraz każdego max{ñ0, ñ1, ..., ñk̃} < n ∈ N.
Weźmy teraz liczbę naturalną n > max{ñ0, ñ1, ..., ñk̃}. Przyjmując we wniosku 2.2

{sj}j = {βpj }j, {tj}j = {|uτ(j,u(xn−x))(xn−x)|p}j, {g(j)}j = {τ(j, u(xn))}j i korzystając

z nierówności (17.3) otrzymujemy

‖xn‖α,β,p,F = |||u(xn)|||β,p = ‖Dβ,p(u(xn))‖p =
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=

 ∞∑
j=1

βpj |uτ(j,u(xn))(xn)|p
 1p ¬

¬

 ∞∑
j=1

βpj
(
|uτ(j,u(xn))(xn − x)|+ ε

)p 1p ¬
¬

 ∞∑
j=1

βpj
∣∣∣uτ(j,u(xn))(xn − x)

∣∣∣p
 1p + ε

 ∞∑
j=1

βpj

 1p ¬
¬

 ∞∑
j=1

βpj
∣∣∣uτ(j,u(xn−x))(xn − x)

∣∣∣p
 1p + ε

 ∞∑
j=1

βpj

 1p =

= ‖Dβ,p(u(xn − x))‖p + ε

 ∞∑
j=1

βpj

 1p =

= |||u(xn − x)|||β,p + ε

 ∞∑
j=1

βpj

 1p =

= ‖xn − x‖α,β,p,F + ε

 ∞∑
j=1

βpj

 1p .
Przechodząc z n do +∞ dostajemy

lim sup
n
‖xn‖α,β,p,F ¬ lim sup

n
‖xn − x‖α,β,p,F + ε

 ∞∑
j=1

βpj

 1p .
Ponieważ 0 < ε < 1 było wybrane dowolnie, to ostatecznie mamy

lim sup
n
‖xn‖α,β,p,F ¬ lim sup

n
‖xn − x‖α,β,p,F.

Twierdzenie 17.1 jest oczywiście uogólnieniem twierdzenia 5.2 i dowód twierdzenia

17.1 jest prawie identyczny jak dowód twierdzenia 5.2.

Chcemy teraz, by przestrzeń X z wyżej określoną normą ‖ · ‖α,β,p,F nie miała struk-

tury normalnej. W tym celu musimy wskazać w miejsce rodziny F konkretną rodzinę

funkcjonałów F̃ określających tę normę. Z twierdzenia 1.50 wynika, że istnieje do-

mknięta podprzestrzeń Y nieskończenie wymiarowej i refleksywnej przestrzeni Banacha

(X, ‖ · ‖X), taka że przestrzeń ilorazowa X/Y z normą ‖ · ‖X/Y ma bazę Schaudera. Dla

przestrzeni ilorazowej X/Y , istnieje standardowe odwzorowanie ι : X → X/Y . Niech

{ẑm}m będzie znormalizowaną bazą przestrzeni (X/Y, ‖ ·‖X/Y ) i niech {ẑ∗m} będzie cią-

giem biortogonalnych funkcjonałów związanych z tą bazą. Wtedy istnieje stała K1 > 1,

taka że ‖ẑ∗m‖(X/Y )∗ ¬ K1 dla każdego m ∈ N. Dla γ = m ∈ N połóżmy

f̃ ∗γ := ẑ∗m ◦ ι ∈ X∗. (17.4)
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Następnie niech Γ1 będzie zbiorem takim, że Γ1∩N = ∅ (Γ1 może być zbiorem pustym)

i niech {f̃ ∗γ}γ∈Γ1 będzie rodziną niezerowych i ograniczonych (w normie ‖ · ‖X∗) przez 1
2

funkcjonałów w (X∗, ‖ · ‖X∗). Załóżmy również, że dla każdego x ∈ X i każdego ε > 0

zbiór {γ ∈ Γ1 : |f̃ ∗γ (x)| > ε} jest skończony. Przyjmijmy Γ = Γ1∪N. Otrzymujemy w ten

sposób rodzinę F̃ := {f̃ ∗γ}γ∈Γ niezerowych funkcjonałów w X∗. Dalej ustalmy α ∈ (0, 1).

Dla każdego x ∈ X definiujemy tak jak poprzednio ciągi u(x) = {uγ(x)}γ∈Γ ∈ c0(Γ)

oraz Dβ,p(u(x)) = {Dγ
β,p(u(x))}γ∈Γ ∈ `p(Γ) i przyjmujemy

‖x‖α,β,p,F̃ := |||u(x)|||β,p = ‖Dβ,p(u(x))‖p.

Wtedy

β1α‖x‖X ¬ ‖x‖α,β,p,F̃ ¬ K1

 ∞∑
j=1

βpj

 1p ‖x‖X
dla każdego x ∈ X.

Twierdzenie 17.2. Przy powyższych założeniach i 0 < α ¬ 1
2 przestrzeń (X, ‖·‖α,β,p,F̃)

nie ma struktury normalnej.

Dowód. Ponieważ przestrzeń (X, ‖·‖X) jest refleksywna, a baza {ẑm}m znormalizowana,

to istnieje ciąg {zm}m ⊂ X, taki że zm ∈ ẑm (czyli ι(zm) = ẑm) i ‖zm‖X = 1 dla każdego

m ∈ N. Wtedy dla m2 > m1 mamy

|uγ(zm2 − zm1)| = |f ∗γ (zm2 − zm1)| ¬
1
2
‖zm2 − zm1‖X ¬ 1

dla γ ∈ Γ1,

u1(zm2 − zm1) = α‖zm2 − zm1‖X ¬ 2α ¬ 1

oraz

{u2(zm2 − zm1), u3(zm2 − zm1), u3(zm2 − zm1), . . .} =

= {ẑ∗1(ι(zm2 − zm1)), ẑ∗2(ι(zm2 − zm1)), ẑ∗2(ι(zm2 − zm1)), . . . ,

ẑ∗m1−1(ι(zm2 − zm1)), ẑ∗m1(ι(zm2 − zm1)), . . . , ẑ
∗
m1

(ι(zm2 − zm1)),

ẑ∗m1+1(ι(zm2 − zm1)), . . . , ẑ∗m2−1(ι(zm2 − zm1)),

ẑ∗m2(ι(zm2 − zm1)), . . . , ẑ
∗
m2

(ι(zm2 − zm1)), ẑ∗m2+1(ι(zm2 − zm1)), . . .} =

= {0, 0, 0, . . . , 0,−1, . . . ,−1, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 0, . . .}.

Stąd dostajemy m1+m2∑
j=1

βpj

 1p ¬ ‖zm2 − zm1‖α,β,p,F̃ ¬
 ∞∑
j=1

βpj

 1p ,
a to oznacza, że diam‖·‖α,β,p,F̃{zm}m =

(∑∞
j=1 β

p
j

) 1
p .
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Pokażemy teraz, że limm dist‖·‖α,β,p,F̃(zm+1, conv{z1, ..., zm}) =
(∑∞

j=1 β
p
j

) 1
p . Załóżmy

więc, że a1 + . . .+ am = 1, gdzie 0 ¬ ak ¬ 1 dla 1 ¬ k ¬ m. Wtedy mamy∣∣∣∣∣uγ
(
zm+1 −

m∑
k=1

akzk

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣f ∗γ
(
zm+1 −

m∑
k=1

akzk

)∣∣∣∣∣ ¬
¬ 1

2

∥∥∥∥∥zm+1 −
m∑
k=1

akzk

∥∥∥∥∥
X

¬ 1
2

m∑
k=1

ak‖zm+1 − zk‖X ¬ 1

dla γ ∈ Γ1, ∣∣∣∣∣u1(zm+1 −
m∑
k=1

akzk)

∣∣∣∣∣ = α

∥∥∥∥∥zm+1 −
m∑
k=1

akzk

∥∥∥∥∥
X

¬ 2α ¬ 1

oraz {
u2

(
zm+1 −

m∑
k=1

akzk

)
, u3

(
zm+1 −

m∑
k=1

akzk

)
, u3

(
zm+1 −

m∑
k=1

akzk

)
, . . .

}
=

=
{
ẑ∗1

(
l

(
zm+1 −

m∑
k=1

akzk

))
, ẑ∗2

(
l

(
zm+1 −

m∑
k=1

akzk

))
, ẑ∗2

(
l

(
zm+1 −

m∑
k=1

akzk

))
, . . . ,

ẑ∗m

(
l

(
zm+1−

m∑
k=1

akzk

))
, . . . , ẑ∗m

(
l

(
zm+1−

m∑
k=1

akzk

))
, ẑ∗m+1

(
l

(
zm+1−

m∑
k=1

akzk

))
, . . .

ẑ∗m+1

(
l

(
zm+1 −

m∑
k=1

akzk

))
, ẑ∗m+2

(
l

(
zm+1 −

m∑
k=1

akzk

))
, . . .

}
=

= {−a1,−a2,−a2, . . . ,−am, . . . ,−am, 1, . . . , 1, 0, . . .}.

Stąd otrzymujemy

m+1∑
j=1

βpj

 1p ¬ ∥∥∥∥∥zm+1 −
m∑
k=1

akzk

∥∥∥∥∥
α,β,p,F̃

¬ diamα,β,p,F̃{zm}m =

 ∞∑
j=1

βpj

 1p .
To oznacza, że limm dist‖·‖α,β,p,F̃(zm+1, conv{z1, ..., zm}) =

(∑∞
j=1 β

p
j

) 1
p i dlatego ciąg

{zm}m ⊂ X jest diametralny w (X, ‖ · ‖α,β,p,F̃). Z twierdzenia 1.38 dostajemy, że prze-

strzeń (X, ‖ · ‖α,β,p,F̃) nie ma struktury normalnej dla 0 < α ¬ 1
2 .

Przy powyższych założeniach o α, β, p i F̃ z naszych dotychczasowych rezultatów

wynika następujące twierdzenie.

Twierdzenie 17.3. Niech (X, ‖ · ‖X) będzie nieskończenie wymiarową i refleksywną

przestrzenią Banacha. Jeśli przestrzeń (X, ‖ · ‖X) ma słabą własność Opiala, to ist-

nieje równoważna norma ‖ · ‖α,β,p,F̃, taka że przestrzeń (X, ‖ · ‖α,β,p,F̃) zawiera zbiór

diametralnie zupełny z pustym wnętrzem.

90



Dowód. Z twierdzenia 1.52 wynika, że istnieje zbiór Γ1, taki że Γ1 ∩ N = ∅ oraz róż-

nowartościowy i ograniczony operator liniowy T przekształcający X w c0(Γ1). Niech

{eγ}γ∈Γ1 będzie standardową bazą przestrzeni c0(Γ1) i niech {e∗γ}γ∈Γ1 będzie rodziną

biortogonalnych funkcjonałów związanych z tą bazą, to znaczy e∗γ(y) = yγ dla każdego

y = {yγ}γ∈Γ1 ∈ c0(Γ1) oraz

e∗γ(eγ′) =


1, jeśli γ = γ′

0, w przeciwnym przypadku,

dla γ, γ′ ∈ Γ1. Bez straty ogólności rozważań możemy założyć, że dla każdego γ ∈ Γ1

istnieje punkt x ∈ X, taki że e∗γ(Tx) 6= 0. Następnie weźmy 0 < s < 1 i połóżmy

{f̃ ∗γ}γ∈Γ1 = {se∗γ ◦ T}γ∈Γ1 . Wtedy {f̃ ∗γ}γ∈Γ1 jest rodziną niezerowych funkcjonałów

w X∗, które rozdzielają punkty w X. Załóżmy dodatkowo, że 0 < s < 1 jest tak małe,

że rodzina {f̃ ∗γ}γ∈Γ1 jest ograniczona w normie ‖ · ‖X∗ przez 1
2 . Dla każdego x ∈ X

i każdego ε > 0 zbiór {γ ∈ Γ1 : |f̃ ∗γ (x)| > ε} jest skończony.

Niech teraz Γ = Γ1 ∪ N. Dla γ ∈ N funkcjonał f̃ ∗γ jest zadany wzorem (17.4).

Przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖X) z rodziną F̃ = {f̃ ∗γ}γ∈Γ spełnia założenia twierdzeń

17.1 i 17.2. Dlatego przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖α,β,p,F̃) ma własność Opiala i nie ma

struktury normalnej. Na podstawie twierdzenia 6.5 dostajemy więc, że przestrzeń Ba-

nacha (X, ‖ · ‖α,β,p,F̃) zawiera zbiór diametralnie zupełny z pustym wnętrzem.

Uwaga 17.4. Nie wiemy, czy każda nieskończenie wymiarowa i refleksywna przestrzeń

Banacha ma równoważną normę ze słabą własnością Opiala i to pokazuje kres możli-

wości zastosowania metody dowodowej opartej na normie typu Daya.

Zakładając dodatkowo, że przestrzeń (X, ‖ · ‖X) ma własność Kadeca-Klee’ego

oraz że dla ciągu β = {βj}j istnieją stała L > 1 i ściśle rosnący ciąg liczb natural-

nych {jn}n, takie że
∑∞
j=jn+1 β

p
j ¬ Lβpjn+1 dla każdego n ∈ N otrzymujemy następujące

twierdzenie, przy czym ‖ · ‖α,β,p,F̃ jest normą określoną w dowodzie twierdzenia 17.3.

Twierdzenie 17.5. Załóżmy, że (X, ‖·‖X) jest nieskończenie wymiarową i refleksywną

przestrzenią Banacha, która ma własność Kadeca-Klee’ego. Jeśli rodzina funkcjonałów

{f̃ ∗γ}γ∈Γ1 rozdziela punkty w przestrzeni (X, ‖·‖X), to przestrzeń Banacha (X, ‖·‖α,β,p,F̃)

jest lokalnie jednostajnie wypukła.

Dowód. Załóżmy, że dany jest ciąg {xn}n ⊂ X i element x ∈ X, takie że ‖x‖α,β,p,F̃ = 1,

limn ‖xn‖α,β,p,F̃ = 1 oraz limn ‖x + xn‖α,β,p,F̃ = 2. Stąd mamy, że |||u(x)|||β,p = 1,

limn |||u(xn)|||β,p = 1 oraz limn |||u(x+ xn)||| = 2. Z lematu 5.1 mamy

2 = |||u(x)|||β,p + lim
n
|||u(xn)|||β,p  lim sup

n
|||u(x) + u(xn)|||β,p 
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 lim inf
n
|||u(x) + u(xn)|||β,p  lim

n
||||u(x+ xn)|||β,p = 2,

a to oznacza, że limn |||u(x) + u(xn)|||β,p = 2. Z lokalnej jednostajnej wypukłości prze-

strzeni (c0(Γ), |||·|||β,p) wynika więc zbieżność ciągu {u(xn)}n do u(x) w normie |||· |||β,p.
Ponieważ

β1‖u(x)− u(xn)‖c0(Γ) ¬ |||u(x)− u(xn)|||β,p ¬

 ∞∑
j=1

βpj

 1p ‖u(x)− u(xn)‖c0(Γ)

i

‖u(x)− u(xn)‖c0(Γ)  αmax
{
|‖x‖X − ‖xn‖X |, sup

{
|uγ(x)− uγ(xn)| : γ ∈ Γ1

}}
,

to limn ‖xn‖X = ‖x‖X i limn f̃
∗
γ (xn) = f̃ ∗γ (x) dla każdego γ ∈ Γ1. Z tego, że ciąg funk-

cjonałów {f̃ ∗γ}γ∈Γ1 ⊂ X∗ rozdziela punkty w (X, ‖·‖X), przestrzeń Banacha (X, ‖· ‖X)

jest refleksywna i lim
n
f̃γ(xn) = lim

n
f̃γ(x) dla γ ∈ Γ wynika, że ciąg {xn}n jest słabo

zbieżny do x. Korzystając z własności Kadeca-Klee’ego przestrzeni (X, ‖ · ‖X) otrzy-

mujemy, że limn xn = x w (X, ‖ · ‖X) i dlatego ciąg {xn}n jest również zbieżny do x

w przestrzeni Banacha (X, ‖ · ‖α,β,p,F̃) .

Możemy teraz udowodnić, że każda nieskończenie wymiarowa i refleksywna prze-

strzeń Banacha ze słabą własnością Opiala i własnością Kadeca-Klee’ego może być

równoważnie przenormowana do lokalnie jednostajnie wypukłej przestrzeni, która za-

wiera zbiór diametralnie zupełny z pustym wnętrzem.

Twierdzenie 17.6. Załóżmy, że (X, ‖·‖X) jest nieskończenie wymiarową i refleksywną

przestrzenią Banacha, która ma słabą własność Opiala i własność Kadeca-Klee’ego.

Wtedy istnieje równoważna norma ‖·‖0, taka że przestrzeń (X, ‖·‖0) jest LUR i zawiera

zbiór diametralnie zupełny z pustym wnętrzem.

Dowód. Załóżmy, że 1 < p < ∞, 0 < α ¬ 1
2 i ciąg β = {βj}j jest ciągiem ściśle

malejącym o wyrazach dodatnich, takim że szereg
∑∞
j=1 β

p
j jest zbieżny. Dodatkowo

zakładamy, że istnieją stała L > 1 i ściśle rosnący ciąg liczb naturalnych {jn}n, takie

że
∑∞
j=jn+1 β

p
j ¬ Lβpjn+1 dla każdego n ∈ N. Konstruujemy rodzinę niezerowych funk-

cjonałów {f̃ ∗γ}γ∈Γ w X∗ jak w dowodzie twierdzenia 17.3 i kładziemy ‖ · ‖0 = ‖ · ‖α,β,p,F̃.

Wtedy z twierdzenia 17.3 dostajemy, że przestrzeń (X, ‖·‖0) zawiera zbiór diametralnie

zupełny z pustym wnętrzem, a następnie z twierdzenia 17.5 otrzymujemy, że przestrzeń

(X, ‖ · ‖0) jest LUR.
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tekst

Dodatek 3

Słaba własność Opiala

18 Dodatek 3. Słaba własność Opiala
Stosując metodę podobną do metody D. van Dulsta ([27]) możemy udowodnić twier-

dzenie o istnieniu równoważnej normy ze słabą własnością Opiala w nieośrodkowej

przestrzeni Banacha . Dowód twierdzenia D. van Dulsta o istnieniu równoważnej nor-

my z własnością Opiala opiera się silnie na założeniu ośrodkowości przestrzeni Banacha

i uniwersalności przestrzeni (C([0, 1],R), ‖ · ‖C), która ma bazę Schaudera, ale nie ma

bezwarunkowej bazy Schaudera (patrz twierdzenia 1.49 i 9.10). Aby więc osiągnąć nasz

wynik w przypadku nieośrodkowych przestrzeni Banacha musimy dodatkowo założyć

istnienie rozszerzonej bazy bezwarunkowej.

Twierdzenie 18.1. Każda nieośrodkowa przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖) z rozszerzoną

bazą bezwarunkową ma równoważną normę || · ||0, taką że przestrzeń (X, || · ||0) ma słabą

własność Opiala.

Dowód. Załóżmy, że {xi}i∈I jest rozszerzoną bazą bezwarunkową w (X, ‖ · ‖). Połóżmy

P∅ = 0 i określmy normę ‖ · ‖0 w następujące sposób

‖x‖0 = sup
A∈A1(I)∪{∅}

‖(I − PA)x‖

dla każdego x ∈ X, gdzie I : X → X jest odwzorowaniem identycznościowym. Wtedy

mamy

‖x‖ ¬ ‖x‖0 ¬ (1 +K)‖x‖

dla każdego x ∈ X, gdzie K jest stałą bazową naszej bazy. Następnie dla każdego

B ∈ A1(I) ∪ {∅} i każdego x ∈ X otrzymujemy

‖(I − PB)x‖0 = sup
A∈A1(I)∪{∅}

‖(I − PA)(I − PB)x‖ = sup
A∈A1(I)∪{∅}

‖(I − PA∪B)x‖ (18.1)

¬ sup
A∈A1(I)∪{∅}

‖(I − PA)x‖ = ‖x‖0.

Załóżmy teraz, że ciąg {yj}j∈N ⊂ X jest słabo zbieżny do 0. Wtedy dla każdego

B ∈ A1(I) mamy

lim
j
‖PByj‖0 = 0
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i dlatego dostajemy

lim sup
j
‖yj‖0 = lim sup

j
‖(I − PB)yj‖0. (18.2)

Następnie weźmy dowolne y ∈ X \ {0} i ε > 0. Wtedy istnieje zbiór B0 ∈ A(I), taki że

‖(I − PB0)y‖0 < ε. (18.3)

Z (18.1) - (18.3) otrzymujemy

lim sup
j
‖yj − y‖0  lim sup

j
‖(I − PB0)(yj − y)‖0 

 lim sup
j
‖(I − PB0)yj‖0 − ‖(I − PB0)y‖0 >

> lim sup
j
‖(I − PB0)yj‖0 − ε = lim sup

j
‖yj‖0 − ε.

Ponieważ ε > 0 było wybrane dowolnie, to ostatecznie mamy

lim sup
j
‖yj − y‖0  lim sup

j
‖yj‖0.
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tekst

Dodatek 4

Drugi dowód twierdzenia 13.1 o istnieniu
w nieośrodkowej przestrzeni Banacha
zbioru o stałej szerokości z pustym
wnętrzem
19 Dodatek 4. Drugi dowód twierdzenia 13.1 o ist-

nieniu w nieośrodkowej przestrzeni Banacha zbio-

ru o stałej szerokości z pustym wnętrzem

W tym dodatku pokażemy, jak modyfikując dowód twierdzenia 2.1 podany w [67]

można bezpośrednio udowodnić twierdzenie 13.1.

Twierdzenie 19.1. Każda nieośrodkowa przestrzeń Banacha (X, ‖ · ‖) z rozszerzoną

bazą bezwarunkową ma równoważną normę ‖ · ‖0, taką że przestrzeń (X, || · ‖0) zawiera

zbiór o stałej szerokości z pustym wnętrzem.

Dowód. Załóżmy, że {xi}i∈I jest rozszerzoną bazą bezwarunkową w (X, ‖ · ‖) i K jej

stałą bazową. Wtedy w X mamy naturalny częściowy porządek określony w następu-

jący sposób: x =
∑
i∈I a

ixi  0 wtedy i tylko wtedy, gdy ai  0 dla każdego i ∈ I.

Oznaczmy teraz dodatni stożek w X przez C+ i połóżmy S+ = B‖·‖(0, 1) ∩ C+. Wtedy

S+ jest niepustym, ograniczonym, domkniętym i wypukłym zbiorem o pustym wnętrzu

(patrz przykład 6.2). Pokażemy, że

1
K
B‖·‖(0, 1) ⊂ S+ − S+.

Jeśli x =
∑
i∈I a

ixi ∈ B‖·‖(0, 1), to z bezwarunkowości naszej bazy dostajemy, że sumy

x =
∑
i∈I a

i
+xi i x =

∑
i∈I a

i
−xi są zbieżne odpowiednio do x+ ∈ KS+ i x− ∈ KS+ ,

gdzie ai+ = max{ai, 0} i ai− = max{−ai, 0} dla i ∈ I. Oczywiście x = x+−x− ∈ S+−S+.

Oznacza to, że symetryczny, ograniczony i wypukły zbiór S+−S+ ma niepuste wnętrze

i zbiór S+ − S+ generuje równoważną normę ‖ · ‖0 przy której zbiór S+ − S+ jest

jednostkową kulą domkniętą B‖·‖0(0, 1). Z twierdzenia 10.2 wynika, że w (X, || · ‖0)

zbiór S+ jest zbiorem o stałej szerokości i ma puste wnętrze.
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