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Wstep

Jednym z kierunkéw badan w geometrii przestrzeni Banacha jest studiowanie warunkow,
ktore zapewniaja, ze dana geometryczna wlasnos$¢ zostanie zachowana przy pewnych kon-
strukcjach, np. sum prostych lub przestrzeni interpolacyjnych. Niniejsza praca zawiera wyniki
mieszczace sie w tym nurcie badan.

Wisréd geometrycznych wlasnoscei przestrzeni Banacha wyrdzniamy klasyczne: wypuklosé,
gtadkosé i ich jednostajne odpowiedniki oraz mniej znane: niekwadratowosé, wtasnosci Opiala
i wlasnosé Garcfi-Falseta. Wtasnosci te maja liczne zastosowania w analizie funkcjonalnej,
w szczegblnosci w metrycznej teorii punktow statych. W rozdziale 1 pracy przypominamy
definicje i podstawowe wyniki dotyczace powyzszych wtasnosci.

W podrozdziale 1.1 omawiamy zagadnienia dotyczace wypuktlosci i gtadkosci w przestrze-
niach Banacha. Te cze$¢ pracy rozpoczynamy przypomnieniem definicji Scistej wypuktosci,
modultu wypuktosci dx i jednostajnej wypuktosci przestrzeni Banacha X, ktore uzupelniamy
przyktadami i najwazniejszymi wlasnosciami. Nastepnie przypominamy definicje gtadkosci,
modutu gtadkosci px i jednostajnej gtadkosci przestrzeni Banacha X wraz z wtasno$ciami
i przyktadami. Prezentujemy znane twierdzenia podajace zastosowanie powyzszych wlasnosci
w zagadnieniach zwiazanych ze struktura normalng i wlasnosécia punktow stalych. Ostatnia
czesé tego podrozdzialu zawiera klasyczne wyniki dotyczace zwiazkow miedzy jednostajng
wypukloscig a jednostajng gltadkoscig w przestrzeni Banacha X, w przestrzeni sprzezonej X*
oraz w przestrzeni drugiej sprzezonej X **.

Podrozdzial 1.2 zawiera omowienie jednostajnej niekwadratowosci w przestrzeni Banacha.
Przypominamy definicje statej Jamesa J(X) przestrzeni X, ktora pozwala scharakteryzowac
jednostajna niekwadratowos¢ i prezentujemy podstawowe wiasnosci tej stalej.

Podrozdzial 1.3 po$wiecony jest wlasnosciom Opiala. Podstawowy wariant tej wtasnosci



zostal wprowadzony przez Opiala w [55], gdzie byl uzyty w twierdzeniu o stabej zbieznosci
ciggu iteracyjnego do punktu stalego odwzorowania nieoddalajacego. Rowniez jednostajna
wersja wlasnosci Opiala ma zastosowania w metrycznej teorii punktow statych (patrz [56]).
Zastosowanie tej wersji do problemu stabej zbieznosci ciggéw otrzymanych przy uzyciu algo-
rytmu zachtannego w przestrzeniach Banacha zostalo podane w [16].

W pracy tej omawiamy trzy wersje: staba wlasnosé Opiala, wlasnosé Opiala i jednostajna
wlasno$é Opiala, przy czym wlasnosci te odnosimy nie tylko do stabej topologii, ale w ogdl-
niejszym podej$ciu do pewnej topologii 7. Z jednostajna wtasnoscig Opiala dla przestrzeni
Banacha X i topologii 7 zwiazany jest modul ry .. My definiujemy inny modutl sy . i au-
torskie wyniki w podrozdziale 1.3 dotycza wlasnosci modutu sy, 1 wzoréw wiazacych ten
modul z rx .. W nastepnym podrozdziale 1.4 zostaly zebrane podstawowe fakty dotyczace
wspotezynnika Garcii-Falseta R(X) przestrzeni Banacha X.

Rozdzial 2 pracy po$wiecony jest kratom Banacha. Pierwsza czes¢ podrozdziatu 2.1 sta-
nowi wstep do teorii krat Banacha i zawiera omoéwienie wybranych zagadnieni tej teorii.
W drugiej czesdci tego podrozdziatu zostaly zebrane podstawowe definicje i fakty dotyczace
baz bezwarunkowych. Przestrzenie z takimi bazami ze stala bezwarunkowa 1 tworza szcze-
golna klase krat Banacha, ktore odgrywa istotng role w dalszej czesci pracy.

Dla krat Banacha rozwaza sie nie tylko klasyczne, geometryczne wlasnosci przestrzeni
Banacha, lecz réwniez szczegblne geometryczne wtasnosci, ktore odnosza sie do porzadku.
Naleza do nich jednostajna monotonicznos¢ i porzadkowa jednostajna gtadkosé, ktorym po-
Swiecony jest podrozdzial 2.2. W pewnym sensie sa to kratowe odpowiedniki jednostajnej
wypuktosci i gtadkosci w przestrzeniach Banacha. Dla danej kraty Banacha X rozwaza sie
dwa moduty ¢, x oraz ox odpowiadajace jednostajnej monotonicznodci oraz funkcje p,, x
zwang modutem porzadkowej gtadkosci. Stalg Scisle zwigzang z tym ostatnim modutem jest
kat Riesza majacy zastosowanie w metrycznej teorii punktow stalych dla krat Banacha.

Przyktad 2.2.2 zawiera prosta konstrukcje dwuwymiarowej kraty Banacha, ktérej mo-
dul monotonicznosci 6, x nie jest funkcja wypukta. Jest to o tyle istotne, ze w literaturze
pojawialy sie stwierdzenia, ze modul ten jest funkcja wypukly. Co wiecej, przyklad 2.2.2
pokazuje, ze jeden ze wzordw z pracy [38], podajacy zalezno$¢ miedzy modutem monotonicz-

noéci d,, x+ i modutem porzadkowej gtadkosci p,, x jest falszywy. Twierdzenie 2.2.2 zawiera



z kolei wzory przedstawiajace zaleznosci miedzy modutami monotonicznosci d,, x oraz ox.
Podobne wzory znajduja sie w pracy [38], ale nie sa one poprawne. Zamieszczamy takze do-
wod wzoru 0, x+ = O, x z pracy [38], gdyz przy jego wyprowadzeniu w [38] korzysta si¢ ze
wspomnianej wyzej zaleznosci miedzy d,, x+ 1 pm,x, ktora okazala si¢ nieprawdziwa.

Podrozdzial 2.3 poswiecony jest jednostajnej niekwadratowosci dla krat Banacha. W [20]
znaleziono prosty warunek konieczny i dostateczny na to, aby krata R3 byla niekwadratowa.
W przyktadzie 2.3.1 pokazujemy, ze warunek ten nie gwarantuje jednostajnej niekwadrato-
wosci dla krat o wymiarze wiekszym niz 3.

W rozdziale 3 badamy geometryczne wlasnosci ogélnych sum prostych Y = (X;c; Xi) g
gdzie { X, }ics jest rodzina przestrzeni Banacha, a norma w sumie prostej pochodzi od kraty
Banacha FE, ktéra nazywamy przestrzenig bazows dla sumy prostej. Konstrukcja takiej sumy
prostej i pewne wlasnosci przestrzeni bazowych zostaty przedstawione w podrozdziale 3.1.
Geometryczne wlasnosci sum prostych przestrzeni Banacha byty badane np. w [19], [31], [60].

W podrozdziat 3.2 przedstawione zostaly autorskie wyniki dotyczace jednostajnej wy-
puktosci sumy prostej przestrzeni Banacha. W twierdzeniu 3.2.1 i wniosku 3.2.1 podajemy
oszacowanie modutu wypuklosci dy sumy prostej Y = (3;c; Xi) przestrzeni Banacha przy
uzyciu moduléw wypuktosci przestrzeni X; oraz przestrzeni E. Wynik ten umozliwia ponadto
podanie oszacowania charakterystyki wypuktosci £¢(Y') sumy prostej. Sumy proste znajdujag
zastosowanie w przyktadzie 3.2.1, gdzie podana jest konstrukcja przestrzeni Y z zadanymi z
gory wartosciami £o(Y) oraz dy (2).

Podrozdzial 3.3 zawiera autorskie wyniki dotyczace wlasnosci Opiala dla sum prostych
przestrzeni Banacha. Twierdzenie 3.3.1 zawiera warunki dostateczne dla tego, aby suma pro-
sta Y = (X;c;r Xi)p miata staba wtasnos¢ Opiala i wlasnos¢é Opiala. W twierdzeniu 3.3.3
podane zostalo natomiast oszacowanie modulu sy zwiazanego z wlasnoscig Opiala dla su-
my prostej Y = (3 ;cr Xi)p. W konsekwencji otrzymujemy warunki gwarantujace, ze Y ma
jednostajna wlasnosé Opiala.

W podrozdziale 3.4 prezentujemy autorskie wyniki dotyczace wspotczynnika Garcii-Falseta
dla sumy prostej przestrzeni Banacha. W [26] wykazano, ze dla danej przestrzeni Banacha
X, warunek R(X) < 2 implikuje, ze przestrzenn X ma staba wlasnos¢ punktu statego dla

odwzorowan nieoddalajacych. W twierdzeniu 3.4.1 podajemy warunki, ktore dla danej kraty



Banacha F gwarantuja, ze spelniona jest nierownosé¢ R(F) < 2. Twierdzenie 3.4.2 podaje
oszacowanie wspotczynnika Garcfi-Falseta R(Y') sumy prostej Y = (X7 Xi) -

Pozostata czes¢ pracy traktuje o przestrzeniach interpolacyjnych. Teoria takich przestrze-
ni jest rozlegla gatezig analizy funkcjonalnej, ktora znalazta zastosowania w innych obszarach
analizy, w szczegolnosci w réwnaniach rézniczkowych czastkowych, teorii aproksymacji i ana-
lizie numerycznej. Wyniki zawarte w rozdziale 4 dotycza jednostajnej wypuktosci i wlasnosci
Opiala dla przestrzeni interpolacyjnych, ktérych konstrukeja opiera sie na ogolnej, dyskretnej
metodzie interpolacji z uzyciem abstrakcyjnej przestrzeni z bazg bezwarunkowa.

W [14] dyskretna metoda interpolacji postuzyta do znalezienia faktoryzacji operatorow
stabo zwartych przez przestrzenie refleksywne. Korzystajac z tej metody, Davis [13] udo-
wodnil, ze kazda jednostajnie wypukta przestrzen z baza bezwarunkows jest izomorficzna
z dopelnialng podprzestrzenia jednostajnie wypuklej przestrzeni z baza symetryczna.

Podobnie jak w przypadku sum prostych, w teorii przestrzeni interpolacyjnych natural-
nym problemem jest zagadnienie, czy dana wtasnosé przestrzeni Banacha zachowuje sie przy
przejsciu do przestrzeni interpolacyjnej. W literaturze opisano wiele r6znych metod interpo-
lacji. Stad rozwigzanie tego problemu jest uzaleznione od danej metody.

W podrozdziale 4.1 prezentujemy ogélna, dyskretng metode interpolacji, ktora dla danej
pary interpolacyjnej X = (Xo, X;) przestrzeni Banacha i przestrzeni E z baza bezwarunkowsg
ze stala bezwarunkowa 1 prowadzi do konstrukeji przestrzeni interpolacyjnej K,q(X, E).
Przestrzen ta jest szczegblnym rodzajem rozwazanych wczesniej sum prostych. Specyficzng
wlasno$cig normy w tej przestrzeni jest nier6wnosé z twierdzenia 4.1.2, ktorg wykorzystujemy
w dowodach kolejnych twierdzen z tego rozdziatu.

Podstawowy wynik dotyczacy jednostajnej wypuklosci dla przestrzeni interpolacyjnych
otrzymanych metodg Lionsa—Peetrego zostal wykazany przez Beauzamy’ego w [2|. Dla ze-
spolonej metody interpolacji twierdzenie o jednostajnej wypuklosci zostato wykazane przez
Cwikela i Reisnera w [12]. Podrozdzial 4.2 zawiera autorskie twierdzenie 4.2.1 dotyczace
jednostajnej wypuklosci przestrzeni interpolacyjnej K, o(X, F). Pokazuje ono, ze jezeli przy-
najmniej jedna z przestrzeni w parze interpolacyjnej X = (Xj, X1) jest jednostajnie wypukta,
to przestrzen interpolacyjna K, o(X, E) jest rowniez jednostajnie wypukta. W dowodzie tego

twierdzenia wykorzystana zostata idea z pracy [40].



W podrozdziale 4.3 przedstawione sa autorskie wyniki dotyczace wtasnosci Opiala i jedno-
stajnej wltasnosci Opiala w przestrzeniach interpolacyjnych. Twierdzenie 4.3.1 podaje warunki
dla pary interpolacyjnej X = (Xo, X), ktore gwarantuja, ze suma X,(X) = Xy + X; ma
staba wtasnos¢ Opiala lub wlasnosé Opiala. Z kolei twierdzenie 4.3.2 podaje warunki dosta-
teczne dla tego, aby przestrzen interpolacyjna K, (X, E) miata wlasnos¢ Opiala. Nastepne
wyniki dotycza jednostajnej wlasnosci Opiala. Twierdzenie 4.3.3 zawiera oszacowanie modu-
hu sk, , zwiazanego z jednostajng wlasnoscig Opiala przy pomocy modulu monotonicznosci
Om E kraty E oraz modulow sx, i sx, przestrzeni X, oraz X;. Oszacowanie to pozwala stwier-
dzi¢, przy jakich warunkach przestrzen interpolacyjna K, »(X, E) ma jednostajna wlasnosé
Opiala.

Autorskie wyniki zawarte w tej rozprawie zostaly zamieszczone w pracach [49], [50], [51],

[52].



Rozdzial 1

Geometryczne wlasnosci przestrzeni

Banacha

W tym rozdziale przypominamy wybrane geometryczne wlasnosci przestrzeni Banacha.
Niech X bedzie rzeczywista przestrzenia Banacha. Bedziemy zawsze milczaco zaktadaé, ze
dim X > 2. Przez B(X) i S(X) oznaczamy odpowiednio domknieta kule jednostkows i sfere
jednostkowa przestrzeni Banacha X. Przez X* rozumiemy przestrzeri wszystkich ciggtych
funkcjonalow liniowych okreslonych na przestrzeni X, czyli przestrzen sprzezona (dualna) do

X. Symbolem X** oznaczamy przestrzen druga sprzezong do X, czyli X** = (X*)*.

», ®

1.1 Jednostajna wypuklosé i jednostajna gtadko$é

Jednostajna wypuktosc i jednostajna gtadkos¢ naleza do najbardziej klasycznych geometrycz-
nych wlasnosci przestrzeni Banacha. Pierwsza z tych wlasnosci jest jednostajng wersja Scistej

wypuktosei.

Definicja 1.1.1. Mowimy, ze przestrzen Banacha X jest Scisle wypukta, jesli dla dowolnych
z,y € S(X), x # y zachodzi nier6wnosé

r+y
2

m

7 powyzszego warunku wynika, ze przestrzen Banacha X jest Scisle wypukta, jesli sfera

jednostkowa S(X) nie zawiera zadnego odcinka o koricach x # y. Wiele charakteryzacji $cistej

8



wypuklosci mozna znalezé m. in. w 28] i [37].
Silniejsza wlasnoscia jest jednostajna wypuklosé, ktéra zostata zdefiniowana przez J. A.
Clarksona w [11]. Wlasno$¢ te mozna opisa¢ przy pomocy funkcji zwanej modutem wypu-

klosci.

Definicja 1.1.2. Niech X bedzie przestrzenig Banacha. Modutem wypuktosci przestrzeni X
nazywamy funkcje dx : [0,2] — [0, 1] zdefiniowana jako

r+y

5x(e) = inf{l _

| oy e BOO, o -yl >} (1.1)
Przestrzen X jest jednostajnie wypukia, jesli x(¢) > 0 dla kazdego € > 0.

W definicji modutu wypuklosci warunek z,y € B(X) mozna zastapi¢ przez z,y € S(X),
za$ warunek ||z — y|| > ¢ przez ||z — y|| = ¢ (patrz [44]).

Przestrzen Banacha X jest écisle wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy dx(2) = 1. Kaz-
da przestrzen jednostajnie wypukla jest §cisle wypukta i te dwa pojecia sg rownowazne w
przestrzeniach skoriczenie wymiarowych, co wynika ze zwartosci kuli jednostkowej w tych
przestrzeniach. W przypadku przestrzeni nieskoriczenie wymiarowych pojecie jednostajnej
wypuklodci jest istotnie silniejsze od pojecia §cistej wypuktlosci (patrz [28]).

Modul wypukloéci dx ma szereg interesujacych wtasnoéci, ktére mozna znalezé w m.in.

w [28], [37], [44] oraz [59]. Ponizej przedstawiamy wybrane z nich.
e 5x(0) =01 dx jest funkcja niemalejaca.
e iy jest funkcja ciagla na przedziale [0,2), ale nie musi by¢ ciagla w punkcie 2.
0x(e)

e Funkcja dx nie musi by¢ wypukta, ale iloraz roznicowy =_= jest niemalejaca funkcja e

na przedziale (0, 2].
e Dla dowolnego ¢ € [0, 2] mamy
(5)((8) = mf{éE(g)},

gdzie infimum jest brane po wszystkich dwuwymiarowych podprzestrzeniach E prze-

strzeni X.



Przyklad 1.1.1.

1. Przestrzenie [, [, L', L, ¢y nie sg $cisle wypukte. Modul wypuktosci tych przestrzeni

jest funkcjg zerows.

2. Przestrzen ¢ z normg || - ||, zdefiniowana jako

w2\
el =l (3= (%))
=1

dla 1 > 0 oraz x = (x;) € co, gdzie ||z, = sup;ey ||| jest Scisle wypukta, ale nie jest

jednostajnie wypukta (patrz [28]).

4. Przestrzenie LP i [P, dla p € (1,00) sy jednostajnie wypukte. Niech X = LP lub X = [P.

Jesli p > 2, to modul wypuktosci X wyraza sie wzorem

o-1- - (5))”

jesli zag 1 < p < 2, to modut ten jest dany w sposéb uwiktany:

(1 —ox(e) + ;)p+ ‘1 —0x(e) —g

=2

dla kazdego € € [0, 2] (patrz [30]).

Modut wypuktosci przestrzeni Hilberta H wyraza si¢ wzorem

5H(€):1—“1—&:

i twierdzenie Daya-Nordlandera orzeka, ze jest to najwiekszy mozliwy modul wypuktosci,
czyli jesli dim X > 2, to

0x(e) < dn(e)
dla kazdego € € [0, 2] (patrz [54]).

Z modutem wypuktosci zwigzany jest wspotczynnik
c0(X) = supfe € [0,2] : dx(¢) = 0}

zwany charakterystykg wypuktoSci przestrzeni X.

Ponizej przedstawiamy wybrane zwiazki tego wspoétczynnika z wlasnosciami modutu dx

(patrz [28]).

10



e Modul wypuktosci dx jest funkcja Scisle rosnaca na przedziale [go(X), 2].

e Mamy

: go(X
i (o) =1 - 2

(1.2)

Przestrzen X jest jednostajnie wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy o(X) = 0, co wobec
wzoru (1.2) jest rownowazne warunkowi lim. - 0x(¢) = 1. Jesli X jest skonczenie

wymiarowa, to dx jest ciagla w 2 i rownosé ta redukuje sie do warunku dx(2) = 1.
® dx(2(1 —dx(e))) = 1 — 5 dla wszystkich € € (g9(X), 2).
W dalszej czesci wykorzystamy nastepujacy przyktad analogiczny do przyktadu 5.6 z [28].

Przyklad 1.1.2. Niech 1 < X\ < v/2 oraz niech Y, bedzie przestrzeniag R? z norma zdefinio-

wana w nastepujacy sposob:

1
ol = max {512l zle (13)

gdzie || - ||2 jest norma euklidesowa, za$ || - ||~ jest norma maksimum. Sfera jednostkowa

przestrzeni (Y, ||z||) przedstawiona jest na rys. 1.1.

Rys. 1.1: Sfera jednostkowa przestrzeni Yy z norma ||||||.

11



W 28] podano wzor £y(Yy) = 2¢/A2 — 1. My wykazemy, dy, () = 6 (e), gdzie

0, jesli 0 < e <2V A2 —1,
M (e) = (1.4)

1— A2 -2 jesli2v/ A2 —1<e<2.
Najpierw pokazemy, ze Oy, (¢) > 6™ (). W tym celu rozwazmy = = (x1, ;) oraz y =
(y1,12) takie, ze [|z|| =1, [|y[| = 1 oraz ||z — y|| > € > 2v/A? — 1. Rozpatrujemy naste¢pujace
przypadki:

Przypadek 1. Zalozmy, ze ||z +yl| = S[lz + yll2. Z nieréwnosci e < ||z —y|| < llz -yl

dostajemy
1 11 1 1 g2
RS VS N [0 T
eyl =5 52+ 59], <1 (5 =
gdzie H jest przestrzeniag Hilberta. Jednakze % < 11 w konsekwencji %(1 — /\%) <N - 1L
Stad
g2 g2
1 —— <\ [N ==
\/ 402 \/ 4’
wiec
1
L= 5llz+yll > dM(e).
Przypadek IL. Zaloimy, ze ||z + y|| = ||z + y]|oo-
Jezeli ||z —yl| = 1/l — yll2, to biorac ponownie pod uwage, ze 1[lzf. < 11 $]lyll> < 1,
otrzymujemy
1 1 g2 , &
§H!x+yH! < §Hl’+sz SAL=du(e)) =A/1 - TSV T
Stad
1
L=l +yll > 6% e).
Zalozmy teraz, ze ||z +y|| = ||z + ylleo- W tej sytuacji mozemy zalozy¢, ze x lezy w
pierwszej ¢wiartce, za$ y w drugiej. Rozpatrujemy dwa przypadki:
A. Niech ||z —y|| = |x1 — y1| oraz ||z +y|| = |x1 + y1|- Mozemy zalozy¢, ze z1 + 1y > 0

iz >y, azatem x; > 0. Wtedy ||z + y|| = 221 — (21 — 11) < 2 — ¢, wiec

1
1= Slle+yll >

DN ™

12



Poniewaz 60V (0) = 0, 6M(2) = 11 6™ jest funkcja wypukla na przedziale [0, 2], wiec 6™V (g) <
5. Stad

L gl +ll > 69 (0).
B. Niech ||z — y||| = |21 —v1] oraz ||z + y||| = |xa+y2|. Zalézmy najpierw, ze zaden z punktow
z,y nie lezy na odcinku na sferze jednostkowej. Wtedy 1||z]la < 11 1]yl < 1. Poniewaz

e < |y — | < |z — ylf2, wiee

Stad

L= eyl > 1- 31— 5, = 0(e)
— =]z >1- - — = :
2 y AN

Zalozmy teraz, ze jeden z punktow lezy na odcinku na sferze jednostkowej. Mozemy
przyjac, ze jest to y i y = (y1,1), gdzie y; € (—d,0), d = VA% — 1. Poniewaz z; — y; =

: 2 2 (]2 2
1 ’ - W - )
|z1 — y1| = e, wiec x; > € — d. Ponadto 27 + x5 = ||z||5 < A%, zatem

Stad
llz +ylll = lz2 + 1ol =22+ 1 <X — (e —d)?+1

i wystarczy wykazac, ze

\/A2—(5—d)2+1<2‘/v—j (1.5)

Przyjmijmy

fle) =2y/x2 — ij — a2 — (e —d)?

dla ¢ € [2d,2]. Badajac pochodna tatwo stwierdzamy, ze f jest funkcja niemalejaca, a wiec
f(e) > f(2d) = 1. Daje nam to nieréwnosé¢ (1.5), co konczy dowod oszacowania dy, () >
§MN(e).

W celu udowodnienia nieréwnosci przeciwnej rozwazmy x = (x1, o) taki, ze z1,x9 > 0,

tl|lzlls = 1 oraz 2z; = e > 2¢/A? — 1. Przyjmujac y = (—a1,22) otrzymujemy ||z — y| =

22
llz + yll| = 222 =2/ X2 — 2 = 24/ A2 — T

Stad, 1 — 3l + yll = 6™ (e).

2xr1 = € oraz
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Przypomnijmy teraz wtasnosci dualne do $cistej i jednostajnej wypuktosci.

Definicja 1.1.3. Mo6wimy, ze przestrzen Banacha X jest gladka, jesli dla kazdego = € S(X)

istnieje doktadnie jeden funkcjonal z* € X* taki, ze ||z*| = 2*(z) = 1.

Zalezno$¢ miedzy gladkoscig i Scisty wypuktoscia jest nastepujaca: jesli X* jest gladka
(Scisle wypukta), to X jest $cisle wypukta (odpowiednio gtadka). W przestrzeniach reflek-
sywnych implikacje przeciwne sa rowniez prawdziwe (patrz [37]).

Jednostajng gtadkosé definiuje sie przy pomoca funkcji zwanej modutem gladkosci.

Definicja 1.1.4. Modutem gtadkos$ci przestrzeni Banacha X nazywamy funkcje px : [0, 00) —

[0, 00) zdefiniowana jako
1
px(r) =sup {5 (o + 7yl + llo = myl) = 1: 2.y € SO}
Przestrzen X jest jednostajnie gltadka, jesli

po(X) = lim px(7) =0.

T—0 T

Powyzsza granice po(X) nazywamy charakterystykq gtadkosSci przestrzeni Banacha X.

W definicji modutu px(7), warunek z,y € S(X) mozna zastapi¢ przez =,y € B(X).

Oczywiscie px(0) = 0. Ponadto modul px jest funkcja wypukla, a wiec iloraz réznicowy

pr(T) jest niemalejaca funkcja zmiennej 7 w przedziale (0, 00).

W tym miejscu przypominamy wzory na moduly gladkosci dla wybranych przestrzeni

Banacha.
Przyklad 1.1.3.
1. Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Wéwczas dla kazdego 7 > 0 mamy
pu(T)=V1+712—1< px(7),
gdzie H jest przestrzeniag Hilberta.
2. Niech X = LP albo X =[P dlap € (1,00). Jesli 1 <p < 2, to
px(r) = (L+77)7 — 1,
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zas jesli p > 2, to

px(7) = <(1 +T)p;’1 _T‘p>p 1

dla kazdego 7 > 0.

W przestrzeniach skoniczenie wymiarowych gladko$é jest rownowazna jednostajnej glad-
kosci, co wynika z faktu, ze przestrzen refleksywna, w szczeg6lnosci przestrzen skonczenie
wymiarowa, jest gladka wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen do niej sprzezona jest $cisle
wypukta (patrz [44]).

Kazda przestrzen jednostajnie wypukta i kazda przestrzen jednostajnie gtadka jest reflek-
sywna, a nawet superrefleksywna. Przypomnijmy, ze przestrzen Banacha X jest superreflek-
sywna, jesli zadna przestrzen nierefleksywna nie jest skoniczenie reprezentowalna w X (patrz
3).

Kolejna istotna obserwacja jest fakt dualnosci jednostajnej gtadkosci i jednostajnej wy-

puktosci. Wynika to z ponizszego twierdzenia, zawierajacego tzw. wzory Lindenstraussa.

Twierdzenie 1.1.1 ([42]). Niech X bedzie przestrzeniq Banacha. Dla dowolnego T > 0 mamy
px+(T) = sup {7_25 —0x(e):0<e< 2}

oraz
TE
px(r) =sup { =~ dx-(e) 0 <= < 2.
‘Whiosek 1.1.1.

1) Przestrzen X jest jednostajnie wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy X* jest jednostajnie
gtadka.

2) Przestrzenn X jest jednostajnie gladka wtedy i tylko wtedy, gdy X* jest jednostajnie
wypukta.

Ze wrzoréw Lindenstraussa wynikaja takze rownosci 2p0(X™*) = £o(X) oraz 2py(X) =
go(X™*) dla dowolnej przestrzeni Banacha X (patrz 37, str. 107]).
Pojecia jednostajnej wypuktosci i jednostajnej gtadkosci znalazty wiele zastosowan m. in.

w metrycznej teorii punktow statych.
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Niech C bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni Banacha X. Moéwimy, ze przeksztat-
cenie T' : C' — C jest nieoddalajgce, jesli T spelnia warunek Lipschitza ze staty 1, czyli
| Tz — Ty|| < ||z — y| dla wszystkich z,y € C.

Przestrzen Banacha X ma wlasno$é punktu statego (dla przeksztalcen nieoddalajacych),
jesli kazde przeksztatcenie nieoddalajace T : C' — C' niepustego, domknietego, ograniczonego
i wypuktego zbioru C' w przestrzeni X ma punkt staty, czyli istnieje x € C, dla ktérego
x = Tz. Nakladajac w tej definicji na zbior C' warunek stabej zwartosci otrzymujemy definicje
stabej wlasnosci punktu statego.

Waznga role w metrycznej teorii punktéw statych odgrywa wlasnos$é zwana struktura nor-
malng. Przestrzen Banacha X ma strukture normalng, jesli dla kazdego niepustego, ograni-
czonego, domknietego i wypuklego podzbioru K C X, ktory nie jest jednopunktowy istnieje
r € K taki, ze

sup{|lz —y|| : y € K} < diam K,
gdzie diam K jest érednicg zbioru K.

Twierdzenie 1.1.2 ([28, str. 40]). Jesli przestrzen Banacha X ma stabg strukture normalng,

to X ma stabg wltasno$é punktu stalego.

W szczegolnoscei, refleksywne przestrzenie ze struktura normalng maja wtasnosé¢ punktu
stalego. Przestrzenie jednostajnie wypukte i przestrzenie jednostajnie gtadkie sg refleksywne

i maja strukture normalna (patrz [28]), wiec maja wlasno$é¢ punktu statego.

1.2 Jednostajna niekwadratowos¢

Jednostajna niekwadratowosé jest kolejna geometryczna wlasnoscig przestrzeni Banacha, kto-
ra znalazta zastosowanie w metrycznej teorii punktow stalych. Klasa przestrzeni jednostajnie
niekwadratowych zostala zdefiniowana przez R. C. Jamesa w [35]. J. Gao i K. S. Lau w [24]

wprowadzili wspotezynnik J(X) zwiazany z ta wlasnoscia, zwany stala Jamesa przestrzeni

Banacha X.
Definicja 1.2.1. Mowimy, ze przestrzeri Banacha X jest niekwadratowa, jesli
min{|lz + y[, [z — y[|} <2
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dla wszystkich z,y € S(X).

Definicja 1.2.2. Statq Jamesa J(X) przestrzeni Banacha X definiujemy wzorem
J(X) = sup{min{|jz + y| |z — y[|l} : z,y € S(X)}.
Przestrzen X jest jednostajnie niekwadratowa, jesli J(X) < 2.

W powyzszej definicji sfere S(X) mozemy zastapi¢ przez kule B(X). Dla przestrzeni
skoniczenie wymiarowych jednostajna niekwadratowos$é jest rownowazna niekwadratowogci.

Stala Jamesa J(X) jest Scisle zwiazana z modutem wypuktosci 0x przestrzeni X.

Twierdzenie 1.2.1 ([24]). Niech X bedzie przestrzeniq Banacha. Wtedy

J(X) = sup {8 €[0,2] : dx(e) < 1— ;}

Wnhiosek 1.2.1. Dla dowolnej przestrzeni Banacha X oraz dla dowolnego € € (0, 2], warunek
dx(e) > 1 — 5 jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy J(X) < e. W konsekwencji X jest
jednostajnie niekwadratowa wtedy i tylko wtedy, gdy €o(X) < 2. W szczegdlnosci przestrzenie

jednostajnie wypukte sq jednostajnie niekwadratowe.

Zauwazmy, ze z twierdzenia 1.2.1 wynika, ze jesli przestrzen X jest jednostajnie niekwa-

dratowa, to

Przypomnijmy kilka podstawowych wzoréow dla statej Jamesa.

1. Dla dowolnej przestrzeni Banacha X mamy J(H) = 2 < J(X) < 2, gdzie H jest

przestrzenia Hilberta (patrz [24]).
1L J(IY) = J(>~) =2,

2. J(I7) = J(L?) = max {27,2' 7%} dla p € (1,00).

Nastepne twierdzenie podaje zwiazek miedzy statymi Jamesa przestrzeni X oraz prze-

strzeni sprzezonej X*.
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Twierdzenie 1.2.2 (|36]). Dla dowolnej przestrzeni Banacha X mamy

2J(X) -2 < J(X*) < ‘](2X> +1. (1.6)

7 twierdzenia tego wynika, ze przestrzen X jest jednostajnie niekwadratowa wtedy i tylko

wtedy, gdy X* jest jednostajnie niekwadratowa.

Uwaga 1.2.1. Jedli X nie jest jednostajnie niekwadratowa, np. X = ', X =[® lub X = ¢,

to J(X) =2 = J(X*) i w miejscu nieréwnosci we wzorze (1.6) zachodza réwnosci.

Przypomnijmy jeszcze, ze kazda przestrzen jednostajnie niekwadratowa X jest superre-
fleksywna (patrz [35]) i w konsekwencji w X istnieje norma rownowazna, ktora jest jednostaj-
nie wypukta (patrz [22]). Przestrzenie jednostajnie niekwadratowe nie musza mie¢ struktury

normalnej, ale maja wlasnosé¢ punktu stalego (patrz [27]).

1.3 Wlasnosci Opiala

Wtasnosé Opiala zostala wprowadzona w [55], a jej jednostajna wersja w [56]. Obie te wla-
snosci znalazty zastosowanie w wielu zagadnieniach metrycznej teorii punktow statych (patrz
[37]). Inne zastosowanie tych wlasnosci zostalo podane w [16]. Pierwotnie wlasnosci Opiala
rozpatrywano wzgledem stabej topologii. Stad, jesli topologia nie jest wczesniej okreslona,
wtasnosci Opiala bedziemy rozpatrywaé¢ w odniesieniu do stabej topologii.

Definicje i charakteryzacje wlasnosci Opiala poprzedzamy krotkim przypomnieniem do-
tyczacych topologii w przestrzeniach Banacha.

Niech 7 bedzie topologia w przestrzeni Banacha X. Mowimy, ze topologia 7 jest dopusz-
czalna, jesli spelnione s3 nastepujace warunki: 7 jest liniowa topologia Hausdorffa, 7 jest
stabsza niz topologia wyznaczona przez norme oraz norma w przestrzeni X jest ciggowo

dolnie potciggta wzgledem topologii T, tj.
o] < limin ],

jesli ciag (x,,) jest zbiezny do x w X wzgledem topologii 7.
Standardowymi przyktadami topologii dopuszczalnych sa: staba topologia przestrzeni X
(1 = w) oraz slaba* topologia przestrzeni X (7 = w*), jesli X = Y™* jest przestrzenia

sprzezong do pewnej przestrzeni Y.
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Kolejnym przyktadem topologii dopuszczalnej jest topologia 7 zbieznosci lokalnej wedlug
miary w przestrzeniach LP(Q2), gdzie Q0 jest przestrzenia z o-skonczona miara u oraz p €
[1,00). Ustalmy przeliczalne rozbicie {€2,} zbioru © na podzbiory o dodatnich, skoriczonych
miarach. Méwimy, ze ciag funkcji f,, € LP(QQ) jest zbiezny lokalnie wedtug miary, jesli jest
on zbiezny wedlug miary na kazdym podzbiorze {Q,}. Kazdy ciag lokalnie zbiezny wedtug
miary zawiera podciag punktowo zbiezny (do tej samej granicy). Ten fakt wraz z lematem
Fatou pokazuja, ze norma przestrzeni LP(€) jest ciagowo dolnie potciggla wzgledem topologii
lokalnej zbieznosci wedtug miary. Ponadto topologia ta jest stabsza niz topologia wyznaczona
przez norme w LP(Q).

Topologia zbieznosci lokalnej wedtug miary moze by¢ tez zdefiniowana przy uzyciu metryki

w1 \f — 4
Ah9) = ngl 27 1(82) /ﬂ L+ |f - g!du’

gdzie f,g € LP(Q2).

Jesli 1(Q) < 0o, to zamiast metryki d mozemy rozpatrywac¢ metryke

_ [ _1f—d
do(f,9) _/QH|f—9|dM

W tym przypadku topologia zbieznosci lokalnej wedtug miary redukuje sie do topologii zbiez-
nosci wedtug miary.

Kolejnym, szczegbélnym przypadkiem jest sytuacja, w ktorej 2 = N z miarg liczaca. W
tym przypadku LP(Q) = [P i zbieznos¢ lokalna wedlug miary dla ciagéow sprowadza sie do
zbieznoéci po wspotrzednych. Dla ciggéw ograniczonych jest to rownowazne stabej zbieznosci,
jesli p > 1 oraz stabej* zbieznodci, jesli p = 1 i ! rozwazamy jako przestrzen sprzezong do
przestrzeni cg.

Dla danej topologii 7 w przestrzeni Banacha X, przez 7-lim,,_. . z, oznaczamy grani-
ce ciagu (r,) wzgledem topologii 7. Symbolem N(7) oznaczamy zbiér wszystkich ciggow
(x,,), zbieznych do 0 wzgledem topologii 7, dla ktorych ||z, || > 1 dla wszystkich n. Warunek
Ni(7) = 0 definiuje przestrzenie, dla ktorych zbieznosé ciagow wzgledem topologii 7 jest
rownowazna zbieznosci wzgledem normy. W przypadku, gdy 7 = w wlasno$¢ taka nazywa-
my wtasnoscig Schura. Wszystkie skoriczenie wymiarowe przestrzenie maja wlasnosé Schura.
Ponadto przestrzeri I' ma te wlasnosé¢ (patrz [37]).

Przejdziemy teraz do zdefiniowania wtasnosci Opiala.
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Definicja 1.3.1. Mowimy, ze przestrzen Banacha X ma stabg wtasnosé Opiala wzgledem

topologit T w przestrzeni X, jesli

liminf ||z, — z| < liminf ||z, ||
n—o0

n—oo

dla kazdego ograniczonego ciagu (x,), takiego, ze x = 7-lim,, . x, w X.

Staba wtasnos¢ Opiala wzgledem topologii 7 mozemy opisa¢ za pomoca funkcji stabego

zeroweqo typu, tj. funkeji postaci

Y(zn) (@) = liin sup ||z — x|,
gdzie 7-1im,, o, , = 0 w przestrzeni X oraz x € X.

Uwaga 1.3.1 ([49]). Dla ustalonego z € X, 9(,,)(tx) traktowana jako funkcja zmiennej
t € [0,00) jest wypukta i przestrzen X ma staba wtlasnos¢ Opiala wzgledem topologii T
wtedy i tylko wtedy, gdy v(,,)(tz) osiaga swoje minimum w punkcie ¢ = 0, dla kazdego ciggu
(x,), takiego, ze 7-lim, . x, = 0 oraz dla kazdego = € X.

Rzeczywiscie, jesli przestrzen X ma staba wlasnosé¢ Opiala, to funkcja 1), (tz) jest nie-
malejaca w przedziale [0,00). Na odwrdt, jesli zatozymy, ze dla kazdego x € X funkcja
V(z,)(tx) jest niemalejaca w przedziale [0,00), to réwniez Y, ) (—tx) = P, (t(—x)) jest
funkcja niemalejaca. Zatem 1)(,,(tx) osiagnie swoje minimum w punkcie ¢ = 0. Stad X ma

staba wlasnosé Opiala wzgledem topologii 7.

Definicja 1.3.2. Mowimy, ze przestrzen Banacha X ma wtasno$é Opiala wzgledem topologii
T w przestrzeni X, jesli

lim inf |zn — || < lim inf || zn ]
dla kazdego ograniczonego ciagu (z,) w X takiego, ze © = 7-lim,, .o, x, w X, gdzie = # 0.

W powyzszych definicjach liminf mozemy zastapié¢ przez limsup.
Jesli 7 = w lub 7 = w*, to ciagi zbiezne wzgledem topologii 7 sg ograniczone, wiec w

powyzszych definicjach warunek na ograniczonosé¢ ciggu moze zosta¢ pominiety.

Definicja 1.3.3. Moéwimy, ze przestrzen Banacha X ma jednostajng wtasnosé Opiala wzgle-

dem topologii T w przestrzeni X, jesli dla kazdego ¢ > 0 istnieje r > 0 takie, ze nieré6wnos¢
1+ r < liminf ||z, + z|
n—oo
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jest speliona dla kazdego ograniczonego ciagu (z,) € Ni(7) w X i dla kazdego = € X, dla

ktorego ||z|| > c.

Dodatkowo przyjmujemy, ze przestrzenie, dla ktorych Np(7) = () maja jednostajna wla-
sno$¢ Opiala wzgledem topologii 7. Jednostajna wtasnosé Opiala wzgledem topologii 7 im-

plikuje wlasnos¢ Opiala wzgledem topologii 7.
Przyklad 1.3.1.
1. Przestrzenie [? maja jednostajna wtasnos¢ Opiala dla kazdego p € (1, 00).

2. Przestrzenie LP(]0,1]) dlap € (1,00), p # 2, nie maja stabej wlasnosci Opiala wzgledem

topologii 7 = w.

3. Niech Q bedzie przestrzenia z o skonczona miara p. Wowczas przestrzenie LP(Q2) dla
p € [1,00), maja jednostajna wlasnos¢ Opiala wzgledem topologii zbieznosci lokalnej

wedlug miary (patrz [18]).

Jednostajng wlasnos¢ Opiala wzgledem topologii 7 mozna opisa¢ przy uzyciu nastepuja-

cego modutu rx ; zdefiniowanego w [41].

Definicja 1.3.4. Niech X bedzie przestrzenia Banacha, dla ktorej N7(7) # 0. Funkcje rx .,

[0,00) — R definiujemy wzorem
rxr(¢) = inf{liminf ||z + 2, [ — 1},

gdzie ¢ > 0, a infimum jest brane po wszystkich ciagach (z,) € Ni(7) i po wszystkich
elementach x € X, dla ktorych ||z|| > c.

Dodatkowo przyjmujemy rx,(c) = ¢ w przypadku, gdy Ni(7) = (. Przestrzen X ma
jednostajna wlasno$¢ Opiala wzgledem topologii 7 wtedy i tylko wtedy, gdy rx-(c) > 0 dla
kazdego ¢ > 0. W [41]| pokazano, ze modul rx , jest funkcja ciagla w przedziale (0, 00).

Innym modulem zwiazanym z jednostajng wlasnosciag Opiala jest funkcja sx ,, ktora

definiujemy ponizej.
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Definicja 1.3.5. Niech X bedzie przestrzeniag Banacha. Modut sx ; definiujemy jako

sx,-(c) = inf {1 — liminf ||z, — xH}

n—oo

gdzie ¢ € [0,1], a infimum jest brane po wszystkich ograniczonych ciagach (z,) w X takich,

ze liminf, o [|z,] < 11 7-lim,_o x, = 2, gdzie ||z|| > ¢

Przestrzenn X ma jednostajna wtasnosé¢ Opiala wzgledem topologii 7 wtedy i tylko wtedy,
gdy sx,(c) > 0 dla kazdego ¢ € (0,1]. Ponadto przestrzeri X ma staba wlasnos¢ Opiala
wzgledem topologii 7 wtedy i tylko wtedy, gdy sx -(c) > 0 dla kazdego ¢ € [0, 1].

Twierdzenie 1.3.1 ([49]). Niech X bedzie przestrzeniq Banacha z topologiq dopuszczalng T,
dla ktorej Ni(1) # 0. Wowcezas sx - (c) < ¢ dla kazdego ¢ € [0, 1].

Dowdd. Niech (z,) C S(X) bedzie ciagiem, dla ktérego 7-lim,, . x, = 0. Dla ustalonych
ce[0,1]ix € S(X) potozmy y,, = cx+(1—c)z,. Wtedy (y,) C B(X) oraz y = 7-lim,, o0 Yn,
gdzie y = cx, przy czym ||y|| = c oraz ||y, — y|| = 1 — ¢ dla wszystkich n. O

Twierdzenie 1.3.2 ([49]). Jesli X ma stabg wltasnosé Opiala wzgledem topologii T oraz ¢ > 0,

to w definicji modutu sx .(c) warunek ||y|| = ¢ moze byé zastapiony przez ||y| = c.

Dowdd. Niech (y,) bedzie ciggiem w przestrzeni X, dla ktorego y = 7-lim,, . y», przy czym
llyll = ¢ > 0 oraz liminf, . ||y,|| < 1. Wybierzmy podciag (y»,) w taki sposob, aby

T [y, | = liminf [y, < 1

1 przyjmijmy x = y oraz x, = y — Yy, . Z zalozenia stabej wlasnosci Opiala wynika, ze funkcja

stabego zerowego typu 1(,,)(ty) jest niemalejaca jako funkcja zmiennej ¢ € [0, 00). Stad

. C ..
gyMﬂ:mm@>wm(MW)>%gw%w

gdzie z, = ”—;Hy — (y — yn). Wobec tego liminf, . ||2z,|| < 1 oraz z = 7-lim, . 2,, gdzie
z = q,Y> Przy czym Izl = ¢ i||lzn — 2|| = |lyn — y|| dla kazdego n € N. O

Twierdzenie 1.3.3 ([49]). Niech X bedzie przestrzeniq Banacha z topologiq dopuszczalng T,

SX, T(C)

dla ktorej Ni(7) # 0. Jesli X ma stabg wltasnosé Opiala wzgledem topologii T, to jest
niemalejgcq funkcjq zmiennej ¢ w przedziale (0,1) i nierdwnosci

Co — C
0 < sxr(c) — sx.(c1) < =——

1—01
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zachodzq dla wszystkich 0 < ¢; < ¢ < 1. W konsekwencji funkcja sx ; jest ciggta w przedziale
[0,1).

Dowdd. Niech c € [0,1], z € S(X) i (z,) bedzie ciagiem w S(X), dla ktorego 7-lim,,_,o T, =
0. Rozwazmy zbior A(x, (x,,), c) wszystkich ciagow (s,) w [0, 1] takich, ze

limsup |lcx + (1 — sp)z,|| < 1.

n—oo

Oznaczamy

s(z, (x,),c) = inf {lim sup s, : (sn) € Az, (z,), c)} :

n—oo

Zdefiniowana w ten sposob funkcja s(x, (z,), c) zmiennej ¢ jest funkcja wypukta, przy czym

s(z, (z,),0) = 0. Stad, jesli 0 < ¢; < 2 < 1, to

s(@, (xn).c1) _ 5, (wn), ) (1.7)

8] C2

s(z, (zn), c2) — s(z, (z,), 1) < s(z, (z,),1) — s(x, (x,), 1)
] 1—¢

?

co implikuje
1
7(02 — Cl). (18)

8(1‘, (:En), 02) - S(x7 (ZEn), cl) < 1
)
Niech teraz f(c) = inf{s(z, (z,),c)}, gdzie infimum jest brane po wszystkich z € S(X) i

po wszystkich ciagach (x,) w S(X), dla ktorych 7-1im,,_., z, = 0. Pokazemy, ze rownosé¢

sx,r(¢) = f(c) (1.9)

zachodzi dla kazdego ¢ € [0,1]. W tym celu rozwazmy dowolne z € S(X), ciag (z,) w S(X),
dla ktorego 7-lim,, o z, = 0 oraz (s,) € A(x, (x,), ¢). Potozmy y,, = cx + (1 — s,,)x,. Wtedy
limsup,,_, |yn]| < 11y =7-lim, . yn, gdzie y = cx oraz ||y|| = c¢. Mamy

sxr(c) <1— lim inf lyn —yl|l =1— li%rigjlf(l — $,) = limsup s,

n—00

co prowadzi do nieréwnosci sx -(c) < s(z, (z,), ¢), ktoéra pokazuje, ze sx -(c) < f(c).
Nier6wno$¢ przeciwna zachodzi, jesli sx .(c) = 1. Ponadto, jesli ¢ = 0, to obie strony sa

rowne 0. Mozemy wigc zatozy¢, ze ¢ > 0 oraz sx,(c) < 1. Niech (y,) bedzie ciagiem w X

speliajacym nastepujace warunki: iminf, . ||y,|| < 1, y = 7-lim,, .o yn, gdzie |ly|]| = ¢
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oraz liminf, .. ||y, — y|| > 0. Wybierzmy podciag (y,,) w taki sposodb, aby limy_. ||yn, || =
lim inf,, o ||y | oraz inf{||y,, —y| : k € N} > 01 potozmy z = ||yn, — Yl (Wne — ), = Ly
oraz sy = 1 — ||yn, — yl|.- Wtedy (z) jest ciagiem w S(X) zbieznym do 0 wzgledem topologii
7, € S(X) oraz

Jim lez + (1 = sg)agl| = lim flyn, || < 1.

Stad

s(x, (x),c) < limsup sy =1 — klim |Yn, — yll <1 —liminf ||y, — y||.
k00 —00 n— o0

Korzystajac z faktu, ze X ma staba wlasnos¢ Opiala i stosujac twierdzenie 1.3.2 wnioskujemy,
ze
S(ilj', (mk)u C) < SX,T(C>

co koniczy dowod wzoru (1.9). Teze naszego twierdzenia otrzymujemy z (1.7) i (1.8). O

Kolejne twierdzenie podaje zwiazek miedzy modulami ry ; i sx .. W dowodzie tego twier-

dzenia korzystamy z idei dowodu twierdzenia 6 [48].

Twierdzenie 1.3.4 ([49]). Niech X bedzie przestrzeniq Banacha z topologiq dopuszczalng T,
dla ktorej Ni(1) # 0. Jesli X ma stabg wtasno$é Opiala wzgledem topologii T, to réwnosci

sX,T< ¢ )— rx(c) (1.10)

1+ rx.(c) 1+ rx.-(c)

oraz

X( ‘ )_ (0 (111)

1 —sx..(c) 1 —sx.(c)

zachodzq dla kazdego ¢ € [0, 1).
Dowdd. Oznaczmy Sy (c) = sx,(c) dlac e [0,1)15x,(1) = lim. ;- sx(c). Dla dowolnych
¢c> 01~ € (0,1) znajdujemy taki € X, dla ktorego ||z|| > ¢ oraz ciag (z,) w X taki, ze
(z,,) € Ni(T) oraz

liminf ||z, — zf] <1+ rx.(c)+7.
Potozmy vy, = (1+rx(c)+7) (2, —2). Wiedy liminf,, . ||y,]| < 11y = 7-1im, o ¥y, gdzie
y=—(1+rx,(c)+7v) 'z, przy czym |y|| > (1 +rx.(c) +7) 'c. To nam daje oszacowanie

1 1
SxX.r ¢ <1- liminf ||z,|| <1 - .
T\l +rx.(e) +y L+rx.(c)+y noee L+7rx.(c)+7
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Przechodzac do granicy przy v — 0, otrzymujemy nieréwnoscé

§X77< ¢ >< rx.(¢) (1.12)

1+ rx(c) b 1+ rx.(c)

dla kazdego ¢ > 0.
Jesli c € [0,1), to sx,(c) < ¢ < 1, wiec dla dowolnego v € (0,1 —sx -(c)) mozemy znalezé
ciag (y,) w X, dla ktorego y = 7-lim,, . Yy, gdzie ||y|| > ¢, liminf, . ||yn]| < 1 oraz

liminf {ly, —yl| =1 — sx-(c) — 7.

Polézmy teraz x, = (1 — sx.(¢c) — ) (yn — y) oraz x = —(1 — sx.(c) — )" 'y. Wtedy
(z,) € Ni(7) oraz ||z|| > (1 — sx.(c) — ) te. Stad

¢ < ! liminf lgn]| — 1 < L 1
X+ 1m in nll — —
AT =55, —7) T T=sxn(e) =y o TS T (0 —

i przechodzac do granicy przy v — 0 dostajemy

rX,T( c >< sx7(c) . (1.13)

1—sx.(c)) ~ 1—sx.,(c)

W celu wykazania nieréwnosci przeciwnej do (1.13) zdefiniujmy funkcje ¢(c) = oo dla

ce[0,1). Z (1.12) otrzymujemy

o) > (1 re 60D (1) (114)

Ponadto, z (1.13) mamy

i w konsekwencji
¢(c)
1+ 7x+((c))

Poniewaz funkcja Sx , jest wypukla oraz 5x .(0) = 0, z nieréwnosci (1.15) dostajemy

L)) o <¢<C>
é(c) 7

Wobec (1.14) i (1.16) mamy

> ¢o(c)(1 —sx.(c) =c. (1.15)

SXﬂ—(C) ‘

(1.16)

sx.r(c) o(c) = sx.r(c)

c 1 —sx.(c)

rx-(¢(c)) >
Powyzsza nieréwnos¢ jest przeciwna do (1.13), co konczy dowod wzoru (1.11).
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Zauwazmy, ze funkcja ¢ jest ciagta na przedziale [0, 1). Ponadto ¢(0) = 0 oraz lim;_; ¢(t) >
1. Dla danego € € [0, 1) mozemy wiec znalez¢ ¢ € [0, 1) takie, ze ¢ = ¢(t). Wobec (1.11) mamy

rx.-(c) _ X, (6(1))
l+rx.(c) 1+rx (o))

Ale ¢(1 — sx,(t)) =t, wiec

et = e (o= 25 ) o ().

co konczy dowod wzoru (1.10). O

= SXJ(ZS).

Whiosek 1.3.1. Przestrzen Banacha X ma jednostajng wtasnosé Opiala wzgledem topologii

T wtedy 1 tylko wtedy, gdy sx ,(c) > 0 dla kazdego c € (0, 1].

1.4 Wspoélczynnik Garcii-Falseta

Wspotezynnik Garcii-Falseta zostal zdefiniowany w [25] i znalazl zastosowanie w teorii punk-

tow stalych.

Definicja 1.4.1. Wispotczynnikiem Garcii-Falseta przestrzeni Banacha X nazywamy stata
R(X) zdefiniowana jako
R(X) = sup{lim inf 2+, |},

gdzie supremum jest brane po wszystkich z € B(X) i po wszystkich ciagach (x,) stabo
zbieznych do 0 w B(X).

Mamy 1 < R(X) < 2.
Przyktlad 1.4.1.

1. Jesli X jest przestrzenia skoriczenie wymiarowa, lub ogolnie przestrzenia z wlasnoscia

Schura, to R(X) = 1.
2. Mamy R(cy) =1, R(c) =1 oraz R(I?) = 25 dla 1< p < oo.

Twierdzenie 1.4.1 (|26]). Jezeli R(X) < 2, to przestrzen X ma stabg wtasnosé punktu

statego dla odwzorowan nieoddalajgcych.
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Rozdziat 2

Kraty Banacha

Kraty Banacha stanowia szczegdlny rodzaj przestrzeni Banacha, w ktérych na norme na-
tozone sa zalozenia zwigzane z porzadkiem. Niniejszy rozdzial poswiecony jest teorii krat

Banacha oraz charakteryzacji wybranych, geometrycznych wtasnosci tych krat.

2.1 Wiadomosci wstepne

Definicja 2.1.1. Kratg Banacha X nazywamy cze$ciowo uporzadkowang przestrzenn Banacha

X nad ciatem liczb rzeczywistych, spelniajaca nastepujace warunki:
(i) x <y implikuje z + z < y + z dla dowolnych z,y,z € X,
(i) ax > 0 dla kazdego z > 0 w X oraz dla kazdej rzeczywistej, nieujemnej liczby a,

(iii) dla dowolnych z,y € X istnieje kres gorny (najmniejsze gorne ograniczenie) x Vy i kres

dolny (najwieksze dolne ograniczenie) x Ay zbioru {z,y},

(iv) dla dowolnych z,y € X jesli |z| < |y|, to ||z|| < |y, gdzie wartos¢ bezwzgledna |z|

elementu € X definiujemy jako |z| =z V (—x).

Przestrzen liniowa spetniajaca tylko warunki (i), (ii) oraz (iii) nazywamy kratq wektorowq.
Zauwazmy, ze w warunku (iii) wystarczy zalozy¢ istnienie kresu gornego x V y, poniewaz kres

dolny mozemy zdefiniowa¢ jako v Ay = —((—x) V (—y)) lub jako z Ay =z +y —x V y.
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Z warunku monotonicznosci (iv) wynika, ze norma || - || jest norma absolutna, czyli ||z|| =
|||z||| dla kazdego € X. W najprostszym przypadku kraty R™ ze standardowym porzadkiem
nierownosci ,,po wspotrzednych” norma || - || jest norma absolutng wtedy i tylko wtedy, gdy
|| - || spelnia warunek (iv), ale ogolnie te dwa warunki nie sa rownowazne (patrz [1] i [10]).

Z (i), (ii) i (ili) wynika ponadto, ze dla dowolnych z,y, z € X zachodzi réwnosé
lt—yl=lzVz—yVzl+|lzANz—yAz

i wobec (iv) widzimy, ze operacje V, A w kracie sg ciagle wzgledem normy. W réwnodci tej
wystepuje jedynie skonczenie wiele wektoréw i dziatania algebraiczne oraz dziatania kratowe.
Warto tutaj zwroci¢ uwage, ze dla wykazania tego typu rownosci (lub nier6wnosci) w dowolnej
kracie Banacha wystarczy sprawdzi¢, ze analogiczna réwnosé (lub nieréwnosé) zachodzi dla
liczb rzeczywistych (patrz |44, str. 1]).

Zbior X, ={z:x € X,z > 0} nazywamy dodatnim stozkiem kraty X. Ciaglos¢ operacji
w kracie implikuje w szczego6lnosci, ze zbiér X jest domkniety wzgledem normy. Dla kazdego
elementu x € X kraty Banacha mozemy zdefiniowaé jego cze$¢ dodatnia x. = x V 0 i czesé
ujemna r_ = (—z) V0= —(zA0). Mamy = = 2, —z_ oraz || =z, + x_. Mowimy, ze dwa
elementy x,y € X sa roztgezne, jesli x| A ly| = 0.

Kazda krata Banacha X ma wlasno$é dekompozycji polegajacg na tym, ze dla dowolnych
elementow z1, x0,y € X, dla ktérych y < x1 + x5 istniejg elementy vy 1 yo takie, ze 0 < y; <

r1, 0 < yp < x9 Oraz y = y; + yo (patrz [44, str. 2]).

Definicja 2.1.2. Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym. Niech x,y € X
beda takie, ze x < y. Porzadkowym przedziatem obustronnie domknietym nazywamy zbior

[,y ={z € X 2 <z <y}

Standardowymi przykladami krat Banacha sg przestrzenie funkcyjne: przestrzen funkcji
ciagltych C(K), gdzie K jest zwarta przestrzenia topologiczna oraz przestrzenie LP(2) dla 1 <
p < oo rozwazane z naturalnym porzadkiem nieréwnosci funkcyjnych. Dla nas najwazniejsze
beda jednak kraty ciggowe. Klasycznymi przykladami takich krat sa przestrzenie [P dla 1 <
p < 0o ze standardowym porzadkiem nieréwnosci ,,po wspotrzednych”.

Bardziej ogbélnymi przyktadami ciggowych krat Banacha sa przestrzenie z bazami bezwa-

runkowymi. Przypomnijmy, ze ciag (e;);en W przestrzeni Banacha X nazywamy bazq Schau-
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dera, jesli dla kazdego x € X istnieje doktadnie jedno rozwiniecie postaci
T = e, (2.1)
ieN
gdzie (a;);en jest ciagiem skalarow.

Przestrzen X z baza Schaudera (e;);cy mozemy rozpatrywaé jako przestrzen ciggow, iden-
tyfikujac kazdy element postaci ) ;cy a;e; z jednoznacznie wyznaczonym ciagiem wspolrzed-
nych (a1, ag,...). Baze (e;)ien nazywamy znormalizowang, jesli ||e;|] = 1 dla kazdego ¢ € N.
Zastepujac ewentualnie wektory e; danej bazy przez wektory ﬁei mozemy ograniczy¢ sie
do rozwazania baz znormalizowanych.

Dla ustalonej bazy (e;)ien przestrzeni X, wektora x € X danego wzorem (2.1) i N € N
oznaczmy Pyz = <y a;e;. Wzor ten definiuje rzut Py przestrzeni X na podprzestrzen
rozpieta przez wektory e, ...,exn. Normy tych rzutéw sa jednostajnie ograniczone i staly
bazowa bazy (e;);eny nazywamy liczbe K = supy || Py||. Méwimy, ze baza jest monotoniczna,
jesli ||Py|| = 1 dla kazdego N. Przyjmujac ||z|| = supy ||Pvz|| dla z € X otrzymujemy
norme rownowazna w X, dla ktorej baza (e;);en jest baza monotoniczna (patrz [43, str. 2]).

Baza Schaudera (e;);eny przestrzeni Banacha X jest baza bezwarunkowa, jesli zbieznosé
szeregu w rozwinieciu (2.1) dowolnego elementu z € X jest zbieznoscia bezwarunkowa, czyli
T =) en Uo(i)€o(s) dla kazdej permutacji o zbioru N.

Niech (e;);en bedzie baza bezwarunkows przestrzeni Banacha X. Dla ciaggu znakow ¢ =
(&) € {=1,1}N wzor P.x = 3,y €ia:€i, gdzie © € X ma rozwiniecie (2.1) definiuje operator
liniowy i ograniczony na X, przy czym normy tych operatorow sa wspoélnie ograniczone.

Statq bezwarunkowq bazy bezwarunkowej (e;);eny nazywamy liczbe

Ky,= sup | P.].

ee{-1,1}N
Dla dowolnej bazy bezwarunkowe] (e;)ien przestrzeni X wzor [[z[| = sup.c(_q 1y [ Pez|| dla
x € X definiuje norme réownowazna w X, dla ktorej (e;);eny ma stata bezwarunkows réwna 1
(patrz |43, str. 19]).
Niech X bedzie przestrzenia Banacha nad cialem R z baza bezwarunkowa (e;)en. Jezeli
(ai)ien, (b;)ien sa ciagami skalarow takimi, ze szereg Yoy a;e; jest zbiezny oraz |b;| < |a

dla kazdego i, to szereg Yoy bie; jest zbiezny i zachodzi nieréwnosé¢ (patrz [43, Proposition
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1.¢.7])

< K,

Z bie;

€N

Z a;e;l| -

1€N

(2.2)

W przestrzeni Banacha X z baza Schaudera mozemy rozwazaé¢ standardowy cze$ciowy
porzadek zadany przez nier6wnosé ,po wspolrzednych”. Jesli baza jest bazg bezwarunkows
ze stala bezwarunkowa rowna 1, to nierownosé (2.2) oznacza, ze spelniony jest warunek mo-
notonicznosci (iv) z definicji kraty. Rowniez pozostate warunki z definicji kraty sa spelnione,
wiec taka przestrzen X jest krata Banacha. W dalszej czesci méwiac o przestrzeni z baza bez-
warunkowa ze stala bezwarunkowa 1 bedziemy rozwazaé te przestrzen jako krate Banacha
z takim naturalnym porzadkiem. Standardowymi przyktadami takich krat sa przestrzenie
coilP,dlal < p < oo. Kolejnymi przyktadami sg ciggowe przestrzenie Orlicza i ciagowe
przestrzenie Lorentza (patrz [43, str. 115]).

W dalszej czesci pracy bedziemy tez rozwazaé bazy, w ktoérych zbiorem indekséw nie
jest zbior liczb naturalnych N, ale caly zbior liczb caltkowitych Z. Oczywiscie jest to réznica
czysto techniczna i wszystkie definicje i wlasnoséci baz indeksowanych przy uzyciu zbioru

liczb naturalnych przenosza sie na ten przypadek. Zauwazmy jednak, ze dla bazy (e;)ez

n
=—n

suma czeSciowa szeregu » ;.7 a;€; ma postac ) a;e;.

Podkratg kraty Banacha X nazywamy liniowa podprzestrzen Y kraty X taka, ze x V y
(istad z Ay =24y —xVy) nalezy do Y, jesli z,y € Y. Szczegdlnym rodzajem podkraty
jest ideal, czyli liniowa podprzestrzen Y kraty X taka, ze jedli dla y € X zachodzi warunek
ly| < |z| dla pewnego z € Y, toy € Y.

Przestrzen sprzezona X* kraty Banacha X jest rowniez krata Banacha, jesli jej dodatni
stozek X7 jest zdefiniowany w nast¢pujacy sposob: z* > 0 w X* wtedy i tylko wtedy, gdy
xz*(z) > 0 dla kazdego z > 0 w X. Kres gorny i kres dolny dwuelementowego zbioru {z*, y*}

w X* wyrazaja si¢ wzorami (patrz [44, str. 3|):
(" Vy")(z) =sup{z"(x —u) + y"(u) : 0 < u < z} (2.3)

oraz

(" ANy )(z) = inf{z"(x —u) + y"(u) : 0 <u < z}

dla kazdego x > 0 w X.
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Definicja dodatniego funkcjonatu jest szczegélnym przypadkiem definicji dodatniego ope-
ratora liniowego T : X — Y, gdzie X, Y s3 kratami Banacha. Operator T jest dodatni, jesli

Tx > 0 dla kazdego z € X, . Kazdy dodatni operator liniowy jest ograniczony i
IT|| = sup{[|Tz| : x € B(X,)}

(patrz [53, str. 27]). Jezeli T : X — Y jest dodatnim operatorem liniowym przeksztalcajacym
wzajemnie jednoznacznie X na Y i operator odwrotny 77! : Y — X jest dodatni, to T jest
-

porzadkowym izomorfizmem, a w przypadku, gdy ||T'|| =1 = || T~ porzadkowsa izometrig.

Porzadkowy izomorfizm zachowuje dzialania kratowe, tj.
Tavy)=T@)VT(y), T(Ay)=T()NT(y)

dla wszystkich z,y € X (patrz [44, str. 2]).

Dla kraty Banacha X przestrzen X** jest rowniez krata Banacha i wlozenie kanoniczne
X w X** jest porzadkowa izometria (patrz [44, str. 4]). Zwykle X utozsamia sie z podkrata
X,

Niech {Z4}aca bedzie zbiorem w kracie Banacha X. Jesli zbior A jest skoriczony, to z
warunku (iii) w definicji kraty wynika, ze w X istnieje kres gorny \,ca Zo (oraz kres dolny
Naca To) zbioru {2, }aca. Jesli jednak zbior A nie jest skoniczony, to element \/ ¢ 4 ©,, nie musi
istnie¢ w kracie X. Przykladem kraty, w ktorej kazdy niepusty zbior porzadkowo ograniczony

od gory ma kres gorny jest krata sprzezona X* (patrz [44, str. 3|).

Definicja 2.1.3. Krate Banacha X nazywamy porzgdkowo zupeing (o-porzqdkowo zupelng),

jesli kazdy niepusty zbior (odpowiednio ciag) ograniczony od goéry ma kres gorny w X.

Niech X bedzie o-porzadkowo zupelng krata Banacha. Dla danego y € X, mozemy roz-

wazac¢ projekcje dana wzorem

i;[n|y| /\x} ?[n!y|/\x}

dla kazdego x € X. Ponadto przyjmujemy @, = [ — P,, gdzie I jest operatorem iden-
tycznosciowym. Odwzorowania P, i ), sa dodatnimi liniowymi projekcjami o naste¢pujacych

wlasnosciach (|44, str. 8], [58]):
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1) Pyly) =y, Qy(y) =0,

2) P,(z) =0 dla kazdego z € X takiego, ze |y| A |z| =0,

3) [By(x)] = By(|z]) < |z] 1 |Qy(2)] = Qy(|z]) < |z| dla kazdego = € X,
4) |Py(x)| A |Qy(2)| = 0 dla wszystkich =,z € X,

5) 1Byl =1 =[1Qyll-

Definicja 2.1.4. Niech 1 < p < co. Méwimy, ze krata Banacha X spelnia dolne p-oszacowanie,

jesli istnieje stata M > 0 taka, ze

1
S| > M(Z ||xi||p)p (2.4)
=1 =1

dla wszystkich parami roztgcznych elementéw zq, ..., 2, w X.

Definicja 2.1.5. Niech 1 < p < oo. Méwimy, ze krata Banacha X speilnia gdrne p-

oszacowanie, jesli istnieje stata M > 0 taka, ze

> <t (3l 25)
=1 =1

dla wszystkich parami roztacznych elementow zy,...,x, w X.

Twierdzenie 2.1.1 ([44, str. 83]). Niech 1 < p < oco. Krata Banacha X spetnia odpowiednio
gorne lub dolne p-oszacowanie wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen sprzezona do niej X* spetnia

odpowiednio dolne lub gorne q-oszacowanie, gdzie }D + é =1.

Jezeli krata Banacha X spetnia dolne g-oszacowanie i gorne p-oszacowanie dla pewnych

1 <p<2<q<oo,toprzestrzen X jest superrefleksywna (patrz |44, str. 88]).

2.2 Jednostajna monotonicznos¢ i porzadkowa jednostaj-
na gladkosé

Pojecia monotonicznosci i porzadkowej gladkosci w kratach Banacha sg klasycznymi, geome-
trycznymi wtasno$ciami krat Banacha i stanowia kratowy odpowiednik wtasnosci wypuktosci

i gladkosci w przestrzeniach Banacha.
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Definicja 2.2.1. Mowimy, ze krata Banacha X (lub jej norma) jest Scisle monotoniczna,

jesli dla x,y € X warunki 0 < x < y oraz x # y implikuja ||z| < [|y||-
Silniejsza wersja Scistej monotonicznodci jest jednostajna monotonicznosé.

Definicja 2.2.2. Moéwimy, ze krata Banacha X jest jednostajnie monotoniczna, jesli dla
kazdego £ € (0,1) istnieje § € (0,1) takie, ze jezeli x,y € X, 0 <y <z, ||z =11 |y|| > ¢,
to flz —yl <1-0.

W przypadku, gdy X jest skoriczenie wymiarowa, korzystajac ze zwartosci kuli jednost-
kowej stwierdzamy, ze jednostajna monotonicznos$é jest rownowazna $cistej monotonicznosci.

Jednostajng monotonicznos¢ mozemy opisa¢ przy pomocy modulu monotonicznosci.

Definicja 2.2.3. Modutem monotonicznosci kraty Banacha X nazywamy funkcje 0,, x :

[0,1] — [0, 1] zdefiniowana jako
Imx(e)=mf{l — |z —y|:z,ye X, 0<y<uz |z <1, |y|| > ¢} (2.6)

Krata X jest jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy d,, x(¢) > 0 dla kazdego
e > 0. Ponadto warunek 0,, x(1) = 1 jest rownowazny $cistej monotonicznosci.

Jednostajna monotoniczno$¢ i modul monotonicznosci byly przedmiotem badan wielu
autorow (8], [23], |33], [34], [38], |[50]). Ponizej wymieniamy kilka podstawowych wlasnosci

tego modutu.

o W definicji 0,,, x warunki ||z|| < 1, ||y]| > € moga by¢ zastapione przez |z| = 1,

lyll =e.
e Mamy 0,, x(0) =0 < 0, x(€) < €1y, x jest funkcja niemalejaca w przedziale [0, 1].

e Jesli 0<y<x z#0,to

5m,X (HyH> <1-— HQ? _ yH7

] ]

Iz =yl < ] (1 G (H)) | 27)
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Przyjmujac v = z, u = x — y, gdzie 0 < u < v oraz v # 0, otrzymujemy inng postac

tej nieréwnosci

vV —Uu
1oll6mx (” ”) < Il = Jull. (2.8

o]
Zauwazmy, ze

5)((6) < (Smg((&“) (29)

dla kazdego ¢ € [0, 1], gdzie dx jest modutem wypuklosci przestrzeni X. Rzeczywiscie, jesli

r,y€ X, 0<y<u |z| <1, |ly|| > ¢, to réowniez ||z — y|| < 1. Ponadto

r+(x—y) y
— o= 2] > 1z - w1,
2 2
przy caym [l = (2 = )l = 1yl > =, wiee
T+ (x —
x(e) <1— (23/) <1—|z—y

i wobec dowolnosci x, y dostajemy nieréwnosé (2.9). Z (2.9) wynika w szczegolnosci, ze jezeli

krata X jest jednostajnie wypukla, to X jest jednostajnie monotoniczna (por. [38]).

Przyktad 2.2.1. Niech 1 < p < oo i X oznacza krate LP([0,1]) albo [P. Wtedy
Smx(e) =1—(1—e")»

dla kazdego € € [0, 1] (patrz [23]).

Nastepujacy przyktad pokazuje, ze modut monotoniczno$ci nie musi by¢ funkcja wypukta.

Przyklad 2.2.2 ([50]). Rozwazmy krate X = R? z normg
43
ol = mave {1 + Glaal, Shoal + foal } (210

gdzie x = (z1, T2).

Sfera jednostkowa S(X) przestrzeni X z ta norma jest oSmiokatem o wierzchotkach w
punktach (£1,0), (0, £1) i (ig,ig).

Dodatnia czesé¢ sfery jednostkowej S(X,) sktada sie z dwoch odcinkéow: s; o koncach

(0,1), (%, %) oraz s, 0 koncach (%, %), (1,0), ktore tworzg wykres funkcji

. 3 9
d1(x1) = min {1 — gxl, Z(l — .71:1)}

34



(rys. 2.1). Funkcja odwrotna wyraza sie wzorem

do(z2) = min {1 - gxg, §(1 - ZL‘Q)} :

3

Rys. 2.1: Sfera jednostkowa przestrzeni X = R? z norma zdefiniowana wzorem (2.10).

Mamy 0,, x(¢) = 1 — max ||z — y||, gdzie maksimum bierzemy po wszystkich punktach
r = (x1,22), y = (y1,y2) takich, ze 0 < y < z, ||y|| = € oraz ||z|| = 1. Jesli punkt y przebiega
odcinek esy, to norma réznicy ||z — y|| osiaga swoja maksymalna wartos¢ dla y = (¢,0) oraz
x = (g,61(g)). Dla tych punktow ||x—y|| = d1(e). Analogicznie, jesli punkt y przebiega odcinek
£51, to maksymalna wartos¢ ||x —y|| jest rowna d2(). Stad 0, x (¢) = min{1—5;(g), 1 —d2(e)}

lub doktadniej

3¢, jesli e € [0, 2)
9 5 ol 2 9
5m7x<€) _ 2€ T JGSII €€ [E, B)
se, jesli e € {%, %)
%5 — g, jesli € € [%, 1}




co pokazuje, ze 6, x nie jest funkcja wypukta (rys. 2.2).

|
&2

5m,X

= o] =
-

Y

Rys. 2.2: Modul monotonicznosci 8, x przestrzeni X = R? 7z norma zdefiniowang wzorem

(2.10).

Poniewaz, w ogolnym przypadku funkcja 6, x nie musi by¢ wypukla, w sposéb naturalny
pojawia sie pytanie o cigglo$¢ tej funkcji. OdpowiedZ na to pytanie jest twierdzaca: funkcja
dm.x jest ciagla w przedziale [0, 1). Aby to wykaza¢, wystarczy przedstawi¢ funkcje d,, x jako
infimum rodziny funkcji wypuktych.

Dla kraty Banacha X i danych u,v € S(X,), u# v oraz € € [0,1), niech

dun(e) =1 —max{s € (0,1] : |leu + sv|| < 1}.
Wtedy 6, jest funkcja wypukla na [0, 1) oraz
Om.x(€) = inf{0,(e) : u,v € S(X4)} (2.11)

dla kazdego € € [0, 1).
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Z (2.11) wnioskujemy, ze

1
|0m,x (1) = Om,x (€2)] < 1

le1 — &2
—a

dla wszystkich eq,¢9 € [0, a], gdzie a < 1, co w szczegdlnosci pokazuje, ze 6, x jest ciagta w
przedziale [0,1).

Z jednostajng monotonicznoscig zwigzany jest nastepujacy wspoétczynnik.
Definicja 2.2.4. Charakterystykq monotonicznosci kraty X nazywamy stala
gom(X) =sup{e € [0,1] : d;n.x(e) =0} = inf{e € [0,1] : O x(c) > 0}.
Krata Banacha X jest jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy €., (X) = 0.

Twierdzenie 2.2.1 (|23]). Dla dowolnej kraty Banacha X zachodzi nastepujgca réwnosé
com(X)=1—0,mx(17),

gdzie O, x(17) = lim._1- 0., x(g). Ponadto
Omx(l=6mx(e)=1—¢

dla dowolnego ¢ € (£0.,(X), 1), jesli eg.m(X) < 1.

Innym modutem zwigzanym z monotonicznoscia kraty Banacha X jest funkcja oy zdefi-
niowana jako

ox(e) =mf{flz +yl —1:2,y € Xy, |zl =1, [lyll =} (2.12)

dla e € [0, 1].

Funkcja ox jest nieujemna, niemalejaca i ciaglta w przedziale [0,00). Ponadto warunki
lz]| = 1, |ly|| = ¢ w definicji ox () moga by¢ zastapione przez ||x| > 1 oraz ||y|| > .

W [38] podano wzor opisujacy zaleznos¢ pomiedzy modutami monotonicznosei 6,, x 1 ox.
Wzor ten nie jest jednak prawdziwy. W ponizszym twierdzeniu podajemy wzory przedsta-

wiajace zaleznosci miedzy tymi modutami.

Twierdzenie 2.2.2 ([49]). Niech X bedzie kratq Banacha. Wowcezas dla kazdego € € [0,1)

5m,x< s ) ox(€) (2.13)

l+ox(e))  1+ox(e)

zachodzq rownosci
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- aX(l ©) ) 1f%i§iﬂ' o
)

Dowdd. Niech Smx(s) = dmx(e) dla e € [0,1) oraz niech SmX(l) = lim. ,;_ 0, x(€). Dla

danych € > 011~ > 0, niech z,y > 0 beda elementami kraty X, dla ktorych ||z|| =1, ||y|| =€

oraz

[z +yll =1 < ox(e) +7.

Polozmy u = ||z +yl| '(z +y) oraz v = ||z + y[| 'y. Oczywiscie |[u| = 1, u > v > 0 i
loll > (1 +ox(e) +7) e Stad,

[
1-— — > 0, EE—
=0 x<1+aﬂ@+7>

lo+yl =1 _ ox(e) +7
lz+yl ~ 1+ox(e)

Z drugiej strony
1—lu—vll =

Stad dostajemy

£ ><O'X(E)+’7

5m B .
X (O’X(8)+1+’7 1+ o0x(e)

Przechodzac do granicy z 7 — 0 otrzymujemy

6m,x< - >< ox(€) (2.15)

1+ox(e) 1+ox(e)

dla kazdego € > 0. Dla € € [0, 1) dostaniemy wiec nierownosé¢ < w (2.13).
Przejdzmy teraz do wzoru (2.14). Zauwazmy, ze jesli € € [0, 1), to d,, x(¢) < e < 1. Dla

<
danego v > 0 wybierzmy z,y € X w taki sposob, aby 0 <y < z, ||z|| < 1, |ly|]| > € oraz

L=l =yl < om.x() +7.

Wtedy y # « i zdefiniujmy elementy u i v jako: u = ||z — y|| ' (z — y) oraz v = ||z — y|| 'y

Oczywiscie u,v > 0, |[ul = 1 oraz ||v]| > (1 = dm.x(£)) 'e. Zatem

e
+oull—12> _ .
el X (1 - 5m,X(€)>

Z drugiej strony
L=z =yl _ dnx(&)+7
lz —yll 1—0mx(e)’

lu+v]|—1=
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co daje nam nieré6wnos¢

€ Om.x (&) +7
< — .
X (1 - %X(@)

Po przejsciu do granicy z v — 0 otrzymujemy

aX< < ) < Omx(e) (2.16)

1—6m7x(8) h 1—5m7x(€)

dla kazdego € € [0, 1). Pozostata czes¢ dowodu jest analogiczna do dowodu twierdzenia 1.3.4,

wiec ja pomijamy. O

Powyzsze twierdzenie pokazuje, ze X jest jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy,

gdy ox(e) > 0 dla wszystkich £ > 0. Ponadto
€D,m(X) = sup{s € [07 1] : UX(E) = 0}

Wtasnosé dualna do jednostajnej monotonicznosci to porzadkowa jednostajna gltadkosé.
Definiujemy ja przy pomocy modulu porzadkowej gtadkosci, ktory zostal wprowadzony w

[38].

Definicja 2.2.5. Modutem porzqdkowej gtadkosci kraty Banacha X nazywamy funkcje p,, x

zdefiniowana jako
pm.x () =sup{flz V 1yl = 1: 2,y € B(X), z,y >0}

dla 7 € [0,1]. Mowimy, ze krata X jest porzgdkowo jednostajnie gtadka, jesli

lim Lﬂ’X(T)
T—0 T

= 0. (2.17)

Zauwazmy, ze p, x jest funkcja wypukla (por. [38]) i granica we wzorze (2.17) jest pra-

wostronng pochodna p,, x W zerze.

Przyktad 2.2.3. Niech 1 < p < o0 i X oznacza krate LP([0,1]) albo [?. Wtedy
P (r) = (L4 77)% — 1

dla kazdego T € [0,1].
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Korzystajac z rownosci

1
xvyzg(wﬂﬂrlw—yl)

stwierdzamy, ze
pmx(T) < px(7)

dla kazdego 7 € [0,1], gdzie px jest modutem gltadkosci kraty X. Stad, jesli X jest jedno-
stajnie gltadka, to X jest porzadkowo jednostajnie gtadka (por. [38]).

Nastepujace twierdzenie pokazuje zwigzki rozwazanych wspotczynnikow z p-oszacowaniami.
Twierdzenie 2.2.3 ([6]). Niech X bedzie kratqg Banacha.

1) Jesli pmx(1) < 1, to X spetnia gdrne p-oszacowanie dla pewnego p € (1,00).

2) Jesli eo.m(X) < 1, to X spetnia dolne g-oszacowanie dla pewnego q € (1, 00).

Modutl porzadkowej jednostajnej gtadkosci p,, x kraty Banacha X jest SciSle zwiazany z
katem Riesza, ktory zostal wprowadzony przez J. M. Borweina i B. Simsa w [9] jako narzedzie

w dowodzie twierdzenia o punkcie staltym dla odwzorowarn nieoddalajacych.

Definicja 2.2.6. Kgtem Riesza kraty X nazywamy wspotczynnik a(X) zdefiniowany jako
a(X) = pmx (1) + 1L =sup{llz vyl : z,y € B(X), z,y > 0}.

Mamy 1 < a(X) < 2.

W [57] pokazano, ze jesli krata X jest o-porzadkowo zupelna, to
a(X) =sup{|lzVy| :z,y € B(X), 2,y >0, z Ay =0}. (2.18)
Twierdzenie 2.2.4 ([49]). Niech X bedzie o-porzadkowo zupetng kratg Banacha i niech
m = inf{||z +y| :x,y € S(X), x,y >0, z Ay =0}.

Wowezas

1+ox(1)<m< (max {; 1- Ux(l)})l (1+ox(1)),

gdzie ox jest modutem zdefiniowanym wzorem (2.12). W konsekwencji warunek ox (1) = 0

jest roumowazny rownosct m = 1.
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Dowdd. Zauwazmy, ze prawdziwe sg nierownosci: 1 +ox (1) < moraz m < 2 < 2(1+o0x(1)).
Stad wystarczy jedynie wykazaé, ze jesli 1 — ox (1) > % (czyli, jesli ox(1) < %), to spelniona

jest nieré6wnos¢é
1 -+ Ux(1>
S 1 —ox(1)
Niech bedzie dana stata v € (0, ) Niech z,y > 0 beda elementami sfery jednostkowej S(X),

(2.19)

dla ktorych ||z +y|| < ox(1) 4+ 1+7~. Niech ponadto u = x —z Ay. Wtedy uA (y—xAy) =0,
wiec

Pu(y) = Pu(z Ay) = Puly — 2 Ay) = 0.
Stad P,(y) = P,(z ANy) < z ANy < z i w konsekwencji

Z powyzszej nier6wnosci dostajemy x + y + Qu(x +y) > 2y, co daje oszacowanie

2 =2yl < 1Qu(z + )l + lz + yl.

To pokazuje, ze |Qu(x +y)|| = 2 — ||z + y||.
Nastepnie mamy 0 = Q (1) = Qu (r)—Qu(zAy), wice Qu(7) = Qu(wAy) < y. Korzystajac
z powyzszej argumentacji dostajemy ||P,(x +y)| > 2 — ||z + y||. W konsekwenc;ji

H x+y) Qu(r + ) H lz+yll _ 1+ox(1)+7
X .
| Py x+y)|| 1Quiz+y)|l||  2—llz+yl| 1—-0ox(1)—v

Przechodzac do granicy z v — 0, otrzymujemy (2.19), co konczy dowdd naszego twierdzenia.

]

Nastepne twierdzenie pokazuje, ze porzadkowa jednostajna gtadkos$é jest dualna do jed-

nostajnej monotonicznosci.

Twierdzenie 2.2.5. Niech X bedzie kratq Banacha. Wéwczas
pm,x+(T) = sup{er — dp, x () 1 0 < e < 1} (2.20)

oraz

pm,x () = sup{eT — by x+(e) 1 0 < e < 1} (2.21)
dla kazdego T € [0, 1].
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Dowdd. Podamy dowdd wzoru (2.20). W dowodzie skorzystamy ze wzoru (2.3) na supremum

funkcjonatow. Mamy
pmx+(T) = sup{Hx* Vry'|—1:2%y" € S(Xj)}

= sup{(a:* Vry )(x) = 12"y € S(XI),z € S(X+)}
=sup {(z*(x — w) + 79" () — 1: 2", y" € S(X),0 < u <, [|2f =1}
= sup{([lz —ul[ + Tllul]) =1:0 <u <z, [lzf =1}
=sup{re + (|lz —ul| =1): e € [0,1,0 Su <z, |z| = 1, [Jul| =€}
=sup{re — o x(e) : € €[0,1]}.

Dowod wzoru (2.21) jest analogiczny. O

Z powyzszego twierdzenia otrzymujemy nastepujacy wniosek.
Whniosek 2.2.1. Niech X bedzie kratq Banacha X. Wtedy

1) X jest jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy X* jest porzqdkowo jedno-
stagnie gtadka.

2) X* jest jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy X jest porzgdkowo jedno-
stagnie gtadka.

Wzor (2.20) jest czescia twierdzenia 3 z pracy [38]. W twierdzeniu tym znajduje sie tez
rownosé (d) powstala przez zamiane rolami funkcji p i § we wzorze (2.21). Nie jest ona jednak
prawdziwa, gdyz wynikaloby z niej, ze 0, x jest funkcja wypukla, a tak by¢ nie musi (patrz
przyklad 2.2.2).

Twierdzenie 3 [38| zawiera takze wzory pokazujace, ze moduly kraty podwdjnie sprzezone;

X* sa rowne modutom kraty X:

O, x++ (€) = Om,x (€), (2.22)

Pm.x++(T) = Pm,x (7). (2.23)
dla dowolnych e, 7 € [0, 1]. Dowod wzoru (2.22) opiera sie jednak na blednej rownosci (d) z
twierdzenia 3 [38].

Poprawny dowod wzoru (2.22) (oraz (2.23)) mozna otrzymaé korzystajac z nastepujacych

twierdzen, z ktorych pierwsze jest zasada lokalnej refleksywnosci dla krat.
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Twierdzenie 2.2.6 (|5]). Niech X bedzie kratq Banacha. Dla dowolnej skoticzenie wymia-
rowej podkraty Y kraty X** i dowolnego v > 0 istnieje kratowy izomorfizm T 1Y — X taki,
ze max{||T||, [T~} < 1+~.

Twierdzenie 2.2.7 (|46]). Niech X bedzie porzgdkowo zupetng kratg Banacha. Dla dowolnej
skonczenie wymiarowej podprzestrzeni E kraty X i dowolnego v > 0 istnieje podkrata Z kraty

X zawrerajgca E, skorczenie wymiarowa podkrata Y C Z oraz dodalnia projekcja lintowa

P:Z — Z taka, ze P(Z) =Y i||Px — z| < v|z| dla kazdego x € E.

Oczywiscie d,, x++(€) < 0 x(€), wiec dla wykazania wzoru (2.22) wystarczy sprawdzic,
7€ O x(€) < Opx(€). W tym celu bierzemy dowolne elementy 0 < y** < 2™ w X**, dla
ktorych ||[**]] = 11 ||y**|| = e. Niech E bedzie podprzestrzenia przestrzeni X** rozpieta
na wektorach x** y**. Poniewaz krata X** jest porzadkowo zupelna, wiec dla dowolnego
v E (0, %), korzystajac z twierdzenia 2.2.7 otrzymujemy podkrate Z kraty X** zawierajaca
E. skoniczenie wymiarowa podkrate Y C Z oraz dodatnia projekcje liniowa P : Z — Z
taka, ze P(Z) = Y i ||Pz* — z*| < ~v||z™| dla kazdego z** € E. Ponadto, zgodnie z
twierdzeniem 2.2.6 istnieje kratowy izomorfizm T : Y — X taki, ze max{||T||, |T||} < 1+7.

Przyjmujemy z = T(Px**), y = T(Py™). Wtedy z,y € X i 0 < y < z. Ponadto

ol < NPz < (1 +9)[la™ ] = (1+ )%

Nastepnie
L+ Dyl = 1Tyl = 1Py = @ =Nyl = (1 =),
czyli |ly|| > }%5. Podobnie

1_7 *k
o=yl > 2o
+

- Y

Stad i z nieréwnosci (2.7) otrzymujemy

1—vy [yl 2 1—vy
“_ gl < el (1= 6 <72 (16 =
e =y < el (1= e 1)) < 00 (1 G (e

co w granicy przy v — 0 daje ||z — y**|| < 1 — d,n.x(€), czyli

Om,x () < 1—[lz™ —y™]|.
Wobec dowolnosci z**, y*™* dostajemy ostatecznie nieréwnosé d,, x () < 0 x+(€).
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Wniosek 2.2.2 ([38]). Niech X bedzie kratq Banacha X. Krata X jest jednostajnie mo-
notoniczna (porzgdkowo jednostajnie gltadka) wtedy i tylko wtedy, gdy X** jest jednostajnie

monotoniczna (porzgdkowo jednostajnie gtadka).

2.3 Jednostajna niekwadratowo$¢ w kratach Banacha

Jedli || - || jest norma absolutna w R?, to kula jednostkowa jest symetryczna wzgledem obu
osi. Zatem przestrzeri (R?, | - ||) nie jest niekwadratowa jedynie w dwoch przypadkach:
[z1€1 + z2ea| = max{|z1[[ler]], [z2][le2|}

dla dowolnych xq, x5 € R albo
|z1e1 + @aea|| = |21||[er]] + [22]||e2]]

dla dowolnych 1,25 € R, gdzie ey, es jest standardowa baza R?. W [20] P. Dowling i S. Sa-
ejung wykazali, ze ten prosty fakt ma swoj tréjwymiarowy odpowiednik. Ich argumentacja

daje nastepujaca charakteryzacje niekwadratowosci w R3.

Twierdzenie 2.3.1 ([20]). Niech X bedzie kratq R® wyposazong w norme absoluing || - ||.

Wowczas nastepujgce warunki sq¢ réwnowazne:
1) X jest niekwadratowa.
2) 1< ||z +y| <2 dla wszystkich roztgcznych wektorow z,y € S(X).

W warunku 2) wystarczy rozwaza¢ tylko dodatnie wektory z,y. Stad, z (2.18) i z twier-
dzenia 2.2.4 wynika, ze warunek 2) jest rownowazny temu, ze €p,(X) < 11 a(X) < 2, co
daje nam taka sama sytuacje, jak w przypadku dwuwymiarowym.

W ponizszym przykladzie pokazujemy, ze warunek 2) w twierdzeniu 2.3.1 nie implikuje

jednostajnej niekwadratowosci dla krat o wymiarze wiekszym niz 3.
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Przyklad 2.3.1 ([49]). Dla x = (w1, 22, x3,74) € R* oznaczamy

pi(e) = 5]+ [oa)),

2 1
pa(@) = S max{fan], [} + 5 (Jas] + o)),

4 2 1
po(w) = 5 max{ S max{lai], s}, 5 (1ol + o))}

3
1
P4(I) = im&X{|x3|a ‘554’}-

Niech X bedzie przestrzeniag R* wyposazong w norme absolutng zdefiniowang wzorem
2| = max{p:(x), p2(x), p3(x), pa(x) }- (2.24)
Zauwazmy, ze jesli x € B(X), to

(2.25)

2 1 3
masx{ < max{foal,laal}, 5 (s + o))} < 5

Ponadto, dla wszystkich nieujemnych wektorow x = (x1,x9,z3,24) oraz y = (y1,Y2, Y3, Y4)

mamy
1
lz+yl > 5@1 + 22 + Y1 + y2) (2.26)
oraz
2 1
|z +yll > 3 max{z1, T2, Y1, Y2} + §($3 + 24 + Y3 + ya)- (2.27)

Udowodnimy, ze jesli z,y € S(X) sa nieujemne i rozlaczne, to

1 2
14+ —< <2-— - 2.2
+oo <oyl <2 (225)

W celu udowodnienia lewej nieréwnosci rozwazmy wszystkie mozliwe przypadki, w kto-
rych ||z|| i ||y|| sa dane za pomoca jednego z czterech wyrazenn we wzorze (2.24). 7 faktu,
ze x oraz Yy sa rozlaczne, wynika, ze pewne przypadki nie sg mozliwe. Rzeczywiscie, gdyby
|lz|| = p1(z) 1 ||y|| = p1(y), wowezas jedna z dwoch poczatkowych wspotrzednych wektorow
x,y bylaby rowna 2, co jest sprzeczne z (2.25). Podobnie, nie jest mozliwe, aby jedna z norm
||| 1 [|y|| byta dana za pomoca funkcji p;, za$ druga za pomoca ps. W konsekwencji wystar-

czy rozwazaé jedynie ponizsze przypadki.
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Przypadek I. Niech ||z|| = pa(x) i ||y|| = pa(y). Wtedy 1 = ||z|| = gmax{xl,x2}+%($3+x4)
iz (2.25) dostajemy 5 (23 + x4) > 1. Stad wzor (2.27) implikuje ||z + y| >

Przypadek II. Norma ||z|| lub Hy|| osiagniete sa dla funkeji py. Zalozmy, ze 1 = |jy| =
T max{ys, ys}. Wtedy z (2.27) dostajemy

2 1 2
|z +yll > maX{56’1>902}+ 3($3+I4)+§

Jesli 1 = ||z|| = 2 max{xy, z2} + 5 (x5 + 24), to ||z +y| > 3. Jesli ||z]| osiagnieta jest dla ps
lub py, to max{wy,zo} > 1 lub x5+ x4 > 2, wice ||z +y|| > 3.
Przypadek III. Jedna z norm ||| i ||y|| jest dana za pomoca ps, a druga nie jest dana za
pomocy py. Zatozmy, ze ||z|| = ps(x). Jesli 3 (x5 + 24) = 3, to podobnie jak w przypadku II,
otrzymujemy ||z + y| > 1%

Zalozmy teraz, ze 2 max{zy,z2} = 3. Jesli |ly|| = p1(y), to 5(y1 + y2) = 1, wiec z (2.26)

2
3
otrzymujemy ||z + y|| > 2. Nierownosé (2 26) daje nam ponadto
9 1
lz +yll > 5 +5m: (2.29)

gdzie m = max{y,yo}. Zalozmy, ze ||y|| = p2(y). Wtedy 1 = [jy|| = %m + é(yg + y4) lub
L=yl = %max{%m, %(yg + y4)}. W pierwszym przypadku z (2.27) otrzymujemy

ool > | -5
zyl > - gm,
co razem z (2.29) implikuje, ze ||z + y[| > 2
Jesli 1 = [ly|| = 3 max{3m, 3 (ys +v4)}, to albo m = 3 1 (2.29) implikuje, ze ||z +y| > 3,

albo y3 4+ ys = 2. W ostatnim przypadku z (2.27) wynika, ze ||z + y| > 3

W celu udowodnienia prawej nieréwnosci w (2.28) potézmy z = z + y. Mamy z; = x; dla
i € suppx oraz z; = y; dla i € suppy. Z (2.25) otrzymujemy z; < % dla ¢« = 1,2. Ponadto,
z; < 2 dla i = 3,4. Rozwazymy wszystkie przypadki, w ktorych norma | z|| jest dana przez
jedna z czterech funkeji w definicji (2.24). Jesli [|z|| = pi(2), to ||z]] < 2

Zatozmy, ze HzH = pa(z). Mozemy przyja¢, ze max{zy, zo} = max{xy,x2}. Jesli z3 = x3, to
|2]| < [|#] + 524 < 2. To samo oszacowanie ma miejsce w przypadku, gdy z; = 4. Zalozmy

teraz, ze z; = y; dla i = 3,4. Wtedy

1
(ys +ya) <

ol < 5 masx{e, 22} + 5

DN W
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Jesli ||z|| = S max{z1, 22}, to ||z]| < 1, a jesli ||z]| = 5(ys + va), to ||z]| < F. W koncu,
jeshi [|z]] = pa(z), to [|z] < 1.

Oszacowania (2.28) pokazuja, ze przestrzen X spelnia warunek 2) z twierdzenia 2.3.1.
Ale przyjmujac x = (1,1,1,0) i y = (1,—1,0,1), stwierdzamy, ze ||| = 1 = ||y|| oraz

|z +yl| =2 = ||z — yl|, wigc przestrzenr X nie jest nickwadratowa.
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Rozdzial 3

Geometryczne wlasnosci sum prostych

przestrzeni Banacha

3.1 Konstrukcja i podstawowe wlasnos$ci sumy prostej

Niech I bedzie niepustym zbiorem indeksow, a Map(I,R) przestrzenia wszystkich funkcji z I
do R ze standardowymi operacjami i porzadkiem. Dla zbioru A C I, symbolem 1,4 oznaczamy
funkcje charakterystyczna zbioru A. Ponadto, niech A° =T\ A.

W ogélnej konstrukeji sumy prostej przestrzeni Banacha korzystamy z przestrzeni F,

ktore nazywaé bedziemy przestrzeniami bazowymi.

Definicja 3.1.1. Przestrzeniq bazowg nazywamy rzeczywistg przestrzen Banacha FE, ktora
jest liniowa podprzestrzenia przestrzeni Map(/,R) i spelnia nastepujace zatozZenie monoto-

nicznodci: jesli f € E, g € Map(I,R) i |g| < |f|, to g € E oraz ||g||lg < || f]|&-

Powyzszy warunek implikuje w szczegoélnosci, ze jesli istnieje funkcja f € FE taka, ze
f(ip) # 0 dla danego iy € I, to 1g,, € E. W konsekwencji bez zmniejszenia ogolnosci
bedziemy zaklada¢, ze wszystkie funkcje f € Map(I,R) o skonczonych no$nikach supp f
naleza do . Ponadto, zaktadamy, ze |13 ||z = 1 dla kazdego i € I.

Przestrzen bazowa E jest krata Banacha. Przez Ey oznaczamy domkniecie liniowej pod-
przestrzeni rozpigtej przez wszystkie funkcje 1y, gdzie i € I. Zauwazmy, ze jesli E = Ej,

to dla kazdego z € FE i dla kazdego v > 0 istnieje skoniczony zbiér A C suppz taki, ze
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[ = Taz|e <~

Definicja 3.1.2. Niech E bedzie przestrzenia bazowa nad zbiorem indekséw I. Niech ponadto
{Xi}ier bedzie rodzing przestrzeni Banacha. Sume prostq Y = (X ;c; X;)p definiujemy jako

przestrzen wszystkich funkcji

v = {x(i) }ier € [[ X,

i€l
gdzie z(i) € X; dla kazdego i € I tak, ze |x] € E, gdzie |x](i) = ||z(d)|| dla i € I (patrz [15,

str. 5]). Przestrzen Y wyposazamy w norme dana wzorem

[zl = [zl 2

Tak skonstruowana przestrzen (Y, || -||) jest przestrzenia Banacha.
W dowodach niektérych wynikow z dalszej czesci pracy bedzie uzyteczna nastepujaca

uwaga.

Uwaga 3.1.1. Niech Y = (};c; X;) bedzie suma prosta, a Iy C I bedzie zbiorem skoriczo-

nym. Zatozmy, ze dla ciagu (x,) w Y dla kazdego i € I istnieje granica

§(i) = lim [l (2)].

n—oo

Wtedy
lim {[[zall = [[11€ + Lrvgo L2l = 0.

n—oo

Stad, jesli istnieje granica lim, . ||z,]], to

lim [l ]| = Tim 15,6 + Lo 1]

n—oo

Ponizej przedstawiamy przyktady przestrzeni bazowych E, ktore wystepuja w konstruk-

cjach standardowych sum prostych.
Przyklad 3.1.1.

1. W konstrukeji skonczonej sumy prostej wystepuje przestrzenn £ = R" z norma absolut-

na.
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2. Kolejnym przyktadem przestrzeni bazowej E jest przestrzen z bezwarunkows baza,
ktorej bezwarunkowa stata jest rowna 1. W standardowym przypadku I = N, a wektor
x € FE identyfikujemy z ciagiem jego wspolrzednych. W ogélnym przypadku funkcje
1g;y tworza uogélniong (niekoniecznie przeliczalng) bezwarunkowa baze przestrzeni Ej

z bezwarunkowa stata rowna 1.

3. Dla nieskoriczonego zbioru I i 1 < p < oo, E = IP(I) jest przestrzeniag bazowa. W tym
przypadku E = FEj. Dla I = N ta przestrzeii bazowa daje standardowa przeliczalng

[P-sume prosta.

4. Dla nieskonczonego zbioru I przestrzenia bazowa jest takze przestrzen E = [*°(I)
wszystkich ograniczonych funkcji f : I — R z norma || f|| = sup;c; |f(i)|. Wowezas
E() = Co(]).

Twierdzenie 3.1.1 (|49|). Jesli przestrzen bazowa E spetnia dolne p-oszacowanie dla pew-
nego p € (1,00), to E = Fy.

Dowadd. Niech x € E posiada nieskoriczony no$nik. Z dolnego p-oszacowania wynika, ze dla
kazdego o > 0 zbior A, = {i € I : |z(:)] > «a} jest co najwyzej skorniczony. Rzeczywiscie,
jesli zalozymy, ze tak nie jest, wowczas mozemy znalezé¢ o > 0 takie, ze dla kazdego n € N

istnieje n-elementowy zbior A C A,. Wowczas

1
P 1
ol > | atia]| > adt (S g lP) > s,
i€A icA
co jest sprzecznoScia. Dlatego tez zbior suppx jest przeliczalny i mamy suppz = {i,}.

Nastepnie zauwazmy, ze szereg >.,cy(in)l,} jest zbiezny. Rzeczywiscie, zaktadajac, ze
szereg nie jest zbiezny, otrzymujemy ¢ > 0 i ciag (A,) parami roztacznych skonczonych
podzbioréw zbioru supp x taki, ze ||zla, | > ¢ dla kazdego n € N. Korzystajac z dolnego
p-oszacowania, podobnie jak w pierwszej czesci dowodu, dochodzimy do sprzecznosci. Oczy-

wiscie, © = 3,,en #(in) 1}, co daje nam konkluzje, ze £ = E,. O

Twierdzenie 3.1.2 ([6]). Niech X bedzie kratg Banacha. Jesli €9, (X) < 1, to X spelnia

dolne q-oszacowanie dla pewnego q € (1,00).
W konsekwencji otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 3.1.1. Jesli przestrzen bazowa E jest jednostajnie monotoniczna, to E = Ej.
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3.2 Jednostajna wypuklosé dla sum prostych

W [21] podano relacje miedzy charakterystyka wypuklosci przestrzeni Banacha X, a charak-
terystyka wypuktosci przestrzeni funkcyjnej Lebesgue’a—Bochnera LP(X). W tym rozdziale
prezentujemy oszacowanie modutu wypuktoséci dla sumy prostej przestrzeni Banacha. Wy-
nik ten daje nam ponadto oszacowanie charakterystyki wypuklosci sumy prostej przestrzeni
Banacha. W naszym dowodzie korzystamy z pewnych pomystéow z dowodu twierdzenia 9 w

21].

Twierdzenie 3.2.1 ([52|). Niech E bedzie przestrzeniq bazowq nad zbiorem I oraz {X;}ier
bedzie rodzing przestrzeni Banacha. Oznaczmy Y = (X;c; Xi)p 4 0 = infie; dx,, gdzie 0, jest
modutem wypuktosci przestrzeni X;. Wtedy
: e—§&—
dy(g) = sup min< 0g(§),dp (5(7)y _¢ , (3.1)
E+<e 2 2

gdzie Oy 1 0g sq¢ modutami wypuktosci przestrzeni Y ¢ E.

Dowdd. Niech e € (0,2] oraz niech £,y > 0 beda takie, ze { + v < . Wystarczy pokazaé, ze

1= gl ally > min {5s(6). 6 (56) "5 ) - £} (32)

dla dowolnych z,y € Y spelniajacych warunki x|y = ||y|ly = 1 oraz ||z — y||y > e. Niech
r=A{z(1)} iy = {y(i)} beda dwoma elementami sumy prostej Y takimi, ze x(i),y(i) € X;
dla wszystkich ¢ € I.

Oszacowanie (3.2) jest oczywiste w przypadku, gdy ||z +y|ly < 2(1 —0g(§)). Zalozmy, ze
o+ olly > 2(1 - 65(€)). Wiedy

2(1 = 05(8)) < llz +ylly <=1+ [yllls,

co prowadzi do nieréwnosci
=] = llle <&

Dla dowolnego @ € I potézmy

(), jesti (i) # 0
(i), jesli y(i) = 0

2(i) =
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oraz z = {z(i)}. Mamy

1z(0)lx., = llz(2)|

X; (3.3)

oraz

ly(2) = () lx;

= ly@lx, = =) x|
dla kazdego i € I. Stad

ly = 2lly = Iyl = l=llle <€ (3.4)

i w konsekwencji

[z = 2lly > [z =ylly = llz =ylly > ¢ (3-5)

x, = 7l|x(@)]

Rozwazmy teraz zbior A = {i € I : ||x(i) — 2(7)] x,} 1 wektory

w:=|z] —§(y)|x]ls oraz v := | x|

w przestrzeni E. Oczywiscie 0 < u < v, ||ul]|g < 1 oraz ||v||g = 1. Ponadto ||z(i) + 2(4)||x, <

2(1—=0(y))||x(i)||x, dla wszystkich i € A. Korzystajac z powyzszego oszacowania oraz z (3.3)

dostajemy

2+ zlly <|2(Lz] = () [z]1a)lle = 12u]lp < llu+vlle.
W konsekwencji
1
sl +2lly < *||u +vllp <1=0p([lu—vlg) =1—=0e(0()|[z]1al 2)- (3.6)
Nastepnie, korzystajac z (3.3) i (3.5) dostajemy

e—g<lle—z2lly = (@ - 2)La+ (@ - 2)Laelly
< (la] + L1 Lalls + ] Lacll s

<2z 1alle + yllzlly <2[lz1alle +~

i stad
6 p— p—
el talls > =5,
Wobec (3.6) dostajemy

Szt zlly < Sl olls <165 (5( )5_2_7> | (3.7)
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Ostatecznie, z nieréwnosci (3.4) i (3.7) otrzymujemy

oty < Jo 2l + by = <l <2 (16 (30075 =2 ) e

co rowniez daje nam oszacowanie (3.2). O

7 powyzszego twierdzenia wyprowadzimy wniosek, ktory podaje bardziej konkretne osza-

cowanie dla modutu wypuktosci sumy prostej.

Whniosek 3.2.1 ([52]). Przy oznaczeniach i zatozeniach twierdzenia 3.2.1 mamy

Sy (e) = 6% (5 <;> Z) (3.8)

dla kazdego € € [0,2]. W konsekwencji, jesli E jest jednostajnie wypukta i 6() > 0 dla

kazdego € > 0, to suma prosta 'Y jest jednostajnie wypukta.

Dowdd. Dla danego ¢ € [0,2] przyjmijmy v = 5i§ = 0g ( (%) ¢ ). Wowcezas § < ¢, wige

e—&—7\_¢ eYeEYy _§_ &
s (‘W > ) 5200 (5(3)5) 5 =35> %
Wobec (3.1) dostajemy oszacowanie (3.8). O

Whniosek 3.2.2 ([52]). Przy oznaczeniach i zatozeniach twierdzenia 3.2.1, jesli E jest jedno-
stagnie wypukta, to

eo(Y) < e, (3.9)
gdzie g = sup{e € [0,2] : §(¢) = 0}.

Dowdd. Zalozmy, ze dy () = 0, gdzie € € (0,2]. Wezmy v € (0,¢) oraz £ > 0 takie, ze
e—&—v>0.7 (3.1) otrzymujemy

E‘ — p—
Sk (5(7)§7> <
Przechodzac do granicy z £ — 0+ dostajemy
8 J—
e (500 57) =0

i w konsekwencji §(y) = 0. Poniewaz v < ¢ mozna wzia¢ dowolnie bliskie £, wiec otrzymujemy

DO |y

oszacowanie (3.9). O
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W [29] Guirao i Hajek pokazali, ze dla danej funkeji f : [0, 2] — [0, 1], spelniajacej pewne
szczegbdlne warunki, mozliwe jest skonstruowanie przestrzeni, ktorej modut wypuktosci jest
rownowazny funkcji f. Ponizszy przyklad pokazuje, ze dla danych o € (0,2) i 8 € [1 —§,1],
mozna skonstruowac przestrzen Y, dla ktorej o(Y) = « oraz dy(2) = (. Ograniczenie 5 >

1 — & wynika z warunku (1.2). W naszej konstrukcji korzystamy z sum prostych.

Przyktad 3.2.1. Niech beda dane « € (0,2) oraz 3 € (1 -3, 1}. Skonstruujemy przestrzen
Y, dla ktorej eo(Y) = « oraz oy (2) = .
W tym celu wprowadzamy nastepujace oznaczenia. Dla danego p € [1,00), symbolem

| - ||, oznaczmy norme ? w przestrzeni R? tj.
1

2]l = (lza]” + [22/7)7
gdzie z = (z1,72) € R% Nastepnie, pol6zmy

[z [cc = max{|z1], |z2|}.
Ponadto, niech Y, bedzie przestrzeniag R? z norma

1
) = mavx { [zl lalo

Modut wypuklosci 6 przestrzeni Y, jest rowny

=)

, jesli 0 < e < 2V — 1,
69 () = (3.10)

(1— c2—if), jesli 2v/e2 =1 <e < 2.

N[

(patrz przyktad 1.1.2).
Dla danych a € (0,2) oraz § € {1 - < 1}, niech 0 < r < ¢ beda takie, ze a = 2v/c? — 1

2

oraz 3 =1 —+/r? — 1. Nastepnie, dla p € [1, 00, niech X, bedzie przestrzenia R? z norma

1
lall, = max { llala. el }

Zauwazmy, ze przestrzen X, jest scisle wypukta dla wszystkich p € (1, 00) oraz X, pokrywa
sie z Y, wiec 6x_ = 0.

Poltézmy

p=3 12
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oraz

Z = (Y;"@Zl>12 .

Dla p € [3,00) nier6wnosci
1
elle < lllll, < 27zl

sa spetnione dla kazdego » € R*. W konsekwencji ||z, = lim, .o [[|z[],- Nastepnie,

Ox,(e) > 1— 2% (1 —dx., (i)) oraz dx_(e) > 1 — 2% <1 — by, (i))
2p 2p

(patrz [28], dowod twierdzenia 6.2).
7 powyzszych nieréwnosci dostajemy

5 (g) < 59(e) < 3(e) (3.11)

Q%

dla kazdego k > 3, gdzie §(t) = liminf, .. dx, (t) lub 0(t) = limsup, ., dx, (t).

Ponadto,
1
(5Xp(€1) — 5Xp(52) < 5 d(€1 — &)
dla wszystkich 0 < g9 < €7 < d < 2, co implikuje, ze
5(e1) — 3(e2) < 5—— (o1 — 22)
€1 62\2_d51 €9).

Stad § jest funkcja ciagla i przechodzac do granicy z k — co we wzorze (3.11), otrzymujemy

5(e) = lim dx, (e) = dx.. () = 0 (e).

p—00
Mamy
50<Zl) = Sup{€ < [07 2] : g<€> = 0}7

gdzie §() = inf,>3 dx,(e). Nieréwnosé 0x,(g) > 0 jest spetniona dla kazdego € > 0, co wraz z
faktem, ze istnieje granica 0(¢) = lim, . dx, (¢) implikuje, Ze r6wnos¢ 5(¢) = 0 jest spelniona

wtedy i tylko wtedy, 6()(¢) = d(¢) = 0. Stad
co(Zy) =sup{e €[0,2] : 6©9(e) =0} =2vV2 -1 = au.

Nastepnie
eo(Z) = sup{e € [0,2] : 6(¢) = 0},
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gdzie
3(e) = min {5 (e),8(c) } .
Stad
e0(Z) = max{eo(V;),c0(Z1)} = max {2v12 — 1,0} = o
Aby pokazaé, ze d7(2) = 3, wezmy wektory x = (zo, 1) oraz y = (yo, Y1) z przestrzeni Z,

gdzie xg,yo € Yy, x1,y1 € Z takie, ze x|z = ||y||z = 1 oraz ||z — y||z = 2. Wowczas

NI

2=z = yllz = (w0 = woll5, + llor = v1ll3,)

1
2

< ((olly, + llyolly,)* + (1l + lyallz)?)

< |lzllz + llyllz = 2,

wiec w powyzszych nieréwnoéciach zachodza réwnosci. Wobec $cistej wypukloscei przestrzeni
euklidesowej oraz przestrzeni Z; (patrz 8, str. 185]), dostajemy roéwnosci ||zolly, = ||lyolly,,

|z1]|z, = |ly1llz, oraz 21 = —y1. Stad [|xo —yolly, = 2||zolly;, |21 +u1]/z, = 01 w konsekwencji

1 1
Sz +yllz = Fllzo +olly, < llzolly, (1 = dv,(2)) <1 =6y, (2).

To pokazuje, ze

07(2) > 6v,(2) = 6(2) = .

Nieréwno$¢ przeciwna jest oczywista, wiec ostatecznie otrzymujemy 07(2) = .

3.3 Wilasnosci Opiala dla sum prostych

Przestrzen R w sposob trywialny ma wlasnosé Opiala i w ponizszych przyktadach traktujemy

przestrzenie ciggow jako sumy proste kopii przestrzeni R.
Przyklad 3.3.1.

1. Rozwazmy Y = E = [*°. Wowczas Fy = ¢g # F i tatwo zauwazyé¢, ze Y = [*° nie ma

stabej wlasnosci Opiala.

2. Niech Y = E = ¢y. Wowczas Ey = E, ale d,, g(¢) = 0 dla kazdego € € [0, 1]. Przestrzen

Y = ¢y nie ma wtlasnosci Opiala.
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Przyktady te pokazuja, ze aby suma prosta mialta staba wlasno$¢ Opiala lub wtasnosé

Opiala konieczne sa dodatkowe zatozenia o przestrzeni bazowej F.

Twierdzenie 3.3.1 (|50]). Niech E bedzie przestrzeniq bazowq nad I takq, ze Ey = Ei niech

{Xi}ier bedzie rodzing przestrzeni Banacha. Oznaczmy

y - (ZXZ»)E.

iel
1) Jesli wszystkie przestrzenie X; majg staba wltasno$é Opiala, to Y ma stabg wlasnosé

Opiala.

2) Jesli krata E jest jednostajnie monotoniczna oraz wszystkie przestrzenie X; majg wla-

sno$é Opiala, to'Y ma wltasno$é Opiala.

Dowdd. Niech (z,) bedzie ciagiem stabo zbieznym do zera w Y oraz niech = € Y. Z réwnosci

E = E, dostajemy, ze dla kazdego v > 0 istnieje skoniczony zbior Iy C supp z taki, ze
[l = L] <.

Przechodzac do podciagéw mozemy zalozy¢, ze dla kazdego ¢ € I istniejg nastepujace gra-
nice:

Jim o, i [z, ~ ]
oraz

§(0) = lim [lzn(i)ll,  C(0) = lim [l () — z(@)]-

n—oo n—oo
7 zalozenia, ze wszystkie przestrzenie X; maja staba wltasnosé Opiala wynika, ze nieréwnosé

(i) < ((i) zachodzi dla kazdego i € I. W konsekwencji nier6wnosé
Up = 11,6 + 1np [2n] < v = 11,C+ 1ng (2]
jest spelniona w E. Korzystajac z uwagi 3.1.1 dostajemy
i [ =l s < T sup
= liqunﬂsogp |lzn — 12|
< Jim o — 2l + o — L]

< Jim flzn = all + 7.
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Przechodzac do granicy z v — 0, otrzymujemy konkluzje czesci 1) twierdzenia.

W celu udowodnienia czesci 2) zalézmy, ze krata E jest jednostajnie monotoniczna oraz,
ze wszystkie przestrzenie X; maja wlasnosé¢ Opiala. Niech (z,,) bedzie ciagiem stabo zbieznym
do zera w Y oraz niech x € Y \ {0}. Potézmy M = ||z|| + 2sup,cy ||zn|| 1 ustalmy indeks
ip € suppx. Wtedy z(ip) # 0. Dla kazdego v > 0 istnieje skoniczony zbior Jy C supp x taki,
ze ||z — 1,,z|| <. Oczywiscie, mamy rowniez ||z — 1| < v, gdzie Iy = Jo U {ig}.

W dalszej cze$ci dowodu skorzystamy z oznaczen i zalozeri wprowadzonych w pierwszej
czesci dowodu. Z faktu, ze (x,(7)) jest ciagiem stabo zbieznym do zera w X; dostajemy, ze

nier6wnosé ((i) > ||x(4)|| zachodzi dla kazdego ¢ € I i stad

[onlle = [15Clle = 15l = [|2(i0)] > 0.
7 drugiej strony
vnlle < [[15,C]|E + Sup 11rr@all <

Korzystajac z (2.8) otrzymujemy

v, — U
lanlls < lonlle = S (1Yl
Fonls

10C_§ .
< ol = s L7 i < ol -

gdzie ¢ = 6, 1 (W) |z(i0)|]. Zauwazmy, ze z zalozenia X{;; ma wlasnosé Opiala, wiec

C(ip) > &(ip), i w konsekwencji ¢ > 0. Korzystajac z uwagi 3.1.1 otrzymujemy

Jim. |xnl = Jim. |un]le < limsup ||v,||g — ¢
n—oo

< i [l — 2] + flz = 1] = ¢
n—oo

< lim [z, — 2] +7 —c.

Ostatecznie, przechodzac do granicy z v — 0, dostajemy

lim ||z,] < lim ||z, —z| —c< lim ||z, — |,
n—oo n—o0 n—oo
co daje nam konkluzje czesci 2). O

Zajmiemy sie teraz problemem, jakie zalozenia gwarantuja jednostajna wtasnosé¢ Opiala

dla sum prostych.
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Przyklad 3.3.2. Niech Y = (R @ [?)g, gdzie E jest przestrzenia R? z norma maksimum.
Przestrzenie R, [2 oraz E maja jednostajna wlasno$é¢ Opiala, ale rozwazajac wektory x =
(1,0) i z, = (0,e,), gdzie (e,) jest standardowa baza przestrzeni I%, widzimy, ze przestrzen

Y nie ma jednostajnej wlasnosci Opiala.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze w celu uzyskania jednostajnej wlasnosci Opiala dla sumy
prostej niezbedne jest natozenie silniejszego zatozenia na przestrzen E. Bedziemy zaktadac,
ze E jednostajnie monotoniczna, a kolejne twierdzenie pokazuje, ze wlasnos$¢ jednostajnej
monotonicznodci jest silniejsza niz jednostajna wiasnosé Opiala. Dowod tego twierdzenia

pomijamy, poniewaz jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3.4.1.

Twierdzenie 3.3.2 ([49]|). Niech E bedzie przestrzeniq bazowq nad I takq, ze Ey = E.
Wtedy nierdumosé op(e) < rg(e) zachodzi dla kazdego € > 0. W konsekwencji jesli E jest

jednostagnie monotoniczna, to ma jednostajng wtasnosé Opiala.

W dowodzie naszego wyniku dotyczacego jednostajnej wlasnosci Opiala dla sum prostych

skorzystamy z ponizszego lematu, ktory jest niewielka modyfikacja lematu 3 z [39].

Lemat 3.3.1. Niech E bedzie przestrzeniq bazowq nad I. Niech h : [0,1] — R bedzie nie-
ujemng ograniczong funkcjq zerujgeq sie tylko w 0. Jesli f € B(E) i g : I — [0,1] sq takie,
ze |lgf|| > ¢, to (hog)f € E oraz ||(hog)f| > 5h (%)

Nastepne twierdzenie dotyczy jednostajnej wlasnosci Opiala dla sumy prostej, ale podaje

takze oszacowanie modutu sy (patrz definicja 1.3.5) dla sumy prostej Y.

Twierdzenie 3.3.3 ([49]). Niech E bedzie przestrzeniq bazowq nad I oraz niech {X;}ier
bedzie rodzing przestrzeni Banacha. Oznaczamy Y = (Xc; Xi)g. Jesli E jest jednostajnie

monotoniczna oraz s(c) = inf;cr sx,(c) > 0 dla kazdego ¢ € (0,1], to
c [c
sy (¢) = Om.p (23<2>> >0
dla kazdego ¢ € (0,1]. W konsekwencji przestrzeri Y ma jednostajng wtasnosé Opiala.

Dowdd. Rozwazmy ciag (y,) w Y stabo zbiezny do y € Y, dla ktorego liminf,, . [|yn]] < 1

ilyll = ¢ > 0. Z wniosku 3.1.1 wynika, ze Ey = FE, wiec dla dowolnego ¢ € (0,¢) istnieje
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skoriczony zbior Iy C suppy taki, ze ||y —yly || < e. Mozemy zalozy¢, ze istnieja nastepujace

granice:
£(6) = i lyn(0) oraz d(3) = lim [lya(i) — (i)
dla kazdego 7 € I.
Zauwazmy, ze (y,(i)) jest stabo zbiezny do y(i) w X, wiec f(i) > ||y(i)]. Stad g(i) =

—Hiﬁg;” € (0,1] dla i € Iy. Ponadto przyjmujemy f(i) = d(i) = g(i) =0 dla i € I \ I. Mamy

yn(i)  y(i)

f@ f@)

dla kazdego i € Iy. Niech h, = fl;, + [yn|11n1,- Korzystajac z powyzszej nieréwnosci otrzy-

d(i) = f(i) lim

n—oo

< S = sx,(9(2)) < f(i) = s(9(0)) f (D)

mujemy
lim inf ||y, — y|| < lminf {|(yn —y) 15, + yulngl +€
= hrrlIL})I.}f ||d1[0 + |_yn—| 1I\Io||E +e
< liminf (|2, — (s 0 g) fls e +e.
Oczywiscie

lim inf lhelle = lim inf 1yl <

10 < (sog)fly < h, w kracie E. Ponadto, ||gf|lg = |lyl,ll = ¢ — €, wiec korzystajac z
lematu 3.3.1 dla h = s dostajemy

I(s 0 9) flrlle = l(sog)flle = ne,

gdzie . = 5°=s (C;).
Wybierzmy podciag (h,,) spelniajacy warunek |h,, ||z < 1+ ¢ dla kazdego k € N. Z

definicji modutu monotonicznosci 6, p mamy

Ne
Vom, — (50.9) Ll < (1) (1 . ((H))) |

W konsekwencji

hrIzrig;lf lyn —yll < hmlnf |y, — (50 9) flp ||+ < (1+¢) (1 — Om, g ((17—?6))) e
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Modut §,, g jest ciaglty w przedziale [0,1) i z twierdzenia 1.3.3 wynika, ze rowniez funkcja s

jest ciagla w przedziale [0,1). Stad mozemy przej$¢ do granicy z € — 0 dostajac

. . C C
timinf g~ ol < 1= on (5 (5)).

co konczy dowdd naszego twierdzenia. O]

3.4 Wspolczynnik Garcii-Falseta dla sum prostych
Przypomnijmy, ze wspotczynnik Garcii-Falseta jest definiowany wzorem
R(X) = sup{liminf ||z + 2|},

gdzie supremum jest brane po wszystkich x € B(X) i po wszystkich ciagach (z,) stabo
zbieznych do 0 w B(X) (patrz rozdzial 1.4). Wartos¢ wspotezynnika R(X) moze wzrosnacé

przy przej$ciu do sumy prostej, co ilustruje ponizszy przyktad.

Przyklad 3.4.1. Niech E bedzie przestrzenia R? z norma
]l = fa1] + |22,

gdzie x = (x1, z3) oraz niech

Y = (R@CO)E

Dla wszystkich przestrzeni wystepujacych w tej sumie prostej, tj. dla R, ¢y oraz F wartosc
wspolezynnika R(X) jest rowna 1. Jednakze, rozwazajac element z = (1,0) oraz ciag x, =

(0, e,), gdzie (e,) jest standardowa baza przestrzeni ¢y, dostajemy, ze R(Y') = 2.

Powyzszy przyklad pokazuje, ze w celu uzyskania warunku R(Y) < 2 dla sumy prostej,
musimy nalozy¢ silniejsze zalozenie na przestrzen E. Okazuje sie, ze wystarczy zatozy¢, ze

a(E) < 2, gdzie a(E) katem Riesza kraty E (patrz definicja 2.2.6).

Twierdzenie 3.4.1 ([49]). Niech E bedzie przestrzeniq bazowq nad I takq, ze Fy = E. Wiedy
R(E) < a(FE) i w konsekwencji jesli a(E) < 2, to R(E) < 2.
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Dowdd. Niech x € B(FE) i (z,) bedzie ciagiem w B(F) stabo zbieznym do zera. Dla ustalonego
e > 0 istnieje skonczony zbior Iy C supp z taki, ze |z —x1;, || < e. Ciag (z,) jest stabo zbiezny
do 0, wiec istnieje ng € N takie, ze ||,1y,|| < e dla kazdego n > ny. Stad x1y, oraz z, 15y,

sa rozlacznymi wektorami w (1 + ¢) B(E), wiec
|2 + 2 || < |27y + 2 lng || + 26 < (14 )a(E) + 2e.
Biorac granice dolng wzgledem n i przechodzac do granicy z € — 0, otrzymujemy
liminf [z + z,[| < a(E).
Powyzszy rezultat daje nam konkluzje twierdzenia. O

W dowodzie naszych wynikow dotyczacych wartosci wspotezynnika R(Y') dla sum pro-

stych korzystamy z idei przedstawionej w [7]. W szczegdlnosci, stosujemy ponizszy lemat.

Lemat 3.4.1 ([47]). Dla dowolnych niezerowych elementow x,y przestrzeni Banacha X ma-
my

o+l + ( H“H ; H”H) min 2], Iy} < el + lo]. (3.12)

W kolejnym twierdzeniu podajemy oszacowanie wspolczynnika Garcii-Falseta dla sum

prostych.

Twierdzenie 3.4.2 ([|49]). Niech E bedzie przestrzeniq bazowq nad I takg, ze Ey = E i
niech {X;}ier bedzie rodzing przestrzeni Banacha. Oznaczamy Y = (X;c; Xi)p. Jesli kgt
Riesza a(E) kraty E spetnia warunek a(E) < 2 oraz R = sup,.; R(X;) < 2, to

R(Y) < R2 - a(B)) + 2(a(B) — 1) < 2.

Dowdd. Niech x € B(Y') oraz niech (z,,) bedzie ciagiem w B(Y") slabo zbieznym do zera. Dla
danego € € (0,2 — R) istnieje skonczony zbior Iy C supp x taki, ze ||z — 21, || < . Mozemy

zalozy¢, ze dla kazdego ¢ € [ istnieje granica

= [l [, (2)]]

n—oo
Oznaczamy I; = {i € Iy : r; > 0}. Mozemy zalozy¢, ze ||x,(i)|| > 0 oraz, ze nieréwnosé

HﬂM|H%
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jest spetniona dla kazdego i € I oraz dla wszystkich n € N. Dla i € Iy \ [; mamy r; = 0,

wiec mozemy zatozy¢, ze ||z, 11,1, || < € dla wszystkich n € N. W konsekwencji otrzymujemy
[+ 2| < [[#1g + zall + & < [lynll + 2, (3.13)

gdzie y, = (x + ,)17, + 2li0\g, + 2 lng,-
Niech teraz \. = R+ ¢ — 1. Wtedy A. € (0,1) i dla danego i € Iy, z (3.12) otrzymujemy
oszacowanie
[yn (D) = [l2(7) + 20 ()]
< 2@ + llen @) + (R + & = 2) min{[lz(@)|, [l (@)} (3.14)
= (1= A) max{[lz(@)], [z} + Az @] + llzn(@)]]).

Jeslii € I'\ I, to y,(i) = x(3) lub y,(i) = z,(i), co daje nam

[y (D < max{[z(@)]], [z (@)}

< (1= A) max{[lz@)], lzn (@} + Az @1 + llzn(@)]])-

(3.15)

Z (3.13), (3.14) i (3.15) dostajemy

1z + @l < [|ynll + 2¢
S @ =M)]V Lanllle + ALz ] + [2n]lle + 2¢

< (1= A)a(E) +2X +2¢

dla kazdego n € N. Biorac granice dolng wzgledem n i przechodzac do granicy z ¢ — 0,

ostatecznie otrzymujemy
liminf |z + z,[| < (2 — R)a(E) +2(R - 1),
co daje konkluzje naszego twierdzenia. O]

Zalozenie, ze Ey = E jest niezbedne w twierdzeniu 3.4.2. Rzeczywidcie, dla przestrzeni
[*° mamy R(I*°) = 2, a przestrzen [*° mozna uwazaé za sume prosta przeliczalnie wielu kopii
przestrzeni R. W tym przypadku X; = R, wiec R(X;) = 1 dla wszystkich i € N, natomiast
E =1, wiec a(FE) = 1. Zalozenie Ey = FE nie jest w tym przypadku spelnione, poniewaz

E() = Cp-
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Rozdzial 4

Przestrzenie interpolacyjne

Teoria przestrzeni interpolacyjnych jest galezig analizy funkcjonalnej, ktora znalazta zasto-
sowanie w innych obszarach analizy, w szczegélnosci w teorii rownan rézniczkowych czastko-
wych, w teorii aproksymacji oraz w analizie numerycznej.

W tym rozdziale prezentujemy wyniki dotyczace jednostajnej wypuktosci i wlasnosci
Opiala w przestrzeni interpolacyjnej skonstruowanej za pomoca ogodlnej, dyskretnej meto-

dy interpolacji, bazujacej na abstrakcyjnej przestrzeni z bazg bezwarunkows.

4.1 Podstawowe pojecia i wlasnoSci

Definicja 4.1.1. Niech X, oraz X; beda przestrzeniami Banacha. Pare X = (Xj, X;) nazy-
wamy parg interpolacying, jesli przestrzenie Xy i X7 s w sposob liniowy i ciggly zanurzone

w przestrzenl liniowo-topologiczna V.

Niech X = (Xp, X1) bedzie para interpolacyjna. Sume X+ X definiujemy jako przestrzen
Xo+Xi={rxeV:iz=a"+2" 2°€ Xy, 2! € X;} z norma

]| xsx, = inf{||2°||x, + [|2'||x, : 2 = 2 + 2", 2° € Xy, 2" € X1} (4.1)
Czes¢ wspolna Xo N X, rozwazamy z norma,

2]l xonx, = max{|[z]|x,, [l x, }-
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Zarowno Xo + Xi, jak 1 Xy N X, sa przestrzeniami Banacha. Ponadto Xg N X; C X,
X1 C Xo+ X1, gdzie inkluzje nalezy rozumiec jako liniowe i ciaggle zanurzenia. Mozemy zatem
zastapi¢ wyjsciowq przestrzen liniowo-topologiczna V' przez sume Xy + X;.

Dla danej pary interpolacyjnej X = (Xo, X1), J. Peetre wprowadzil k-funkcjonat k(t, z, X)
zdefiniowany dla wszystkich x € Xy + X i dla wszystkich ¢ > 0 w nastepujacy sposob:

k(t,z, X) = inf{||2°|x, +t||z']|x, : 2 = 2° + 2", 2° € Xp,2' € X1}

Dla kazdego x € Xy + Xj, funkcja k(-, z, X) jest wklesta i dla kazdego ustalonego ¢t > 0, k-

funkcjonal k(¢, -, X) jest norma na przestrzeni X+ X7, rownowazna normie (4.1). Dokladniej
min(L, )|z xo+x, < k(L 2, X) < max(1, )]z x+x,

dla wszystkich ¢ > 0 i dla wszystkich z € Xy + Xj.

W dalszej czesci pracy bedziemy rozwazaé Xy + X; z norma
1
Il = Fplara,0) = it { (a2, + 7t %) 0 =20+ 0h,00 € Xo, 2l € i}, (42)

gdzie p € [1,00) oraz a,b > 0. Oczywiscie, norma ta jest rownowazna standardowej nor-
mie (4.1). Przestrzen Xy + X; z norma (4.2) oznaczamy symbolem ¥,(X,a,b). Tego typu
uogolnienie definicji funkcjonatu k(¢, z, X) bylo rozpatrywane np. w [32] i [44, str. 220].

Definicja 4.1.2. Mowimy, ze para interpolacyjna X = (Xo, X;) jest p-doktadna, jesli infi-

mum w (4.2) jest osiagniete, tj. dla kazdego x € X+ X istniejg 2° € Xj oraz z! € X takie,
ze

1

lzllp = (@ |2, + ¥l 1%,) " - (4.3)

Zalozmy, ze T jest topologia dopuszczalng w X,(X, a,b). Méwimy, ze para interpolacyjna

X = (Xo, X1) jest T-domknieta, jesli kule jednostkowe przestrzeni Xy i X; sa ciagowo 7-

domkniete w X,(X, a, b) oraz przynajmniej jedna z nich jest ciagowo 7-zwarta. Nastepujace

twierdzenie podaje warunki dostateczne dla tego, aby para X byta p-dokltadna. Pierwsza

czesé tego wyniku zostata wykazana w [17]. Druga czes¢ moze zosta¢ udowodniona w podobny

sposob.

Twierdzenie 4.1.1. Niech X = (Xo, X1) bedzie parq interpolacyjng oraz niech p € [1,00).
Jesli X jest T-domknieta lub obie przestrzemie Xo, X1 sq refleksywne, to para X jest p-
doktadna.
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W naszych wynikach korzystamy z metody interpolacyjnej opartej na przestrzeniach z ba-
zami bezwarunkowymi. W dalszej czesci pracy bedziemy rozwazaé bazy, dla ktorych zbiorem
indeksow jest zbior liczb catkowitych.

Niech p € [1,00) oraz niech X = (Xj, X;) bedzie para interpolacyjna. Niech E bedzie
przestrzenia Banacha ze znormalizowana, bezwarunkowa baza (e;);cz, ktorej bezwarunkowa
stala jest rowna 1. Zalozmy, ze (a;);ez oraz (b;)icz sa ciagami liczb dodatnich, dla ktorych

Siezmin{a;, b} < co.

Definicja 4.1.3. Przestrzen interpolacyjng K,(X, E, (a;), (b;)) definiujemy jako przestrzen
wszystkich elementow = € Xy + X; takich, ze szereg > ;cz ky (2, a4, 0;) €; jest zbiezny w E.

Przestrzen K,(X, E,(a;), (b;)) rozwazamy z norma

]| = ka<x7aiabi)€i (4.4)
i€l 5
Dla normy (4.4) mamy takze wzor
2l = inf ||> (a2 @)%, + ¥l D%, )" e (4.5)
i€z 5

gdzie infimum jest brane po wszystkich rozkladach x = z°(i) + 2'(i), gdzie 2°(i) € X,

21 (i) € X, dla kazdego i € Z takich, ze szereg

D=

> (afllz(@)%, + ¥l (@)%, )" e

€L
jest zbiezny w E.

Przestrzen K,(X, E, (a;), (b;)) z norma dana wzorem (4.4) jest przestrzenia Banacha. Rze-
czywiscie, przestrzenie ¥,(X, a,b) sa przestrzeniami Banacha, za$ przestrzen interpolacyjna
K,(X, E, (a;), (b;)) jest suma prosta takich przestrzeni.

Mamy

E
27 s minay, by }|2 | xorx, < ]

dla kazdego = € K,(X, E, (a;), (b;)), gdzie % + ;1) = 1. Ponadto

lxfl < > minfas, bi |zl xonx,
i€Z
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dla dowolnego x € Xy N X;. Nieréwnosci te pokazuja, ze nastepujace zanurzenia
XoNX; C Kp(X, E, (ai), (bz)) C Xo+ X,

sa ciagte.

Uzasadnieniem dla nazywania K,(X, E, (a;), (b;)) przestrzenia interpolacyjna jest twier-
dzenie o interpolacji operatoréw. Niech X = (Xo, X;) oraz Y = (Yp, Y1) beda dwiema parami
interpolacyjnymi i T : Xg + X; — Yy + Y7 bedzie odwzorowaniem liniowym, ktére dziata z
Xy do Yy jako operator ograniczony o normie | T||p i z X; do Y; jako operator ograniczony
o normie ||7']];. Wtedy operator T" odwzorowuje przestrzen K,(X, E, (a;), (b;)) w przestrzen
K,(Y,E, (a;), (b)) 1 jego norma na tych przestrzeniach nie przekracza max{||T|o, |71}
(patrz |44, str. 219]).

% oraz b; = e~V dla wszystkich i € Z, gdzie

W szczegolnym przypadku, gdy a; = e
6 € (0,1), przestrzen interpolacyjna K,(X, E, (e%), (e®~Y%)) oznaczamy przez K, (X, E),
a jej norme dang wzorem (4.4) przez |||, -

W dalszej czesci pracy bedziemy rozpatrywaé bazy (e;);cz przestrzeni E, ktore spetniaja
dodatkowe zalozenie: istnieje stata M > 0 taka, ze

Z i€tk

€L

<M
E E
dla kazdego k € Z. W szczegblnosci bazy symetryczne spetniaja warunek (4.6). Przyktadem

Z Q€

1€Z

(4.6)

takiej bazy jest standardowa baza przestrzeni [P(Z). Kolejnymi przyktadami sg standardowe
bazy ciagowych przestrzeni Orlicza i ciagowych przestrzeni Lorentza (patrz [43], str. 115).
W dowodach dalszych wynikow korzystamy z nastepujacego twierdzenia. Jego dowdd

opiera si¢ na metodzie dowodu lematu 2.g.13 z [44].

Twierdzenie 4.1.2 (|51]). Niech X = (Xo, X1) bedzie parg interpolacyjng oraz 6 € (0,1),
p € [1,00). Nastepnie, niech E bedzie przestrzeniq Banacha ze znormalizowang bazq bezwa-
runkowq (e;);cz ze statq bezwarunkowq 1, ktdra spetnia warunek (4.6). Wowcezas nieréwnosé

1-0 0

, (4.7)

gdzie C' = (1 + 61_0) M, zachodzi dla kazdego v € K, (X, F) i kazdego rozktadu x = 2°(i) +

> eVl (i) | x, e

1E€EL

> e |2°(0) | xpei

1€Z

[z]lpe < C

E

x1(7), gdzie 2°(i) € Xy, 2'(i) € X1, i € Z takiego, Ze szeregi po prawej stronie nieréwnosci

sq zbiezne.
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Dowdd. Niech x € K, (X, E) oraz niech z = 2°(¢) + 2'(i) bedzie rozkladem spelniajacym

warunki powyzszego twierdzenia. Pol6zmy

oraz A; =

= |12 "l ()l xoe:

€L

> et (@) |x, e

€L

E E
Jedli Ag = 0, to 2°(z) = 0 dla kazdego i, wiec x = x'(i) dla wszystkich i, co wobec naszego
zalozenia implikuje, ze x = 0. Oczywiscie w tym przypadku nieréwnosé (4.7) jest spelniona.
Mozemy wiec zalozy¢, ze Ag > 0 i podobnie A; > 0.

Wybieramy k € 7Z takie, ze

er < A— < e
Ao
Dla kazdego i € Z mamy rozklad x = 2°(i — k) + 2*(i — k), wiec
1
l2llp0 < |2 ("l = )%, + eVl (i = k)%, )" e
icl E
<2 = R)lxoes| 4 D0 eV It = k) x e
1€EZL E 1€ E
= 2N @) xoeirn]| + |2 TV (@)l x, eivn
i€Z, p ez 5

< M Ag+ e VkA) < CATP AL,

4.2 Jednostajna wypuklosé w przestrzeniach interpola-
cyjnych

Podstawowy wynik dotyczacy jednostajnej wypuktosci w przestrzeniach interpolacyjnych zo-
stal wykazany przez Beauzamy’ego w [2] (patrz rowniez twierdzenie 2.g.21 w [44]). Twier-
dzenie Beauzamy’ego dotyczy metody interpolacji rzeczywistej wprowadzonej przez Lionsa
i Peetrego w [45]. Dla zespolonej metody interpolacji twierdzenie o jednostajnej wypuktosci
zostalo wykazane przez Cwikela i Reisnera w [12].

W [14] inna, dyskretna metoda interpolacji postuzylta do znalezienia faktoryzacji opera-

torow stabo zwartych przez przestrzenie refleksywne. Korzystajac z tej metody Davis [13]
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udowodnil, ze kazda jednostajnie wypukla przestrzen z baza bezwarunkows jest izomorficzna
z dopetnialna podprzestrzenia jednostajnie wypuktej przestrzeni z baza symetryczna (patrz
rowniez twierdzenie 3.b.2 w [43]).

Przestrzen 3,(X,a,b) mozemy rozpatrywaé jako przestrzen ilorazowa sumy prostej
(Yo® Y1), gdzie E jest plaszczyzna R? z [P-norma, za$ Yy, Y7 sa izometryczne odpowiednio z
Xo 1 X. Jesli obie przestrzenie X i X; sa jednostajnie wypukte, to ¥,(X, a, b) jest jednostaj-
nie wypukta i modul wypuklosci tej przestrzeni nie zalezy od wspoétczynnikow a, b. Z faktu,
ze przestrzen interpolacyjna K,(X, E, (a;), (b;)) jest suma prosta przestrzeni ¥,(X,a;,b;)
wynika, ze K,(X, E, (a;), (b;)) jest jednostajnie wypukta.

Podamy twierdzenie o jednostajnej wypuktosci przestrzeni interpolacyjnej K, (X, E),
ktore pokazuje, ze jezeli jedna z przestrzeni w parze interpolacyjnej X = (X, X;) jest jedno-
stajnie wypukta, to przestrzen interpolacyjna K, (X, E) jest rowniez jednostajnie wypukta.

W dowodzie korzystamy z idei z [40].

Twierdzenie 4.2.1 ([52]). Niech X = (Xo, X1) bedzie parg interpolacyjng, dla ktdrej co
najmniej jedna z przestrzeni Xo, X1 jest jednostajnie wypukta. Zatézmy ponadto, ze E jest
jednostajnie wypuklq przestrzeniq Banacha ze znormalizowang bazq bezwarunkowq (e;)icz
ze stalg bezwarunkowq 1, spetniajgcq warunek (4.6). Wowcezas przestrzen K,g(X, E) jest

jednostajnie wypukta.

Dowdd. Zalozmy, ze przestrzen X jest jednostajnie wypukta. Dla i € Z, przez Xo(i) ozna-

czamy przestrzen X, wyposazona w norme
lull = ¢l x,,

gdzie u € Xy. Oczywiscie, Xo(i) jest izometryczna z Xy i w szczeg6lnodci Xo(7) jest jedno-
stajnie wypuktla, a jej modul wypuklosci jest rowny dx,. Rozwazmy sume prosta
Z- (z (Xoli) & Rm) .
i€Z 5
Z wniosku 3.2.1 wynika, ze przestrzen Z jest jednostajnie wypukta.

Niech teraz z,y € K,¢(X, E) beda elementami, dla ktorych ||z|,9 < 1, ||y|lp0 < 1 oraz

|z — yllpo = €. Z definicji normy w przestrzeni interpolacyjnej wynika, ze istnieja rozklady
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r = 2°(1) +2'(i) oraz y = y°(i) + y' (i) dla pewnych 2°(i),y° (i) € Xy i pewnych x'(i),y' (i) €

X, takie, e
S (@) + (€Ol )l )) e <1
oraz ~ E
ZQKJWf@mmY+(%*”m%muJ6;@ <1
‘ E

Korzystajac z twierdzenia 4.1.2, dostajemy

<z = yllpo

1-6 0
<O el =y (@)l xpe >Vt =yt (@) x e
€L E i€Z B
1-6
<O el® = °()llxoes| - llz—vlly,
€L E
1-6
<O’ =y Dllxees| -2,
€L E

gdzie C jest stala z twierdzenia 4.1.2. Stad

> 2 =y’ (@) | xp e

1E€EZL

e\ T
><wc) =

E
Rozwazmy teraz nastepujace elementy sumy prostej Z:

7= {("a(0), V2 (@), ) o oraz 7= {(¢h°0), VN Dx) -

Wowczas ||Z]|z < 1, ||7]|z < 1 oraz

> el = (0)llxoes

1E€EL

= £1.

E
W konsekwencji

fo+pr9 Hx+y|!z 1 = dz(e1),

co nam daje konkluzje naszego twierdzenia. O]
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4.3 Wlasnos$ci Opiala w przestrzeniach interpolacyjnych

W tym rozdziale prezentujemy wyniki dotyczace wlasnosci Opiala w przestrzeni ¥,(X, a, b)
i w przestrzeni interpolacyjnej K,¢(X, E). Ponadto, podajemy oszacowanie modutu sk,

zwiazanego z jednostajna wlasnoscia Opiala.

Twierdzenie 4.3.1 (|51]). Niech p € [1,00), a,b > 0 i niech X = (Xo, X;) bedzie parg
interpolacyjng. Niech ponadto ¥,(X, a,b) bedzie przestrzenig z normg dang wzorem (4.3)

oraz zatozmy, zZe przestrzenie Xo oraz Xy sq refleksywne.

1) Jesli obie przestrzenie Xo i X1 majg stabg wtasnosé Opiala, to ¥,(X,a,b) ma stabg

wtasnosé Opiala.

2) Jesli obie przestrzenie Xo i X1 majg wlasnosé Opiala, to ¥,(X,a,b) ma wlasnosé

Opiala.

Dowdd. Podamy dowdd czesei 1), poniewaz dowod czesei 2) jest analogiczny. Niech (z,) be-
dzie ciagiem stabo zbieznym do z w X,(X, a, b). Przechodzac do podciagéw mozemy zalozy¢,
ze istnieja granice lim, o |25, oraz lim,, .o ||z, — z||,.

Z twierdzenia 4.1.1 wynika, ze dla kazdego n € N istnieje rozklad =, = 20 + 2z}, gdzie

372 S XO i .Z',}l € Xl taki, ze
lally = a”llanll, + b7 llnll,

Przechodzac do podciagéw, mozemy zalozy¢, ze (x%) jest stabo zbiezny do pewnego z* € X
oraz, ze granica lim, ., ||z¥||x, istnieje dla k = 0, 1.
Ciag (z¥) jest stabo zbiezny do z* rowniez w ¥,(X, a,b), co pokazuje, ze z = x° + x!.

Przechodzac do podciggow kolejny raz, mozemy zatozyc, ze istnieja granice

lim 29— "l oraz lim [} — 2*|Lx,.

n—oo

Otrzymujemy

n—oo

lim [l [}2 = a? lim [Je2]%, + 8 lim [l}]%,
> o lim [l - "%, + lim 7z} — 2|,

> lim ||z, — 2|,

n—oo
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co koniczy nasz dowod. O

Baza Schaudera (e;);cz przestrzeni Banacha E jest ograniczenie zupelna, jesli dla dowol-

n
=—n

nego ciggu liczbowego (a;);ez z warunku sup,,cy HZ a;e;|| < oo wynika, ze szereg > ;.7 a;e;

jest zbiezny (por. [43, str. 9]). Zatozmy, ze (e;);cz jest znormalizowana baza bezwarunkowa,
ktorej bezwarunkowa stata jest rowna 1 i krata E spelnia dolne g-oszacowanie dla pewnego
q € (1,00). Wtedy baza (e;);cz jest ograniczenie zupeta. Rzeczywiscie, gdyby tak nie byto,
to istniatoby ¢ > 0 i ciag (z,) parami roztacznych elementow w E taki, ze ||zx|| > e dla
wszystkich £ € N isup,,oy [|2 5y k|| < 0o. Prowadzi to do sprzecznosci z nieréwnoscia (2.4)

w definicji dolnego g-oszacowania. Wobec twierdzenia 2.2.3 daje nam to nastepujacy wniosek.

Whiosek 4.3.1. Niech E bedzie rzeczywistq przestrzeniq Banacha ze znormalizowang, bez-
warunkowq bazq (€;)icz, ktdrej bezwarunkowa stata jest réwna 1. Jesli E jest jednostajnie

monotoniczna, to baza (e;);cz jest ograniczenie zupetna.

Niech E bedzie przestrzenia z baza (e;);cz. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia. Dla
danych ciagow s = (s;)iez oraz t = (t;);ez 1 dla danego n € N, niech

Py(s,t) = > ((eeisi)p—l— (6(971)%);0) €i,

it=—n

S =

tj. P,(s,t) jest suma czesciowa szeregu
> ((e‘%sz-)p + (e(a_l)iti)p)% e;. (4.8)
i€z
Jesli szereg (4.8) jest zbiezny w E, to jego sume oznaczamy symbolem P (s,t). Ponadto
przyjmujemy R, (s,t) = Px(s,t) — Pu(s,t).
Niech teraz X = (X, X;) bedzie para interpolacyjna. Dla danego ciagu (z%(i))icz w X*,

gdzie k € {0, 1}, wprowadzamy oznaczenie

"] = (=" () llx, )iez-

Ponizsze twierdzenie podaje warunki dostateczne dla tego, aby przestrzen interpolacyjna

K, ¢(X, E) miata wlasnosé¢ Opiala.
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Twierdzenie 4.3.2 (|51]). Niech E bedzie rzeczywistq przestrzeniq Banacha ze znormali-
zowang bazq bezwarunkowq (e;)icz ze statq bezwarunkowq 1, spetniajocq warunek (4.6). Za-
tozmy, ze p € [1,00), 0 € (0,1) oraz X = (Xo, X1) jest parq interpolacyjng takq, ze Xg i
X1 sq refleksywne. Jesli E jest jednostajnie monotoniczna, obie przestrzenie Xo i X1 majg
stabg wtasnos$é Opiala oraz co najmniej jedna z przestrzeni Xo © X1 ma wtasnosé Opiala, to

przestrzen interpolacyjna K, (X, E) ma wltasnosé Opiala.

Dowdd. Zalozmy, ze przestrzen X, ma whasnosé Opiala. Niech (z,) bedzie ciagiem w prze-
strzeni K, o(X, E) stabo zbieznym do pewnego = # 0. Z twierdzenia 4.1.1 wiemy, ze pa-
ra interpolacyjna X jest p-doktadna, wiec dla kazdego m mozemy znalez¢ rozktad z, =

29 (i) + z} (i), gdzie i € Z, 22(i) € Xo, z.(i) € X1 oraz ||x,|lpe = || Peo([22], |2}])]|£. Dla

n

0

kazdego i € Z otrzymujemy ograniczone ciagi (22(i))pen i (21 (7))nen odpowiednio w X,

i X i przechodzac do podciggow, mozemy zatozyé¢, ze istnieja nastepujgce stabe granice:

0

2°(i) = w-lim, o 22(7) oraz z'(i) = w-lim, ., x} (). Z faktu, ze Xy i X; sa zanurzone w

sposob ciaglty w 2,(X, a,b) oraz z rownosci x, = 29 (i) + (i) wynika, ze x = 2°(z) + 2 (3).

Mamy ||P,(12°], |2])|| e < liminf, o [|2n]pe dla kazdego m, wiec wobec wniosku 4.3.1
mozemy rozwazaé¢ sume P (|2"], [#']) € E. Korzystajac z nieréwnosci (4.7) otrzymujemy
| P (12°],0)|lz > 0 i w konsekwencji istnieje i € Z, dla ktorego [|z°(io)]| x, > 0.

Nastepnie, dla dowolnego € > 0 wybieramy m > iy w taki sposob, ze

1R ([2°1, 2" D)l <e.

Przechodzac do podciggéw, mozemy zalozy¢, ze istniejg nastepujace granice:

foli) = X 20l (i) = lim (226 x,.

Fo(i) = lim [129(0) — ()l o, Fi(5) = limn 2 (2) — 2(3) v,
dla kazdego i € Z, gdzie |i|] < m. Nastepnie, pot6zmy

Uy = Pp(Fo, F1) + Rm(Lx?Jv qulz-l)v Vn = Pl fo, f1) + Rm(Lx%a quﬂ)

Zalozenie, ze przestrzenie Xy i X; maja stabg wtasnos¢ Opiala implikuje, ze Fi(i) < fx(7)
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dla £ = 0,1, wiec 0 < u, < v, w E. Ponadto,

[onlle < sup |Zallpe = o, (4.9)
neN
ollz > € Tim [} (io)[|x, > €”® |2 (io) || x, = 8 > 0 (4.10)
oraz
[vn = tn| > €7 (,}Lngo o) 16 — lim [|9 (o) — x°<zo>||xo) =7>0. (4.11)

Korzystajac z nieréwnosci (2.8), (4.9), (4.10) oraz (4.11), otrzymujemy

Up — U
lunlle < |vnlle — |vnll EOm.E <H"”HE>
anHE

< lonlle — Bomp (”) |
(0%

Stad
lim inf ||, || + d < lim inf ||, ]| (4.12)
gdzie d = B0z (2) > 0.
Mamy
[n = 20 — 21| < |Pn(Fo, F1) = Pu(lan — 21, L2, — 2']) + Rn([2°], [2'])|&

<N Po(Fo — ), — 21, Fy — |z, —2']) ]|z + .
Ponadto

| P (Fo — 2 — 2], F1 — |z, — 2'))||e

< i ((6&

i=—m

D=

Fo(i) = [l (i) — 2°(0) |l xq

)p + (e(e—m

Fi(i) = |2, (1) — 2" (i) | x,

))"

co pokazuje, ze lim,, o || P (Fo — |20 — 2%, F1 — [z] — 2'])||z = 0, a zatem

limsup ||u, — |z, — z]||r < &.

Stad

liminf |[u, || > lim inf {|z, — z{[,,0 — €. (4.13)
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Podobnie z nieréwnosci

o = LonTlle = 1Pl £1) = Pall20, L4l
<Y ()~ @] + (e

1=—m

B =

1) = Jlan ()1 x,

))
wynika, ze lim,, . ||v, — [z, ]||z = 0 i w konsekwencji

lm inf [|z,[|pe = liminf [[v, || . (4.14)
Z nieréwnosci (4.12), (4.13) oraz (4.14) otrzymujemy

liminf ||z, |/, = liminf ||v,||g > iminf ||u,|z + d
n—oo n—oo

n—oo

> liminf ||z, — x||,0 — € + d.
n—oo
Przechodzac do granicy z € — 0 dostajemy

liminf ||z, — 2|y < Lminf ||z,[[pe — d < lim inf [|z,[],,

n—oo

co koniczy dowod twierdzenia. O

W kolejnym twierdzeniu podajemy oszacowanie modutu sk , zwiazanego z wlasnoscia
Opiala dla przestrzeni interpolacyjnej K, (X, E). W dowodzie tego twierdzenia korzystamy

z ponizszego lematu, ktory stanowi modyfikacje lematu 3.3.1.

Lemat 4.3.1. Zatozmy, ze E jest rzeczywistq przestrzeniq Banacha ze znormalizowang bazq
bezwarunkowq (e;)icz ze statq bezwarunkowq rédwng 1, spetniajgeq warunek (4.6). Niech h :
[0,1] — R bedzie niemalejgeq, ograniczong funkcjq zerujacq sie tylko w 0. Jesli f € B(E)

oraz g : I — [0,1] spetniajq warunek ||gf||p > ¢, to (hog)f € E oraz ||(hog)fllg > 5h (%)

Twierdzenie 4.3.3 ([51]). Niech E bedzie rzeczywistq przestrzenig Banacha ze znormalizo-
wang bazq (e;)icz ze stalg bezwarunkowq rowng 1, spetniajocq warunek (4.6). Zaldzmy, ze
p € [l,00), 0 € (0,1) oraz, ze X = (Xo, X1) jest parq interpolacyjng refleksywnych przestrze-
ni Banacha majgcych stabg wtasnosé Opiala. Wtedy

SK,o(t) = Om p(max{cosx,(co), c15x,(c1)}), (4.15)
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gdzie 1 )

2=3(e)" =3 (c) (119
oraz C jest statq z nierdwnodci (4.7). W konsekwencyi, jesli E jest jednostajnie monotoniczna
oraz Xo lub X1 ma jednostajng wtasnosé Opiala, to K,9(X,E) ma jednostajng wtasnosé
Opiala.
Dowdd. Niech (z,,) bedzie ciagiem w K, (X, E) takim, ze iminf, ., ||z,| 0 < 1 oraz (z,)
jest stabo zbiezny do = € K, 4(X, E), gdzie ||z|,o >t > 0.

Powtarzajac rozumowanie z dowodu twierdzenia 4.3.2 dla kazdego n € N otrzymujemy
rozklad z,, = 29(:) + 2 (i), gdzie 2°(i) € Xo, L (i) € X, dla wszystkich i € Z, dla ktérego
spelnione sa nastepujace warunki: ||z, = || Poo(|22], [zL]) || £, istnieja stabe granice z°(i) =
w-lim, o 22(7), 21 (i) = w-1lim, .o 2L (i) odpowiednio w Xy i X, © = 2°(i) + z2!(i) oraz

Pw([2°1, |2']) € E. Mamy || P ([2°], [2'])[[p < 1.
Nastepnie, dla dowolnego v > 0, wybierzmy m € N takie, ze

1R (127, [2' Dl < 7. (4.17)
Korzystajac z (4.7) dostajemy oszacowanie
t < llpo < CllPao([2°1, 0) || Poc 0, [ D% < C (1Pl [2°1,0) 1 + 7)179 (4.18)
i podobnie
£ < C (|Pa0, ') +7)". (4.19)
Przechodzac do podciagow, mozemy zalozyé, ze dla kazdego i € I, = {i € Z : |i] < m}
istniejg nastepujgce granice:

Fo(i) = lim [l (i)llxo,  Fi(i) = lim [l (8)]x,

oraz
foli) = T (o) = 2°(D)xes  F1(D) = lim k(i) — 2 (D).

Potormy (i) = % sedli F(i) > 0 oraz (i) = 0, jesli Fiu(i) = 0 dla k = 0,1. Jesli

Fy(3)
Fi.(i) > 0, to
. ka(i)ka»
< Fi(7 1-— SXk e
X5 ) ( < Fy.(i) (4.20)

2, (1) — 2*(i)

n

n—oo

= Fy.(i) — sx, (g(2)) F1.(3).
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Jesli Fy(i) = 0, to 2%(i) = 0 i w konsekwencji fi(i) = Fg(i).

Rozwazmy teraz nastepujace elementy przestrzeni E:
v = Pn((sx, 0 90) Fo, (53, © 91) 1), v = Pu(Fo, F1) + Run([ 23], [23]).
Oszacowanie (4.18) daje nam nieréwnosé
1P (90 Fo, 0) |2 = 1P (27T, 0)l| & > 2¢0,, (4.21)
gdzie cp, = co — %'y i analogicznie,
1P (0, g1 F) |2 = 1P (0, 2 )|z > 2c14, (4.22)

gdzie ¢1, = ¢; — 7, przy czym stale ¢o, ¢; sa dane wzorami (4.16). Zauwazmy, ze sy, (gx(1)) €
[0, 1], co wynika z faktu, ze X} ma staba wlasnosé Opiala dla k = 0, 1. Korzystajac z (4.21),
(4.22) oraz z lematu 4.3.1, otrzymujemy

[vll 5 > max{[| P ((sx, © 90) Fo, (sx, © 1) F1) |2} > d, (4.23)
gdzie d,, = max{cy~Sx,(Con), C145x,(C14)}-

Stosujac (4.17) i (4.20), dostajemy
lim inf ||, — |, < Uminf | B (fo, 1) + Ron(lzy — 21, L2, — 2" Dle
< lim inf v —v||E + 7.
Nastepnie, zauwazmy, ze liminf, . ||v,||p = iminf, o ||2,|p0 < 11 mozemy wybraé¢ pod-
ciag (vy, ) taki, ze
klim |Vn, |2 = lim inf lvnll e < 1. (4.25)

Nier6wnosci (2.8), (4.23), (4.24) oraz (4.25) implikuja

lim inf [z, — ]l6 < lim inf [[o,, — o]z +7

< i ol (1= 60 (0E)) 44 (1.26)

[ || 2

<1-— 5m,E<dw) + Y-

Ostatecznie, z (4.26) dostajemy
SKpe (t) > (Sm,E(dv) -7
Przechodzac do granicy z v — 0, dostajemy konkluzje (4.15). O
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Uwaga 4.3.1. Modyfikacje dowodow twierdzen 4.3.1, 4.3.2 oraz 4.3.3 daja analogiczne wy-
niki dla odpowiednich wtasnosci Opiala wzgledem topologii dopuszczalnej 7 w 3,(X, a,b).
W tym przypadku zalozenie o tym, ze para interpolacyjna X = (Xj, X;) sktada si¢ z prze-
strzeni refleksywnych, musi by¢ zastapione przez zalozenie, ze para interpolacyjna X jest

T-domknieta.
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