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Wst¦p

Jednym z kierunków bada« w geometrii przestrzeni Banacha jest studiowanie warunków,

które zapewniaj¡, »e dana geometryczna wªasno±¢ zostanie zachowana przy pewnych kon-

strukcjach, np. sum prostych lub przestrzeni interpolacyjnych. Niniejsza praca zawiera wyniki

mieszcz¡ce si¦ w tym nurcie bada«.

W±ród geometrycznych wªasno±ci przestrzeni Banacha wyró»niamy klasyczne: wypukªo±¢,

gªadko±¢ i ich jednostajne odpowiedniki oraz mniej znane: niekwadratowo±¢, wªasno±ci Opiala

i wªasno±¢ Garcíi-Falseta. Wªasno±ci te maj¡ liczne zastosowania w analizie funkcjonalnej,

w szczególno±ci w metrycznej teorii punktów staªych. W rozdziale 1 pracy przypominamy

de�nicje i podstawowe wyniki dotycz¡ce powy»szych wªasno±ci.

W podrozdziale 1.1 omawiamy zagadnienia dotycz¡ce wypukªo±ci i gªadko±ci w przestrze-

niach Banacha. T¦ cz¦±¢ pracy rozpoczynamy przypomnieniem de�nicji ±cisªej wypukªo±ci,

moduªu wypukªo±ci δX i jednostajnej wypukªo±ci przestrzeni Banacha X, które uzupeªniamy

przykªadami i najwa»niejszymi wªasno±ciami. Nast¦pnie przypominamy de�nicje gªadko±ci,

moduªu gªadko±ci ρX i jednostajnej gªadko±ci przestrzeni Banacha X wraz z wªasno±ciami

i przykªadami. Prezentujemy znane twierdzenia podaj¡ce zastosowanie powy»szych wªasno±ci

w zagadnieniach zwi¡zanych ze struktur¡ normaln¡ i wªasno±ci¡ punktów staªych. Ostatnia

cz¦±¢ tego podrozdziaªu zawiera klasyczne wyniki dotycz¡ce zwi¡zków mi¦dzy jednostajn¡

wypukªo±ci¡ a jednostajn¡ gªadko±ci¡ w przestrzeni Banacha X, w przestrzeni sprz¦»onej X∗

oraz w przestrzeni drugiej sprz¦»onej X∗∗.

Podrozdziaª 1.2 zawiera omówienie jednostajnej niekwadratowo±ci w przestrzeni Banacha.

Przypominamy de�nicj¦ staªej Jamesa J(X) przestrzeni X, która pozwala scharakteryzowa¢

jednostajn¡ niekwadratowo±¢ i prezentujemy podstawowe wªasno±ci tej staªej.

Podrozdziaª 1.3 po±wi¦cony jest wªasno±ciom Opiala. Podstawowy wariant tej wªasno±ci
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zostaª wprowadzony przez Opiala w [55], gdzie byª u»yty w twierdzeniu o sªabej zbie»no±ci

ci¡gu iteracyjnego do punktu staªego odwzorowania nieoddalaj¡cego. Równie» jednostajna

wersja wªasno±ci Opiala ma zastosowania w metrycznej teorii punktów staªych (patrz [56]).

Zastosowanie tej wersji do problemu sªabej zbie»no±ci ci¡gów otrzymanych przy u»yciu algo-

rytmu zachªannego w przestrzeniach Banacha zostaªo podane w [16].

W pracy tej omawiamy trzy wersje: sªab¡ wªasno±¢ Opiala, wªasno±¢ Opiala i jednostajn¡

wªasno±¢ Opiala, przy czym wªasno±ci te odnosimy nie tylko do sªabej topologii, ale w ogól-

niejszym podej±ciu do pewnej topologii τ . Z jednostajn¡ wªasno±ci¡ Opiala dla przestrzeni

Banacha X i topologii τ zwi¡zany jest moduª rX,τ . My de�niujemy inny moduª sX,τ i au-

torskie wyniki w podrozdziale 1.3 dotycz¡ wªasno±ci moduªu sX,τ i wzorów wi¡»¡cych ten

moduª z rX,τ . W nast¦pnym podrozdziale 1.4 zostaªy zebrane podstawowe fakty dotycz¡ce

wspóªczynnika Garcíi-Falseta R(X) przestrzeni Banacha X.

Rozdziaª 2 pracy po±wi¦cony jest kratom Banacha. Pierwsza cz¦±¢ podrozdziaªu 2.1 sta-

nowi wst¦p do teorii krat Banacha i zawiera omówienie wybranych zagadnie« tej teorii.

W drugiej cz¦±ci tego podrozdziaªu zostaªy zebrane podstawowe de�nicje i fakty dotycz¡ce

baz bezwarunkowych. Przestrzenie z takimi bazami ze staª¡ bezwarunkow¡ 1 tworz¡ szcze-

góln¡ klas¦ krat Banacha, które odgrywa istotn¡ rol¦ w dalszej cz¦±ci pracy.

Dla krat Banacha rozwa»a si¦ nie tylko klasyczne, geometryczne wªasno±ci przestrzeni

Banacha, lecz równie» szczególne geometryczne wªasno±ci, które odnosz¡ si¦ do porz¡dku.

Nale»¡ do nich jednostajna monotoniczno±¢ i porz¡dkowa jednostajna gªadko±¢, którym po-

±wi¦cony jest podrozdziaª 2.2. W pewnym sensie s¡ to kratowe odpowiedniki jednostajnej

wypukªo±ci i gªadko±ci w przestrzeniach Banacha. Dla danej kraty Banacha X rozwa»a si¦

dwa moduªy δm,X oraz σX odpowiadaj¡ce jednostajnej monotoniczno±ci oraz funkcj¦ ρm,X

zwan¡ moduªem porz¡dkowej gªadko±ci. Staª¡ ±ci±le zwi¡zan¡ z tym ostatnim moduªem jest

k¡t Riesza maj¡cy zastosowanie w metrycznej teorii punktów staªych dla krat Banacha.

Przykªad 2.2.2 zawiera prost¡ konstrukcj¦ dwuwymiarowej kraty Banacha, której mo-

duª monotoniczno±ci δm,X nie jest funkcj¡ wypukª¡. Jest to o tyle istotne, »e w literaturze

pojawiaªy si¦ stwierdzenia, »e moduª ten jest funkcj¡ wypukª¡. Co wi¦cej, przykªad 2.2.2

pokazuje, »e jeden ze wzorów z pracy [38], podaj¡cy zale»no±¢ mi¦dzy moduªem monotonicz-

no±ci δm,X∗ i moduªem porz¡dkowej gªadko±ci ρm,X jest faªszywy. Twierdzenie 2.2.2 zawiera
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z kolei wzory przedstawiaj¡ce zale»no±ci mi¦dzy moduªami monotoniczno±ci δm,X oraz σX .

Podobne wzory znajduj¡ si¦ w pracy [38], ale nie s¡ one poprawne. Zamieszczamy tak»e do-

wód wzoru δm,X∗∗ = δm,X z pracy [38], gdy» przy jego wyprowadzeniu w [38] korzysta si¦ ze

wspomnianej wy»ej zale»no±ci mi¦dzy δm,X∗ i ρm,X , która okazaªa si¦ nieprawdziwa.

Podrozdziaª 2.3 po±wi¦cony jest jednostajnej niekwadratowo±ci dla krat Banacha. W [20]

znaleziono prosty warunek konieczny i dostateczny na to, aby krata R3 byªa niekwadratowa.

W przykªadzie 2.3.1 pokazujemy, »e warunek ten nie gwarantuje jednostajnej niekwadrato-

wo±ci dla krat o wymiarze wi¦kszym ni» 3.

W rozdziale 3 badamy geometryczne wªasno±ci ogólnych sum prostych Y = (
∑
i∈I Xi)E,

gdzie {Xi}i∈I jest rodzin¡ przestrzeni Banacha, a norma w sumie prostej pochodzi od kraty

Banacha E, któr¡ nazywamy przestrzeni¡ bazow¡ dla sumy prostej. Konstrukcja takiej sumy

prostej i pewne wªasno±ci przestrzeni bazowych zostaªy przedstawione w podrozdziale 3.1.

Geometryczne wªasno±ci sum prostych przestrzeni Banacha byªy badane np. w [19], [31], [60].

W podrozdziaª 3.2 przedstawione zostaªy autorskie wyniki dotycz¡ce jednostajnej wy-

pukªo±ci sumy prostej przestrzeni Banacha. W twierdzeniu 3.2.1 i wniosku 3.2.1 podajemy

oszacowanie moduªu wypukªo±ci δY sumy prostej Y = (
∑
i∈I Xi)E przestrzeni Banacha przy

u»yciu moduªów wypukªo±ci przestrzeni Xi oraz przestrzeni E. Wynik ten umo»liwia ponadto

podanie oszacowania charakterystyki wypukªo±ci ε0(Y ) sumy prostej. Sumy proste znajduj¡

zastosowanie w przykªadzie 3.2.1, gdzie podana jest konstrukcja przestrzeni Y z zadanymi z

góry warto±ciami ε0(Y ) oraz δY (2).

Podrozdziaª 3.3 zawiera autorskie wyniki dotycz¡ce wªasno±ci Opiala dla sum prostych

przestrzeni Banacha. Twierdzenie 3.3.1 zawiera warunki dostateczne dla tego, aby suma pro-

sta Y = (
∑
i∈I Xi)E miaªa sªab¡ wªasno±¢ Opiala i wªasno±¢ Opiala. W twierdzeniu 3.3.3

podane zostaªo natomiast oszacowanie moduªu sY zwi¡zanego z wªasno±ci¡ Opiala dla su-

my prostej Y = (
∑
i∈I Xi)E. W konsekwencji otrzymujemy warunki gwarantuj¡ce, »e Y ma

jednostajn¡ wªasno±¢ Opiala.

W podrozdziale 3.4 prezentujemy autorskie wyniki dotycz¡ce wspóªczynnika Garcíi-Falseta

dla sumy prostej przestrzeni Banacha. W [26] wykazano, »e dla danej przestrzeni Banacha

X, warunek R(X) < 2 implikuje, »e przestrze« X ma sªab¡ wªasno±¢ punktu staªego dla

odwzorowa« nieoddalaj¡cych. W twierdzeniu 3.4.1 podajemy warunki, które dla danej kraty

5



Banacha E gwarantuj¡, »e speªniona jest nierówno±¢ R(E) < 2. Twierdzenie 3.4.2 podaje

oszacowanie wspóªczynnika Garcíi-Falseta R(Y ) sumy prostej Y = (
∑
i∈I Xi)E.

Pozostaªa cz¦±¢ pracy traktuje o przestrzeniach interpolacyjnych. Teoria takich przestrze-

ni jest rozlegª¡ gaª¦zi¡ analizy funkcjonalnej, która znalazªa zastosowania w innych obszarach

analizy, w szczególno±ci w równaniach ró»niczkowych cz¡stkowych, teorii aproksymacji i ana-

lizie numerycznej. Wyniki zawarte w rozdziale 4 dotycz¡ jednostajnej wypukªo±ci i wªasno±ci

Opiala dla przestrzeni interpolacyjnych, których konstrukcja opiera si¦ na ogólnej, dyskretnej

metodzie interpolacji z u»yciem abstrakcyjnej przestrzeni z baz¡ bezwarunkow¡.

W [14] dyskretna metoda interpolacji posªu»yªa do znalezienia faktoryzacji operatorów

sªabo zwartych przez przestrzenie re�eksywne. Korzystaj¡c z tej metody, Davis [13] udo-

wodniª, »e ka»da jednostajnie wypukªa przestrze« z baz¡ bezwarunkow¡ jest izomor�czna

z dopeªnialn¡ podprzestrzeni¡ jednostajnie wypukªej przestrzeni z baz¡ symetryczn¡.

Podobnie jak w przypadku sum prostych, w teorii przestrzeni interpolacyjnych natural-

nym problemem jest zagadnienie, czy dana wªasno±¢ przestrzeni Banacha zachowuje si¦ przy

przej±ciu do przestrzeni interpolacyjnej. W literaturze opisano wiele ró»nych metod interpo-

lacji. St¡d rozwi¡zanie tego problemu jest uzale»nione od danej metody.

W podrozdziale 4.1 prezentujemy ogóln¡, dyskretn¡ metod¦ interpolacji, która dla danej

pary interpolacyjnejX = (X0, X1) przestrzeni Banacha i przestrzeni E z baz¡ bezwarunkow¡

ze staª¡ bezwarunkow¡ 1 prowadzi do konstrukcji przestrzeni interpolacyjnej Kp,θ(X, E).

Przestrze« ta jest szczególnym rodzajem rozwa»anych wcze±niej sum prostych. Specy�czn¡

wªasno±ci¡ normy w tej przestrzeni jest nierówno±¢ z twierdzenia 4.1.2, któr¡ wykorzystujemy

w dowodach kolejnych twierdze« z tego rozdziaªu.

Podstawowy wynik dotycz¡cy jednostajnej wypukªo±ci dla przestrzeni interpolacyjnych

otrzymanych metod¡ Lionsa�Peetrego zostaª wykazany przez Beauzamy'ego w [2]. Dla ze-

spolonej metody interpolacji twierdzenie o jednostajnej wypukªo±ci zostaªo wykazane przez

Cwikela i Reisnera w [12]. Podrozdziaª 4.2 zawiera autorskie twierdzenie 4.2.1 dotycz¡ce

jednostajnej wypukªo±ci przestrzeni interpolacyjnej Kp,θ(X, E). Pokazuje ono, »e je»eli przy-

najmniej jedna z przestrzeni w parze interpolacyjnejX = (X0, X1) jest jednostajnie wypukªa,

to przestrze« interpolacyjna Kp,θ(X, E) jest równie» jednostajnie wypukªa. W dowodzie tego

twierdzenia wykorzystana zostaªa idea z pracy [40].
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W podrozdziale 4.3 przedstawione s¡ autorskie wyniki dotycz¡ce wªasno±ci Opiala i jedno-

stajnej wªasno±ci Opiala w przestrzeniach interpolacyjnych. Twierdzenie 4.3.1 podaje warunki

dla pary interpolacyjnej X = (X0, X1), które gwarantuj¡, »e suma Σp(X) = X0 + X1 ma

sªab¡ wªasno±¢ Opiala lub wªasno±¢ Opiala. Z kolei twierdzenie 4.3.2 podaje warunki dosta-

teczne dla tego, aby przestrze« interpolacyjna Kp,θ(X, E) miaªa wªasno±¢ Opiala. Nast¦pne

wyniki dotycz¡ jednostajnej wªasno±ci Opiala. Twierdzenie 4.3.3 zawiera oszacowanie modu-

ªu sKp,θ zwi¡zanego z jednostajn¡ wªasno±ci¡ Opiala przy pomocy moduªu monotoniczno±ci

δm,E kraty E oraz moduªów sX0 i sX1 przestrzeni X0 oraz X1. Oszacowanie to pozwala stwier-

dzi¢, przy jakich warunkach przestrze« interpolacyjna Kp,θ(X, E) ma jednostajn¡ wªasno±¢

Opiala.

Autorskie wyniki zawarte w tej rozprawie zostaªy zamieszczone w pracach [49], [50], [51],

[52].
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Rozdziaª 1

Geometryczne wªasno±ci przestrzeni

Banacha

W tym rozdziale przypominamy wybrane geometryczne wªasno±ci przestrzeni Banacha.

Niech X b¦dzie rzeczywist¡ przestrzeni¡ Banacha. B¦dziemy zawsze milcz¡co zakªada¢, »e

dimX  2. Przez B(X) i S(X) oznaczamy odpowiednio domkni¦t¡ kul¦ jednostkow¡ i sfer¦

jednostkow¡ przestrzeni Banacha X. Przez X∗ rozumiemy przestrze« wszystkich ci¡gªych

funkcjonaªów liniowych okre±lonych na przestrzeni X, czyli przestrze« sprz¦»on¡ (dualn¡) do

X. Symbolem X∗∗ oznaczamy przestrze« drug¡ sprz¦»on¡ do X, czyli X∗∗ = (X∗)∗.

1.1 Jednostajna wypukªo±¢ i jednostajna gªadko±¢

Jednostajna wypukªo±¢ i jednostajna gªadko±¢ nale»¡ do najbardziej klasycznych geometrycz-

nych wªasno±ci przestrzeni Banacha. Pierwsza z tych wªasno±ci jest jednostajn¡ wersj¡ ±cisªej

wypukªo±ci.

De�nicja 1.1.1. Mówimy, »e przestrze« Banacha X jest ±ci±le wypukªa, je±li dla dowolnych

x, y ∈ S(X), x 6= y zachodzi nierówno±¢∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ < 1.

Z powy»szego warunku wynika, »e przestrze« Banacha X jest ±ci±le wypukªa, je±li sfera

jednostkowa S(X) nie zawiera »adnego odcinka o ko«cach x 6= y. Wiele charakteryzacji ±cisªej
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wypukªo±ci mo»na znale¹¢ m. in. w [28] i [37].

Silniejsz¡ wªasno±ci¡ jest jednostajna wypukªo±¢, która zostaªa zde�niowana przez J. A.

Clarksona w [11]. Wªasno±¢ t¦ mo»na opisa¢ przy pomocy funkcji zwanej moduªem wypu-

kªo±ci.

De�nicja 1.1.2. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Moduªem wypukªo±ci przestrzeni X

nazywamy funkcj¦ δX : [0, 2]→ [0, 1] zde�niowan¡ jako

δX(ε) = inf
{

1−
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ : x, y ∈ B(X), ‖x− y‖  ε
}
. (1.1)

Przestrze« X jest jednostajnie wypukªa, je±li δX(ε) > 0 dla ka»dego ε > 0.

W de�nicji moduªu wypukªo±ci warunek x, y ∈ B(X) mo»na zast¡pi¢ przez x, y ∈ S(X),

za± warunek ‖x− y‖  ε przez ‖x− y‖ = ε (patrz [44]).

Przestrze« Banacha X jest ±ci±le wypukªa wtedy i tylko wtedy, gdy δX(2) = 1. Ka»-

da przestrze« jednostajnie wypukªa jest ±ci±le wypukªa i te dwa poj¦cia s¡ równowa»ne w

przestrzeniach sko«czenie wymiarowych, co wynika ze zwarto±ci kuli jednostkowej w tych

przestrzeniach. W przypadku przestrzeni niesko«czenie wymiarowych poj¦cie jednostajnej

wypukªo±ci jest istotnie silniejsze od poj¦cia ±cisªej wypukªo±ci (patrz [28]).

Moduª wypukªo±ci δX ma szereg interesuj¡cych wªasno±ci, które mo»na znale¹¢ w m.in.

w [28], [37], [44] oraz [59]. Poni»ej przedstawiamy wybrane z nich.

� δX(0) = 0 i δX jest funkcj¡ niemalej¡c¡.

� δX jest funkcj¡ ci¡gª¡ na przedziale [0, 2), ale nie musi by¢ ci¡gªa w punkcie 2.

� Funkcja δX nie musi by¢ wypukªa, ale iloraz ró»nicowy δX(ε)
ε

jest niemalej¡c¡ funkcj¡ ε

na przedziale (0, 2].

� Dla dowolnego ε ∈ [0, 2] mamy

δX(ε) = inf{δE(ε)},

gdzie in�mum jest brane po wszystkich dwuwymiarowych podprzestrzeniach E prze-

strzeni X.
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Przykªad 1.1.1.

1. Przestrzenie l1, l∞, L1, L∞, c0 nie s¡ ±ci±le wypukªe. Moduª wypukªo±ci tych przestrzeni

jest funkcj¡ zerow¡.

2. Przestrze« c0 z norm¡ ‖ · ‖µ zde�niowan¡ jako

‖x‖µ = ‖x‖c0 + µ

( ∞∑
i=1

(
xi
i

)2
) 1
2

dla µ > 0 oraz x = (xi) ∈ c0, gdzie ‖x‖c0 = supi∈N ‖xi‖ jest ±ci±le wypukªa, ale nie jest

jednostajnie wypukªa (patrz [28]).

4. Przestrzenie Lp i lp, dla p ∈ (1,∞) s¡ jednostajnie wypukªe. Niech X = Lp lub X = lp.

Je±li p  2, to moduª wypukªo±ci X wyra»a si¦ wzorem

δX(ε) = 1−
(

1−
(
ε

2

)p)1/p

,

je±li za± 1 < p ¬ 2, to moduª ten jest dany w sposób uwikªany:(
1− δX(ε) +

ε

2

)p
+
∣∣∣∣1− δX(ε)− ε

2

∣∣∣∣p = 2

dla ka»dego ε ∈ [0, 2] (patrz [30]).

Moduª wypukªo±ci przestrzeni Hilberta H wyra»a si¦ wzorem

δH(ε) = 1−
√

1− ε2

4

i twierdzenie Daya-Nordlandera orzeka, »e jest to najwi¦kszy mo»liwy moduª wypukªo±ci,

czyli je±li dimX  2, to

δX(ε) ¬ δH(ε)

dla ka»dego ε ∈ [0, 2] (patrz [54]).

Z moduªem wypukªo±ci zwi¡zany jest wspóªczynnik

ε0(X) = sup{ε ∈ [0, 2] : δX(ε) = 0}

zwany charakterystyk¡ wypukªo±ci przestrzeni X.

Poni»ej przedstawiamy wybrane zwi¡zki tego wspóªczynnika z wªasno±ciami moduªu δX

(patrz [28]).
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� Moduª wypukªo±ci δX jest funkcj¡ ±ci±le rosn¡c¡ na przedziale [ε0(X), 2].

� Mamy

lim
ε→2−

δX(ε) = 1− ε0(X)
2

. (1.2)

Przestrze« X jest jednostajnie wypukªa wtedy i tylko wtedy, gdy ε0(X) = 0, co wobec

wzoru (1.2) jest równowa»ne warunkowi limε→2− δX(ε) = 1. Je±li X jest sko«czenie

wymiarowa, to δX jest ci¡gªa w 2 i równo±¢ ta redukuje si¦ do warunku δX(2) = 1.

� δX(2(1− δX(ε))) = 1− ε
2 dla wszystkich ε ∈ (ε0(X), 2).

W dalszej cz¦±ci wykorzystamy nast¦puj¡cy przykªad analogiczny do przykªadu 5.6 z [28].

Przykªad 1.1.2. Niech 1 < λ <
√

2 oraz niech Yλ b¦dzie przestrzeni¡ R2 z norm¡ zde�nio-

wan¡ w nast¦puj¡cy sposób:

|||x||| = max
{1
λ
‖x‖2, ‖x‖∞

}
, (1.3)

gdzie ‖ · ‖2 jest norm¡ euklidesow¡, za± ‖ · ‖∞ jest norm¡ maksimum. Sfera jednostkowa

przestrzeni (Yλ, |||x|||) przedstawiona jest na rys. 1.1.

1 λ

1

λ

x1

x2

0

Rys. 1.1: Sfera jednostkowa przestrzeni Yλ z norm¡ |||·|||.
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W [28] podano wzór ε0(Yλ) = 2
√
λ2 − 1. My wyka»emy, δYλ(ε) = δ(λ)(ε), gdzie

δ(λ)(ε) =


0, je±li 0 ¬ ε ¬ 2

√
λ2 − 1,

1−
√
λ2 − ε2

4 , je±li 2
√
λ2 − 1 < ε ¬ 2.

(1.4)

Najpierw poka»emy, »e δYλ(ε)  δ(λ)(ε). W tym celu rozwa»my x = (x1, x2) oraz y =

(y1, y2) takie, »e |||x||| = 1, |||y||| = 1 oraz |||x− y|||  ε > 2
√
λ2 − 1. Rozpatrujemy nast¦puj¡ce

przypadki:

Przypadek I. Zaªó»my, »e |||x+ y||| = 1
λ
‖x + y‖2. Z nierówno±ci ε ¬ |||x− y||| ¬ ‖x − y‖2

dostajemy
1
2
|||x+ y||| = 1

2

∥∥∥∥1
λ
x+

1
λ
y

∥∥∥∥
2
¬ 1− δH

(1
λ
ε
)

=

√
1− ε2

4λ2
,

gdzie H jest przestrzeni¡ Hilberta. Jednak»e 1
λ
< 1 i w konsekwencji ε2

4 (1 − 1
λ2

) ¬ λ2 − 1.

St¡d √
1− ε2

4λ2
¬
√
λ2 − ε2

4
,

wi¦c

1− 1
2
|||x+ y|||  δ(λ)(ε).

Przypadek II. Zaªó»my, »e |||x+ y||| = ‖x+ y‖∞.

Je»eli |||x− y||| = 1
λ
‖x − y‖2, to bior¡c ponownie pod uwag¦, »e 1

λ
‖x‖2 ¬ 1 i 1

λ
‖y‖2 ¬ 1,

otrzymujemy

1
2
|||x+ y||| ¬ 1

2
‖x+ y‖2 ¬ λ(1− δH(ε)) = λ

√
1− ε2

4
¬
√
λ2 − ε2

4
.

St¡d

1− 1
2
|||x+ y|||  δ(λ)(ε).

Zaªó»my teraz, »e |||x+ y||| = ‖x + y‖∞. W tej sytuacji mo»emy zaªo»y¢, »e x le»y w

pierwszej ¢wiartce, za± y w drugiej. Rozpatrujemy dwa przypadki:

A. Niech |||x− y||| = |x1 − y1| oraz |||x+ y||| = |x1 + y1|. Mo»emy zaªo»y¢, »e x1 + y1 > 0

i x1 > y1, a zatem x1 > 0. Wtedy |||x+ y||| = 2x1 − (x1 − y1) ¬ 2− ε, wi¦c

1− 1
2
|||x+ y|||  ε

2
.
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Poniewa» δ(λ)(0) = 0, δ(λ)(2) = 1 i δ(λ) jest funkcj¡ wypukª¡ na przedziale [0, 2], wi¦c δ(λ)(ε) ¬
ε
2 . St¡d

1− 1
2
|||x+ y|||  δ(λ)(ε).

B. Niech |||x− y||| = |x1−y1| oraz |||x+ y||| = |x2+y2|. Zaªó»my najpierw, »e »aden z punktów

x, y nie le»y na odcinku na sferze jednostkowej. Wtedy 1
λ
‖x‖2 ¬ 1 i 1

λ
‖y‖2 ¬ 1. Poniewa»

ε ¬ |x1 − y1| ¬ ‖x− y‖2, wi¦c

1
λ
|||x+ y||| = 1

λ
|x2 + y2| ¬

1
λ
‖x+ y‖2 ¬ 2

(
1− δH

(1
λ
ε
))

= 2

√
1− ε2

4λ2
.

St¡d

1− 1
2
|||x+ y|||  1− λ

√
1− ε2

4λ2
= δ(λ)(ε).

Zaªó»my teraz, »e jeden z punktów le»y na odcinku na sferze jednostkowej. Mo»emy

przyj¡¢, »e jest to y i y = (y1, 1), gdzie y1 ∈ (−d, 0), d =
√
λ2 − 1. Poniewa» x1 − y1 =

|x1 − y1|  ε, wi¦c x1  ε− d. Ponadto x2
1 + x2

2 = ‖x‖2
2 ¬ λ2, zatem

x2 ¬
√
λ2 − x2

1 ¬
√
λ2 − (ε− d)2.

St¡d

|||x+ y||| = |x2 + y2| = x2 + 1 ¬
√
λ2 − (ε− d)2 + 1

i wystarczy wykaza¢, »e √
λ2 − (ε− d)2 + 1 ¬ 2

√
λ2 − ε2

4
. (1.5)

Przyjmijmy

f(ε) = 2

√
λ2 − ε2

4
−
√
λ2 − (ε− d)2

dla ε ∈ [2d, 2]. Badaj¡c pochodn¡ ªatwo stwierdzamy, »e f jest funkcj¡ niemalej¡c¡, a wi¦c

f(ε)  f(2d) = 1. Daje nam to nierówno±¢ (1.5), co ko«czy dowód oszacowania δYλ(ε) 

δ(λ)(ε).

W celu udowodnienia nierówno±ci przeciwnej rozwa»my x = (x1, x2) taki, »e x1, x2 > 0,
1
λ
‖x‖2 = 1 oraz 2x1 = ε > 2

√
λ2 − 1. Przyjmuj¡c y = (−x1, x2) otrzymujemy |||x− y||| =

2x1 = ε oraz

|||x+ y||| = 2x2 = 2
√
λ2 − x2

1 = 2

√
λ2 − ε2

4
.

St¡d, 1− 1
2 |||x+ y||| = δ(λ)(ε).
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Przypomnijmy teraz wªasno±ci dualne do ±cisªej i jednostajnej wypukªo±ci.

De�nicja 1.1.3. Mówimy, »e przestrze« Banacha X jest gªadka, je±li dla ka»dego x ∈ S(X)

istnieje dokªadnie jeden funkcjonaª x∗ ∈ X∗ taki, »e ‖x∗‖ = x∗(x) = 1.

Zale»no±¢ mi¦dzy gªadko±ci¡ i ±cisª¡ wypukªo±ci¡ jest nast¦puj¡ca: je±li X∗ jest gªadka

(±ci±le wypukªa), to X jest ±ci±le wypukªa (odpowiednio gªadka). W przestrzeniach re�ek-

sywnych implikacje przeciwne s¡ równie» prawdziwe (patrz [37]).

Jednostajn¡ gªadko±¢ de�niuje si¦ przy pomoc¡ funkcji zwanej moduªem gªadko±ci.

De�nicja 1.1.4. Moduªem gªadko±ci przestrzeni BanachaX nazywamy funkcj¦ ρX : [0,∞)→

[0,∞) zde�niowan¡ jako

ρX(τ) = sup
{1

2
(‖x+ τy‖+ ‖x− τy‖)− 1 : x, y ∈ S(X)

}
.

Przestrze« X jest jednostajnie gªadka, je±li

ρ0(X) = lim
τ→0

ρX(τ)
τ

= 0.

Powy»sz¡ granic¦ ρ0(X) nazywamy charakterystyk¡ gªadko±ci przestrzeni Banacha X.

W de�nicji moduªu ρX(τ), warunek x, y ∈ S(X) mo»na zast¡pi¢ przez x, y ∈ B(X).

Oczywi±cie ρX(0) = 0. Ponadto moduª ρX jest funkcj¡ wypukª¡, a wi¦c iloraz ró»nicowy
ρX(τ)
τ

jest niemalej¡c¡ funkcj¡ zmiennej τ w przedziale (0,∞).

W tym miejscu przypominamy wzory na moduªy gªadko±ci dla wybranych przestrzeni

Banacha.

Przykªad 1.1.3.

1. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Wówczas dla ka»dego τ  0 mamy

ρH(τ) =
√

1 + τ 2 − 1 ¬ ρX(τ),

gdzie H jest przestrzeni¡ Hilberta.

2. Niech X = Lp albo X = lp dla p ∈ (1,∞). Je±li 1 < p ¬ 2, to

ρX(τ) = (1 + τ p)
1
p − 1,
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za± je±li p > 2, to

ρX(τ) =
(

(1 + τ)p + |1− τ |p

2

) 1
p

− 1

dla ka»dego τ  0.

W przestrzeniach sko«czenie wymiarowych gªadko±¢ jest równowa»na jednostajnej gªad-

ko±ci, co wynika z faktu, »e przestrze« re�eksywna, w szczególno±ci przestrze« sko«czenie

wymiarowa, jest gªadka wtedy i tylko wtedy, gdy przestrze« do niej sprz¦»ona jest ±ci±le

wypukªa (patrz [44]).

Ka»da przestrze« jednostajnie wypukªa i ka»da przestrze« jednostajnie gªadka jest re�ek-

sywna, a nawet superre�eksywna. Przypomnijmy, »e przestrze« Banacha X jest superre�ek-

sywna, je±li »adna przestrze« niere�eksywna nie jest sko«czenie reprezentowalna w X (patrz

[3]).

Kolejn¡ istotn¡ obserwacj¡ jest fakt dualno±ci jednostajnej gªadko±ci i jednostajnej wy-

pukªo±ci. Wynika to z poni»szego twierdzenia, zawieraj¡cego tzw. wzory Lindenstraussa.

Twierdzenie 1.1.1 ([42]). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Dla dowolnego τ  0 mamy

ρX∗(τ) = sup
{
τε

2
− δX(ε) : 0 ¬ ε ¬ 2

}

oraz

ρX(τ) = sup
{
τε

2
− δX∗(ε) : 0 ¬ ε ¬ 2

}
.

Wniosek 1.1.1.

1) Przestrze« X jest jednostajnie wypukªa wtedy i tylko wtedy, gdy X∗ jest jednostajnie

gªadka.

2) Przestrze« X jest jednostajnie gªadka wtedy i tylko wtedy, gdy X∗ jest jednostajnie

wypukªa.

Ze wzorów Lindenstraussa wynikaj¡ tak»e równo±ci 2ρ0(X∗) = ε0(X) oraz 2ρ0(X) =

ε0(X∗) dla dowolnej przestrzeni Banacha X (patrz [37, str. 107]).

Poj¦cia jednostajnej wypukªo±ci i jednostajnej gªadko±ci znalazªy wiele zastosowa« m. in.

w metrycznej teorii punktów staªych.
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Niech C b¦dzie niepustym podzbiorem przestrzeni Banacha X. Mówimy, »e przeksztaª-

cenie T : C → C jest nieoddalaj¡ce, je±li T speªnia warunek Lipschitza ze staª¡ 1, czyli

‖Tx− Ty‖ ¬ ‖x− y‖ dla wszystkich x, y ∈ C.

Przestrze« Banacha X ma wªasno±¢ punktu staªego (dla przeksztaªce« nieoddalaj¡cych),

je±li ka»de przeksztaªcenie nieoddalaj¡ce T : C → C niepustego, domkni¦tego, ograniczonego

i wypukªego zbioru C w przestrzeni X ma punkt staªy, czyli istnieje x ∈ C, dla którego

x = Tx. Nakªadaj¡c w tej de�nicji na zbiór C warunek sªabej zwarto±ci otrzymujemy de�nicj¦

sªabej wªasno±ci punktu staªego.

Wa»n¡ rol¦ w metrycznej teorii punktów staªych odgrywa wªasno±¢ zwana struktur¡ nor-

maln¡. Przestrze« Banacha X ma struktur¦ normaln¡, je±li dla ka»dego niepustego, ograni-

czonego, domkni¦tego i wypukªego podzbioru K ⊂ X, który nie jest jednopunktowy istnieje

x ∈ K taki, »e

sup{‖x− y‖ : y ∈ K} < diamK,

gdzie diamK jest ±rednic¡ zbioru K.

Twierdzenie 1.1.2 ([28, str. 40]). Je±li przestrze« Banacha X ma sªab¡ struktur¦ normaln¡,

to X ma sªab¡ wªasno±¢ punktu staªego.

W szczególno±ci, re�eksywne przestrzenie ze struktur¡ normaln¡ maj¡ wªasno±¢ punktu

staªego. Przestrzenie jednostajnie wypukªe i przestrzenie jednostajnie gªadkie s¡ re�eksywne

i maj¡ struktur¦ normaln¡ (patrz [28]), wi¦c maj¡ wªasno±¢ punktu staªego.

1.2 Jednostajna niekwadratowo±¢

Jednostajna niekwadratowo±¢ jest kolejn¡ geometryczn¡ wªasno±ci¡ przestrzeni Banacha, któ-

ra znalazªa zastosowanie w metrycznej teorii punktów staªych. Klasa przestrzeni jednostajnie

niekwadratowych zostaªa zde�niowana przez R. C. Jamesa w [35]. J. Gao i K. S. Lau w [24]

wprowadzili wspóªczynnik J(X) zwi¡zany z t¡ wªasno±ci¡, zwany staª¡ Jamesa przestrzeni

Banacha X.

De�nicja 1.2.1. Mówimy, ze przestrze« Banacha X jest niekwadratowa, je±li

min{‖x+ y‖, ‖x− y‖} < 2
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dla wszystkich x, y ∈ S(X).

De�nicja 1.2.2. Staª¡ Jamesa J(X) przestrzeni Banacha X de�niujemy wzorem

J(X) = sup{min{‖x+ y‖, ‖x− y‖} : x, y ∈ S(X)}.

Przestrze« X jest jednostajnie niekwadratowa, je±li J(X) < 2.

W powy»szej de�nicji sfer¦ S(X) mo»emy zast¡pi¢ przez kul¦ B(X). Dla przestrzeni

sko«czenie wymiarowych jednostajna niekwadratowo±¢ jest równowa»na niekwadratowo±ci.

Staªa Jamesa J(X) jest ±ci±le zwi¡zana z moduªem wypukªo±ci δX przestrzeni X.

Twierdzenie 1.2.1 ([24]). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Wtedy

J(X) = sup
{
ε ∈ [0, 2] : δX(ε) ¬ 1− ε

2

}
.

Wniosek 1.2.1. Dla dowolnej przestrzeni Banacha X oraz dla dowolnego ε ∈ (0, 2], warunek

δX(ε) > 1 − ε
2 jest speªniony wtedy i tylko wtedy, gdy J(X) < ε. W konsekwencji X jest

jednostajnie niekwadratowa wtedy i tylko wtedy, gdy ε0(X) < 2. W szczególno±ci przestrzenie

jednostajnie wypukªe s¡ jednostajnie niekwadratowe.

Zauwa»my, »e z twierdzenia 1.2.1 wynika, »e je±li przestrze« X jest jednostajnie niekwa-

dratowa, to

δX(J(X)) = 1− J(X)
2

.

Przypomnijmy kilka podstawowych wzorów dla staªej Jamesa.

1. Dla dowolnej przestrzeni Banacha X mamy J(H) =
√

2 ¬ J(X) ¬ 2, gdzie H jest

przestrzeni¡ Hilberta (patrz [24]).

1. J(l1) = J(l∞) = 2,

2. J(lp) = J(Lp) = max
{

2
1
p , 21− 1

p

}
dla p ∈ (1,∞).

Nast¦pne twierdzenie podaje zwi¡zek mi¦dzy staªymi Jamesa przestrzeni X oraz prze-

strzeni sprz¦»onej X∗.

17



Twierdzenie 1.2.2 ([36]). Dla dowolnej przestrzeni Banacha X mamy

2J(X)− 2 ¬ J(X∗) ¬ J(X)
2

+ 1. (1.6)

Z twierdzenia tego wynika, »e przestrze« X jest jednostajnie niekwadratowa wtedy i tylko

wtedy, gdy X∗ jest jednostajnie niekwadratowa.

Uwaga 1.2.1. Je±li X nie jest jednostajnie niekwadratowa, np. X = l1, X = l∞ lub X = c0,

to J(X) = 2 = J(X∗) i w miejscu nierówno±ci we wzorze (1.6) zachodz¡ równo±ci.

Przypomnijmy jeszcze, »e ka»da przestrze« jednostajnie niekwadratowa X jest superre-

�eksywna (patrz [35]) i w konsekwencji w X istnieje norma równowa»na, która jest jednostaj-

nie wypukªa (patrz [22]). Przestrzenie jednostajnie niekwadratowe nie musz¡ mie¢ struktury

normalnej, ale maj¡ wªasno±¢ punktu staªego (patrz [27]).

1.3 Wªasno±ci Opiala

Wªasno±¢ Opiala zostaªa wprowadzona w [55], a jej jednostajna wersja w [56]. Obie te wªa-

sno±ci znalazªy zastosowanie w wielu zagadnieniach metrycznej teorii punktów staªych (patrz

[37]). Inne zastosowanie tych wªasno±ci zostaªo podane w [16]. Pierwotnie wªasno±ci Opiala

rozpatrywano wzgl¦dem sªabej topologii. St¡d, je±li topologia nie jest wcze±niej okre±lona,

wªasno±ci Opiala b¦dziemy rozpatrywa¢ w odniesieniu do sªabej topologii.

De�nicje i charakteryzacj¦ wªasno±ci Opiala poprzedzamy krótkim przypomnieniem do-

tycz¡cych topologii w przestrzeniach Banacha.

Niech τ b¦dzie topologi¡ w przestrzeni Banacha X. Mówimy, »e topologia τ jest dopusz-

czalna, je±li speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki: τ jest liniow¡ topologi¡ Hausdor�a, τ jest

sªabsza ni» topologia wyznaczona przez norm¦ oraz norma w przestrzeni X jest ci¡gowo

dolnie póªci¡gªa wzgl¦dem topologii τ , tj.

‖x‖ ¬ lim inf
n→∞

‖xn‖,

je±li ci¡g (xn) jest zbie»ny do x w X wzgl¦dem topologii τ .

Standardowymi przykªadami topologii dopuszczalnych s¡: sªaba topologia przestrzeni X

(τ = w) oraz sªaba* topologia przestrzeni X (τ = w∗), je±li X = Y ∗ jest przestrzeni¡

sprz¦»on¡ do pewnej przestrzeni Y .
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Kolejnym przykªadem topologii dopuszczalnej jest topologia τ zbie»no±ci lokalnej wedªug

miary w przestrzeniach Lp(Ω), gdzie Ω jest przestrzeni¡ z σ-sko«czon¡ miar¡ µ oraz p ∈

[1,∞). Ustalmy przeliczalne rozbicie {Ωn} zbioru Ω na podzbiory o dodatnich, sko«czonych

miarach. Mówimy, »e ci¡g funkcji fn ∈ Lp(Ω) jest zbie»ny lokalnie wedªug miary, je±li jest

on zbie»ny wedªug miary na ka»dym podzbiorze {Ωn}. Ka»dy ci¡g lokalnie zbie»ny wedªug

miary zawiera podci¡g punktowo zbie»ny (do tej samej granicy). Ten fakt wraz z lematem

Fatou pokazuj¡, »e norma przestrzeni Lp(Ω) jest ci¡gowo dolnie póªci¡gªa wzgl¦dem topologii

lokalnej zbie»no±ci wedªug miary. Ponadto topologia ta jest sªabsza ni» topologia wyznaczona

przez norm¦ w Lp(Ω).

Topologia zbie»no±ci lokalnej wedªug miary mo»e by¢ te» zde�niowana przy u»yciu metryki

d(f, g) =
∞∑
n=1

1
2nµ(Ωn)

∫
Ωn

|f − g|
1 + |f − g|

dµ,

gdzie f, g ∈ Lp(Ω).

Je±li µ(Ω) <∞, to zamiast metryki d mo»emy rozpatrywa¢ metryk¦

d0(f, g) =
∫

Ω

|f − g|
1 + |f − g|

dµ.

W tym przypadku topologia zbie»no±ci lokalnej wedªug miary redukuje si¦ do topologii zbie»-

no±ci wedªug miary.

Kolejnym, szczególnym przypadkiem jest sytuacja, w której Ω = N z miar¡ licz¡c¡. W

tym przypadku Lp(Ω) = lp i zbie»no±¢ lokalna wedªug miary dla ci¡gów sprowadza si¦ do

zbie»no±ci po wspóªrz¦dnych. Dla ci¡gów ograniczonych jest to równowa»ne sªabej zbie»no±ci,

je±li p > 1 oraz sªabej* zbie»no±ci, je±li p = 1 i l1 rozwa»amy jako przestrze« sprz¦»on¡ do

przestrzeni c0.

Dla danej topologii τ w przestrzeni Banacha X, przez τ - limn→∞ xn oznaczamy grani-

c¦ ci¡gu (xn) wzgl¦dem topologii τ . Symbolem N1(τ) oznaczamy zbiór wszystkich ci¡gów

(xn), zbie»nych do 0 wzgl¦dem topologii τ , dla których ‖xn‖  1 dla wszystkich n. Warunek

N1(τ) = ∅ de�niuje przestrzenie, dla których zbie»no±¢ ci¡gów wzgl¦dem topologii τ jest

równowa»na zbie»no±ci wzgl¦dem normy. W przypadku, gdy τ = w wªasno±¢ tak¡ nazywa-

my wªasno±ci¡ Schura. Wszystkie sko«czenie wymiarowe przestrzenie maj¡ wªasno±¢ Schura.

Ponadto przestrze« l1 ma t¦ wªasno±¢ (patrz [37]).

Przejdziemy teraz do zde�niowania wªasno±ci Opiala.
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De�nicja 1.3.1. Mówimy, »e przestrze« Banacha X ma sªab¡ wªasno±¢ Opiala wzgl¦dem

topologii τ w przestrzeni X, je±li

lim inf
n→∞

‖xn − x‖ ¬ lim inf
n→∞

‖xn‖

dla ka»dego ograniczonego ci¡gu (xn), takiego, »e x = τ - limn→∞ xn w X.

Sªab¡ wªasno±¢ Opiala wzgl¦dem topologii τ mo»emy opisa¢ za pomoc¡ funkcji sªabego

zerowego typu, tj. funkcji postaci

ψ(xn)(x) = lim sup
k→∞

‖x− xk‖,

gdzie τ - limn→∞ xn = 0 w przestrzeni X oraz x ∈ X.

Uwaga 1.3.1 ([49]). Dla ustalonego x ∈ X, ψ(xn)(tx) traktowana jako funkcja zmiennej

t ∈ [0,∞) jest wypukªa i przestrze« X ma sªab¡ wªasno±¢ Opiala wzgl¦dem topologii τ

wtedy i tylko wtedy, gdy ψ(xn)(tx) osi¡ga swoje minimum w punkcie t = 0, dla ka»dego ci¡gu

(xn), takiego, »e τ - limn→∞ xn = 0 oraz dla ka»dego x ∈ X.

Rzeczywi±cie, je±li przestrze« X ma sªab¡ wªasno±¢ Opiala, to funkcja ψ(xn)(tx) jest nie-

malej¡ca w przedziale [0,∞). Na odwrót, je±li zaªo»ymy, »e dla ka»dego x ∈ X funkcja

ψ(xn)(tx) jest niemalej¡ca w przedziale [0,∞), to równie» ψ(xn)(−tx) = ψ(xn)(t(−x)) jest

funkcj¡ niemalej¡c¡. Zatem ψ(xn)(tx) osi¡gnie swoje minimum w punkcie t = 0. St¡d X ma

sªab¡ wªasno±¢ Opiala wzgl¦dem topologii τ .

De�nicja 1.3.2. Mówimy, »e przestrze« Banacha X ma wªasno±¢ Opiala wzgl¦dem topologii

τ w przestrzeni X, je±li

lim inf
n→∞

‖xn − x‖ < lim inf
n→∞

‖xn‖

dla ka»dego ograniczonego ci¡gu (xn) w X takiego, »e x = τ - limn→∞ xn w X, gdzie x 6= 0.

W powy»szych de�nicjach liminf mo»emy zast¡pi¢ przez limsup.

Je±li τ = w lub τ = w∗, to ci¡gi zbie»ne wzgl¦dem topologii τ s¡ ograniczone, wi¦c w

powy»szych de�nicjach warunek na ograniczono±¢ ci¡gu mo»e zosta¢ pomini¦ty.

De�nicja 1.3.3. Mówimy, »e przestrze« Banacha X ma jednostajn¡ wªasno±¢ Opiala wzgl¦-

dem topologii τ w przestrzeni X, je±li dla ka»dego c > 0 istnieje r > 0 takie, »e nierówno±¢

1 + r ¬ lim inf
n→∞

‖xn + x‖

20



jest speªniona dla ka»dego ograniczonego ci¡gu (xn) ∈ N1(τ) w X i dla ka»dego x ∈ X, dla

którego ‖x‖  c.

Dodatkowo przyjmujemy, »e przestrzenie, dla których N1(τ) = ∅ maj¡ jednostajn¡ wªa-

sno±¢ Opiala wzgl¦dem topologii τ . Jednostajna wªasno±¢ Opiala wzgl¦dem topologii τ im-

plikuje wªasno±¢ Opiala wzgl¦dem topologii τ .

Przykªad 1.3.1.

1. Przestrzenie lp maj¡ jednostajn¡ wªasno±¢ Opiala dla ka»dego p ∈ (1,∞).

2. Przestrzenie Lp([0, 1]) dla p ∈ (1,∞), p 6= 2, nie maj¡ sªabej wªasno±ci Opiala wzgl¦dem

topologii τ = w.

3. Niech Ω b¦dzie przestrzeni¡ z σ sko«czon¡ miar¡ µ. Wówczas przestrzenie Lp(Ω) dla

p ∈ [1,∞), maj¡ jednostajn¡ wªasno±¢ Opiala wzgl¦dem topologii zbie»no±ci lokalnej

wedªug miary (patrz [18]).

Jednostajn¡ wªasno±¢ Opiala wzgl¦dem topologii τ mo»na opisa¢ przy u»yciu nast¦puj¡-

cego moduªu rX,τ zde�niowanego w [41].

De�nicja 1.3.4. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha, dla której N1(τ) 6= ∅. Funkcj¦ rX,τ :

[0,∞)→ R de�niujemy wzorem

rX,τ (c) = inf{lim inf
n→∞

‖x+ xn‖ − 1},

gdzie c  0, a in�mum jest brane po wszystkich ci¡gach (xn) ∈ N1(τ) i po wszystkich

elementach x ∈ X, dla których ‖x‖  c.

Dodatkowo przyjmujemy rX,τ (c) = c w przypadku, gdy N1(τ) = ∅. Przestrze« X ma

jednostajn¡ wªasno±¢ Opiala wzgl¦dem topologii τ wtedy i tylko wtedy, gdy rX,τ (c) > 0 dla

ka»dego c > 0. W [41] pokazano, »e moduª rX,τ jest funkcj¡ ci¡gª¡ w przedziale (0,∞).

Innym moduªem zwi¡zanym z jednostajn¡ wªasno±ci¡ Opiala jest funkcja sX,τ , któr¡

de�niujemy poni»ej.
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De�nicja 1.3.5. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Moduª sX,τ de�niujemy jako

sX,τ (c) = inf
{

1− lim inf
n→∞

‖xn − x‖
}
,

gdzie c ∈ [0, 1], a in�mum jest brane po wszystkich ograniczonych ci¡gach (xn) w X takich,

»e lim infn→∞ ‖xn‖ ¬ 1 i τ - limn→∞ xn = x, gdzie ‖x‖  c.

Przestrze« X ma jednostajn¡ wªasno±¢ Opiala wzgl¦dem topologii τ wtedy i tylko wtedy,

gdy sX,τ (c) > 0 dla ka»dego c ∈ (0, 1]. Ponadto przestrze« X ma sªab¡ wªasno±¢ Opiala

wzgl¦dem topologii τ wtedy i tylko wtedy, gdy sX,τ (c)  0 dla ka»dego c ∈ [0, 1].

Twierdzenie 1.3.1 ([49]). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha z topologi¡ dopuszczaln¡ τ ,

dla której N1(τ) 6= ∅. Wówczas sX,τ (c) ¬ c dla ka»dego c ∈ [0, 1].

Dowód. Niech (xn) ⊂ S(X) b¦dzie ci¡giem, dla którego τ - limn→∞ xn = 0. Dla ustalonych

c ∈ [0, 1] i x ∈ S(X) poªó»my yn = cx+(1−c)xn. Wtedy (yn) ⊂ B(X) oraz y = τ - limn→∞ yn,

gdzie y = cx, przy czym ‖y‖ = c oraz ‖yn − y‖ = 1− c dla wszystkich n.

Twierdzenie 1.3.2 ([49]). Je±li X ma sªab¡ wªasno±¢ Opiala wzgl¦dem topologii τ oraz c > 0,

to w de�nicji moduªu sX,τ (c) warunek ‖y‖  c mo»e by¢ zast¡piony przez ‖y‖ = c.

Dowód. Niech (yn) b¦dzie ci¡giem w przestrzeni X, dla którego y = τ - limn→∞ yn, przy czym

‖y‖  c > 0 oraz lim infn→∞ ‖yn‖ ¬ 1. Wybierzmy podci¡g (ynk) w taki sposób, aby

lim
k→∞
‖ynk‖ = lim inf

n→∞
‖yn‖ ¬ 1

i przyjmijmy x = y oraz xk = y−ynk . Z zaªo»enia sªabej wªasno±ci Opiala wynika, »e funkcja

sªabego zerowego typu ψ(xk)(ty) jest niemalej¡ca jako funkcja zmiennej t ∈ [0,∞). St¡d

lim
k→∞
‖ynk‖ = ψ(xk)(y)  ψ(xk)

(
c

‖y‖
y

)
 lim inf

n→∞
‖zn‖,

gdzie zn = c
‖y‖y − (y − yn). Wobec tego lim infn→∞ ‖zn‖ ¬ 1 oraz z = τ - limn→∞ zn, gdzie

z = c
‖y‖y, przy czym ‖z‖ = c i ‖zn − z‖ = ‖yn − y‖ dla ka»dego n ∈ N.

Twierdzenie 1.3.3 ([49]). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha z topologi¡ dopuszczaln¡ τ ,

dla której N1(τ) 6= ∅. Je±li X ma sªab¡ wªasno±¢ Opiala wzgl¦dem topologii τ , to
sX,τ (c)

c
jest

niemalej¡c¡ funkcj¡ zmiennej c w przedziale (0, 1) i nierówno±ci

0 ¬ sX,τ (c2)− sX,τ (c1) ¬ c2 − c1

1− c1
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zachodz¡ dla wszystkich 0 < c1 < c2 ¬ 1. W konsekwencji funkcja sX,τ jest ci¡gªa w przedziale

[0, 1).

Dowód. Niech c ∈ [0, 1], x ∈ S(X) i (xn) b¦dzie ci¡giem w S(X), dla którego τ - limn→∞ xn =

0. Rozwa»my zbiór A(x, (xn), c) wszystkich ci¡gów (sn) w [0, 1] takich, »e

lim sup
n→∞

‖cx+ (1− sn)xn‖ ¬ 1.

Oznaczamy

s(x, (xn), c) = inf
{

lim sup
n→∞

sn : (sn) ∈ A(x, (xn), c)
}
.

Zde�niowana w ten sposób funkcja s(x, (xn), c) zmiennej c jest funkcj¡ wypukª¡, przy czym

s(x, (xn), 0) = 0. St¡d, je±li 0 < c1 < c2 ¬ 1, to

s(x, (xn), c1)
c1

¬ s(x, (xn), c2)
c2

(1.7)

i
s(x, (xn), c2)− s(x, (xn), c1)

c2 − c1
¬ s(x, (xn), 1)− s(x, (xn), c1)

1− c1
,

co implikuje

s(x, (xn), c2)− s(x, (xn), c1) ¬ 1
1− c1

(c2 − c1). (1.8)

Niech teraz f(c) = inf{s(x, (xn), c)}, gdzie in�mum jest brane po wszystkich x ∈ S(X) i

po wszystkich ci¡gach (xn) w S(X), dla których τ - limn→∞ xn = 0. Poka»emy, »e równo±¢

sX,τ (c) = f(c) (1.9)

zachodzi dla ka»dego c ∈ [0, 1]. W tym celu rozwa»my dowolne x ∈ S(X), ci¡g (xn) w S(X),

dla którego τ - limn→∞ xn = 0 oraz (sn) ∈ A(x, (xn), c). Poªó»my yn = cx+ (1− sn)xn. Wtedy

lim supn→∞ ‖yn‖ ¬ 1 i y = τ - limn→∞ yn, gdzie y = cx oraz ‖y‖ = c. Mamy

sX,τ (c) ¬ 1− lim inf
n→∞

‖yn − y‖ = 1− lim inf
n→∞

(1− sn) = lim sup
n→∞

sn,

co prowadzi do nierówno±ci sX,τ (c) ¬ s(x, (xn), c), która pokazuje, »e sX,τ (c) ¬ f(c).

Nierówno±¢ przeciwna zachodzi, je±li sX,τ (c) = 1. Ponadto, je±li c = 0, to obie strony s¡

równe 0. Mo»emy wi¦c zaªo»y¢, »e c > 0 oraz sX,τ (c) < 1. Niech (yn) b¦dzie ci¡giem w X

speªniaj¡cym nast¦puj¡ce warunki: lim infn→∞ ‖yn‖ ¬ 1, y = τ - limn→∞ yn, gdzie ‖y‖ = c
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oraz lim infn→∞ ‖yn − y‖ > 0. Wybierzmy podci¡g (ynk) w taki sposób, aby limk→∞ ‖ynk‖ =

lim infn→∞ ‖yn‖ oraz inf{‖ynk−y‖ : k ∈ N} > 0 i poªó»my xk = ‖ynk−y‖−1(ynk−y), x = 1
c
y

oraz sk = 1−‖ynk − y‖. Wtedy (xk) jest ci¡giem w S(X) zbie»nym do 0 wzgl¦dem topologii

τ , x ∈ S(X) oraz

lim
k→∞
‖cx+ (1− sk)xk‖ = lim

k→∞
‖ynk‖ ¬ 1.

St¡d

s(x, (xk), c) ¬ lim sup
k→∞

sk = 1− lim
k→∞
‖ynk − y‖ ¬ 1− lim inf

n→∞
‖yn − y‖.

Korzystaj¡c z faktu, »e X ma sªab¡ wªasno±¢ Opiala i stosuj¡c twierdzenie 1.3.2 wnioskujemy,

»e

s(x, (xk), c) ¬ sX,τ (c)

co ko«czy dowód wzoru (1.9). Tez¦ naszego twierdzenia otrzymujemy z (1.7) i (1.8).

Kolejne twierdzenie podaje zwi¡zek mi¦dzy moduªami rX,τ i sX,τ . W dowodzie tego twier-

dzenia korzystamy z idei dowodu twierdzenia 6 [48].

Twierdzenie 1.3.4 ([49]). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha z topologi¡ dopuszczaln¡ τ ,

dla której N1(τ) 6= ∅. Je±li X ma sªab¡ wªasno±¢ Opiala wzgl¦dem topologii τ , to równo±ci

sX,τ

(
c

1 + rX,τ (c)

)
=

rX,τ (c)
1 + rX,τ (c)

(1.10)

oraz

rX,τ

(
c

1− sX,τ (c)

)
=

sX,τ (c)
1− sX,τ (c)

(1.11)

zachodz¡ dla ka»dego c ∈ [0, 1).

Dowód. Oznaczmy s̃X,τ (c) = sX,τ (c) dla c ∈ [0, 1) i s̃X,τ (1) = limc→1− sX,τ (c). Dla dowolnych

c  0 i γ ∈ (0, 1) znajdujemy taki x ∈ X, dla którego ‖x‖  c oraz ci¡g (xn) w X taki, »e

(xn) ∈ N1(τ) oraz

lim inf
n→∞

‖xn − x‖ ¬ 1 + rX,τ (c) + γ.

Poªó»my yn = (1+rX(c)+γ)−1(xn−x). Wtedy lim infn→∞ ‖yn‖ ¬ 1 i y = τ - limn→∞ yn, gdzie

y = −(1 + rX,τ (c) + γ)−1x, przy czym ‖y‖  (1 + rX,τ (c) + γ)−1c. To nam daje oszacowanie

sX,τ

(
c

1 + rX,τ (c) + γ

)
¬ 1− 1

1 + rX,τ (c) + γ
lim inf
n→∞

‖xn‖ ¬ 1− 1
1 + rX,τ (c) + γ

.
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Przechodz¡c do granicy przy γ → 0, otrzymujemy nierówno±¢

s̃X,τ

(
c

1 + rX,τ (c)

)
¬ rX,τ (c)

1 + rX,τ (c)
(1.12)

dla ka»dego c  0.

Je±li c ∈ [0, 1), to sX,τ (c) ¬ c < 1, wi¦c dla dowolnego γ ∈ (0, 1−sX,τ (c)) mo»emy znale¹¢

ci¡g (yn) w X, dla którego y = τ - limn→∞ yn, gdzie ‖y‖  c, lim infn→∞ ‖yn‖ ¬ 1 oraz

lim inf
n→∞

‖yn − y‖  1− sX,τ (c)− γ.

Poªó»my teraz xn = (1 − sX,τ (c) − γ)−1(yn − y) oraz x = −(1 − sX,τ (c) − γ)−1y. Wtedy

(xn) ∈ N1(τ) oraz ‖x‖  (1− sX,τ (c)− γ)−1c. St¡d

rX,τ

(
c

1− sX,τ (c)− γ

)
¬ 1

1− sX,τ (c)− γ
lim inf
n→∞

‖yn‖ − 1 ¬ 1
1− sX,τ (c)− γ

− 1

i przechodz¡c do granicy przy γ → 0 dostajemy

rX,τ

(
c

1− sX,τ (c)

)
¬ sX,τ (c)

1− sX,τ (c)
. (1.13)

W celu wykazania nierówno±ci przeciwnej do (1.13) zde�niujmy funkcj¦ φ(c) = c
1−sX,τ (c) dla

c ∈ [0, 1). Z (1.12) otrzymujemy

rX,τ (φ(c))  (1 + rX,τ (φ(c)))s̃X,τ

(
φ(c)

1 + rX,τ (φ(c))

)
. (1.14)

Ponadto, z (1.13) mamy

(1 + rX,τ (φ(c)))(1− sX,τ (c)) ¬ 1

i w konsekwencji
φ(c)

1 + rX,τ (φ(c))
 φ(c)(1− sX,τ (c)) = c. (1.15)

Poniewa» funkcja s̃X,τ jest wypukªa oraz s̃X,τ (0) = 0, z nierówno±ci (1.15) dostajemy

1 + rX,τ (φ(c))
φ(c)

s̃X,τ

(
φ(c)

1 + rX,τ (φ(c))

)
 sX,τ (c)

c
. (1.16)

Wobec (1.14) i (1.16) mamy

rX,τ (φ(c))  sX,τ (c)
c

φ(c) =
sX,τ (c)

1− sX,τ (c)
.

Powy»sza nierówno±¢ jest przeciwna do (1.13), co ko«czy dowód wzoru (1.11).
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Zauwa»my, »e funkcja φ jest ci¡gªa na przedziale [0, 1). Ponadto φ(0) = 0 oraz limt→1 φ(t) 

1. Dla danego ε ∈ [0, 1) mo»emy wi¦c znale¹¢ t ∈ [0, 1) takie, »e c = φ(t). Wobec (1.11) mamy

rX,τ (c)
1 + rX,τ (c)

=
rX,τ (φ(t))

1 + rX,τ (φ(t))
= sX,τ (t).

Ale c(1− sX,τ (t)) = t, wi¦c

rX,τ (c)
1 + rX,τ (c)

= sX,τ (c(1− sX,τ (t))) = sX,τ

(
c

(
1− rX,τ (c)

1 + rX,τ (c)

))
= sX,τ

(
c

1 + rX,τ (c)

)
,

co ko«czy dowód wzoru (1.10).

Wniosek 1.3.1. Przestrze« Banacha X ma jednostajn¡ wªasno±¢ Opiala wzgl¦dem topologii

τ wtedy i tylko wtedy, gdy sX,τ (c) > 0 dla ka»dego c ∈ (0, 1].

1.4 Wspóªczynnik Garcíi-Falseta

Wspóªczynnik Garcíi-Falseta zostaª zde�niowany w [25] i znalazª zastosowanie w teorii punk-

tów staªych.

De�nicja 1.4.1. Wspóªczynnikiem Garcíi-Falseta przestrzeni Banacha X nazywamy staª¡

R(X) zde�niowan¡ jako

R(X) = sup{lim inf
n→∞

‖x+ xn‖},

gdzie supremum jest brane po wszystkich x ∈ B(X) i po wszystkich ci¡gach (xn) sªabo

zbie»nych do 0 w B(X).

Mamy 1 ¬ R(X) ¬ 2.

Przykªad 1.4.1.

1. Je±li X jest przestrzeni¡ sko«czenie wymiarow¡, lub ogólnie przestrzeni¡ z wªasno±ci¡

Schura, to R(X) = 1.

2. Mamy R(c0) = 1, R(c) = 1 oraz R(lp) = 2
1
p dla 1 ¬ p <∞.

Twierdzenie 1.4.1 ([26]). Je»eli R(X) < 2, to przestrze« X ma sªab¡ wªasno±¢ punktu

staªego dla odwzorowa« nieoddalaj¡cych.
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Rozdziaª 2

Kraty Banacha

Kraty Banacha stanowi¡ szczególny rodzaj przestrzeni Banacha, w których na norm¦ na-

ªo»one s¡ zaªo»enia zwi¡zane z porz¡dkiem. Niniejszy rozdziaª po±wi¦cony jest teorii krat

Banacha oraz charakteryzacji wybranych, geometrycznych wªasno±ci tych krat.

2.1 Wiadomo±ci wst¦pne

De�nicja 2.1.1. Krat¡ Banacha X nazywamy cz¦±ciowo uporz¡dkowan¡ przestrze« Banacha

X nad ciaªem liczb rzeczywistych, speªniaj¡c¡ nast¦puj¡ce warunki:

(i) x ¬ y implikuje x+ z ¬ y + z dla dowolnych x, y, z ∈ X,

(ii) ax  0 dla ka»dego x  0 w X oraz dla ka»dej rzeczywistej, nieujemnej liczby a,

(iii) dla dowolnych x, y ∈ X istnieje kres górny (najmniejsze górne ograniczenie) x∨y i kres

dolny (najwi¦ksze dolne ograniczenie) x ∧ y zbioru {x, y},

(iv) dla dowolnych x, y ∈ X je±li |x| ¬ |y|, to ‖x‖ ¬ ‖y‖, gdzie warto±¢ bezwzgl¦dn¡ |x|

elementu x ∈ X de�niujemy jako |x| = x ∨ (−x).

Przestrze« liniow¡ speªniaj¡c¡ tylko warunki (i), (ii) oraz (iii) nazywamy krat¡ wektorow¡.

Zauwa»my, »e w warunku (iii) wystarczy zaªo»y¢ istnienie kresu górnego x∨y, poniewa» kres

dolny mo»emy zde�niowa¢ jako x ∧ y = −((−x) ∨ (−y)) lub jako x ∧ y = x+ y − x ∨ y.
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Z warunku monotoniczno±ci (iv) wynika, »e norma ‖ · ‖ jest norm¡ absolutn¡, czyli ‖x‖ =

‖|x|‖ dla ka»dego x ∈ X. W najprostszym przypadku kraty Rn ze standardowym porz¡dkiem

nierówno±ci �po wspóªrz¦dnych� norma ‖ · ‖ jest norm¡ absolutn¡ wtedy i tylko wtedy, gdy

‖ · ‖ speªnia warunek (iv), ale ogólnie te dwa warunki nie s¡ równowa»ne (patrz [1] i [10]).

Z (i), (ii) i (iii) wynika ponadto, »e dla dowolnych x, y, z ∈ X zachodzi równo±¢

|x− y| = |x ∨ z − y ∨ z|+ |x ∧ z − y ∧ z|

i wobec (iv) widzimy, »e operacje ∨, ∧ w kracie s¡ ci¡gªe wzgl¦dem normy. W równo±ci tej

wyst¦puje jedynie sko«czenie wiele wektorów i dziaªania algebraiczne oraz dziaªania kratowe.

Warto tutaj zwróci¢ uwag¦, »e dla wykazania tego typu równo±ci (lub nierówno±ci) w dowolnej

kracie Banacha wystarczy sprawdzi¢, »e analogiczna równo±¢ (lub nierówno±¢) zachodzi dla

liczb rzeczywistych (patrz [44, str. 1]).

Zbiór X+ = {x : x ∈ X, x  0} nazywamy dodatnim sto»kiem kraty X. Ci¡gªo±¢ operacji

w kracie implikuje w szczególno±ci, »e zbiór X+ jest domkni¦ty wzgl¦dem normy. Dla ka»dego

elementu x ∈ X kraty Banacha mo»emy zde�niowa¢ jego cz¦±¢ dodatni¡ x+ = x ∨ 0 i cz¦±¢

ujemn¡ x− = (−x)∨ 0 = −(x∧ 0). Mamy x = x+ − x− oraz |x| = x+ + x−. Mówimy, »e dwa

elementy x, y ∈ X s¡ rozª¡czne, je±li |x| ∧ |y| = 0.

Ka»da krata Banacha X ma wªasno±¢ dekompozycji polegaj¡c¡ na tym, »e dla dowolnych

elementów x1, x2, y ∈ X+, dla których y ¬ x1 +x2 istniej¡ elementy y1 i y2 takie, »e 0 ¬ y1 ¬

x1, 0 ¬ y2 ¬ x2 oraz y = y1 + y2 (patrz [44, str. 2]).

De�nicja 2.1.2. Niech (X,¬) b¦dzie zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym. Niech x, y ∈ X

b¦d¡ takie, »e x ¬ y. Porz¡dkowym przedziaªem obustronnie domkni¦tym nazywamy zbiór

[x, y] = {z ∈ X : x ¬ z ¬ y}.

Standardowymi przykªadami krat Banacha s¡ przestrzenie funkcyjne: przestrze« funkcji

ci¡gªych C(K), gdzieK jest zwart¡ przestrzeni¡ topologiczn¡ oraz przestrzenie Lp(Ω) dla 1 ¬

p ¬ ∞ rozwa»ane z naturalnym porz¡dkiem nierówno±ci funkcyjnych. Dla nas najwa»niejsze

b¦d¡ jednak kraty ci¡gowe. Klasycznymi przykªadami takich krat s¡ przestrzenie lp dla 1 ¬

p ¬ ∞ ze standardowym porz¡dkiem nierówno±ci �po wspóªrz¦dnych�.

Bardziej ogólnymi przykªadami ci¡gowych krat Banacha s¡ przestrzenie z bazami bezwa-

runkowymi. Przypomnijmy, »e ci¡g (ei)i∈N w przestrzeni Banacha X nazywamy baz¡ Schau-
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dera, je±li dla ka»dego x ∈ X istnieje dokªadnie jedno rozwini¦cie postaci

x =
∑
i∈N

aiei, (2.1)

gdzie (ai)i∈N jest ci¡giem skalarów.

Przestrze« X z baz¡ Schaudera (ei)i∈N mo»emy rozpatrywa¢ jako przestrze« ci¡gów, iden-

ty�kuj¡c ka»dy element postaci
∑
i∈N aiei z jednoznacznie wyznaczonym ci¡giem wspóªrz¦d-

nych (a1, a2, . . . ). Baz¦ (ei)i∈N nazywamy znormalizowan¡, je±li ‖ei‖ = 1 dla ka»dego i ∈ N.

Zast¦puj¡c ewentualnie wektory ei danej bazy przez wektory 1
‖ei‖ei mo»emy ograniczy¢ si¦

do rozwa»ania baz znormalizowanych.

Dla ustalonej bazy (ei)i∈N przestrzeni X, wektora x ∈ X danego wzorem (2.1) i N ∈ N

oznaczmy PNx =
∑
i¬N aiei. Wzór ten de�niuje rzut PN przestrzeni X na podprzestrze«

rozpi¦t¡ przez wektory e1, . . . , eN . Normy tych rzutów s¡ jednostajnie ograniczone i staª¡

bazow¡ bazy (ei)i∈N nazywamy liczb¦ K = supN ‖PN‖. Mówimy, »e baza jest monotoniczna,

je±li ‖PN‖ = 1 dla ka»dego N . Przyjmuj¡c |||x||| = supN ‖PNx‖ dla x ∈ X otrzymujemy

norm¦ równowa»n¡ w X, dla której baza (ei)i∈N jest baz¡ monotoniczn¡ (patrz [43, str. 2]).

Baza Schaudera (ei)i∈N przestrzeni Banacha X jest baz¡ bezwarunkow¡, je±li zbie»no±¢

szeregu w rozwini¦ciu (2.1) dowolnego elementu x ∈ X jest zbie»no±ci¡ bezwarunkow¡, czyli

x =
∑
i∈N aσ(i)eσ(i) dla ka»dej permutacji σ zbioru N.

Niech (ei)i∈N b¦dzie baz¡ bezwarunkow¡ przestrzeni Banacha X. Dla ci¡gu znaków ε =

(εi) ∈ {−1, 1}N wzór Pεx =
∑
i∈N εiaiei, gdzie x ∈ X ma rozwini¦cie (2.1) de�niuje operator

liniowy i ograniczony na X, przy czym normy tych operatorów s¡ wspólnie ograniczone.

Staª¡ bezwarunkow¡ bazy bezwarunkowej (ei)i∈N nazywamy liczb¦

Kb = sup
ε∈{−1,1}N

‖Pε‖.

Dla dowolnej bazy bezwarunkowej (ei)i∈N przestrzeni X wzór |||x||| = supε∈{−1,1}N ‖Pεx‖ dla

x ∈ X de�niuje norm¦ równowa»n¡ w X, dla której (ei)i∈N ma staª¡ bezwarunkow¡ równ¡ 1

(patrz [43, str. 19]).

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha nad ciaªem R z baz¡ bezwarunkow¡ (ei)i∈N. Je»eli

(ai)i∈N, (bi)i∈N s¡ ci¡gami skalarów takimi, »e szereg
∑
i∈N aiei jest zbie»ny oraz |bi| ¬ |ai|

dla ka»dego i, to szereg
∑
i∈N biei jest zbie»ny i zachodzi nierówno±¢ (patrz [43, Proposition
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1.c.7]) ∥∥∥∥∥∥
∑
i∈N

biei

∥∥∥∥∥∥ ¬ Kb

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈N

aiei

∥∥∥∥∥∥ . (2.2)

W przestrzeni Banacha X z baz¡ Schaudera mo»emy rozwa»a¢ standardowy cz¦±ciowy

porz¡dek zadany przez nierówno±¢ �po wspóªrz¦dnych�. Je±li baza jest baz¡ bezwarunkow¡

ze staª¡ bezwarunkow¡ równ¡ 1, to nierówno±¢ (2.2) oznacza, »e speªniony jest warunek mo-

notoniczno±ci (iv) z de�nicji kraty. Równie» pozostaªe warunki z de�nicji kraty s¡ speªnione,

wi¦c taka przestrze« X jest krat¡ Banacha. W dalszej cz¦±ci mówi¡c o przestrzeni z baz¡ bez-

warunkow¡ ze staª¡ bezwarunkow¡ 1 b¦dziemy rozwa»a¢ t¦ przestrze« jako krat¦ Banacha

z takim naturalnym porz¡dkiem. Standardowymi przykªadami takich krat s¡ przestrzenie

c0 i lp, dla 1 ¬ p < ∞. Kolejnymi przykªadami s¡ ci¡gowe przestrzenie Orlicza i ci¡gowe

przestrzenie Lorentza (patrz [43, str. 115]).

W dalszej cz¦±ci pracy b¦dziemy te» rozwa»a¢ bazy, w których zbiorem indeksów nie

jest zbiór liczb naturalnych N, ale caªy zbiór liczb caªkowitych Z. Oczywi±cie jest to ró»nica

czysto techniczna i wszystkie de�nicje i wªasno±ci baz indeksowanych przy u»yciu zbioru

liczb naturalnych przenosz¡ si¦ na ten przypadek. Zauwa»my jednak, »e dla bazy (ei)i∈Z

suma cz¦±ciowa szeregu
∑
i∈Z aiei ma posta¢

∑n
i=−n aiei.

Podkrat¡ kraty Banacha X nazywamy liniow¡ podprzestrze« Y kraty X tak¡, »e x ∨ y

(i st¡d x ∧ y = x + y − x ∨ y) nale»y do Y , je±li x, y ∈ Y . Szczególnym rodzajem podkraty

jest ideaª, czyli liniowa podprzestrze« Y kraty X taka, »e je±li dla y ∈ X zachodzi warunek

|y| ¬ |x| dla pewnego x ∈ Y , to y ∈ Y .

Przestrze« sprz¦»ona X∗ kraty Banacha X jest równie» krat¡ Banacha, je±li jej dodatni

sto»ek X∗+ jest zde�niowany w nast¦puj¡cy sposób: x∗  0 w X∗ wtedy i tylko wtedy, gdy

x∗(x)  0 dla ka»dego x  0 w X. Kres górny i kres dolny dwuelementowego zbioru {x∗, y∗}

w X∗ wyra»aj¡ si¦ wzorami (patrz [44, str. 3]):

(x∗ ∨ y∗)(x) = sup{x∗(x− u) + y∗(u) : 0 ¬ u ¬ x} (2.3)

oraz

(x∗ ∧ y∗)(x) = inf{x∗(x− u) + y∗(u) : 0 ¬ u ¬ x}

dla ka»dego x  0 w X.
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De�nicja dodatniego funkcjonaªu jest szczególnym przypadkiem de�nicji dodatniego ope-

ratora liniowego T : X → Y , gdzie X, Y s¡ kratami Banacha. Operator T jest dodatni, je±li

Tx  0 dla ka»dego x ∈ X+. Ka»dy dodatni operator liniowy jest ograniczony i

‖T‖ = sup{‖Tx‖ : x ∈ B(X+)}

(patrz [53, str. 27]). Je»eli T : X → Y jest dodatnim operatorem liniowym przeksztaªcaj¡cym

wzajemnie jednoznacznie X na Y i operator odwrotny T−1 : Y → X jest dodatni, to T jest

porz¡dkowym izomor�zmem, a w przypadku, gdy ‖T‖ = 1 = ‖T−1‖ � porz¡dkow¡ izometri¡.

Porz¡dkowy izomor�zm zachowuje dziaªania kratowe, tj.

T (x ∨ y) = T (x) ∨ T (y), T (x ∧ y) = T (x) ∧ T (y)

dla wszystkich x, y ∈ X (patrz [44, str. 2]).

Dla kraty Banacha X przestrze« X∗∗ jest równie» krat¡ Banacha i wªo»enie kanoniczne

X w X∗∗ jest porz¡dkow¡ izometri¡ (patrz [44, str. 4]). Zwykle X uto»samia si¦ z podkrat¡

X∗∗.

Niech {xα}α∈A b¦dzie zbiorem w kracie Banacha X. Je±li zbiór A jest sko«czony, to z

warunku (iii) w de�nicji kraty wynika, »e w X istnieje kres górny
∨
α∈A xα (oraz kres dolny∧

α∈A xα) zbioru {xα}α∈A. Je±li jednak zbiór A nie jest sko«czony, to element
∨
α∈A xα nie musi

istnie¢ w kracie X. Przykªadem kraty, w której ka»dy niepusty zbiór porz¡dkowo ograniczony

od góry ma kres górny jest krata sprz¦»ona X∗ (patrz [44, str. 3]).

De�nicja 2.1.3. Krat¦ Banacha X nazywamy porz¡dkowo zupeªn¡ (σ-porz¡dkowo zupeªn¡),

je±li ka»dy niepusty zbiór (odpowiednio ci¡g) ograniczony od góry ma kres górny w X.

Niech X b¦dzie σ-porz¡dkowo zupeªn¡ krat¡ Banacha. Dla danego y ∈ X, mo»emy roz-

wa»a¢ projekcj¦ dan¡ wzorem

Py(x) =
∞∨
n=1

[
(n|y|) ∧ x+

]
−
∞∨
n=1

[
(n|y|) ∧ x−

]
dla ka»dego x ∈ X. Ponadto przyjmujemy Qy = I − Py, gdzie I jest operatorem iden-

tyczno±ciowym. Odwzorowania Py i Qy s¡ dodatnimi liniowymi projekcjami o nast¦puj¡cych

wªasno±ciach ([44, str. 8], [58]):
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1) Py(y) = y, Qy(y) = 0,

2) Py(z) = 0 dla ka»dego z ∈ X takiego, »e |y| ∧ |z| = 0,

3) |Py(x)| = Py(|x|) ¬ |x| i |Qy(x)| = Qy(|x|) ¬ |x| dla ka»dego x ∈ X,

4) |Py(x)| ∧ |Qy(z)| = 0 dla wszystkich x, z ∈ X,

5) ‖Py‖ = 1 = ‖Qy‖.

De�nicja 2.1.4. Niech 1 < p <∞. Mówimy, »e krata BanachaX speªnia dolne p-oszacowanie,

je±li istnieje staªa M > 0 taka, »e∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xi

∥∥∥∥∥ M

(
n∑
i=1

‖xi‖p
) 1
p

(2.4)

dla wszystkich parami rozª¡cznych elementów x1, . . . , xn w X.

De�nicja 2.1.5. Niech 1 < p < ∞. Mówimy, »e krata Banacha X speªnia górne p-

oszacowanie, je±li istnieje staªa M > 0 taka, »e∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xi

∥∥∥∥∥ ¬M

(
n∑
i=1

‖xi‖p
) 1
p

(2.5)

dla wszystkich parami rozª¡cznych elementów x1, . . . , xn w X.

Twierdzenie 2.1.1 ([44, str. 83]). Niech 1 < p <∞. Krata Banacha X speªnia odpowiednio

górne lub dolne p-oszacowanie wtedy i tylko wtedy, gdy przestrze« sprz¦»ona do niej X∗ speªnia

odpowiednio dolne lub górne q-oszacowanie, gdzie 1
p

+ 1
q

= 1.

Je»eli krata Banacha X speªnia dolne q-oszacowanie i górne p-oszacowanie dla pewnych

1 < p < 2 < q <∞, to przestrze« X jest superre�eksywna (patrz [44, str. 88]).

2.2 Jednostajna monotoniczno±¢ i porz¡dkowa jednostaj-

na gªadko±¢

Poj¦cia monotoniczno±ci i porz¡dkowej gªadko±ci w kratach Banacha s¡ klasycznymi, geome-

trycznymi wªasno±ciami krat Banacha i stanowi¡ kratowy odpowiednik wªasno±ci wypukªo±ci

i gªadko±ci w przestrzeniach Banacha.
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De�nicja 2.2.1. Mówimy, »e krata Banacha X (lub jej norma) jest ±ci±le monotoniczna,

je±li dla x, y ∈ X warunki 0 ¬ x ¬ y oraz x 6= y implikuj¡ ‖x‖ < ‖y‖.

Silniejsz¡ wersj¡ ±cisªej monotoniczno±ci jest jednostajna monotoniczno±¢.

De�nicja 2.2.2. Mówimy, »e krata Banacha X jest jednostajnie monotoniczna, je±li dla

ka»dego ε ∈ (0, 1) istnieje δ ∈ (0, 1) takie, »e je»eli x, y ∈ X, 0 ¬ y ¬ x, ‖x‖ = 1 i ‖y‖  ε,

to ‖x− y‖ ¬ 1− δ.

W przypadku, gdy X jest sko«czenie wymiarowa, korzystaj¡c ze zwarto±ci kuli jednost-

kowej stwierdzamy, »e jednostajna monotoniczno±¢ jest równowa»na ±cisªej monotoniczno±ci.

Jednostajn¡ monotoniczno±¢ mo»emy opisa¢ przy pomocy moduªu monotoniczno±ci.

De�nicja 2.2.3. Moduªem monotoniczno±ci kraty Banacha X nazywamy funkcj¦ δm,X :

[0, 1]→ [0, 1] zde�niowan¡ jako

δm,X(ε) = inf{1− ‖x− y‖ : x, y ∈ X, 0 ¬ y ¬ x, ‖x‖ ¬ 1, ‖y‖  ε}. (2.6)

Krata X jest jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy δm,X(ε) > 0 dla ka»dego

ε > 0. Ponadto warunek δm,X(1) = 1 jest równowa»ny ±cisªej monotoniczno±ci.

Jednostajna monotoniczno±¢ i moduª monotoniczno±ci byªy przedmiotem bada« wielu

autorów ([8], [23], [33], [34], [38], [50]). Poni»ej wymieniamy kilka podstawowych wªasno±ci

tego moduªu.

� W de�nicji δm,X warunki ‖x‖ ¬ 1, ‖y‖  ε mog¡ by¢ zast¡pione przez ‖x‖ = 1,

‖y‖ = ε.

� Mamy δm,X(0) = 0 ¬ δm,X(ε) ¬ ε i δm,X jest funkcj¡ niemalej¡c¡ w przedziale [0, 1].

� Je±li 0 ¬ y ¬ x, x 6= 0, to

δm,X

(
‖y‖
‖x‖

)
¬ 1− ‖x− y‖

‖x‖
,

czyli

‖x− y‖ ¬ ‖x‖
(

1− δm,X
(
‖y‖
‖x‖

))
. (2.7)
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Przyjmuj¡c v = x, u = x − y, gdzie 0 ¬ u ¬ v oraz v 6= 0, otrzymujemy inn¡ posta¢

tej nierówno±ci

‖v‖δm,X
(
‖v − u‖
‖v‖

)
¬ ‖v‖ − ‖u‖. (2.8)

Zauwa»my, »e

δX(ε) ¬ δm,X(ε) (2.9)

dla ka»dego ε ∈ [0, 1], gdzie δX jest moduªem wypukªo±ci przestrzeni X. Rzeczywi±cie, je±li

x, y ∈ X, 0 ¬ y ¬ x, ‖x‖ ¬ 1, ‖y‖  ε, to równie» ‖x− y‖ ¬ 1. Ponadto∥∥∥∥∥x+ (x− y)
2

∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥x− y

2

∥∥∥∥  ‖x− y‖,
przy czym ‖x− (x− y)‖ = ‖y‖  ε, wi¦c

δX(ε) ¬ 1−
∥∥∥∥∥x+ (x− y)

2

∥∥∥∥∥ ¬ 1− ‖x− y‖

i wobec dowolno±ci x, y dostajemy nierówno±¢ (2.9). Z (2.9) wynika w szczególno±ci, »e je»eli

krata X jest jednostajnie wypukªa, to X jest jednostajnie monotoniczna (por. [38]).

Przykªad 2.2.1. Niech 1 ¬ p <∞ i X oznacza krat¦ Lp([0, 1]) albo lp. Wtedy

δm,X(ε) = 1− (1− εp)
1
p

dla ka»dego ε ∈ [0, 1] (patrz [23]).

Nast¦puj¡cy przykªad pokazuje, »e moduª monotoniczno±ci nie musi by¢ funkcj¡ wypukª¡.

Przykªad 2.2.2 ([50]). Rozwa»my krat¦ X = R2 z norm¡

‖x‖ = max
{
|x1|+

4
9
|x2|,

3
8
|x1|+ |x2|

}
(2.10)

gdzie x = (x1, x2).

Sfera jednostkowa S(X) przestrzeni X z t¡ norm¡ jest o±miok¡tem o wierzchoªkach w

punktach (±1, 0), (0,±1) i
(
±2

3 ,±
3
4

)
.

Dodatnia cz¦±¢ sfery jednostkowej S(X+) skªada si¦ z dwóch odcinków: s1 o ko«cach

(0, 1),
(

2
3 ,

3
4

)
oraz s2 o ko«cach

(
2
3 ,

3
4

)
, (1, 0), które tworz¡ wykres funkcji

δ1(x1) = min
{

1− 3
8
x1,

9
4

(1− x1)
}
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(rys. 2.1). Funkcja odwrotna wyra»a si¦ wzorem

δ2(x2) = min
{

1− 4
9
x2,

8
3

(1− x2)
}
.

Rys. 2.1: Sfera jednostkowa przestrzeni X = R2 z norm¡ zde�niowan¡ wzorem (2.10).

Mamy δm,X(ε) = 1 − max ‖x − y‖, gdzie maksimum bierzemy po wszystkich punktach

x = (x1, x2), y = (y1, y2) takich, »e 0 ¬ y ¬ x, ‖y‖ = ε oraz ‖x‖ = 1. Je±li punkt y przebiega

odcinek εs2, to norma ró»nicy ‖x− y‖ osi¡ga swoj¡ maksymaln¡ warto±¢ dla y = (ε, 0) oraz

x = (ε, δ1(ε)). Dla tych punktów ‖x−y‖ = δ1(ε). Analogicznie, je±li punkt y przebiega odcinek

εs1, to maksymalna warto±¢ ‖x−y‖ jest równa δ2(ε). St¡d δm,X(ε) = min{1−δ1(ε), 1−δ2(ε)}

lub dokªadniej

δm,X(ε) =



3
8ε, je±li ε ∈

[
0, 2

3

)
9
4ε−

5
4 , je±li ε ∈

[
2
3 ,

9
13

)
4
9ε, je±li ε ∈

[
9
13 ,

3
4

)
8
3ε−

5
3 , je±li ε ∈

[
3
4 , 1

]
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co pokazuje, »e δm,X nie jest funkcj¡ wypukª¡ (rys. 2.2).

Rys. 2.2: Moduª monotoniczno±ci δm,X przestrzeni X = R2 z norm¡ zde�niowan¡ wzorem

(2.10).

Poniewa», w ogólnym przypadku funkcja δm,X nie musi by¢ wypukªa, w sposób naturalny

pojawia si¦ pytanie o ci¡gªo±¢ tej funkcji. Odpowied¹ na to pytanie jest twierdz¡ca: funkcja

δm,X jest ci¡gªa w przedziale [0, 1). Aby to wykaza¢, wystarczy przedstawi¢ funkcj¦ δm,X jako

in�mum rodziny funkcji wypukªych.

Dla kraty Banacha X i danych u, v ∈ S(X+), u 6= v oraz ε ∈ [0, 1), niech

δu,v(ε) = 1−max{s ∈ (0, 1] : ‖εu+ sv‖ ¬ 1}.

Wtedy δu,v jest funkcj¡ wypukª¡ na [0, 1) oraz

δm,X(ε) = inf{δu,v(ε) : u, v ∈ S(X+)} (2.11)

dla ka»dego ε ∈ [0, 1).
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Z (2.11) wnioskujemy, »e

|δm,X(ε1)− δm,X(ε2)| ¬ 1
1− a

|ε1 − ε2|

dla wszystkich ε1, ε2 ∈ [0, a], gdzie a < 1, co w szczególno±ci pokazuje, »e δm,X jest ci¡gªa w

przedziale [0, 1).

Z jednostajn¡ monotoniczno±ci¡ zwi¡zany jest nast¦puj¡cy wspóªczynnik.

De�nicja 2.2.4. Charakterystyk¡ monotoniczno±ci kraty X nazywamy staª¡

ε0,m(X) = sup{ε ∈ [0, 1] : δm,X(ε) = 0} = inf{ε ∈ [0, 1] : δm,X(ε) > 0}.

Krata Banacha X jest jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy ε0,m(X) = 0.

Twierdzenie 2.2.1 ([23]). Dla dowolnej kraty Banacha X zachodzi nast¦puj¡ca równo±¢

ε0,m(X) = 1− δm,X(1−),

gdzie δm,X(1−) = limε→1− δm,X(ε). Ponadto

δm,X(1− δm,X(ε)) = 1− ε

dla dowolnego ε ∈ (ε0,m(X), 1), je±li ε0,m(X) < 1.

Innym moduªem zwi¡zanym z monotoniczno±ci¡ kraty Banacha X jest funkcja σX zde�-

niowana jako

σX(ε) = inf{‖x+ y‖ − 1 : x, y ∈ X+, ‖x‖ = 1, ‖y‖ = ε} (2.12)

dla ε ∈ [0, 1].

Funkcja σX jest nieujemna, niemalej¡ca i ci¡gªa w przedziale [0,∞). Ponadto warunki

‖x‖ = 1, ‖y‖ = ε w de�nicji σX(ε) mog¡ by¢ zast¡pione przez ‖x‖  1 oraz ‖y‖  ε.

W [38] podano wzór opisuj¡cy zale»no±¢ pomi¦dzy moduªami monotoniczno±ci δm,X i σX .

Wzór ten nie jest jednak prawdziwy. W poni»szym twierdzeniu podajemy wzory przedsta-

wiaj¡ce zale»no±ci mi¦dzy tymi moduªami.

Twierdzenie 2.2.2 ([49]). Niech X b¦dzie krat¡ Banacha. Wówczas dla ka»dego ε ∈ [0, 1)

zachodz¡ równo±ci

δm,X

(
ε

1 + σX(ε)

)
=

σX(ε)
1 + σX(ε)

(2.13)
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oraz

σX

(
ε

1− δm,X(ε)

)
=

δm,X(ε)
1− δm,X(ε)

. (2.14)

Dowód. Niech δ̃m,X(ε) = δm,X(ε) dla ε ∈ [0, 1) oraz niech δ̃m,X(1) = limε→1− δm,X(ε). Dla

danych ε  0 i γ > 0, niech x, y  0 b¦d¡ elementami kraty X, dla których ‖x‖ = 1, ‖y‖ = ε

oraz

‖x+ y‖ − 1 ¬ σX(ε) + γ.

Poªó»my u = ‖x+ y‖−1(x + y) oraz v = ‖x+ y‖−1y. Oczywi±cie ‖u‖ = 1, u  v  0 i

‖v‖  (1 + σX(ε) + γ)−1ε. St¡d,

1− ‖u− v‖  δm,X

(
ε

1 + σX(ε) + γ

)
.

Z drugiej strony

1− ‖u− v‖ =
‖x+ y‖ − 1
‖x+ y‖

¬ σX(ε) + γ

1 + σX(ε)
.

St¡d dostajemy

δm,X

(
ε

σX(ε) + 1 + γ

)
¬ σX(ε) + γ

1 + σX(ε)
.

Przechodz¡c do granicy z γ → 0 otrzymujemy

δm,X

(
ε

1 + σX(ε)

)
¬ σX(ε)

1 + σX(ε)
(2.15)

dla ka»dego ε  0. Dla ε ∈ [0, 1) dostaniemy wi¦c nierówno±¢ ¬ w (2.13).

Przejd¹my teraz do wzoru (2.14). Zauwa»my, »e je±li ε ∈ [0, 1), to δm,X(ε) ¬ ε < 1. Dla

danego γ > 0 wybierzmy x, y ∈ X w taki sposób, aby 0 ¬ y ¬ x, ‖x‖ ¬ 1, ‖y‖  ε oraz

1− ‖x− y‖ ¬ δm,X(ε) + γ.

Wtedy y 6= x i zde�niujmy elementy u i v jako: u = ‖x− y‖−1(x− y) oraz v = ‖x− y‖−1y.

Oczywi±cie u, v  0, ‖u‖ = 1 oraz ‖v‖  (1− δm,X(ε))−1ε. Zatem

‖u+ v‖ − 1  σX

(
ε

1− δm,X(ε)

)
.

Z drugiej strony

‖u+ v‖ − 1 =
1− ‖x− y‖
‖x− y‖

¬ δm,X(ε) + γ

1− δm,X(ε)
,
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co daje nam nierówno±¢

σX

(
ε

1− δm,X(ε)

)
¬ δm,X(ε) + γ

1− δm,X(ε)
.

Po przej±ciu do granicy z γ → 0 otrzymujemy

σX

(
ε

1− δm,X(ε)

)
¬ δm,X(ε)

1− δm,X(ε)
(2.16)

dla ka»dego ε ∈ [0, 1). Pozostaªa cz¦±¢ dowodu jest analogiczna do dowodu twierdzenia 1.3.4,

wi¦c j¡ pomijamy.

Powy»sze twierdzenie pokazuje, »e X jest jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy,

gdy σX(ε) > 0 dla wszystkich ε > 0. Ponadto

ε0,m(X) = sup{ε ∈ [0, 1] : σX(ε) = 0}.

Wªasno±¢ dualna do jednostajnej monotoniczno±ci to porz¡dkowa jednostajna gªadko±¢.

De�niujemy j¡ przy pomocy moduªu porz¡dkowej gªadko±ci, który zostaª wprowadzony w

[38].

De�nicja 2.2.5. Moduªem porz¡dkowej gªadko±ci kraty Banacha X nazywamy funkcj¦ ρm,X

zde�niowan¡ jako

ρm,X(τ) = sup{‖x ∨ τy‖ − 1 : x, y ∈ B(X), x, y  0}

dla τ ∈ [0, 1]. Mówimy, »e krata X jest porz¡dkowo jednostajnie gªadka, je±li

lim
τ→0

ρm,X(τ)
τ

= 0. (2.17)

Zauwa»my, »e ρm,X jest funkcj¡ wypukª¡ (por. [38]) i granica we wzorze (2.17) jest pra-

wostronn¡ pochodn¡ ρm,X w zerze.

Przykªad 2.2.3. Niech 1 ¬ p <∞ i X oznacza krat¦ Lp([0, 1]) albo lp. Wtedy

ρm,X(τ) = (1 + τ p)
1
p − 1

dla ka»dego τ ∈ [0, 1].
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Korzystaj¡c z równo±ci

x ∨ y =
1
2

(x+ y + |x− y|)

stwierdzamy, »e

ρm,X(τ) ¬ ρX(τ)

dla ka»dego τ ∈ [0, 1], gdzie ρX jest moduªem gªadko±ci kraty X. St¡d, je±li X jest jedno-

stajnie gªadka, to X jest porz¡dkowo jednostajnie gªadka (por. [38]).

Nast¦puj¡ce twierdzenie pokazuje zwi¡zki rozwa»anych wspóªczynników z p-oszacowaniami.

Twierdzenie 2.2.3 ([6]). Niech X b¦dzie krat¡ Banacha.

1) Je±li ρm,X(1) < 1, to X speªnia górne p-oszacowanie dla pewnego p ∈ (1,∞).

2) Je±li ε0,m(X) < 1, to X speªnia dolne q-oszacowanie dla pewnego q ∈ (1,∞).

Moduª porz¡dkowej jednostajnej gªadko±ci ρm,X kraty Banacha X jest ±ci±le zwi¡zany z

k¡tem Riesza, który zostaª wprowadzony przez J. M. Borweina i B. Simsa w [9] jako narz¦dzie

w dowodzie twierdzenia o punkcie staªym dla odwzorowa« nieoddalaj¡cych.

De�nicja 2.2.6. K¡tem Riesza kraty X nazywamy wspóªczynnik α(X) zde�niowany jako

α(X) = ρm,X(1) + 1 = sup{‖x ∨ y‖ : x, y ∈ B(X), x, y  0}.

Mamy 1 ¬ α(X) ¬ 2.

W [57] pokazano, »e je±li krata X jest σ-porz¡dkowo zupeªna, to

α(X) = sup{‖x ∨ y‖ : x, y ∈ B(X), x, y  0, x ∧ y = 0}. (2.18)

Twierdzenie 2.2.4 ([49]). Niech X b¦dzie σ-porz¡dkowo zupeªn¡ krat¡ Banacha i niech

m = inf{‖x+ y‖ : x, y ∈ S(X), x, y  0, x ∧ y = 0}.

Wówczas

1 + σX(1) ¬ m ¬
(

max
{1

2
, 1− σX(1)

})−1

(1 + σX(1)),

gdzie σX jest moduªem zde�niowanym wzorem (2.12). W konsekwencji warunek σX(1) = 0

jest równowa»ny równo±ci m = 1.
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Dowód. Zauwa»my, »e prawdziwe s¡ nierówno±ci: 1 +σX(1) ¬ m oraz m ¬ 2 ¬ 2(1 +σX(1)).

St¡d wystarczy jedynie wykaza¢, »e je±li 1− σX(1) > 1
2 (czyli, je±li σX(1) < 1

2), to speªniona

jest nierówno±¢

m ¬ 1 + σX(1)
1− σX(1)

. (2.19)

Niech b¦dzie dana staªa γ ∈ (0, 1
2). Niech x, y  0 b¦d¡ elementami sfery jednostkowej S(X),

dla których ‖x+y‖ < σX(1) + 1 +γ. Niech ponadto u = x−x∧y. Wtedy u∧ (y−x∧y) = 0,

wi¦c

Pu(y)− Pu(x ∧ y) = Pu(y − x ∧ y) = 0.

St¡d Pu(y) = Pu(x ∧ y) ¬ x ∧ y ¬ x i w konsekwencji

Qu(x+ y) = x+ y − Pu(x)− Pu(y)  y − x.

Z powy»szej nierówno±ci dostajemy x+ y +Qu(x+ y)  2y, co daje oszacowanie

2 = 2‖y‖ ¬ ‖Qu(x+ y)‖+ ‖x+ y‖.

To pokazuje, »e ‖Qu(x+ y)‖  2− ‖x+ y‖.

Nast¦pnie mamy 0 = Qu(u) = Qu(x)−Qu(x∧y), wi¦c Qu(x) = Qu(x∧y) ¬ y. Korzystaj¡c

z powy»szej argumentacji dostajemy ‖Pu(x+ y)‖  2− ‖x+ y‖. W konsekwencji

m ¬
∥∥∥∥∥ Pu(x+ y)
‖Pu(x+ y)‖

+
Qu(x+ y)
‖Qu(x+ y)‖

∥∥∥∥∥ ¬ ‖x+ y‖
2− ‖x+ y‖

¬ 1 + σX(1) + γ

1− σX(1)− γ
.

Przechodz¡c do granicy z γ → 0, otrzymujemy (2.19), co ko«czy dowód naszego twierdzenia.

Nast¦pne twierdzenie pokazuje, »e porz¡dkowa jednostajna gªadko±¢ jest dualna do jed-

nostajnej monotoniczno±ci.

Twierdzenie 2.2.5. Niech X b¦dzie krat¡ Banacha. Wówczas

ρm,X∗(τ) = sup{ετ − δm,X(ε) : 0 ¬ ε ¬ 1} (2.20)

oraz

ρm,X(τ) = sup{ετ − δm,X∗(ε) : 0 ¬ ε ¬ 1} (2.21)

dla ka»dego τ ∈ [0, 1].
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Dowód. Podamy dowód wzoru (2.20). W dowodzie skorzystamy ze wzoru (2.3) na supremum

funkcjonaªów. Mamy

ρm,X∗(τ) = sup
{
‖x∗ ∨ τy∗‖ − 1 : x∗, y∗ ∈ S(X∗+)

}
= sup

{
(x∗ ∨ τy∗)(x)− 1 : x∗, y∗ ∈ S(X∗+), x ∈ S(X+)

}
= sup

{
(x∗(x− u) + τy∗(u))− 1 : x∗, y∗ ∈ S(X∗+), 0 ¬ u ¬ x, ‖x‖ = 1

}
= sup {(‖x− u‖+ τ‖u‖)− 1 : 0 ¬ u ¬ x, ‖x‖ = 1}

= sup {τε+ (‖x− u‖ − 1) : ε ∈ [0, 1], 0 ¬ u ¬ x, ‖x‖ = 1, ‖u‖ = ε}

= sup {τε− δm,X(ε) : ε ∈ [0, 1]} .

Dowód wzoru (2.21) jest analogiczny.

Z powy»szego twierdzenia otrzymujemy nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 2.2.1. Niech X b¦dzie krat¡ Banacha X. Wtedy

1) X jest jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy X∗ jest porz¡dkowo jedno-

stajnie gªadka.

2) X∗ jest jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy X jest porz¡dkowo jedno-

stajnie gªadka.

Wzór (2.20) jest cz¦±ci¡ twierdzenia 3 z pracy [38]. W twierdzeniu tym znajduje si¦ te»

równo±¢ (d) powstaªa przez zamian¦ rolami funkcji ρ i δ we wzorze (2.21). Nie jest ona jednak

prawdziwa, gdy» wynikaªoby z niej, »e δm,X jest funkcj¡ wypukª¡, a tak by¢ nie musi (patrz

przykªad 2.2.2).

Twierdzenie 3 [38] zawiera tak»e wzory pokazuj¡ce, »e moduªy kraty podwójnie sprz¦»onej

X∗∗ s¡ równe moduªom kraty X:

δm,X∗∗(ε) = δm,X(ε), (2.22)

ρm,X∗∗(τ) = ρm,X(τ). (2.23)

dla dowolnych ε, τ ∈ [0, 1]. Dowód wzoru (2.22) opiera si¦ jednak na bª¦dnej równo±ci (d) z

twierdzenia 3 [38].

Poprawny dowód wzoru (2.22) (oraz (2.23)) mo»na otrzyma¢ korzystaj¡c z nast¦puj¡cych

twierdze«, z których pierwsze jest zasad¡ lokalnej re�eksywno±ci dla krat.
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Twierdzenie 2.2.6 ([5]). Niech X b¦dzie krat¡ Banacha. Dla dowolnej sko«czenie wymia-

rowej podkraty Y kraty X∗∗ i dowolnego γ > 0 istnieje kratowy izomor�zm T : Y → X taki,

»e max{‖T‖, ‖T−1‖} < 1 + γ.

Twierdzenie 2.2.7 ([46]). Niech X b¦dzie porz¡dkowo zupeªn¡ krat¡ Banacha. Dla dowolnej

sko«czenie wymiarowej podprzestrzeni E kraty X i dowolnego γ > 0 istnieje podkrata Z kraty

X zawieraj¡ca E, sko«czenie wymiarowa podkrata Y ⊂ Z oraz dodatnia projekcja liniowa

P : Z → Z taka, »e P (Z) = Y i ‖Px− x‖ ¬ γ‖x‖ dla ka»dego x ∈ E.

Oczywi±cie δm,X∗∗(ε) ¬ δm,X(ε), wi¦c dla wykazania wzoru (2.22) wystarczy sprawdzi¢,

»e δm,X(ε) ¬ δm,X∗∗(ε). W tym celu bierzemy dowolne elementy 0 ¬ y∗∗ ¬ x∗∗ w X∗∗, dla

których ‖x∗∗‖ = 1 i ‖y∗∗‖ = ε. Niech E b¦dzie podprzestrzeni¡ przestrzeni X∗∗ rozpi¦t¡

na wektorach x∗∗, y∗∗. Poniewa» krata X∗∗ jest porz¡dkowo zupeªna, wi¦c dla dowolnego

γ ∈
(
0, 1

2

)
, korzystaj¡c z twierdzenia 2.2.7 otrzymujemy podkrat¦ Z kraty X∗∗ zawieraj¡c¡

E, sko«czenie wymiarow¡ podkrat¦ Y ⊂ Z oraz dodatni¡ projekcj¦ liniow¡ P : Z → Z

tak¡, »e P (Z) = Y i ‖Pz∗∗ − z∗∗‖ ¬ γ‖z∗∗‖ dla ka»dego z∗∗ ∈ E. Ponadto, zgodnie z

twierdzeniem 2.2.6 istnieje kratowy izomor�zm T : Y → X taki, »e max{‖T‖, ‖T−1‖} < 1+γ.

Przyjmujemy x = T (Px∗∗), y = T (Py∗∗). Wtedy x, y ∈ X i 0 ¬ y ¬ x. Ponadto

‖x‖ ¬ ‖T‖‖Px∗∗‖ ¬ (1 + γ)2‖x∗∗‖ = (1 + γ)2.

Nast¦pnie

(1 + γ)‖y‖  ‖T−1y‖ = ‖Py∗∗‖  (1− γ)‖y∗∗‖ = ε(1− γ),

czyli ‖y‖  1−γ
1+γ ε. Podobnie

‖x− y‖  1− γ
1 + γ

‖x∗∗ − y∗∗‖.

St¡d i z nierówno±ci (2.7) otrzymujemy

1− γ
1 + γ

‖x∗∗ − y∗∗‖ ¬ ‖x‖
(

1− δm,X
(
‖y‖
‖x‖

))
¬ (1 + γ)2

(
1− δm,X

(
1− γ

(1 + γ)3
ε

))
,

co w granicy przy γ → 0 daje ‖x∗∗ − y∗∗‖ ¬ 1− δm,X(ε), czyli

δm,X(ε) ¬ 1− ‖x∗∗ − y∗∗‖.

Wobec dowolno±ci x∗∗, y∗∗ dostajemy ostatecznie nierówno±¢ δm,X(ε) ¬ δm,X∗∗(ε).
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Wniosek 2.2.2 ([38]). Niech X b¦dzie krat¡ Banacha X. Krata X jest jednostajnie mo-

notoniczna (porz¡dkowo jednostajnie gªadka) wtedy i tylko wtedy, gdy X∗∗ jest jednostajnie

monotoniczna (porz¡dkowo jednostajnie gªadka).

2.3 Jednostajna niekwadratowo±¢ w kratach Banacha

Je±li ‖ · ‖ jest norm¡ absolutn¡ w R2, to kula jednostkowa jest symetryczna wzgl¦dem obu

osi. Zatem przestrze« (R2, ‖ · ‖) nie jest niekwadratowa jedynie w dwóch przypadkach:

‖x1e1 + x2e2‖ = max{|x1|‖e1‖, |x2|‖e2‖}

dla dowolnych x1, x2 ∈ R albo

‖x1e1 + x2e2‖ = |x1|‖e1‖+ |x2|‖e2‖

dla dowolnych x1, x2 ∈ R, gdzie e1, e2 jest standardow¡ baz¡ R2. W [20] P. Dowling i S. Sa-

ejung wykazali, »e ten prosty fakt ma swój trójwymiarowy odpowiednik. Ich argumentacja

daje nast¦puj¡c¡ charakteryzacj¦ niekwadratowo±ci w R3.

Twierdzenie 2.3.1 ([20]). Niech X b¦dzie krat¡ R3 wyposa»on¡ w norm¦ absolutn¡ ‖ · ‖.

Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1) X jest niekwadratowa.

2) 1 < ‖x+ y‖ < 2 dla wszystkich rozª¡cznych wektorów x, y ∈ S(X).

W warunku 2) wystarczy rozwa»a¢ tylko dodatnie wektory x, y. St¡d, z (2.18) i z twier-

dzenia 2.2.4 wynika, »e warunek 2) jest równowa»ny temu, »e ε0,m(X) < 1 i α(X) < 2, co

daje nam tak¡ sam¡ sytuacj¦, jak w przypadku dwuwymiarowym.

W poni»szym przykªadzie pokazujemy, »e warunek 2) w twierdzeniu 2.3.1 nie implikuje

jednostajnej niekwadratowo±ci dla krat o wymiarze wi¦kszym ni» 3.
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Przykªad 2.3.1 ([49]). Dla x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 oznaczamy

p1(x) =
1
2

(|x1|+ |x2|),

p2(x) =
2
3

max{|x1|, |x2|}+
1
3

(|x3|+ |x4|),

p3(x) =
4
3

max
{2

3
max{|x1|, |x2|},

1
3

(|x3|+ |x4|)
}
,

p4(x) =
1
2

max{|x3|, |x4|}.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ R4 wyposa»on¡ w norm¦ absolutn¡ zde�niowan¡ wzorem

‖x‖ = max{p1(x), p2(x), p3(x), p4(x)}. (2.24)

Zauwa»my, »e je±li x ∈ B(X), to

max
{2

3
max{|x1|, |x2|},

1
3

(|x3|+ |x4|)
}
¬ 3

4
. (2.25)

Ponadto, dla wszystkich nieujemnych wektorów x = (x1, x2, x3, x4) oraz y = (y1, y2, y3, y4)

mamy

‖x+ y‖  1
2

(x1 + x2 + y1 + y2) (2.26)

oraz

‖x+ y‖  2
3

max{x1, x2, y1, y2}+
1
3

(x3 + x4 + y3 + y4). (2.27)

Udowodnimy, »e je±li x, y ∈ S(X) s¡ nieujemne i rozª¡czne, to

1 +
1
14
¬ ‖x+ y‖ ¬ 2− 2

9
. (2.28)

W celu udowodnienia lewej nierówno±ci rozwa»my wszystkie mo»liwe przypadki, w któ-

rych ‖x‖ i ‖y‖ s¡ dane za pomoc¡ jednego z czterech wyra»e« we wzorze (2.24). Z faktu,

»e x oraz y s¡ rozª¡czne, wynika, »e pewne przypadki nie s¡ mo»liwe. Rzeczywi±cie, gdyby

‖x‖ = p1(x) i ‖y‖ = p1(y), wówczas jedna z dwóch pocz¡tkowych wspóªrz¦dnych wektorów

x, y byªaby równa 2, co jest sprzeczne z (2.25). Podobnie, nie jest mo»liwe, aby jedna z norm

‖x‖ i ‖y‖ byªa dana za pomoc¡ funkcji p1, za± druga za pomoc¡ p2. W konsekwencji wystar-

czy rozwa»a¢ jedynie poni»sze przypadki.
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Przypadek I. Niech ‖x‖ = p2(x) i ‖y‖ = p2(y). Wtedy 1 = ‖x‖ = 2
3 max{x1, x2}+ 1

3(x3 +x4)

i z (2.25) dostajemy 1
3(x3 + x4)  1

4 . St¡d wzór (2.27) implikuje ‖x+ y‖  5
4 .

Przypadek II. Norma ‖x‖ lub ‖y‖ osi¡gni¦te s¡ dla funkcji p4. Zaªó»my, »e 1 = ‖y‖ =
1
2 max{y3, y4}. Wtedy z (2.27) dostajemy

‖x+ y‖  2
3

max{x1, x2}+
1
3

(x3 + x4) +
2
3
.

Je±li 1 = ‖x‖ = 2
3 max{x1, x2} + 1

3(x3 + x4), to ‖x + y‖  5
3 . Je±li ‖x‖ osi¡gni¦ta jest dla p3

lub p4, to max{x1, x2}  1 lub x3 + x4  2, wi¦c ‖x+ y‖  4
3 .

Przypadek III. Jedna z norm ‖x‖ i ‖y‖ jest dana za pomoc¡ p3, a druga nie jest dana za

pomoc¡ p4. Zaªó»my, »e ‖x‖ = p3(x). Je±li 1
3(x3 + x4) = 3

4 , to podobnie jak w przypadku II,

otrzymujemy ‖x+ y‖  17
12 .

Zaªó»my teraz, »e 2
3 max{x1, x2} = 3

4 . Je±li ‖y‖ = p1(y), to 1
2(y1 + y2) = 1, wi¦c z (2.26)

otrzymujemy ‖x+ y‖  25
16 . Nierówno±¢ (2.26) daje nam ponadto

‖x+ y‖  9
16

+
1
2
m, (2.29)

gdzie m = max{y1, y2}. Zaªó»my, »e ‖y‖ = p2(y). Wtedy 1 = ‖y‖ = 2
3m + 1

3(y3 + y4) lub

1 = ‖y‖ = 4
3 max{2

3m,
1
3(y3 + y4)}. W pierwszym przypadku z (2.27) otrzymujemy

‖x+ y‖  7
4
− 2

3
m,

co razem z (2.29) implikuje, »e ‖x+ y‖  15
14 .

Je±li 1 = ‖y‖ = 4
3 max{2

3m,
1
3(y3 + y4)}, to albo m = 9

8 i (2.29) implikuje, »e ‖x+ y‖  9
8 ,

albo y3 + y4 = 9
4 . W ostatnim przypadku z (2.27) wynika, »e ‖x+ y‖  3

2 .

W celu udowodnienia prawej nierówno±ci w (2.28) poªó»my z = x+ y. Mamy zi = xi dla

i ∈ suppx oraz zi = yi dla i ∈ supp y. Z (2.25) otrzymujemy zi ¬ 9
8 dla i = 1, 2. Ponadto,

zi ¬ 2 dla i = 3, 4. Rozwa»ymy wszystkie przypadki, w których norma ‖z‖ jest dana przez

jedn¡ z czterech funkcji w de�nicji (2.24). Je±li ‖z‖ = p1(z), to ‖z‖ ¬ 9
8 .

Zaªó»my, »e ‖z‖ = p2(z). Mo»emy przyj¡¢, »e max{z1, z2} = max{x1, x2}. Je±li z3 = x3, to

‖z‖ ¬ ‖x‖+ 1
3z4 ¬ 5

3 . To samo oszacowanie ma miejsce w przypadku, gdy z4 = x4. Zaªó»my

teraz, »e zi = yi dla i = 3, 4. Wtedy

‖z‖ ¬ 2
3

max{x1, x2}+
1
3

(y3 + y4) ¬ 3
2
.

46



Je±li ‖z‖ = 8
9 max{z1, z2}, to ‖z‖ ¬ 1, a je±li ‖z‖ = 4

9(y3 + y4), to ‖z‖ ¬ 16
9 . W ko«cu,

je±li ‖z‖ = p4(z), to ‖z‖ ¬ 1.

Oszacowania (2.28) pokazuj¡, »e przestrze« X speªnia warunek 2) z twierdzenia 2.3.1.

Ale przyjmuj¡c x = (1, 1, 1, 0) i y = (1,−1, 0, 1), stwierdzamy, »e ‖x‖ = 1 = ‖y‖ oraz

‖x+ y‖ = 2 = ‖x− y‖, wi¦c przestrze« X nie jest niekwadratowa.

47



Rozdziaª 3

Geometryczne wªasno±ci sum prostych

przestrzeni Banacha

3.1 Konstrukcja i podstawowe wªasno±ci sumy prostej

Niech I b¦dzie niepustym zbiorem indeksów, a Map(I,R) przestrzeni¡ wszystkich funkcji z I

do R ze standardowymi operacjami i porz¡dkiem. Dla zbioru A ⊂ I, symbolem 1A oznaczamy

funkcj¦ charakterystyczn¡ zbioru A. Ponadto, niech Ac = I \ A.

W ogólnej konstrukcji sumy prostej przestrzeni Banacha korzystamy z przestrzeni E,

które nazywa¢ b¦dziemy przestrzeniami bazowymi.

De�nicja 3.1.1. Przestrzeni¡ bazow¡ nazywamy rzeczywist¡ przestrze« Banacha E, która

jest liniow¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni Map(I,R) i speªnia nast¦puj¡ce zaªo»enie monoto-

niczno±ci : je±li f ∈ E, g ∈ Map(I,R) i |g| ¬ |f |, to g ∈ E oraz ‖g‖E ¬ ‖f‖E.

Powy»szy warunek implikuje w szczególno±ci, »e je±li istnieje funkcja f ∈ E taka, »e

f(i0) 6= 0 dla danego i0 ∈ I, to 1{i0} ∈ E. W konsekwencji bez zmniejszenia ogólno±ci

b¦dziemy zakªada¢, »e wszystkie funkcje f ∈ Map(I,R) o sko«czonych no±nikach supp f

nale»¡ do E. Ponadto, zakªadamy, »e ‖1{i}‖E = 1 dla ka»dego i ∈ I.

Przestrze« bazowa E jest krat¡ Banacha. Przez E0 oznaczamy domkni¦cie liniowej pod-

przestrzeni rozpi¦tej przez wszystkie funkcje 1{i}, gdzie i ∈ I. Zauwa»my, »e je±li E = E0,

to dla ka»dego x ∈ E i dla ka»dego γ > 0 istnieje sko«czony zbiór A ⊂ suppx taki, »e
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‖x− 1Ax‖E ¬ γ.

De�nicja 3.1.2. Niech E b¦dzie przestrzeni¡ bazow¡ nad zbiorem indeksów I. Niech ponadto

{Xi}i∈I b¦dzie rodzin¡ przestrzeni Banacha. Sum¦ prost¡ Y = (
∑
i∈I Xi)E de�niujemy jako

przestrze« wszystkich funkcji

x = {x(i)}i∈I ∈
∏
i∈I
Xi,

gdzie x(i) ∈ Xi dla ka»dego i ∈ I tak, »e bxe ∈ E, gdzie bxe(i) = ‖x(i)‖ dla i ∈ I (patrz [15,

str. 5]). Przestrze« Y wyposa»amy w norm¦ dan¡ wzorem

‖x‖ = ‖bxe‖E.

Tak skonstruowana przestrze« (Y, ‖ · ‖) jest przestrzeni¡ Banacha.

W dowodach niektórych wyników z dalszej cz¦±ci pracy b¦dzie u»yteczna nast¦puj¡ca

uwaga.

Uwaga 3.1.1. Niech Y = (
∑
i∈I Xi)E b¦dzie sum¡ prost¡, a I0 ⊂ I b¦dzie zbiorem sko«czo-

nym. Zaªó»my, »e dla ci¡gu (xn) w Y dla ka»dego i ∈ I0 istnieje granica

ξ(i) = lim
n→∞

‖xn(i)‖.

Wtedy

lim
n→∞

∣∣∣‖xn‖ − ‖1I0ξ + 1I\I0bxne‖
∣∣∣ = 0.

St¡d, je±li istnieje granica limn→∞ ‖xn‖, to

lim
n→∞

‖xn‖ = lim
n→∞

‖1I0ξ + 1I\I0bxne‖.

Poni»ej przedstawiamy przykªady przestrzeni bazowych E, które wyst¦puj¡ w konstruk-

cjach standardowych sum prostych.

Przykªad 3.1.1.

1. W konstrukcji sko«czonej sumy prostej wyst¦puje przestrze« E = Rn z norm¡ absolut-

n¡.
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2. Kolejnym przykªadem przestrzeni bazowej E jest przestrze« z bezwarunkow¡ baz¡,

której bezwarunkowa staªa jest równa 1. W standardowym przypadku I = N, a wektor

x ∈ E identy�kujemy z ci¡giem jego wspóªrz¦dnych. W ogólnym przypadku funkcje

1{i} tworz¡ uogólnion¡ (niekoniecznie przeliczaln¡) bezwarunkow¡ baz¦ przestrzeni E0

z bezwarunkow¡ staª¡ równ¡ 1.

3. Dla niesko«czonego zbioru I i 1 ¬ p <∞, E = lp(I) jest przestrzeni¡ bazow¡. W tym

przypadku E = E0. Dla I = N ta przestrze« bazowa daje standardow¡ przeliczaln¡

lp-sum¦ prost¡.

4. Dla niesko«czonego zbioru I przestrzeni¡ bazow¡ jest tak»e przestrze« E = l∞(I)

wszystkich ograniczonych funkcji f : I → R z norm¡ ‖f‖ = supi∈I |f(i)|. Wówczas

E0 = c0(I).

Twierdzenie 3.1.1 ([49]). Je±li przestrze« bazowa E speªnia dolne p-oszacowanie dla pew-

nego p ∈ (1,∞), to E = E0.

Dowód. Niech x ∈ E posiada niesko«czony no±nik. Z dolnego p-oszacowania wynika, »e dla

ka»dego α > 0 zbiór Aα = {i ∈ I : |x(i)|  α} jest co najwy»ej sko«czony. Rzeczywi±cie,

je±li zaªo»ymy, »e tak nie jest, wówczas mo»emy znale¹¢ α > 0 takie, »e dla ka»dego n ∈ N

istnieje n-elementowy zbiór A ⊂ Aα. Wówczas

‖x‖ 
∥∥∥∥∥∑
i∈A

x(i)1{i}

∥∥∥∥∥  αM

(∑
i∈A
‖1{i}‖p

) 1
p

 αMn
1
p ,

co jest sprzeczno±ci¡. Dlatego te» zbiór suppx jest przeliczalny i mamy suppx = {in}.

Nast¦pnie zauwa»my, »e szereg
∑
n∈N x(in)1{in} jest zbie»ny. Rzeczywi±cie, zakªadaj¡c, »e

szereg nie jest zbie»ny, otrzymujemy ε > 0 i ci¡g (An) parami rozª¡cznych sko«czonych

podzbiorów zbioru suppx taki, »e ‖x1An‖  ε dla ka»dego n ∈ N. Korzystaj¡c z dolnego

p-oszacowania, podobnie jak w pierwszej cz¦±ci dowodu, dochodzimy do sprzeczno±ci. Oczy-

wi±cie, x =
∑
n∈N x(in)1{in}, co daje nam konkluzj¦, »e E = E0.

Twierdzenie 3.1.2 ([6]). Niech X b¦dzie krat¡ Banacha. Je±li ε0,m(X) < 1, to X speªnia

dolne q-oszacowanie dla pewnego q ∈ (1,∞).

W konsekwencji otrzymujemy nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 3.1.1. Je±li przestrze« bazowa E jest jednostajnie monotoniczna, to E = E0.
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3.2 Jednostajna wypukªo±¢ dla sum prostych

W [21] podano relacj¦ mi¦dzy charakterystyk¡ wypukªo±ci przestrzeni Banacha X, a charak-

terystyk¡ wypukªo±ci przestrzeni funkcyjnej Lebesgue'a�Bochnera Lp(X). W tym rozdziale

prezentujemy oszacowanie moduªu wypukªo±ci dla sumy prostej przestrzeni Banacha. Wy-

nik ten daje nam ponadto oszacowanie charakterystyki wypukªo±ci sumy prostej przestrzeni

Banacha. W naszym dowodzie korzystamy z pewnych pomysªów z dowodu twierdzenia 9 w

[21].

Twierdzenie 3.2.1 ([52]). Niech E b¦dzie przestrzeni¡ bazow¡ nad zbiorem I oraz {Xi}i∈I
b¦dzie rodzin¡ przestrzeni Banacha. Oznaczmy Y = (

∑
i∈I Xi)E i δ = infi∈I δXi, gdzie δXi jest

moduªem wypukªo±ci przestrzeni Xi. Wtedy

δY (ε)  sup
ξ+γ<ε

min
{
δE(ξ), δE

(
δ(γ)

ε− ξ − γ
2

)
− ξ

2

}
, (3.1)

gdzie δY i δE s¡ moduªami wypukªo±ci przestrzeni Y i E.

Dowód. Niech ε ∈ (0, 2] oraz niech ξ, γ > 0 b¦d¡ takie, »e ξ + γ < ε. Wystarczy pokaza¢, »e

1− 1
2
‖x+ y‖Y  min

{
δE(ξ), δE

(
δ(γ)

ε− ξ − γ
2

)
− ξ

2

}
(3.2)

dla dowolnych x, y ∈ Y speªniaj¡cych warunki ‖x‖Y = ‖y‖Y = 1 oraz ‖x − y‖Y  ε. Niech

x = {x(i)} i y = {y(i)} b¦d¡ dwoma elementami sumy prostej Y takimi, »e x(i), y(i) ∈ Xi

dla wszystkich i ∈ I.

Oszacowanie (3.2) jest oczywiste w przypadku, gdy ‖x+ y‖Y ¬ 2(1− δE(ξ)). Zaªó»my, »e

‖x+ y‖Y > 2(1− δE(ξ)). Wtedy

2(1− δE(ξ)) < ‖x+ y‖Y ¬ ‖bxe+ bye‖E,

co prowadzi do nierówno±ci

‖bxe − bye‖E < ξ.

Dla dowolnego i ∈ I poªó»my

z(i) =


‖x(i)‖Xi
‖y(i)‖Xi

y(i), je±li y(i) 6= 0

x(i), je±li y(i) = 0
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oraz z = {z(i)}. Mamy

‖z(i)‖Xi = ‖x(i)‖Xi (3.3)

oraz

‖y(i)− z(i)‖Xi = |‖y(i)‖Xi − ‖x(i)‖Xi |

dla ka»dego i ∈ I. St¡d

‖y − z‖Y = ‖bye − bxe‖E < ξ (3.4)

i w konsekwencji

‖x− z‖Y  ‖x− y‖Y − ‖z − y‖Y > ε− ξ. (3.5)

Rozwa»my teraz zbiór A = {i ∈ I : ‖x(i)− z(i)‖Xi  γ‖x(i)‖Xi} i wektory

u := bxe − δ(γ)bxe1A oraz v := bxe

w przestrzeni E. Oczywi±cie 0 ¬ u ¬ v, ‖u‖E ¬ 1 oraz ‖v‖E = 1. Ponadto ‖x(i) + z(i)‖Xi ¬

2(1− δ(γ))‖x(i)‖Xi dla wszystkich i ∈ A. Korzystaj¡c z powy»szego oszacowania oraz z (3.3)

dostajemy

‖x+ z‖Y ¬ ‖2(bxe − δ(γ)bxe1A)‖E = ‖2u‖E ¬ ‖u+ v‖E.

W konsekwencji

1
2
‖x+ z‖Y ¬

1
2
‖u+ v‖E ¬ 1− δE(‖u− v‖E) = 1− δE(δ(γ)‖bxe1A‖E). (3.6)

Nast¦pnie, korzystaj¡c z (3.3) i (3.5) dostajemy

ε− ξ < ‖x− z‖Y = ‖(x− z)1A + (x− z)1Ac‖Y

¬ ‖(bxe+ bze)1A‖E + γ‖bxe1Ac‖E

¬ 2‖bxe1A‖E + γ‖x‖Y ¬ 2‖bxe1A‖E + γ

i st¡d

‖bxe1A‖E 
ε− ξ − γ

2
.

Wobec (3.6) dostajemy

1
2
‖x+ z‖Y ¬

1
2
‖u+ v‖E ¬ 1− δE

(
δ(γ)

ε− ξ − γ
2

)
. (3.7)
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Ostatecznie, z nierówno±ci (3.4) i (3.7) otrzymujemy

‖x+ y‖Y ¬ ‖x+ z‖Y + ‖y − z‖Y ¬ 2
(

1− δE
(
δ(γ)

ε− ξ − γ
2

))
+ ξ,

co równie» daje nam oszacowanie (3.2).

Z powy»szego twierdzenia wyprowadzimy wniosek, który podaje bardziej konkretne osza-

cowanie dla moduªu wypukªo±ci sumy prostej.

Wniosek 3.2.1 ([52]). Przy oznaczeniach i zaªo»eniach twierdzenia 3.2.1 mamy

δY (ε)  δ2
E

(
δ
(
ε

2

)
ε

6

)
(3.8)

dla ka»dego ε ∈ [0, 2]. W konsekwencji, je±li E jest jednostajnie wypukªa i δ(ε) > 0 dla

ka»dego ε > 0, to suma prosta Y jest jednostajnie wypukªa.

Dowód. Dla danego ε ∈ [0, 2] przyjmijmy γ = ε
2 i ξ = δE

(
δ
(
ε
2

)
ε
6

)
. Wówczas ξ ¬ ε

6 , wi¦c

δE

(
δ(γ)

ε− ξ − γ
2

)
− ξ

2
 δE

(
δ
(
ε

2

)
ε

6

)
− ξ

2
=
ξ

2
 δE(ξ).

Wobec (3.1) dostajemy oszacowanie (3.8).

Wniosek 3.2.2 ([52]). Przy oznaczeniach i zaªo»eniach twierdzenia 3.2.1, je±li E jest jedno-

stajnie wypukªa, to

ε0(Y ) ¬ ε0, (3.9)

gdzie ε0 = sup{ε ∈ [0, 2] : δ(ε) = 0}.

Dowód. Zaªó»my, »e δY (ε) = 0, gdzie ε ∈ (0, 2]. We¹my γ ∈ (0, ε) oraz ξ > 0 takie, »e

ε− ξ − γ > 0. Z (3.1) otrzymujemy

δE

(
δ(γ)

ε− ξ − γ
2

)
¬ ξ

2
.

Przechodz¡c do granicy z ξ → 0+ dostajemy

δE

(
δ(γ)

ε− γ
2

)
= 0

i w konsekwencji δ(γ) = 0. Poniewa» γ < ε mo»na wzi¡¢ dowolnie bliskie ε, wi¦c otrzymujemy

oszacowanie (3.9).
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W [29] Guirao i Hájek pokazali, »e dla danej funkcji f : [0, 2]→ [0, 1], speªniaj¡cej pewne

szczególne warunki, mo»liwe jest skonstruowanie przestrzeni, której moduª wypukªo±ci jest

równowa»ny funkcji f . Poni»szy przykªad pokazuje, »e dla danych α ∈ (0, 2) i β ∈ [1− α
2 , 1],

mo»na skonstruowa¢ przestrze« Y , dla której ε0(Y ) = α oraz δY (2) = β. Ograniczenie β 

1− α
2 wynika z warunku (1.2). W naszej konstrukcji korzystamy z sum prostych.

Przykªad 3.2.1. Niech b¦d¡ dane α ∈ (0, 2) oraz β ∈
(
1− α

2 , 1
]
. Skonstruujemy przestrze«

Y , dla której ε0(Y ) = α oraz δY (2) = β.

W tym celu wprowadzamy nast¦puj¡ce oznaczenia. Dla danego p ∈ [1,∞), symbolem

‖ · ‖p oznaczmy norm¦ lp w przestrzeni R2, tj.

‖x‖p = (|x1|p + |x2|p)
1
p ,

gdzie x = (x1, x2) ∈ R2. Nast¦pnie, poªó»my

‖x‖∞ = max{|x1|, |x2|}.

Ponadto, niech Yc b¦dzie przestrzeni¡ R2 z norm¡

‖x‖ = max
{1
c
‖x‖2, ‖x‖∞

}
.

Moduª wypukªo±ci δ(c) przestrzeni Yc jest równy

δ(c)(ε) =


0, je±li 0 ¬ ε ¬ 2

√
c2 − 1,

1
2

(
1−

√
c2 − ε2

4

)
, je±li 2

√
c2 − 1 < ε ¬ 2.

(3.10)

(patrz przykªad 1.1.2).

Dla danych α ∈ (0, 2) oraz β ∈
[
1− α

2 , 1
]
, niech 0 < r ¬ c b¦d¡ takie, »e α = 2

√
c2 − 1

oraz β = 1−
√
r2 − 1. Nast¦pnie, dla p ∈ [1,∞], niech Xp b¦dzie przestrzeni¡ R2 z norm¡

|||x|||p = max
{1
c
‖x‖2, ‖x‖p

}
.

Zauwa»my, »e przestrze« Xp jest ±ci±le wypukªa dla wszystkich p ∈ (1,∞) oraz X∞ pokrywa

si¦ z Yc, wi¦c δX∞ = δ(c).

Poªó»my

Z1 =

 ∞∑
p=3

Xp


l2
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oraz

Z = (Yr ⊕ Z1)l2 .

Dla p ∈ [3,∞) nierówno±ci

|||x|||∞ ¬ |||x|||p ¬ 2
1
p |||x|||∞

s¡ speªnione dla ka»dego x ∈ R2. W konsekwencji |||x|||∞ = limp→∞ |||x|||p. Nast¦pnie,

δXp(ε)  1− 2
1
p

(
1− δX∞

(
ε

2
1
p

))
oraz δX∞(ε)  1− 2

1
p

(
1− δXp

(
ε

2
1
p

))

(patrz [28], dowód twierdzenia 6.2).

Z powy»szych nierówno±ci dostajemy

δ
(
ε

2
1
k

)
¬ δ(c)(ε) ¬ δ(ε) (3.11)

dla ka»dego k  3, gdzie δ(t) = lim infp→∞ δXp(t) lub δ(t) = lim supp→∞ δXp(t).

Ponadto,

δXp(ε1)− δXp(ε2) ¬ 1
2− d

(ε1 − ε2)

dla wszystkich 0 ¬ ε2 < ε1 ¬ d < 2, co implikuje, »e

δ(ε1)− δ(ε2) ¬ 1
2− d

(ε1 − ε2).

St¡d δ jest funkcj¡ ci¡gª¡ i przechodz¡c do granicy z k →∞ we wzorze (3.11), otrzymujemy

δ(ε) = lim
p→∞

δXp(ε) = δX∞(ε) = δ(c)(ε).

Mamy

ε0(Z1) = sup{ε ∈ [0, 2] : δ̂(ε) = 0},

gdzie δ̂(ε) = infp3 δXp(ε). Nierówno±¢ δXp(ε) > 0 jest speªniona dla ka»dego ε > 0, co wraz z

faktem, »e istnieje granica δ(ε) = limp→∞ δXp(ε) implikuje, »e równo±¢ δ̂(ε) = 0 jest speªniona

wtedy i tylko wtedy, δ(c)(ε) = δ(ε) = 0. St¡d

ε0(Z1) = sup{ε ∈ [0, 2] : δ(c)(ε) = 0} = 2
√
c2 − 1 = α.

Nast¦pnie

ε0(Z) = sup{ε ∈ [0, 2] : δ(ε) = 0},
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gdzie

δ(ε) = min
{
δ(r)(ε), δ̂(ε)

}
.

St¡d

ε0(Z) = max{ε0(Yr), ε0(Z1)} = max
{

2
√
r2 − 1, α

}
= α.

Aby pokaza¢, »e δZ(2) = β, we¹my wektory x = (x0, x1) oraz y = (y0, y1) z przestrzeni Z,

gdzie x0, y0 ∈ Yr, x1, y1 ∈ Z1 takie, »e ‖x‖Z = ‖y‖Z = 1 oraz ‖x− y‖Z = 2. Wówczas

2 = ‖x− y‖Z =
(
‖x0 − y0‖2

Yr + ‖x1 − y1‖2
Z1

) 1
2

¬
(
(‖x0‖Yr + ‖y0‖Yr)2 + (‖x1‖Z1 + ‖y1‖Z1)2

) 1
2

¬ ‖x‖Z + ‖y‖Z = 2,

wi¦c w powy»szych nierówno±ciach zachodz¡ równo±ci. Wobec ±cisªej wypukªo±ci przestrzeni

euklidesowej oraz przestrzeni Z1 (patrz [8, str. 185]), dostajemy równo±ci ‖x0‖Yr = ‖y0‖Yr ,

‖x1‖Z1 = ‖y1‖Z1 oraz x1 = −y1. St¡d ‖x0−y0‖Yr = 2‖x0‖Yr , ‖x1 +y1‖Z1 = 0 i w konsekwencji

1
2
‖x+ y‖Z =

1
2
‖x0 + y0‖Yr ¬ ‖x0‖Yr(1− δYr(2)) ¬ 1− δYr(2).

To pokazuje, »e

δZ(2)  δYr(2) = δ(r)(2) = β.

Nierówno±¢ przeciwna jest oczywista, wi¦c ostatecznie otrzymujemy δZ(2) = β.

3.3 Wªasno±ci Opiala dla sum prostych

Przestrze« R w sposób trywialny ma wªasno±¢ Opiala i w poni»szych przykªadach traktujemy

przestrzenie ci¡gów jako sumy proste kopii przestrzeni R.

Przykªad 3.3.1.

1. Rozwa»my Y = E = l∞. Wówczas E0 = c0 6= E i ªatwo zauwa»y¢, »e Y = l∞ nie ma

sªabej wªasno±ci Opiala.

2. Niech Y = E = c0. Wówczas E0 = E, ale δm,E(ε) = 0 dla ka»dego ε ∈ [0, 1]. Przestrze«

Y = c0 nie ma wªasno±ci Opiala.
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Przykªady te pokazuj¡, »e aby suma prosta miaªa sªab¡ wªasno±¢ Opiala lub wªasno±¢

Opiala konieczne s¡ dodatkowe zaªo»enia o przestrzeni bazowej E.

Twierdzenie 3.3.1 ([50]). Niech E b¦dzie przestrzeni¡ bazow¡ nad I tak¡, »e E0 = Ei niech

{Xi}i∈I b¦dzie rodzin¡ przestrzeni Banacha. Oznaczmy

Y =
(∑
i∈I

Xi

)
E

.

1) Je±li wszystkie przestrzenie Xi maj¡ sªaba wªasno±¢ Opiala, to Y ma sªab¡ wªasno±¢

Opiala.

2) Je±li krata E jest jednostajnie monotoniczna oraz wszystkie przestrzenie Xi maj¡ wªa-

sno±¢ Opiala, to Y ma wªasno±¢ Opiala.

Dowód. Niech (xn) b¦dzie ci¡giem sªabo zbie»nym do zera w Y oraz niech x ∈ Y . Z równo±ci

E = E0 dostajemy, »e dla ka»dego γ > 0 istnieje sko«czony zbiór I0 ⊂ suppx taki, »e

‖x− 1I0x‖ ¬ γ.

Przechodz¡c do podci¡gów mo»emy zaªo»y¢, »e dla ka»dego i ∈ I0 istniej¡ nast¦puj¡ce gra-

nice:

lim
n→∞

‖xn‖, lim
n→∞

‖xn − x‖,

oraz

ξ(i) = lim
n→∞

‖xn(i)‖, ζ(i) = lim
n→∞

‖xn(i)− x(i)‖.

Z zaªo»enia, »e wszystkie przestrzenie Xi maj¡ sªab¡ wªasno±¢ Opiala wynika, »e nierówno±¢

ξ(i) ¬ ζ(i) zachodzi dla ka»dego i ∈ I0. W konsekwencji nierówno±¢

un = 1I0ξ + 1I\I0bxne ¬ vn = 1I0ζ + 1I\I0bxne

jest speªniona w E. Korzystaj¡c z uwagi 3.1.1 dostajemy

lim
n→∞

‖xn‖ = lim
n→∞

‖un‖E ¬ lim sup
n→∞

‖vn‖E

= lim sup
n→∞

‖xn − 1I0x‖

¬ lim
n→∞

‖xn − x‖+ ‖x− 1I0x‖

¬ lim
n→∞

‖xn − x‖+ γ.
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Przechodz¡c do granicy z γ → 0, otrzymujemy konkluzj¦ cz¦±ci 1) twierdzenia.

W celu udowodnienia cz¦±ci 2) zaªó»my, »e krata E jest jednostajnie monotoniczna oraz,

»e wszystkie przestrzenieXi maj¡ wªasno±¢ Opiala. Niech (xn) b¦dzie ci¡giem sªabo zbie»nym

do zera w Y oraz niech x ∈ Y \ {0}. Poªó»my M = ‖x‖ + 2 supn∈N ‖xn‖ i ustalmy indeks

i0 ∈ suppx. Wtedy x(i0) 6= 0. Dla ka»dego γ > 0 istnieje sko«czony zbiór J0 ⊂ suppx taki,

»e ‖x− 1J0x‖ ¬ γ. Oczywi±cie, mamy równie» ‖x− 1I0x‖ ¬ γ, gdzie I0 = J0 ∪ {i0}.

W dalszej cz¦±ci dowodu skorzystamy z oznacze« i zaªo»e« wprowadzonych w pierwszej

cz¦±ci dowodu. Z faktu, »e (xn(i)) jest ci¡giem sªabo zbie»nym do zera w Xi dostajemy, »e

nierówno±¢ ζ(i)  ‖x(i)‖ zachodzi dla ka»dego i ∈ I0 i st¡d

‖vn‖E  ‖1I0ζ‖E  ‖1I0x‖  ‖x(i0)‖ > 0.

Z drugiej strony

‖vn‖E ¬ ‖1I0ζ‖E + sup
n∈N
‖1I\I0xn‖ ¬M.

Korzystaj¡c z (2.8) otrzymujemy

‖un‖E ¬ ‖vn‖E − δm,E
(
‖vn − un‖E
‖vn‖E

)
‖vn‖E

¬ ‖vn‖E − δm,E
(
‖1I0(ζ − ξ)‖E

M

)
‖x(i0)‖ ¬ ‖vn‖E − c,

gdzie c = δm,E
(
ζ(i0)−ξ(i0)

M

)
‖x(i0)‖. Zauwa»my, »e z zaªo»enia X{i0} ma wªasno±¢ Opiala, wi¦c

ζ(i0) > ξ(i0), i w konsekwencji c > 0. Korzystaj¡c z uwagi 3.1.1 otrzymujemy

lim
n→∞

‖xn‖ = lim
n→∞

‖un‖E ¬ lim sup
n→∞

‖vn‖E − c

¬ lim
n→∞

‖xn − x‖+ ‖x− 1I0x‖ − c

¬ lim
n→∞

‖xn − x‖+ γ − c.

Ostatecznie, przechodz¡c do granicy z γ → 0, dostajemy

lim
n→∞

‖xn‖ ¬ lim
n→∞

‖xn − x‖ − c < lim
n→∞

‖xn − x‖,

co daje nam konkluzj¦ cz¦±ci 2).

Zajmiemy si¦ teraz problemem, jakie zaªo»enia gwarantuj¡ jednostajn¡ wªasno±¢ Opiala

dla sum prostych.
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Przykªad 3.3.2. Niech Y = (R ⊕ l2)E, gdzie E jest przestrzeni¡ R2 z norm¡ maksimum.

Przestrzenie R, l2 oraz E maj¡ jednostajn¡ wªasno±¢ Opiala, ale rozwa»aj¡c wektory x =

(1, 0) i xn = (0, en), gdzie (en) jest standardow¡ baz¡ przestrzeni l2, widzimy, »e przestrze«

Y nie ma jednostajnej wªasno±ci Opiala.

Powy»szy przykªad pokazuje, »e w celu uzyskania jednostajnej wªasno±ci Opiala dla sumy

prostej niezb¦dne jest naªo»enie silniejszego zaªo»enia na przestrze« E. B¦dziemy zakªada¢,

»e E jednostajnie monotoniczna, a kolejne twierdzenie pokazuje, »e wªasno±¢ jednostajnej

monotoniczno±ci jest silniejsza ni» jednostajna wªasno±¢ Opiala. Dowód tego twierdzenia

pomijamy, poniewa» jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3.4.1.

Twierdzenie 3.3.2 ([49]). Niech E b¦dzie przestrzeni¡ bazow¡ nad I tak¡, »e E0 = E.

Wtedy nierówno±¢ σE(ε) ¬ rE(ε) zachodzi dla ka»dego ε  0. W konsekwencji je±li E jest

jednostajnie monotoniczna, to ma jednostajn¡ wªasno±¢ Opiala.

W dowodzie naszego wyniku dotycz¡cego jednostajnej wªasno±ci Opiala dla sum prostych

skorzystamy z poni»szego lematu, który jest niewielk¡ mody�kacj¡ lematu 3 z [39].

Lemat 3.3.1. Niech E b¦dzie przestrzeni¡ bazow¡ nad I. Niech h : [0, 1] → R b¦dzie nie-

ujemn¡ ograniczon¡ funkcj¡ zeruj¡c¡ si¦ tylko w 0. Je±li f ∈ B(E) i g : I → [0, 1] s¡ takie,

»e ‖gf‖  ε, to (h ◦ g)f ∈ E oraz ‖(h ◦ g)f‖  ε
2h
(
ε
2

)
.

Nast¦pne twierdzenie dotyczy jednostajnej wªasno±ci Opiala dla sumy prostej, ale podaje

tak»e oszacowanie moduªu sY (patrz de�nicja 1.3.5) dla sumy prostej Y .

Twierdzenie 3.3.3 ([49]). Niech E b¦dzie przestrzeni¡ bazow¡ nad I oraz niech {Xi}i∈I
b¦dzie rodzin¡ przestrzeni Banacha. Oznaczamy Y = (

∑
i∈I Xi)E. Je±li E jest jednostajnie

monotoniczna oraz s(c) = infi∈I sXi(c) > 0 dla ka»dego c ∈ (0, 1], to

sY (c)  δm,E

(
c

2
s
(
c

2

))
> 0

dla ka»dego c ∈ (0, 1]. W konsekwencji przestrze« Y ma jednostajn¡ wªasno±¢ Opiala.

Dowód. Rozwa»my ci¡g (yn) w Y sªabo zbie»ny do y ∈ Y , dla którego lim infn→∞ ‖yn‖ ¬ 1

i ‖y‖  c > 0. Z wniosku 3.1.1 wynika, »e E0 = E, wi¦c dla dowolnego ε ∈ (0, c) istnieje
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sko«czony zbiór I0 ⊂ supp y taki, »e ‖y− y1I0‖ ¬ ε. Mo»emy zaªo»y¢, »e istniej¡ nast¦puj¡ce

granice:

f(i) = lim
n→∞

‖yn(i)‖ oraz d(i) = lim
n→∞

‖yn(i)− y(i)‖

dla ka»dego i ∈ I0.

Zauwa»my, »e (yn(i)) jest sªabo zbie»ny do y(i) w Xi, wi¦c f(i)  ‖y(i)‖. St¡d g(i) =
‖y(i)‖
f(i) ∈ (0, 1] dla i ∈ I0. Ponadto przyjmujemy f(i) = d(i) = g(i) = 0 dla i ∈ I \ I0. Mamy

d(i) = f(i) lim
n→∞

∥∥∥∥∥yn(i)
f(i)

− y(i)
f(i)

∥∥∥∥∥ ¬ f(i)(1− sXi(g(i))) ¬ f(i)− s(g(i))f(i)

dla ka»dego i ∈ I0. Niech hn = f1I0 + byne1I\I0 . Korzystaj¡c z powy»szej nierówno±ci otrzy-

mujemy

lim inf
n→∞

‖yn − y‖ ¬ lim inf
n→∞

‖(yn − y)1I0 + yn1I\I0‖+ ε

= lim inf
n→∞

‖d1I0 + byne1I\I0‖E + ε

¬ lim inf
n→∞

‖hn − (s ◦ g)f1I0‖E + ε.

Oczywi±cie

lim inf
n→∞

‖hn‖E = lim inf
n→∞

‖yn‖ ¬ 1

i 0 ¬ (s ◦ g)f1I0 ¬ hn w kracie E. Ponadto, ‖gf‖E = ‖y1I0‖  c − ε, wi¦c korzystaj¡c z

lematu 3.3.1 dla h = s dostajemy

‖(s ◦ g)f1I0‖E = ‖(s ◦ g)f‖E  ηε,

gdzie ηε = c−ε
2 s

(
c−ε

2

)
.

Wybierzmy podci¡g (hnk) speªniaj¡cy warunek ‖hnk‖E ¬ 1 + ε dla ka»dego k ∈ N. Z

de�nicji moduªu monotoniczno±ci δm,E mamy

‖hnk − (s ◦ g)f1I0‖E ¬ (1 + ε)
(

1− δm,E
(

ηε
(1 + ε)

))
.

W konsekwencji

lim inf
n→∞

‖yn − y‖ ¬ lim inf
k→∞

‖hnk − (s ◦ g)f1I0‖E + ε ¬ (1 + ε)
(

1− δm,E
(

ηε
(1 + ε)

))
+ ε.
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Moduª δm,E jest ci¡gªy w przedziale [0, 1) i z twierdzenia 1.3.3 wynika, »e równie» funkcja s

jest ci¡gªa w przedziale [0, 1). St¡d mo»emy przej±¢ do granicy z ε→ 0 dostaj¡c

lim inf
n→∞

‖yn − y‖ ¬ 1− δm,E
(
c

2
s
(
c

2

))
,

co ko«czy dowód naszego twierdzenia.

3.4 Wspóªczynnik Garcíi-Falseta dla sum prostych

Przypomnijmy, »e wspóªczynnik Garcíi-Falseta jest de�niowany wzorem

R(X) = sup{lim inf
n→∞

‖x+ xn‖},

gdzie supremum jest brane po wszystkich x ∈ B(X) i po wszystkich ci¡gach (xn) sªabo

zbie»nych do 0 w B(X) (patrz rozdziaª 1.4). Warto±¢ wspóªczynnika R(X) mo»e wzrosn¡¢

przy przej±ciu do sumy prostej, co ilustruje poni»szy przykªad.

Przykªad 3.4.1. Niech E b¦dzie przestrzeni¡ R2 z norm¡

‖x‖ = |x1|+ |x2|,

gdzie x = (x1, x2) oraz niech

Y = (R⊕ c0)E.

Dla wszystkich przestrzeni wyst¦puj¡cych w tej sumie prostej, tj. dla R, c0 oraz E warto±¢

wspóªczynnika R(X) jest równa 1. Jednak»e, rozwa»aj¡c element x = (1, 0) oraz ci¡g xn =

(0, en), gdzie (en) jest standardow¡ baz¡ przestrzeni c0, dostajemy, »e R(Y ) = 2.

Powy»szy przykªad pokazuje, »e w celu uzyskania warunku R(Y ) < 2 dla sumy prostej,

musimy naªo»y¢ silniejsze zaªo»enie na przestrze« E. Okazuje si¦, »e wystarczy zaªo»y¢, »e

α(E) < 2, gdzie α(E) k¡tem Riesza kraty E (patrz de�nicja 2.2.6).

Twierdzenie 3.4.1 ([49]). Niech E b¦dzie przestrzeni¡ bazow¡ nad I tak¡, »e E0 = E. Wtedy

R(E) ¬ α(E) i w konsekwencji je±li α(E) < 2, to R(E) < 2.

61



Dowód. Niech x ∈ B(E) i (xn) b¦dzie ci¡giem wB(E) sªabo zbie»nym do zera. Dla ustalonego

ε > 0 istnieje sko«czony zbiór I0 ⊂ suppx taki, »e ‖x−x1I0‖ ¬ ε. Ci¡g (xn) jest sªabo zbie»ny

do 0, wi¦c istnieje n0 ∈ N takie, »e ‖xn1I0‖ ¬ ε dla ka»dego n  n0. St¡d x1I0 oraz xn1I\I0

s¡ rozª¡cznymi wektorami w (1 + ε)B(E), wi¦c

‖x+ xn‖ ¬ ‖x1I0 + xn1I\I0‖+ 2ε ¬ (1 + ε)α(E) + 2ε.

Bior¡c granic¦ doln¡ wzgl¦dem n i przechodz¡c do granicy z ε→ 0, otrzymujemy

lim inf
n→∞

‖x+ xn‖ ¬ α(E).

Powy»szy rezultat daje nam konkluzj¦ twierdzenia.

W dowodzie naszych wyników dotycz¡cych warto±ci wspóªczynnika R(Y ) dla sum pro-

stych korzystamy z idei przedstawionej w [7]. W szczególno±ci, stosujemy poni»szy lemat.

Lemat 3.4.1 ([47]). Dla dowolnych niezerowych elementów x, y przestrzeni Banacha X ma-

my

‖x+ y‖+
(

2−
∥∥∥∥∥ x

‖x‖
+

y

‖y‖

∥∥∥∥∥
)

min{‖x‖, ‖y‖} ¬ ‖x‖+ ‖y‖. (3.12)

W kolejnym twierdzeniu podajemy oszacowanie wspóªczynnika Garcíi-Falseta dla sum

prostych.

Twierdzenie 3.4.2 ([49]). Niech E b¦dzie przestrzeni¡ bazow¡ nad I tak¡, »e E0 = E i

niech {Xi}i∈I b¦dzie rodzin¡ przestrzeni Banacha. Oznaczamy Y = (
∑
i∈I Xi)E. Je±li k¡t

Riesza α(E) kraty E speªnia warunek α(E) < 2 oraz R = supi∈I R(Xi) < 2, to

R(Y ) ¬ R(2− α(E)) + 2(α(E)− 1) < 2.

Dowód. Niech x ∈ B(Y ) oraz niech (xn) b¦dzie ci¡giem w B(Y ) sªabo zbie»nym do zera. Dla

danego ε ∈ (0, 2− R) istnieje sko«czony zbiór I0 ⊂ suppx taki, »e ‖x− x1I0‖ ¬ ε. Mo»emy

zaªo»y¢, »e dla ka»dego i ∈ I0 istnieje granica

ri = lim
n→∞

‖xn(i)‖.

Oznaczamy I1 = {i ∈ I0 : ri > 0}. Mo»emy zaªo»y¢, »e ‖xn(i)‖ > 0 oraz, »e nierówno±¢∥∥∥∥∥ x(i)
‖x(i)‖

+
xn(i)
‖xn(i)‖

∥∥∥∥∥ ¬ R + ε
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jest speªniona dla ka»dego i ∈ I1 oraz dla wszystkich n ∈ N. Dla i ∈ I0 \ I1 mamy ri = 0,

wi¦c mo»emy zaªo»y¢, »e ‖xn1I0\I1‖ ¬ ε dla wszystkich n ∈ N. W konsekwencji otrzymujemy

‖x+ xn‖ ¬ ‖x1I0 + xn‖+ ε ¬ ‖yn‖+ 2ε, (3.13)

gdzie yn = (x+ xn)1I1 + x1I0\I1 + xn1I\I0 .

Niech teraz λε = R + ε− 1. Wtedy λε ∈ (0, 1) i dla danego i ∈ I1, z (3.12) otrzymujemy

oszacowanie

‖yn(i)‖ = ‖x(i) + xn(i)‖

¬ ‖x(i)‖+ ‖xn(i)‖+ (R + ε− 2) min{‖x(i)‖, ‖xn(i)‖}

= (1− λε) max{‖x(i)‖, ‖xn(i)‖}+ λε(‖x(i)‖+ ‖xn(i)‖).

(3.14)

Je±li i ∈ I \ I1, to yn(i) = x(i) lub yn(i) = xn(i), co daje nam

‖yn(i)‖ ¬ max{‖x(i)‖, ‖xn(i)‖}

¬ (1− λε) max{‖x(i)‖, ‖xn(i)‖}+ λε(‖x(i)‖+ ‖xn(i)‖).
(3.15)

Z (3.13), (3.14) i (3.15) dostajemy

‖x+ xn‖ ¬ ‖yn‖+ 2ε

¬ (1− λε)‖bxe ∨ bxne‖E + λε‖bxe+ bxne‖E + 2ε

¬ (1− λε)α(E) + 2λε + 2ε

dla ka»dego n ∈ N. Bior¡c granic¦ doln¡ wzgl¦dem n i przechodz¡c do granicy z ε → 0,

ostatecznie otrzymujemy

lim inf
n→∞

‖x+ xn‖ ¬ (2−R)α(E) + 2(R− 1),

co daje konkluzj¦ naszego twierdzenia.

Zaªo»enie, »e E0 = E jest niezb¦dne w twierdzeniu 3.4.2. Rzeczywi±cie, dla przestrzeni

l∞ mamy R(l∞) = 2, a przestrze« l∞ mo»na uwa»a¢ za sum¦ prost¡ przeliczalnie wielu kopii

przestrzeni R. W tym przypadku Xi = R, wi¦c R(Xi) = 1 dla wszystkich i ∈ N, natomiast

E = l∞, wi¦c α(E) = 1. Zaªo»enie E0 = E nie jest w tym przypadku speªnione, poniewa»

E0 = c0.
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Rozdziaª 4

Przestrzenie interpolacyjne

Teoria przestrzeni interpolacyjnych jest gaª¦zi¡ analizy funkcjonalnej, która znalazªa zasto-

sowanie w innych obszarach analizy, w szczególno±ci w teorii równa« ró»niczkowych cz¡stko-

wych, w teorii aproksymacji oraz w analizie numerycznej.

W tym rozdziale prezentujemy wyniki dotycz¡ce jednostajnej wypukªo±ci i wªasno±ci

Opiala w przestrzeni interpolacyjnej skonstruowanej za pomoc¡ ogólnej, dyskretnej meto-

dy interpolacji, bazuj¡cej na abstrakcyjnej przestrzeni z baz¡ bezwarunkow¡.

4.1 Podstawowe poj¦cia i wªasno±ci

De�nicja 4.1.1. Niech X0 oraz X1 b¦d¡ przestrzeniami Banacha. Par¦ X = (X0, X1) nazy-

wamy par¡ interpolacyjn¡, je±li przestrzenie X0 i X1 s¡ w sposób liniowy i ci¡gªy zanurzone

w przestrze« liniowo-topologiczn¡ V .

NiechX = (X0, X1) b¦dzie par¡ interpolacyjn¡. Sum¦X0+X1 de�niujemy jako przestrze«

X0 +X1 = {x ∈ V : x = x0 + x1, x0 ∈ X0, x
1 ∈ X1} z norm¡

‖x‖X0+X1 = inf{‖x0‖X0 + ‖x1‖X1 : x = x0 + x1, x0 ∈ X0, x
1 ∈ X1}. (4.1)

Cz¦±¢ wspóln¡ X0 ∩X1 rozwa»amy z norm¡

‖x‖X0∩X1 = max{‖x‖X0 , ‖x‖X1}.
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Zarówno X0 + X1, jak i X0 ∩ X1 s¡ przestrzeniami Banacha. Ponadto X0 ∩ X1 ⊂ X0,

X1 ⊂ X0 +X1, gdzie inkluzje nale»y rozumie¢ jako liniowe i ci¡gªe zanurzenia. Mo»emy zatem

zast¡pi¢ wyj±ciow¡ przestrze« liniowo-topologiczn¡ V przez sum¦ X0 +X1.

Dla danej pary interpolacyjnejX = (X0, X1), J. Peetre wprowadziª k-funkcjonaª k(t, x,X)

zde�niowany dla wszystkich x ∈ X0 +X1 i dla wszystkich t > 0 w nast¦puj¡cy sposób:

k(t, x,X) = inf{‖x0‖X0 + t‖x1‖X1 : x = x0 + x1, x0 ∈ X0, x
1 ∈ X1}.

Dla ka»dego x ∈ X0 + X1, funkcja k(·, x,X) jest wkl¦sªa i dla ka»dego ustalonego t > 0, k-

funkcjonaª k(t, ·,X) jest norm¡ na przestrzeni X0+X1, równowa»n¡ normie (4.1). Dokªadniej

min(1, t)‖x‖X0+X1 ¬ k(t, x,X) ¬ max(1, t)‖x‖X0+X1

dla wszystkich t > 0 i dla wszystkich x ∈ X0 +X1.

W dalszej cz¦±ci pracy b¦dziemy rozwa»a¢ X0 +X1 z norm¡

‖x‖p = kp(x, a, b) = inf
{(
ap‖x0‖pX0 + bp‖x1‖pX1

) 1
p : x = x0 + x1, x0 ∈ X0, x

1 ∈ X1

}
, (4.2)

gdzie p ∈ [1,∞) oraz a, b > 0. Oczywi±cie, norma ta jest równowa»na standardowej nor-

mie (4.1). Przestrze« X0 + X1 z norm¡ (4.2) oznaczamy symbolem Σp(X, a, b). Tego typu

uogólnienie de�nicji funkcjonaªu k(t, x,X) byªo rozpatrywane np. w [32] i [44, str. 220].

De�nicja 4.1.2. Mówimy, »e para interpolacyjna X = (X0, X1) jest p-dokªadna, je±li in�-

mum w (4.2) jest osi¡gni¦te, tj. dla ka»dego x ∈ X0 +X1 istniej¡ x0 ∈ X0 oraz x1 ∈ X1 takie,

»e

‖x‖p =
(
ap‖x0‖pX0 + bp‖x1‖pX1

) 1
p . (4.3)

Zaªó»my, »e τ jest topologi¡ dopuszczaln¡ w Σp(X, a, b). Mówimy, »e para interpolacyjna

X = (X0, X1) jest τ -domkni¦ta, je±li kule jednostkowe przestrzeni X0 i X1 s¡ ci¡gowo τ -

domkni¦te w Σp(X, a, b) oraz przynajmniej jedna z nich jest ci¡gowo τ -zwarta. Nast¦puj¡ce

twierdzenie podaje warunki dostateczne dla tego, aby para X byªa p-dokªadna. Pierwsza

cz¦±¢ tego wyniku zostaªa wykazana w [17]. Druga cz¦±¢ mo»e zosta¢ udowodniona w podobny

sposób.

Twierdzenie 4.1.1. Niech X = (X0, X1) b¦dzie par¡ interpolacyjn¡ oraz niech p ∈ [1,∞).

Je±li X jest τ -domkni¦ta lub obie przestrzenie X0, X1 s¡ re�eksywne, to para X jest p-

dokªadna.
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W naszych wynikach korzystamy z metody interpolacyjnej opartej na przestrzeniach z ba-

zami bezwarunkowymi. W dalszej cz¦±ci pracy b¦dziemy rozwa»a¢ bazy, dla których zbiorem

indeksów jest zbiór liczb caªkowitych.

Niech p ∈ [1,∞) oraz niech X = (X0, X1) b¦dzie par¡ interpolacyjn¡. Niech E b¦dzie

przestrzeni¡ Banacha ze znormalizowan¡, bezwarunkow¡ baz¡ (ei)i∈Z, której bezwarunkowa

staªa jest równa 1. Zaªó»my, »e (ai)i∈Z oraz (bi)i∈Z s¡ ci¡gami liczb dodatnich, dla których∑
i∈Z min{ai, bi} <∞.

De�nicja 4.1.3. Przestrze« interpolacyjn¡ Kp(X, E, (ai), (bi)) de�niujemy jako przestrze«

wszystkich elementów x ∈ X0 + X1 takich, »e szereg
∑
i∈Z kp (x, ai, bi) ei jest zbie»ny w E.

Przestrze« Kp(X, E, (ai), (bi)) rozwa»amy z norm¡

‖x‖ =

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

kp(x, ai, bi)ei

∥∥∥∥∥∥
E

. (4.4)

Dla normy (4.4) mamy tak»e wzór

‖x‖ = inf

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

(
api ‖x0(i)‖pX0 + bpi ‖x1(i)‖pX1

) 1
p ei

∥∥∥∥∥∥
E

, (4.5)

gdzie in�mum jest brane po wszystkich rozkªadach x = x0(i) + x1(i), gdzie x0(i) ∈ X0,

x1(i) ∈ X1 dla ka»dego i ∈ Z takich, »e szereg

∑
i∈Z

(
api ‖x0(i)‖pX0 + bpi ‖x1(i)‖pX1

) 1
p ei

jest zbie»ny w E.

Przestrze«Kp(X, E, (ai), (bi)) z norm¡ dan¡ wzorem (4.4) jest przestrzeni¡ Banacha. Rze-

czywi±cie, przestrzenie Σp(X, a, b) s¡ przestrzeniami Banacha, za± przestrze« interpolacyjna

Kp(X, E, (ai), (bi)) jest sum¡ prost¡ takich przestrzeni.

Mamy

2−
1
q min{a1, b1}‖x‖X0+X1 ¬ ‖x‖

dla ka»dego x ∈ Kp(X, E, (ai), (bi)), gdzie 1
q

+ 1
p

= 1. Ponadto

‖x‖ ¬
∑
i∈Z

min{ai, bi}‖x‖X0∩X1

66



dla dowolnego x ∈ X0 ∩X1. Nierówno±ci te pokazuj¡, »e nast¦puj¡ce zanurzenia

X0 ∩X1 ⊂ Kp(X, E, (ai), (bi)) ⊂ X0 +X1

s¡ ci¡gªe.

Uzasadnieniem dla nazywania Kp(X, E, (ai), (bi)) przestrzeni¡ interpolacyjn¡ jest twier-

dzenie o interpolacji operatorów. NiechX = (X0, X1) oraz Y = (Y0, Y1) b¦d¡ dwiema parami

interpolacyjnymi i T : X0 + X1 → Y0 + Y1 b¦dzie odwzorowaniem liniowym, które dziaªa z

X0 do Y0 jako operator ograniczony o normie ‖T‖0 i z X1 do Y1 jako operator ograniczony

o normie ‖T‖1. Wtedy operator T odwzorowuje przestrze« Kp(X, E, (ai), (bi)) w przestrze«

Kp(Y , E, (ai), (bi)) i jego norma na tych przestrzeniach nie przekracza max{‖T‖0, ‖T‖1}

(patrz [44, str. 219]).

W szczególnym przypadku, gdy ai = eθi oraz bi = e(θ−1)i dla wszystkich i ∈ Z, gdzie

θ ∈ (0, 1), przestrze« interpolacyjn¡ Kp(X, E, (eθi), (e(θ−1)i)) oznaczamy przez Kp,θ(X, E),

a jej norm¦ dan¡ wzorem (4.4) przez ‖·‖p,θ.

W dalszej cz¦±ci pracy b¦dziemy rozpatrywa¢ bazy (ei)i∈Z przestrzeni E, które speªniaj¡

dodatkowe zaªo»enie: istnieje staªa M > 0 taka, »e∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

αiei+k

∥∥∥∥∥∥
E

¬M

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

αiei

∥∥∥∥∥∥
E

(4.6)

dla ka»dego k ∈ Z. W szczególno±ci bazy symetryczne speªniaj¡ warunek (4.6). Przykªadem

takiej bazy jest standardowa baza przestrzeni lp(Z). Kolejnymi przykªadami s¡ standardowe

bazy ci¡gowych przestrzeni Orlicza i ci¡gowych przestrzeni Lorentza (patrz [43], str. 115).

W dowodach dalszych wyników korzystamy z nast¦puj¡cego twierdzenia. Jego dowód

opiera si¦ na metodzie dowodu lematu 2.g.13 z [44].

Twierdzenie 4.1.2 ([51]). Niech X = (X0, X1) b¦dzie par¡ interpolacyjn¡ oraz θ ∈ (0, 1),

p ∈ [1,∞). Nast¦pnie, niech E b¦dzie przestrzeni¡ Banacha ze znormalizowan¡ baz¡ bezwa-

runkow¡ (ei)i∈Z ze staª¡ bezwarunkow¡ 1, która speªnia warunek (4.6). Wówczas nierówno±¢

‖x‖p,θ ¬ C

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

eθi‖x0(i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
1−θ

E

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

e(θ−1)i‖x1(i)‖X1ei

∥∥∥∥∥∥
θ

E

, (4.7)

gdzie C =
(
1 + e1−θ

)
M , zachodzi dla ka»dego x ∈ Kp,θ(X, E) i ka»dego rozkªadu x = x0(i)+

x1(i), gdzie x0(i) ∈ X0, x
1(i) ∈ X1, i ∈ Z takiego, »e szeregi po prawej stronie nierówno±ci

s¡ zbie»ne.
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Dowód. Niech x ∈ Kp,θ(X, E) oraz niech x = x0(i) + x1(i) b¦dzie rozkªadem speªniaj¡cym

warunki powy»szego twierdzenia. Poªó»my

A0 =

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

eθi‖x0(i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
E

oraz A1 =

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

e(θ−1)i‖x1(i)‖X1ei

∥∥∥∥∥∥
E

.

Je±li A0 = 0, to x0(i) = 0 dla ka»dego i, wi¦c x = x1(i) dla wszystkich i, co wobec naszego

zaªo»enia implikuje, »e x = 0. Oczywi±cie w tym przypadku nierówno±¢ (4.7) jest speªniona.

Mo»emy wi¦c zaªo»y¢, »e A0 > 0 i podobnie A1 > 0.

Wybieramy k ∈ Z takie, »e

ek ¬ A1

A0
< ek+1.

Dla ka»dego i ∈ Z mamy rozkªad x = x0(i− k) + x1(i− k), wi¦c

‖x‖p,θ ¬

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

(
eθip‖x0(i− k)‖pX0 + e(θ−1)ip‖x1(i− k)‖pX1

) 1
p ei

∥∥∥∥∥∥
E

¬

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

eθi‖x0(i− k)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
E

+

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

e(θ−1)i‖x1(i− k)‖X1ei

∥∥∥∥∥∥
E

=

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

eθ(i+k)‖x0(i)‖X0ei+k

∥∥∥∥∥∥
E

+

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

e(θ−1)(i+k)‖x1(i)‖X1ei+k

∥∥∥∥∥∥
E

¬M(eθkA0 + e(θ−1)kA1) ¬ CA1−θ
0 Aθ1.

4.2 Jednostajna wypukªo±¢ w przestrzeniach interpola-

cyjnych

Podstawowy wynik dotycz¡cy jednostajnej wypukªo±ci w przestrzeniach interpolacyjnych zo-

staª wykazany przez Beauzamy'ego w [2] (patrz równie» twierdzenie 2.g.21 w [44]). Twier-

dzenie Beauzamy'ego dotyczy metody interpolacji rzeczywistej wprowadzonej przez Lionsa

i Peetrego w [45]. Dla zespolonej metody interpolacji twierdzenie o jednostajnej wypukªo±ci

zostaªo wykazane przez Cwikela i Reisnera w [12].

W [14] inna, dyskretna metoda interpolacji posªu»yªa do znalezienia faktoryzacji opera-

torów sªabo zwartych przez przestrzenie re�eksywne. Korzystaj¡c z tej metody Davis [13]
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udowodniª, »e ka»da jednostajnie wypukªa przestrze« z baz¡ bezwarunkow¡ jest izomor�czna

z dopeªnialn¡ podprzestrzeni¡ jednostajnie wypukªej przestrzeni z baz¡ symetryczn¡ (patrz

równie» twierdzenie 3.b.2 w [43]).

Przestrze« Σp(X, a, b) mo»emy rozpatrywa¢ jako przestrze« ilorazow¡ sumy prostej

(Y0⊕Y1)E, gdzie E jest pªaszczyzn¡ R2 z lp-norm¡, za± Y0, Y1 s¡ izometryczne odpowiednio z

X0 i X1. Je±li obie przestrzenie X0 i X1 s¡ jednostajnie wypukªe, to Σp(X, a, b) jest jednostaj-

nie wypukªa i moduª wypukªo±ci tej przestrzeni nie zale»y od wspóªczynników a, b. Z faktu,

»e przestrze« interpolacyjna Kp(X, E, (ai), (bi)) jest sum¡ prost¡ przestrzeni Σp(X, ai, bi)

wynika, »e Kp(X, E, (ai), (bi)) jest jednostajnie wypukªa.

Podamy twierdzenie o jednostajnej wypukªo±ci przestrzeni interpolacyjnej Kp,θ(X, E),

które pokazuje, »e je»eli jedna z przestrzeni w parze interpolacyjnejX = (X0, X1) jest jedno-

stajnie wypukªa, to przestrze« interpolacyjna Kp,θ(X, E) jest równie» jednostajnie wypukªa.

W dowodzie korzystamy z idei z [40].

Twierdzenie 4.2.1 ([52]). Niech X = (X0, X1) b¦dzie par¡ interpolacyjn¡, dla której co

najmniej jedna z przestrzeni X0, X1 jest jednostajnie wypukªa. Zaªó»my ponadto, »e E jest

jednostajnie wypukª¡ przestrzeni¡ Banacha ze znormalizowan¡ baz¡ bezwarunkow¡ (ei)i∈Z

ze staª¡ bezwarunkow¡ 1, speªniaj¡c¡ warunek (4.6). Wówczas przestrze« Kp,θ(X, E) jest

jednostajnie wypukªa.

Dowód. Zaªó»my, »e przestrze« X0 jest jednostajnie wypukªa. Dla i ∈ Z, przez X0(i) ozna-

czamy przestrze« X0 wyposa»on¡ w norm¦

‖u‖ = eiθ‖u‖X0 ,

gdzie u ∈ X0. Oczywi±cie, X0(i) jest izometryczna z X0 i w szczególno±ci X0(i) jest jedno-

stajnie wypukªa, a jej moduª wypukªo±ci jest równy δX0 . Rozwa»my sum¦ prost¡

Z =

∑
i∈Z

(X0(i)⊕ R)lp


E

.

Z wniosku 3.2.1 wynika, »e przestrze« Z jest jednostajnie wypukªa.

Niech teraz x, y ∈ Kp,θ(X, E) b¦d¡ elementami, dla których ‖x‖p,θ < 1, ‖y‖p,θ < 1 oraz

‖x − y‖p,θ  ε. Z de�nicji normy w przestrzeni interpolacyjnej wynika, »e istniej¡ rozkªady
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x = x0(i) +x1(i) oraz y = y0(i) + y1(i) dla pewnych x0(i), y0(i) ∈ X0 i pewnych x1(i), y1(i) ∈

X1 takie, »e ∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

((
eiθ‖x0(i)‖X0

)p
+
(
ei(θ−1)‖x1(i)‖X1

)p) 1p ei
∥∥∥∥∥∥
E

< 1

oraz ∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

((
eiθ‖y0(i)‖X0

)p
+
(
ei(θ−1)‖y1(i)‖X1

)p) 1p ei
∥∥∥∥∥∥
E

< 1.

Korzystaj¡c z twierdzenia 4.1.2, dostajemy

ε ¬ ‖x− y‖p,θ

¬ C

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

eiθ‖x0 − y0(i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
1−θ

E

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

ei(θ−1)‖x1 − y1(i)‖X1ei

∥∥∥∥∥∥
θ

E

¬ C

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

eiθ‖x0 − y0(i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
1−θ

E

· ‖x− y‖θp,θ

¬ C

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

eiθ‖x0 − y0(i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
1−θ

E

· 2θ,

gdzie C jest staª¡ z twierdzenia 4.1.2. St¡d∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

eiθ‖x0 − y0(i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
E


(

ε

2θC

) 1
1−θ

:= ε1.

Rozwa»my teraz nast¦puj¡ce elementy sumy prostej Z:

x =
{(
eiθx0(i), ei(θ−1)‖x1(i)‖X1

)}
i∈Z

oraz y =
{(
eiθy0(i), ei(θ−1)‖y1(i)‖X1

)}
i∈Z

.

Wówczas ‖x‖Z < 1, ‖y‖Z < 1 oraz

‖x− y‖Z 

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

eiθ‖x0 − y0(i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
E

 ε1.

W konsekwencji
1
2
‖x+ y‖p,θ ¬

1
2
‖x+ y‖Z ¬ 1− δZ(ε1),

co nam daje konkluzj¦ naszego twierdzenia.
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4.3 Wªasno±ci Opiala w przestrzeniach interpolacyjnych

W tym rozdziale prezentujemy wyniki dotycz¡ce wªasno±ci Opiala w przestrzeni Σp(X, a, b)

i w przestrzeni interpolacyjnej Kp,θ(X, E). Ponadto, podajemy oszacowanie moduªu sKp,θ

zwi¡zanego z jednostajn¡ wªasno±ci¡ Opiala.

Twierdzenie 4.3.1 ([51]). Niech p ∈ [1,∞), a, b > 0 i niech X = (X0, X1) b¦dzie par¡

interpolacyjn¡. Niech ponadto Σp(X, a, b) b¦dzie przestrzeni¡ z norm¡ dan¡ wzorem (4.3)

oraz zaªó»my, »e przestrzenie X0 oraz X1 s¡ re�eksywne.

1) Je±li obie przestrzenie X0 i X1 maj¡ sªab¡ wªasno±¢ Opiala, to Σp(X, a, b) ma sªab¡

wªasno±¢ Opiala.

2) Je±li obie przestrzenie X0 i X1 maj¡ wªasno±¢ Opiala, to Σp(X, a, b) ma wªasno±¢

Opiala.

Dowód. Podamy dowód cz¦±ci 1), poniewa» dowód cz¦±ci 2) jest analogiczny. Niech (xn) b¦-

dzie ci¡giem sªabo zbie»nym do x w Σp(X, a, b). Przechodz¡c do podci¡gów mo»emy zaªo»y¢,

»e istniej¡ granice limn→∞ ‖xn‖p oraz limn→∞ ‖xn − x‖p.

Z twierdzenia 4.1.1 wynika, »e dla ka»dego n ∈ N istnieje rozkªad xn = x0
n + x1

n, gdzie

x0
n ∈ X0 i x1

n ∈ X1 taki, »e

‖xn‖pp = ap‖x0
n‖

p
X0

+ bp‖x1
n‖

p
X1
.

Przechodz¡c do podci¡gów, mo»emy zaªo»y¢, »e (xkn) jest sªabo zbie»ny do pewnego xk ∈ Xk

oraz, »e granica limn→∞ ‖xkn‖Xk istnieje dla k = 0, 1.

Ci¡g (xkn) jest sªabo zbie»ny do xk równie» w Σp(X, a, b), co pokazuje, »e x = x0 + x1.

Przechodz¡c do podci¡gów kolejny raz, mo»emy zaªo»y¢, »e istniej¡ granice

lim
n→∞

‖x0
n − x0‖X0 oraz lim

n→∞
‖x1

n − x1‖X1 .

Otrzymujemy

lim
n→∞

‖xn‖pp = ap lim
n→∞

‖x0
n‖

p
X0

+ bp lim
n→∞

‖x1
n‖

p
X1

 ap lim
n→∞

‖x0
n − x0‖pX0 + lim

n→∞
bp‖x1

n − x1‖pX1

 lim
n→∞

‖xn − x‖pp,
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co ko«czy nasz dowód.

Baza Schaudera (ei)i∈Z przestrzeni Banacha E jest ograniczenie zupeªna, je±li dla dowol-

nego ci¡gu liczbowego (ai)i∈Z z warunku supn∈N
∥∥∥∑n

i=−n aiei
∥∥∥ <∞ wynika, »e szereg

∑
i∈Z aiei

jest zbie»ny (por. [43, str. 9]). Zaªó»my, »e (ei)i∈Z jest znormalizowan¡ baz¡ bezwarunkow¡,

której bezwarunkowa staªa jest równa 1 i krata E speªnia dolne q-oszacowanie dla pewnego

q ∈ (1,∞). Wtedy baza (ei)i∈Z jest ograniczenie zupeªna. Rzeczywi±cie, gdyby tak nie byªo,

to istniaªoby ε > 0 i ci¡g (xn) parami rozª¡cznych elementów w E taki, »e ‖xk‖  ε dla

wszystkich k ∈ N i supn∈N ‖
∑n
k=1 xk‖ <∞. Prowadzi to do sprzeczno±ci z nierówno±ci¡ (2.4)

w de�nicji dolnego q-oszacowania. Wobec twierdzenia 2.2.3 daje nam to nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 4.3.1. Niech E b¦dzie rzeczywist¡ przestrzeni¡ Banacha ze znormalizowan¡, bez-

warunkow¡ baz¡ (ei)i∈Z, której bezwarunkowa staªa jest równa 1. Je±li E jest jednostajnie

monotoniczna, to baza (ei)i∈Z jest ograniczenie zupeªna.

Niech E b¦dzie przestrzeni¡ z baz¡ (ei)i∈Z. Wprowad¹my nast¦puj¡ce oznaczenia. Dla

danych ci¡gów s = (si)i∈Z oraz t = (ti)i∈Z i dla danego n ∈ N, niech

Pn(s, t) =
n∑

i=−n

(
(eθisi)p + (e(θ−1)iti)p

) 1
p ei,

tj. Pn(s, t) jest sum¡ cz¦±ciow¡ szeregu

∑
i∈Z

(
(eθisi)p + (e(θ−1)iti)p

) 1
p ei. (4.8)

Je±li szereg (4.8) jest zbie»ny w E, to jego sum¦ oznaczamy symbolem P∞(s, t). Ponadto

przyjmujemy Rn(s, t) = P∞(s, t)− Pn(s, t).

Niech teraz X = (X0, X1) b¦dzie par¡ interpolacyjn¡. Dla danego ci¡gu (xk(i))i∈Z w Xk,

gdzie k ∈ {0, 1}, wprowadzamy oznaczenie

bxke = (‖xk(i)‖Xk)i∈Z.

Poni»sze twierdzenie podaje warunki dostateczne dla tego, aby przestrze« interpolacyjna

Kp,θ(X, E) miaªa wªasno±¢ Opiala.
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Twierdzenie 4.3.2 ([51]). Niech E b¦dzie rzeczywist¡ przestrzeni¡ Banacha ze znormali-

zowan¡ baz¡ bezwarunkow¡ (ei)i∈Z ze staª¡ bezwarunkow¡ 1, speªniaj¡c¡ warunek (4.6). Za-

ªó»my, »e p ∈ [1,∞), θ ∈ (0, 1) oraz X = (X0, X1) jest par¡ interpolacyjn¡ tak¡, »e X0 i

X1 s¡ re�eksywne. Je±li E jest jednostajnie monotoniczna, obie przestrzenie X0 i X1 maj¡

sªab¡ wªasno±¢ Opiala oraz co najmniej jedna z przestrzeni X0 i X1 ma wªasno±¢ Opiala, to

przestrze« interpolacyjna Kp,θ(X, E) ma wªasno±¢ Opiala.

Dowód. Zaªó»my, »e przestrze« X0 ma wªasno±¢ Opiala. Niech (xn) b¦dzie ci¡giem w prze-

strzeni Kp,θ(X, E) sªabo zbie»nym do pewnego x 6= 0. Z twierdzenia 4.1.1 wiemy, »e pa-

ra interpolacyjna X jest p-dokªadna, wi¦c dla ka»dego n mo»emy znale¹¢ rozkªad xn =

x0
n(i) + x1

n(i), gdzie i ∈ Z, x0
n(i) ∈ X0, x1

n(i) ∈ X1 oraz ‖xn‖p,θ = ‖P∞(bx0
ne, bx1

ne)‖E. Dla

ka»dego i ∈ Z otrzymujemy ograniczone ci¡gi (x0
n(i))n∈N i (x1

n(i))n∈N odpowiednio w X0

i X1 i przechodz¡c do podci¡gów, mo»emy zaªo»y¢, »e istniej¡ nast¦puj¡ce sªabe granice:

x0(i) = w- limn→∞ x
0
n(i) oraz x1(i) = w- limn→∞ x

1
n(i). Z faktu, »e X0 i X1 s¡ zanurzone w

sposób ci¡gªy w Σp(X, a, b) oraz z równo±ci xn = x0
n(i) + x1

n(i) wynika, »e x = x0(i) + x1(i).

Mamy ‖Pm(bx0e, bx1e)‖E ¬ lim infn→∞ ‖xn‖p,θ dla ka»dego m, wi¦c wobec wniosku 4.3.1

mo»emy rozwa»a¢ sum¦ P∞(bx0e, bx1e) ∈ E. Korzystaj¡c z nierówno±ci (4.7) otrzymujemy

‖P∞(bx0e, 0)‖E > 0 i w konsekwencji istnieje i0 ∈ Z, dla którego ‖x0(i0)‖X0 > 0.

Nast¦pnie, dla dowolnego ε > 0 wybieramy m  i0 w taki sposób, »e

‖Rm(bx0e, bx1e)‖E ¬ ε.

Przechodz¡c do podci¡gów, mo»emy zaªo»y¢, »e istniej¡ nast¦puj¡ce granice:

f0(i) = lim
n→∞

‖x0
n(i)‖X0 , f1(i) = lim

n→∞
‖x1

n(i)‖X1 ,

F0(i) = lim
n→∞

‖x0
n(i)− x0(i)‖X0 , F1(i) = lim

n→∞
‖x1

n(i)− x1(i)‖X1

dla ka»dego i ∈ Z, gdzie |i| ¬ m. Nast¦pnie, poªó»my

un = Pm(F0, F1) +Rm(bx0
ne, bx1

ne), vn = Pm(f0, f1) +Rm(bx0
ne, bx1

ne).

Zaªo»enie, »e przestrzenie X0 i X1 maj¡ sªab¡ wªasno±¢ Opiala implikuje, »e Fk(i) ¬ fk(i)
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dla k = 0, 1, wi¦c 0 ¬ un ¬ vn w E. Ponadto,

‖vn‖E ¬ sup
n∈N
‖xn‖p,θ = α, (4.9)

‖vn‖E  eθi0 lim
n→∞

‖x0
n(i0)‖X0  eθi0‖x0(i0)‖X0 = β > 0 (4.10)

oraz

‖vn − un‖E  eθi0
(

lim
n→∞

‖x0
n(i0)‖X0 − lim

n→∞
‖x0

n(i0)− x0(i0)‖X0
)

= γ > 0. (4.11)

Korzystaj¡c z nierówno±ci (2.8), (4.9), (4.10) oraz (4.11), otrzymujemy

‖un‖E ¬ ‖vn‖E − ‖vn‖Eδm,E
(
‖vn − un‖E
‖vn‖E

)

¬ ‖vn‖E − βδm,E
(
γ

α

)
.

St¡d

lim inf
n→∞

‖un‖E + d ¬ lim inf
n→∞

‖vn‖E, (4.12)

gdzie d = βδm,E
(
γ
α

)
> 0.

Mamy

‖un − bxn − xe‖E ¬ ‖Pm(F0, F1)− Pm(bx0
n − x0e, bx1

n − x1e) +Rm(bx0e, bx1e)‖E

¬ ‖Pm(F0 − bx0
n − x0e, F1 − bx1

n − x1e)‖E + ε.

Ponadto

‖Pm(F0 − bx0
n − x0e, F1 − bx1

n − x1e)‖E

¬
m∑

i=−m

((
eθi
∣∣∣F0(i)− ‖x0

n(i)− x0(i)‖X0
∣∣∣)p +

(
e(θ−1)i

∣∣∣F1(i)− ‖x1
n(i)− x1(i)‖X1

∣∣∣)p) 1p ,
co pokazuje, »e limn→∞ ‖Pm(F0 − bx0

n − x0e, F1 − bx1
n − x1e)‖E = 0, a zatem

lim sup
n→∞

‖un − bxn − xe‖E ¬ ε.

St¡d

lim inf
n→∞

‖un‖E  lim inf
n→∞

‖xn − x‖p,θ − ε. (4.13)

74



Podobnie z nierówno±ci

‖vn − bxne‖E = ‖Pm(f0, f1)− Pm(bx0
ne, bx1

ne)‖E

¬
m∑

i=−m

((
eθi
∣∣∣f0(i)− ‖x0

n(i)‖X0
∣∣∣)p +

(
e(θ−1)i

∣∣∣f1(i)− ‖x1
n(i)‖X1

∣∣∣)p) 1p
wynika, »e limn→∞ ‖vn − bxne‖E = 0 i w konsekwencji

lim inf
n→∞

‖xn‖p,θ = lim inf
n→∞

‖vn‖E. (4.14)

Z nierówno±ci (4.12), (4.13) oraz (4.14) otrzymujemy

lim inf
n→∞

‖xn‖p,θ = lim inf
n→∞

‖vn‖E  lim inf
n→∞

‖un‖E + d

 lim inf
n→∞

‖xn − x‖p,θ − ε+ d.

Przechodz¡c do granicy z ε→ 0 dostajemy

lim inf
n→∞

‖xn − x‖p,θ ¬ lim inf
n→∞

‖xn‖p,θ − d < lim inf
n→∞

‖xn‖p,θ,

co ko«czy dowód twierdzenia.

W kolejnym twierdzeniu podajemy oszacowanie moduªu sKp,θ zwi¡zanego z wªasno±ci¡

Opiala dla przestrzeni interpolacyjnej Kp,θ(X, E). W dowodzie tego twierdzenia korzystamy

z poni»szego lematu, który stanowi mody�kacj¦ lematu 3.3.1.

Lemat 4.3.1. Zaªó»my, »e E jest rzeczywist¡ przestrzeni¡ Banacha ze znormalizowan¡ baz¡

bezwarunkow¡ (ei)i∈Z ze staª¡ bezwarunkow¡ równ¡ 1, speªniaj¡c¡ warunek (4.6). Niech h :

[0, 1] → R b¦dzie niemalej¡c¡, ograniczon¡ funkcj¡ zeruj¡c¡ si¦ tylko w 0. Je±li f ∈ B(E)

oraz g : I → [0, 1] speªniaj¡ warunek ‖gf‖E  ε, to (h ◦ g)f ∈ E oraz ‖(h ◦ g)f‖E  ε
2h
(
ε
2

)
.

Twierdzenie 4.3.3 ([51]). Niech E b¦dzie rzeczywist¡ przestrzeni¡ Banacha ze znormalizo-

wan¡ baz¡ (ei)i∈Z ze staª¡ bezwarunkow¡ równ¡ 1, speªniaj¡c¡ warunek (4.6). Zaªó»my, »e

p ∈ [1,∞), θ ∈ (0, 1) oraz, »e X = (X0, X1) jest par¡ interpolacyjn¡ re�eksywnych przestrze-

ni Banacha maj¡cych sªab¡ wªasno±¢ Opiala. Wtedy

sKp,θ(t)  δm,E(max{c0sX0(c0), c1sX1(c1)}), (4.15)
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gdzie

c0 =
1
2

(
t

C

) 1
1−θ

, c1 =
1
2

(
t

C

) 1
θ

(4.16)

oraz C jest staª¡ z nierówno±ci (4.7). W konsekwencji, je±li E jest jednostajnie monotoniczna

oraz X0 lub X1 ma jednostajn¡ wªasno±¢ Opiala, to Kp,θ(X, E) ma jednostajn¡ wªasno±¢

Opiala.

Dowód. Niech (xn) b¦dzie ci¡giem w Kp,θ(X, E) takim, »e lim infn→∞ ‖xn‖p,θ ¬ 1 oraz (xn)

jest sªabo zbie»ny do x ∈ Kp,θ(X, E), gdzie ‖x‖p,θ  t > 0.

Powtarzaj¡c rozumowanie z dowodu twierdzenia 4.3.2 dla ka»dego n ∈ N otrzymujemy

rozkªad xn = x0
n(i) + x1

n(i), gdzie x0
n(i) ∈ X0, x1

n(i) ∈ X1 dla wszystkich i ∈ Z, dla którego

speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki: ‖xn‖p,θ = ‖P∞(bx0
ne, bx1

ne)‖E, istniej¡ sªabe granice x0(i) =

w- limn→∞ x
0
n(i), x1(i) = w- limn→∞ x

1
n(i) odpowiednio w X0 i X1, x = x0(i) + x1(i) oraz

P∞(bx0e, bx1e) ∈ E. Mamy ‖P∞(bx0e, bx1e)‖E ¬ 1.

Nast¦pnie, dla dowolnego γ > 0, wybierzmy m ∈ N takie, »e

‖Rm(bx0e, bx1e)‖E ¬ γ. (4.17)

Korzystaj¡c z (4.7) dostajemy oszacowanie

t ¬ ‖x‖p,θ ¬ C‖P∞(bx0e, 0)‖1−θ
E ‖P∞(0, bx1e)‖θE ¬ C

(
‖Pm(bx0e, 0)‖E + γ

)1−θ
(4.18)

i podobnie

t ¬ C
(
‖Pm(0, bx1e)‖+ γ

)θ
. (4.19)

Przechodz¡c do podci¡gów, mo»emy zaªo»y¢, »e dla ka»dego i ∈ Im = {i ∈ Z : |i| ¬ m}

istniej¡ nast¦puj¡ce granice:

F0(i) = lim
n→∞

‖x0
n(i)‖X0 , F1(i) = lim

n→∞
‖x1

n(i)‖X1

oraz

f0(i) = lim
n→∞

‖x0
n(i)− x0(i)‖X0 , f1(i) = lim

n→∞
‖x1

n(i)− x1(i)‖X1 .

Poªó»my gk(i) = ‖xk(i)‖Xk
Fk(i) , je±li Fk(i) > 0 oraz gk(i) = 0, je±li Fk(i) = 0 dla k = 0, 1. Je±li

Fk(i) > 0, to

fk(i) = Fk(i) lim
n→∞

∥∥∥∥∥xkn(i)− xk(i)
Fk(i)

∥∥∥∥∥
Xk

¬ Fk(i)
(

1− sXk

(
‖xk(i)‖Xk
Fk(i)

))

= Fk(i)− sXk(gk(i))Fk(i).
(4.20)
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Je±li Fk(i) = 0, to xk(i) = 0 i w konsekwencji fk(i) = Fk(i).

Rozwa»my teraz nast¦puj¡ce elementy przestrzeni E:

v = Pm((sX0 ◦ g0)F0, (sX1 ◦ g1)F1), vn = Pm(F0, F1) +Rm(bx0
ne, bx1

ne).

Oszacowanie (4.18) daje nam nierówno±¢

‖Pm(g0F0, 0)‖E = ‖Pm(bx0e, 0)‖E  2c0,γ, (4.21)

gdzie c0,γ = c0 − 1
2γ i analogicznie,

‖Pm(0, g1F1)‖E = ‖Pm(0, bx1e)‖E  2c1,γ, (4.22)

gdzie c1,γ = c1− 1
2γ, przy czym staªe c0, c1 s¡ dane wzorami (4.16). Zauwa»my, »e sXk(gk(i)) ∈

[0, 1], co wynika z faktu, »e Xk ma sªab¡ wªasno±¢ Opiala dla k = 0, 1. Korzystaj¡c z (4.21),

(4.22) oraz z lematu 4.3.1, otrzymujemy

‖v‖E  max{‖Pm((sX0 ◦ g0)F0, (sX1 ◦ g1)F1)‖E}  dγ, (4.23)

gdzie dγ = max{c0,γsX0(c0,γ), c1,γsX1(c1,γ)}.

Stosuj¡c (4.17) i (4.20), dostajemy

lim inf
n→∞

‖xn − x‖p,θ ¬ lim inf
n→∞

‖Pm(f0, f1) +Rm(bx0
n − x0e, bx1

n − x1e)‖E

¬ lim inf
n→∞

‖vn − v‖E + γ.
(4.24)

Nast¦pnie, zauwa»my, »e lim infn→∞ ‖vn‖E = lim infn→∞ ‖xn‖p,θ ¬ 1 i mo»emy wybra¢ pod-

ci¡g (vnk) taki, »e

lim
k→∞
‖vnk‖E = lim inf

n→∞
‖vn‖E ¬ 1. (4.25)

Nierówno±ci (2.8), (4.23), (4.24) oraz (4.25) implikuj¡

lim inf
n→∞

‖xn − x‖p,θ ¬ lim inf
k→∞

‖vnk − v‖E + γ

¬ lim
n→∞

‖vnk‖E
(

1− δm,E
(
‖v‖E
‖vnk‖E

))
+ γ

¬ 1− δm,E(dγ) + γ.

(4.26)

Ostatecznie, z (4.26) dostajemy

sKp,θ(t)  δm,E(dγ)− γ.

Przechodz¡c do granicy z γ → 0, dostajemy konkluzj¦ (4.15).
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Uwaga 4.3.1. Mody�kacje dowodów twierdze« 4.3.1, 4.3.2 oraz 4.3.3 daj¡ analogiczne wy-

niki dla odpowiednich wªasno±ci Opiala wzgl¦dem topologii dopuszczalnej τ w Σp(X, a, b).

W tym przypadku zaªo»enie o tym, »e para interpolacyjna X = (X0, X1) skªada si¦ z prze-

strzeni re�eksywnych, musi by¢ zast¡pione przez zaªo»enie, »e para interpolacyjna X jest

τ -domkni¦ta.
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