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Dla sformulowania miernikéw asymetrii i skosnosci w szeregach statystycznych
nalezy sprecyzowaé wielkosé a z rownosci (2). Niech te wielkosé reprezentuja a; = D
1a3 = 0,5(Lmar—ZTmin). Przy czym dla sformulowania miernika skosnosci przyjmuje
sie, rzecz jasna, a; = D.

Do mierzenia asymetrii w pracach z zakresu statystyki poleca sie najczesciej
nastepujace mierniki:

m-D

Wy = = (3)
W =5 4)

W, = (Qs = M)~ (M~-Q1)

-0 )

gdzie:

m — drednia zmiennej losowej,

D — dominanta,

3 — moment centralny trzeciego rzedu,

o — odchylenie standardowe,

M - mediana,

Q1 i Q3 — kwartyle pierwszy i trzeci.

Mierniki (3), (4) i (5) polecane s do mierzenia asymetrii*. Stefan Forlicz
pokazuje w swojej pracy,® ze mierniki (3) - (5) nie sa dobrymi miernikami asymetrii.

Mierniki (3) - (5) nie s3 tez dobrymi miernikami skosnosci. Jedynie miernik W,
zwiazany jest bezposrednio z okresleniem skosnosci, nie jest on jednak unormowany.
J. Wywial przedstawil procedure normowania miernika W, nie oznacza to jednak,
ze jest to dobry miernik asymetrii, gdyz mozliwe jest wystapienie réwnosci W,y = 0
dla asymetrycznego rozkladu zmiennej losowej.5 Miernik W3 jest unormowany.

MIERNIKI ASYMETRII W SZEREGACH STATYSTYCZNYCH
ROZDZIELCZYCH 1 SZCZEGOLOWYCH WAZONYCH

Formulujac mierniki asymetrii przyjmuje sie na wstepie dwa zalozenia.
Zalozenie 1;
Szereg rodzielczy zawiera k przedzialow o identycznej rozpi¢tosci kazdy i li-
czebnosciach n;(i = 1,2,... k).
Zalozenie 2:

4 Zob.M.Krzysztofiak, A.Luszniewicz: Statysiyks, PWE, Warszawa 1976, s. 141-144;
M. Krzysztofiak, D. Urbanek: Melody Statystyczne. PWN, Warszawa 1975; s.195-197;
B. Szulc: Statystyka dia ekonomistéw, t.1, Opis statystyczny, PWE, Warszawa 1972, s. 240-249;
K.Zajac: Zarys metod statystyczny, PWE, Warszawa 1974, s.225-227.

5 Forlicz: op. cit.

¢ Ibidem.
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.
N2 =) Inest = nrprail (13)
=1
j-1
Ny = Injpr = mjuil, (14)
=1

przy czym:

N — liczebnosé calej zbiorowosci,

nj — liczebnosé¢ srodkowego przedzialu lub srodkowej wartosci,

n, in,41 — to dwie liczebnosci srodkowych przedzialéw wartosci lub srodkowych
wartoscl,

r=0,5k,

J=0,5(k+1).

Mierniki M AS; | M AS2 przyjmuja wartosci z przedzialu [0, 1). W przypadku
symetrii przyjmuja wartos¢ 0, a w przypadku skrajnej asymetrii wartos¢ 1. Kon-
strukcja miernika M AS; w podstawowych zalozeniach jest podobna do miernika
asymetrii przedstawionego przez J. Steczkowskiego.®

MIERNIKI SKOSNOSCI W SZEREGACH STATYSTYCZNYCH
ROZDZIELCZYCH I SZCZEGOLOWYCH WAZONYCH

Wiadomo, ze symetryczny rozklad zmiennej losowej posiadajacej dominante nie
jest skosny, natomiast rozklad zmiennej losowej nie skosny moze byé asymetryczny.®

Nalezy oczekiwaé, ze zastepujac zwyklymi nawiasami operator bezwzglednej
wartodci we wzorach (8) i (9) otrzymuje si¢ podstawe do sformulowania miernika
skoénosci (M SK), przy spelnieniu sformulowanych w tej pracy zalozei (1) i (2).
Mianowicie:

N3
MSK = g, (15)

Ns

MSK = ————,
N - nNj —Nji4

(16)
przy czym znaczenie symboli N, n;, n; 1 jest takie, jak we wzorach (8) i (9).

Wzér (15) sluzy do mierzenia skosnosci, gdy istnieje jeden przedzial najliczniej-
szy lub jedna wartoé¢ najliczniejsza, to jest gdy n; = maz(n;), dlai = 1,2,...,k
i w tym przypadku oblicza sie

N; = E(".Hl —nj-), (17)
=1

8 J.Steczkowski: Statystyczna procedura okreslania struktury zbiorowosci. ,Zesz. Nauk.”
WSE w Krakowie, 1970, 21.
9 Forlicz: op. cit.
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gdzie: r = maz{(j — 1), (k - j)}.

Wzér (16) sluzy do obliczania miernika skosnosci w przypadku wyst¢powania
dwéch kolejnych najwickszych liczebnosci, to jest gdy nj = nj; = maz(n;), dla
i=1,2,...,kiw tym przypadku oblicza sie

r .
N3 =3 (nj4ier = nj-1), (18)

=1

gdzie: r = maz{(j — 1), (k- j - 1)}.

Zaleta miernikéw skosnosci (15) i (16) jest ich unormowanie w przedziale [-1, 1).
Niestety nieréwnos¢ MSK < 0 nie implikuje nieréwnosci m < D oraz nieréwnos¢
MSK > 0 nie implikuje nieréwnosci m > D, ani réwnos¢ MSK = 0 nie implikuje
réwnosci m = D. Mozna stwierdzi¢ jedynie, e w przypadku jednego maksimum
liczebnosci wymienione trzy implikacje bardzo czesto pojawiaja sie, niestety nie
zawsze. Jest to w gléwnej mierze konsekwencja malej stabilnodci sredniej.!°

Wydaje si¢, ze miernik M SK jest réwnie ,,dobrym” (,,niedobrym”) miernikiem
sko$nosci, jak miernmiki Wy, Wo, Wi.

Mozliwe jest okreslenie unormowanego miernika sko$nosci zgodnego w swo-
jej istocie z definicja skoénosci (okreslenie 1). Niech zatem szeregi statystyczne
spelniaja zalozenia (1) i (2), poczynione na wstepie punktu drugiego. Uwzgledniajac
,mechanizm oddalajacy” wartoéé¢ srednig od dominanty, proponuje si¢ miernik
skosnosci MSK,.

Miernik MSK,; dla szeregéw statystycznych z jednym przedzialem najliczniej-
szym lub jedna wartoscia najliczniejsza okreslony jest nastepujaco:

h S, Lhnj
MSK; = Lizy i h"’*' =t 2Bl (19)
Zl: niH + El:l Lh nj-1

gdzie:

nj = maz(ni, na,...,m), czyli nj jest maksymalna liczebnoscia,

k — liczba wartosci zmiennej (przedzialow) w szeregu statystycznym,

h — stala rozpietosé przedzialéw lub stala wartos¢ réznicy z; — ;1 w szeregu
szczegélowym wazonym,

r = maz{(k - ), (i - 1)}.

Jesli nj = njyy = maz(ng,ny, ..., n;), to znaczy jesli istnieja dwa najliczniejsze
przedzialy lub dwie najliczniejsze wartosci w szeregach statystycznych, to miernik
MSK; okreslony jest nastepujaco:

E:- Lhnjpiq - E;—l Lhnj
MSK, = = ) 20
LT T Th i+ Ty Thng (20)

gdzie: r = maz{(k — j — 1),(j — 1)}, a pozostale symbole maja znaczenie takie, jak
we wzorze (19).

10 F.Mostler, JW. Tukey: Data Analysis and Regression (ed. rosyjska) ,Finansy i Stati-
stika”, Moskwa 1982, s. 205.
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Miernik skosnosci M SK; mozna obliczy¢ takze w przypadku uchylenia zalozen
(1) i (2), dotyczacych cech szeregéw statystycznych. Niech zatem przedzialy sze-
regu rozdzielczego beda rdinej dlugosci, wéwczas w przypadku jednego prze-
dzialu pretendujacego do zawierania dominanty, miernik MSHK, okreslony jest
nastepujgco:

_ Zi=1(@(9)iv = 2(9)iIns41 = Fipa(2(d); = 2(d);-1)nj i
Yoi1 (@(9)j+1 = 2(@)i)nj 41 + L=y (2(d); — z(d)j_1)mj

MSK, (21)
gdzie:

z(g) — gorny kres przedzialu,

z(d) — dolny kres przedzialu,

n; — liczebnosé¢ przedzialu dominanty,

r = maz{(k - j),(j — 1}

Opisujac znaczenie symboli we wzorze (21) uzyto okreslenia liczebnosé prze-
dzialu dominanty dla symbolu nj. Uczyniono tak dlatego, ze dominanta w przy-
padku réznych dlugosci przedzialéw w szeregu rozdzielczym polozona jest nie za-
wsze w przedziale najliczniejszym. Jest ona polozona w takich przypadkach w prze-
dziale j, w ktérym

7;=maz{z:§} (=12,...,k), (22)

gdzie n;, to liczebnosci przedzialéw, a h;, to rozpietosci przedzialow.

Dominanta jest polozona zawsze w tym przedziale, w ktorym na jednostke
dlugoéci przedzialu ,przypada najwiecej liczebnosci”. Zatem w tym przedziale
wartosci zmiennej pojawiaja sie najczesciej (najgesciej).

Moze zdarzy¢ sie, ze w szeregu rozdzielczym o réznych dlugosciach przedzialéw
dwa przedzialy pretenduja do zawierania dominanty, wystepuje to, jesli

ﬁzw-l-zma:c{ﬁ} (i=1,2,...,k). (23)
hj — hj4

Zatem jeéli zaistnieje przypadek (23), to miernik MSK, dany jest wzorem:

MSK, = Y=y (2(9)j 4141 = 2(9)j4)ni 4141 = 31y (2(d); — z(d)j-0)nj—i
Y1 (@(@jt141 = 2(9)j+1)nj 4141 + 3oy (2(d); — 2(d)j—1)nj i

gdzie symbole z(g) i z(d) zachowuja znaczenie z wzoru (21), r = maz{(k - j —
1)’ (J - 1)}

Jezeli w szeregu szcezegélowym wazonym réznica z;—z;—1 # h (1 = 2,3,...,k; h
— stala), to M SKj, przy jednej liczebnosci maksymalnej (n;), oblicza si¢ ze wzoru:

» (29)

r . —-— . . - r . e . .
MSK, = 2{_:1(3:“ Z;j)nj41 ):tr=1(-""1 z,_,)n,_,’ (25)
=14t = Injp + gy (25 — zi-)nj
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gdzie:

z — wartoscl zmiennej skokowej odpowiednio indeksowane,

n — liczebnosci odpowiednio indeksowane,

r = maz{(k - j), (j - 1)}.

Przy dwéch liczebnosciach (nj = nj41 ) maksymalnych, wzér na miernik M SKy
w szeregu szczegblowym przyjmuje nastepujacg postac:

o @i =z — Y (25 — 2j-0)ni
MSK, = &t ! . (26)
Li=1(Fitrel — Zjp)njpnt + iz (25— Zj-)nj

gdzie: r = maz{(j — 1),(k — j — 1)}, pozostale symbole maja znaczenie takie, jak
we wzorze (25).

WNIOSKI

Proponowany miernik asymetrii M AS;, mierzacy asymetri¢ wzgledem domi-
nanty wykazuje wlasnosci dobrego miernika:

a) jest unormowany w przedziale [0, 1],

b) jest stabilny przy zmienajacej si¢ smuklosci rozkladu,

¢) jest stabilny przy podziale obszaru zmiennosci na réznej dlugosci przedzialy
(por. wyniki w tablicy 1 dotyczace przykladéw 1la, ib, 1’a, 1’b).

Miernik M AS; mierzy asymetrie wzgledem wartosci ag, lezacej na $rodku
obszaru zmiennosci zmiennej. W zwiazku z tym niektdre jego wlasnodci réznia sie
od wlasno$ci miernika M AS;. Mianowicie miernik M AS»:

a) jest unormowany w przedziale [0, 1],

b) jego wartosci zaleza od smuklosci rozkladu (z wyjatkiem przypadku, gdy
dominanta ,lezy” na srodku obszaru zmiennosci, czyli gdy D = a3),

c) jest stabilny przy zmiennym podziale obszaru zmiennosci na przedzialy.

Miernik asymetrii M AS; w warunkach skrajnej skosnosci moze tylko nieznacz-
nie rézni¢ si¢ od zera (por. wyniki w tab. 1 dotyczace przykladu 2c). Natomiast
wartosci miernika M AS; sa mocniej zwiazane z bezwzgledng wartoscia miernikéw
skosnosci.

Do mierzenia skosnosci najbardziej przydatny jest miernik M SK, okreslony dla
roznych wariantéw szeregow statystycznych wzorami: (19), (20), (21), (24), (25),
(26). Do zalet tego miernika mozna zaliczy¢:

a) unormowanie obszaru zmiennosci do przedzialu [-1, 1],

b) wszechstronnosé, gdyz moze by¢ stosowany w szeregach rozdzielczych i szcze-
golowych wazonych, nadto rozdzielcze niekoniecznie musza mieé przedzialy tej
samej dlugosci, a szczegélowe wazone szeregi niekoniecznie musza mieé stale réznice
miedzy kolejnymi warto$ciami zmiennej (z; — 2;-1),

c) stabilnos¢ wzgledem podzialu obszaru zmiennosci zmiennej na réznej dlugosci
przedzialy w szeregu rozdzielczym,

d) zbieznosé jego istoty z réznicg m — D, okreslajaca skosnosé.
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Miernik skosnosci MSK jest, podobnie jak miernik M SK, unormowany i sta-
bilny, ale jest on znacznie slabiej zwigzany z réznica m — D, dlatego moze by¢é
zawodny (por. wartosci tego miernika w tablicy 1 dla przykladow 2a i 4b).

Istnieja podstawy do twierdzenia, ze mierniki asymetrii M AS; 1 M AS, oraz
miernik skosnosci M SK; dobrze oceniaja badane wlasnosci szeregéw rozdzielezych
i szczegblowych wazonych. Mozna zatem te mierniki wykorzystywad do efektywnego
badania asymetrii i skosnosci. Nalezy jednak dodaé, ze w przypadku rozdziclczych
szeregow statystycznych oceny asymetrii i skosnosci zawsze sy przyblizone, po-
niewaz szeregi rozdzielcze w mniejszym lub wiekszym stopniu zacieraja (deformuja)
szczegblowy rozklad liczebnosci. Jednak zawsze dokladnosé oceny skosnosci pray
pomocy miernika MSK, jest wyzsza niz przy zastosowaniu miernikdw: ¥y, Wo,
Wi,

PRZYKLADY ROZKLADOW LICZEBNOSCI
W SZEREGACH SZCZEGOLOWYCH WAZONYCH 1 W SZEREGACH ROZDZIELCZYCH

Zamieszczone w niniejszym punkcie przyklady stuza do ilustracji wczesnie)
wymienionych wlasnosci miernikéw asymetrii i skosnoscei.
Koncowe obliczenia dotyczace wszystkich przykladow zamieszczono w tab. 1.

Przyklad 2 Przykiad 3 Przykiad 4

z; [ ni{a) [ ni(d) [ nifc) z; | ni{a) | ni(d) z; ni(a) ! n(b) [ ni(c)
(] 4 4 10 0 4 10 0-2 7 0 2
1 12 12 9 1 10 7 2-4 8 7 8
2 18 12 8 2 10 3 4-6 10 8 10
3 11 8 7 3 9 0 6-8 10 10 0
4 5 4 6 4 6 0 8-10 9 8 0
5 1 0 10-12 5 0 0
12-14 1 7 0

Wyniki obliczenn zawarte w tab. 1 pozwalaja dostrzec, ze polecany w literatu-
rze przedmiotu jako podstawowy miernik skosnosci W) jest zawodny. Rozklad li-
czebnoéci w przykladach 3b, 4¢, 5b, 6b jest skrajnie skoény. Miernik W) w kazdym
z tych przypadkéw nie daje podstawy do takiej oceny.

Przykiad 5 Przyklad 6
z; | ni(a) | ni(b) x; ni(a) | ni(b)
0 2 3 0-2 6 16
1 6 7 ' 2-4 10 10
3 7 (1] 4-8 12 9
7 5 0 8-12 12 8
12-16 10 7

Wartosci miernika W, zawarte w pierwszych czterech wierszach pokazuja jego
zaleznoéé od wyboru dlugoéei przedzialu w szeregu rozdzielczym.
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Tab. 1. Zestawienic wynikéw obliczert miernikéw asymetrii i skosnodci dla przykladéw szeregéw
statystycznych, w nawiasach podano numery wzoréw zastosowanych do obliczert
A comparison of the results of calculating the measurements of asymetry and skewness for the

examples of statistical rows, the figures in parentheses stand for the numbers of expressions used
for calculations

Numer | Srednia | Domi- | Odchyl. MAS, MAS, W, MSK MSK,
przykl. | arytm. | nanta | stand.
1a 6,56 6,133 | 2,072 0,6 (7 [0,68 (11)]0,196 |0,6 (16)]0,667 (20)
1b 712 6,447 {2,794 |06 (7)|0636 (11)]o0,241 |06 (16)] 0667 (20)
1'a 658 |6,133 |2016 |06 (6)|068 (11)|0,222 [0,6 (15)]0,664 (19)
‘b 7,16 |6,447 |2,730 |06 (6)|0,36 (11){0,261 |0,6 (15)]|0,664 (19)
2a 2,02 2 1,068 0,062 (6)|0,062 (12)}0,018 |0 (15)]0,032 (19)
2b 1,9 ? 1,136 0,5 {(7)]0,143 (12)|? 0,5 (16){ 0,6 (20)
2 1,75 ()} 1,392 |1 6) 0,187 (12)f1,257 |1 (15)]1 (19)
3a 215 |? 1,20 Jo6 (7]o2 (11)f? 0,6 (16)]0,867 (20)
3b 0,65 0 0726 |1 6)11 (11)| o895 |1 (15)]1 (19)
4a 6 5818 |3,231 [0,133 (7)|0,25 (12)|0,056 [0 (16)[0 (20)
4b 735 |7 3,252 |0,467 (6)[0.167 (12)]|0,008 |0 (15)]0,137 (19)
4c 3,8 4,333 {1,327 |1 (6) |1 (11)|-0402|-1 (15) -1 (19)
5a 3,1 3 2,468 |- -1- -lo04 |- -10,05 (25)
5b 0,7 1 0,458 |- -1- -|-0,655|- -1-1 (25)
6a 7,36 3 4,246 - -1~ -}1,027 |- -10,913 (21)
6b 5,56 1,454 | 4,596 - -1 - -10,893 |- | -11 (21)
Zrédlo: Obliczenia wlasne.

SUMMARY

The article adopts clearly distinguished notions of asymmetry and skewness. These are:
A random variable has a skew distribution of probability if its average and dominant are not
equal.

A random variable X has a symmetric distribution of probability if there is such a point ’a’
that for each value x of this variable the equality is fulfilled:

P(X<a-z)=P(X >a+7)

The definitions of skewness and symmetry of the distributions of a random variable are
binding for the process of formulating the measures of skewness and asymmetry for the distributive
sequences and specifically weighed which are presented in the article. The solutions are described
which determine the measures of skewness concerning statistical distributive sequences with
constant and changeable length of the intervals and the solutions for the specifically weighed
sequences, when the differences between the consecutive values of the variable (z; — zi_1) are
constant or changeable.

The measures of asymmetry presented in the article are standardized in the interval [0,1}, and
the measures of skewness are standardized in the interval [-1,1].



