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wyZsza mocg W porownaniu z klasycznymi testami zgodnosci 8, wykorzy-
stywanymi do badania normalnosci rozkladu zmiennej losowej zaréwno
w przypadku znanych, jak i nieznanych parametréw tego rozkladu.

Test Hellwiga, w przeciwienstwie do testu oméwionego, dopuszcza
mozliwo$¢é weryfikacji hipotez dotyczacych szerokiej klasy rozkladow.
Warto podkresli¢, ze Z. Hellwig, nie badajac mocy proponowanego testu,
podkresla w pracy 4, ze test ten moze stanowi¢ podstawe weryfikacji hi-
potezy zerowej tylko w przypadku, gdy jest stosowany obok innych te-
stow zgodnosci. Tymezasem w polskiej literaturze statystycznej i ekono-
metrycznej spotyka sie przyklady wykorzystywania procedur opartych
na zalozeniu o normalnosci rozkladu zmiennej, a normalnosé¢ te bada sie
jedynie przy uzyciu testu Hellwiga. Wydaje sie, ze wiarygodno$¢ takiego
postepowania w sytuacji, gdyby omawiany test charakteryzowal sie niska
moca, mozna by latwo podwazyé¢. Powyisze fakty sklonily autorow do
podjecia niniejszego tematu. V

Praca sklada sie ze wstepu i trzech czesci. W dwoch pierwszych cze-
Sciach omowiono zasady tworzenia statystyk bedacych podstawg omawia-
nych testow. Test Shapiro-Wilka, ze wzgledu na jego niewielkg popu-
larno$¢ w polskiej literaturze przedmiotu, zostal opisany obszerniej.’
Czes¢ trzecia rozwazan zawiera rezultaty badania mocy metoda Monte
Carlo oraz wnioski koncowe. ,

TEST NORMALNOSCI SHAPIRO-WILKA

Zalézmy, ze (yi,..,¥yn) jest uporzgdkowang rosngco losowg probg
zmiennej Y, ktorej rozklad zostaje poddany weryfikacji. Niech hipoteza
zerowa bedzie hipotezg zlozong ® o postaci:

Hy:F(Y)=F(Z), (H
gdzie:

3 Pod pojeciem klasycznych testobw zgodnosci nalezy rozumieé¢ testy oparte na
poréwnaniu dysirybuanty teoretycznej rozkladu zmiennej z dystrybuantg empi-
ryczng. Jako przyklad mozna podaé: test 2, test Kolmogorowa, test Cramera-von
Misesa, test Kuipera, test Watsona.

4 Z. Hellwig: Test zgodno$ci dla malej prébki, ,Przeglad Statystyczny”,
1965, nr 12.

5 Opis procedury obliczeniowej statystyki bedgcej podstawg testu Shapiro-Wil-
ka podal jedynie C. Domanski w pracy: Statystyczne testy mieparametryczne, War-
szawa 1979, N

6 Wedlug C. Domanskiego (op. cit.,, s. 13) hipotezg zloZzong nazywamy kazda
hipoteze, ktéra nie jest prosta. Hipoteze nazywamy prosta, jezeli calkowicie okresla
dystrybuante zmiennej losowej.
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3) dla préb pochodzacych z rozkiadu normalnego W jest statystycz-

nie niezalezne od S%1i 7y, .
o?f .
HEW = — an
SymaxW=1,
2
na
6)mnW = —— , 18)
n—1

7) momenty rzgdu 1/2i 1 wyrazi¢ mozna w nastgpujacy sposob:

RET(1/2(n — 1))

Ewl/2

T crazmvz (19)
_ R (R*+1)
S YT (20)

gdzie:

R2=m'V~1m

C2=m'V-1V~Im.

Nalezy podkresli¢, ze rozklad statystyki W nie zostal okreslony for-
malnie. Autorzy testu podali!® punkty krytyczne W (przy zaloZeniu
prawdziwos$ci hipotezy H,) dla n=3, 4, .., 50 oraz dla réznych pozioméw
istotnosci. W literaturze polskiej wybrane kwantyle rozkladu W mozna
znalezé w pracy C. Domanskiego 11,

PROCEDURA OBLICZENIOWA STATYSTYKI W

Z zaleznosci (11) widaé, ze istotne znaczenie przy obliczaniu wartoSci
statystyki W ma znajomos¢ wspélczynnikow a; zdefiniowanych wzorem:

> m; -yl
=1
) 4=~ @n
gdzie: o
a; — i-ty element wektora a' (14),
m; — j-ty element wektora m' (4),

¥ Shapiro, Wilk: An Analysis...,, s. 605.
1 Domanski: Statystyczne testy...
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vil — element ma przecieciu i-tego wiersza oraz j-tej kolummny ma-
cierzy V71,
C=(m'V-1V~-1m)1/2.

Sarhan i Greenberg podali 12 wspéirzedne wektora m' oraz elementy
macierzy V dla n20. Stad tez obliczanie wspéiczynnikow a; dla i=1,
2, .., 20 nie nastrecza wiekszych trudnosci. W celu rozszerzenia mozli-
wosci wykorzystania testu W, Shapiro i Wilk zaproponowali 13 nastepu-
jaca procedure aproksymacyjna:

§=2m  (i=2,3,.,n~1), (22)
1
t L Gn),
1 dlan<20
V2I(z(n+1)
22 2 / 2
4 =2 =1 (23)

1
P(E (n + l))

dlan>20

\ V2 P(% n+1)

Nalezy dodaé, ze H. L. Harter * okres$lit warto$ci my dla i>>20, nie-
zbedne przy obliczaniu 4;. Zastosowanie powyzszej procedury aproksy-
macyjnej wydaje sie stuszne ze wzgledu na maty biad aproksymacji (do
1%), ktory w dodatku maleje wraz ze wzrostem liczby obserwacji n. War-
toSci wspoélczynnikow a; zostaly stablicowane przez autorow testu W.1

Poniewaz w polskiej literaturze statystycznej analogiczng tablice moz-
na znalezé w pracy C. Domanskiego 18, zdecydowano si¢ jej nie prezen-
towac.

Weryfikujgc hipoteze H, (gloszaca, ze préba pochodzi z rozkladu nor-
malnego o nieznanej wartosci oczekiwanej i wariancji) przy wykorzysta-
niu testu Shapiro~Wilka mozna wyrézni¢ nastepujace etapy:

2 A, E. Sarhan, B. G. Greenberg: Estimation of Location and Scale

‘Parameters by Order Statistics from Singly and Double Censored Samples, ,,Annals
of Mathematical Statistics”, 1956, nr 29.

B Shapiro, Wilk: An Analysis...

4 'H L. Harter: Expected Values of Normal Order Statistics, ,Biometrika”.
1961, nr 48.

15 Shapiro, Wilk: An Analysis...

8 Domanski: Statystyczne testy..., s. 194—196.
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F(X) tej zmiennej jest ciggla, to zmienna losowa Y=F(X) ma rozkiad jed-
nostajny okreslony na odcinku <0, 1>>. '

Niech H, oznacza hipoteze statystyczng, ze dystrybuanta zmiennej lo-
sowej X jest tozsamosciowo réwna funkcji ¢(X). Powyiszg hipoteze moz-
na wiec okresli¢ jako:

Hy F(X)=y(X) (25)

Jak latwo zauwazy¢, hipoteza H, jest rownowazna hipotezie Hy!, ktorg
wyraza sie w nastepujgcy sposob:

H} :Fl(y)=°fv dy , 26)

gdzie:

Fi(y) — dystrybuanta zmiennej losowej Y= F(X).

Z. Hellwig zaproponowal w pracy 2?2 weryfikacje hipotezy Hy! lub H,
w oparciu o liczbe k, ktorg nazwat liczbg pustych cel (tzn. liczbg cel, do
ktorych nie trafila zadna warto$¢ z préby). Liczba ta jest realizacjg pew-
nej zmiennej losowej K, ktorej dystrybuanta przy zalozeniu prawdziwo-
Sci hipotezy H, (H!) wyraza sie nastepujgcg zaleznoscia:

s+r n

P@m=2 (M"Z (-1F MTHa~ @7
s=0 1=0
gdzie:
n — liczba obserwacji w prébie (x,, X, ..., Xn),
m — liczba rozigezonych przedzialow, na ktére dzieli sie przedzial
<0, 1>.

Latwo zauwazy¢, ze hipoteza H, (H,!) zostaje odrzucona na przyjetym
poziomie istotnosci a, gdy zrealizowana warto$¢ zmiennej losowej K be-
dzie rowna k; takie, ze:

Pki(n, m)<<a (28)
lub k, takie, ze:
Pky(n, m)>1—a (29)

W przypadku (28) odrzucenie hipotezy H, wiaze sie ze zbyt-duig
zgodnoscig rozkladu empirycznego z teoretycznym rozkladem jednostaj-
nym, za$ w przypadku (29) ze zbyt duzg rozbieznoscia miedzy wymie-
nionymi rozkladami. Warto zwréci¢ uwage, ze podane przez Z. Hellwi-
ga 2 wartosci krytyczne k i k;_powinny by¢ wykorzystywane w przy-
padku, gdy weryfikowana hipoteza jest prosta. W sytuacji, gdy weryfi-

22 Z, Hellwig: Test zgodnosci dla malej probki, ,Przeglad Statystyczny”
1965, nr 12.
23 Ibid.
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kuje sie hipoteze o normalnosci zmiennej losowej przy nieznanych para-
metrach p i ¢, pozadane wydaje sie wykorzystanie wartosci krytycznych
zaproponowanych przez C. Domanskiego i A. Tomaszewicza 24, Rozwa-
zajac procedure weryfikacji hipotezy zlozomej o normalnosci rozkiadu,
przy wykorzystaniu testu Hellwiga, nalezy dokona¢ nastepujacych obliczen:

1) wyznaczy¢ tzw. cele, dzielagc odcinek <<0,1> na m=n réwnych
czesci,

2) okres$li¢c wartosci dystrybuanty rozkiadu normalnego standaryzo-
wanego dla poszczegélnych u;, gdzie 25:

Xj—X

32 (l = 1) 2) (2] n), (30)

uj =

3) wyznaczy¢ liczbe pustych cel (przedzialow) k,, przyporzadkowujgc
wartosci dystrybuanty (u;) przedzialom okreslonym w punkcie pierw-
szym procedury, i

4) odczytaé z tablic (np. rozkladu k) dla poziomu istotnosci a wartose
krytyczng k,_, %,

5) odrzuci¢ hipoteze H,, gdy ko k

W oparciu o podane dotychczas rozwazania w dalszej czeSci pracy
omoéwiona zostanie proba poréwnania mocy testéow Hellwiga i Shapiro-
-Wilka w przypadku, gdy wykorzystuje sie je do weryfikacji hipotezy
zlozonej o normalnosci rozkladu na podstawie malych prob.

POROWNANIE MOCY TESTOW HELLWIGA I SHAPIRO-WILKA
METODA MONTE CARLO

Jak wiademo, rozwigzanie szeregu zagadnien z zakresu statystyki sta-
lo sie mozliwe dopiero po zastosowaniu EMC. Nalezy do nich miedzy in-
nymi badanie mocy testow nieparametrycznych. Brak mozliwosci okres-
lenia mocy tych testéw w ujeciu formalnym sklonit niektérych badaczy
do zastosowania w tym celu metody Monte Carlo.

Zdecydowano si¢ analizowa¢ rozwazane testy tylko w przypadku ich
zastosowania do weryfikacji hipotezy zlozonej o normalnosci dla malych,
prob (n30). Hipoteze zerows (préba pochodzi z rozkladu normalnego

2% C. Domanski, A. Tomaszewicz: Uwagi o teScie zgodnosci Hellwiga.
»Przeglad Statystyczny” 1976, nr 23.
28 Nalezy zwroécié uwage, ze we wzowsze 30

3 X g=—1_ 3 (x—X)?
= Xi, g2 = i~ X)?
X =1 3 n—ilii=1 !

1

% PBrane sa pod uwage jedynie wartosci k)., gdyz hipoteza zerowa nie do-
tyczy losownosci préby.

1
n
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o nieznanych parametrach) weryfikowano wobec szerokiej klasy hipotez
alternatywnych, dotyczacych rozkladéw najbardziej istotnych ze statys-
tycznego punktu widzenia.

Do generowania préb pochodzacych z populacji o okreslonych rozkla-
dach wykorzystano uwagi zawarte w pracy R. Zielinskiego 27 oraz stan-
dardowe podprogramy maszyny cyfrowej CYBER 72 systemu CDC 6600.
Nalezy podkresli¢, ze dla kazdego wybranego rozkladu generowano po
2000 prob 10-elementowych oraz po 1000 préb 20- i 30-elementowych
(zgodnie z zasadami prowadzenia badan masowych). Kazdorazowo w opar-
ciu o wygenerowany ciag liczb, na poziomie istotnosei a=0,05, weryfiko-
wano hipoteze o normalnosci przy pomocy testow Hellwiga i Shapiro-
-Wilka.

Ze wzgledu na okreSlenie mocy testu jako prawdopodobienstwa od-
rzucenia hipotezy H,, gdy prawdziwa jest hipoteza alternatywna H,, w
badaniach starano sie okresli¢c procentowy udzial liczby hipotez odrzu-
conych w ogélnej liczbie préb, w sytuacji, kiedy kazda z tych prob po-
chodzila z okre$lonego, ale roznego od normalnego, rozkladu. Rezultaty
tak prowadzonych badan zawarto w tabeli 1.

Moc testu Hellwiga i Shapiro-Wilka dla wybranej klasy hipotez alternatywnych
The powers of the tests of Hellwig and Shapiro-Wilk for a chosen class of alternative

hypotheses
Genero- Test Hellwiga Test Shapiro-Wilka
wany
rozklad n=10 n=20 n=30 n=10 n=20 n=30
t,2 22,1 55,8 66,0 59,7 87,2 94 4
ts 1,7 6.6 4.6 17,7 34,3 43,7
ts 09 0,3 2,3 11,5 229 29,8
te 0,4 3,3 09 9.0 13,6 149
%120 19,1 68,7 78,0 71,3 97,9 99,7
xs? 2,5 13,1 11,7 27,8 65,1 83,9
X42 1,7 9,9 6,9 20,9 49,0 70,7
X10? 1,0 4,1 1,7 10,5 22,4 31,9
Wyktad-
niczy 5,7 28,5 29,8 427 84,1 97,5
Réwno-
mierny 1,7 8.4 6,9 8,1 20,5 38,8
Cauchy’ego 22,17 56,1 66,9 58,4 85,2 96,2
Logaryt-
miczno-
-nor-
malny 12,0 50,2 56,7 59,0 2,9 99,2

a t, — rozklad t-Studenta o 1 stopniu swobody.
b 4,2 — rozkiad 2 o 1 stopniu swobody.
Zrddlo: Obliczenia wlasne.

2?7 R. Zielinski: Generatory liczb losowych, Warszawa 1972.









