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The Application of Canonical Correlation to the Selection of an Optimal Set
of Explanatory Variables for an Econometric Model

UWAGI WSTEPNE

Analiza kanoniczna stanowi jeden z elementow wielowymiarowej ana-
lizy statystycznej. Ogoélnie mozna stwierdzi¢, ze polega ona na badaniu
zwigzku pomiedzy dwoma ukladami (wektorami) zmiennych, przy czym
jeden uklad tworzg zmienne objasniane, a drugi — zmienne objasniajace.
Wynika z tego, ze analize kanoniczng mozna traktowa¢ jako uogoélnienie
regresji wielokrotnej, w ktérej zmiennos¢ zmiennej objasnianej mozna
wyjasni¢ zmiennoscig zespolu zmiennych objasniajacych.

Pojecie zmiennych kanonicznych i korelacji kanonicznej wprowadzit
do literatury statystyczno-ekonometrycznej H. Hotelling w r. 1936, a sze-
rokie podstawy teorii korelacji kanonicznej dat T. W. Anderson w r. 1958.1
Problem ten omoéwiony jest rowniez przez wielu autoréw (przede wszyst-
kim zachodnich) w pracach dotyczacych wielowymiarowej analizy sta-
tystycznej. Autorzy, do ktérych miedzy innymi nalezg: Cooley, Lohnes,
Harris, Kendall, Stuart i Rao podali nie tylko teoretyczne aspekty kore-
lacji kanonicznej, ale rowniez praktyczne jej zastosowania. Gléwne dzie-

1 T. W. Anderson: An Introduction to Multivariate Statistical Analysis,
Wiley, New York 1958, s. 288—306.
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dziny dotychczasowych zastosowan analizy kanonicznej to: psychologia,
geografia, antropologia, botanika, nauki rolnicze i ekonomiczne. 2

Zainteresowanie w naszym kraju analizg kanoniczna i jej wykorzy-
staniem do badan empirycznych datuje sie od drugiej polowy lat siedem-
dziesiatych. Teoria tej problematyki omoéwiona jest miedzy innymi w
opracowaniach A. Krzyski?3 i M. Nowosadzkiego, natomiast wyniki prak-
tycznych zastosowan zawarte sa w pracach B. Glebockiego 4, S. Mejzy ®
i W. Ratajczaka 8, dotyczacych badan produkcji rolniczej, zootechnicz-
nych i w geografii ekonomicznej. W pracach tych zastosowanie analizy
kanonicznej pozwolilo zbada¢ zwigzki pomiedzy zmiennymi mierzgcymi
poziom urbanizacji a zmiennymi mierzacymi poziom uprzemysiowienia
w ukladzie gmin wojewoddztwa poznanskiego, jak rowniez wspoélzalez-
nosci pomiedzy rozwojem ekonomicznym, $rodowiskiem geograficznym
i ksztaltem powiatéw wojewoddztwa poznanskiego a rozwojem ich sieci
drogowej i kolejowej.

Niniejsze opracowanie nie opiera si¢ na badaniach empirycznych. Ma
ono charakter teoretyczny. Celem tego opracowania jest przedstawienie
mozliwosci wykorzystania korelacji kanonicznej do wyboru optymalnego
zbioru zmiennych objasniajacych do modelu ekonometrycznego.

Mozliwos¢ zastosowania korelacji kanonicznej do wyboru zmiennych
objasniajgcych do modelu ekonometrycznego w poczatkowej fazie jego
budowy zaproponowat J. Gren?. Podal on ogoélng idee tej metody w wy-
mienionym aspekcie. W niniejszym opracowaniu — poza przypomnie-
niem _ propozycji J. Grenia — przedstawiono dalsze uwagi dotyczace
uzyskania ostatecznego rozwigzania, tzn. ustalenia zbioru zmiennych ob-
jasniajacych do modelu ekonometrycznego.

Zalozmy, ze dysponujemy duzym zbiorem potencjalnych zmiennych,
ktére mozna by uzy¢ w modelu jako zmienne objasniajace. Nie chcemy
jednak wprowadza¢ do modelu wszystkich zmiennych potencjalnych (zda-

2 M. Nowosadzki: Analiza kanoniczna i analiza redundacji, Pigte Collo-
quium Metodologiczne z Agro-biometrii, Warszawa 1975, s. 230—252,

3 M. Krzys$ko: Analiza zmiennych kanonicznych i korelacji kanonicznych
[w:] Analiza regresji w geografii, pr. zb. pod red. Z. Chojnickiego, PAN, Warsza-
wa—Poznan 1980, s. 55—68.

4 B. Glebocki: Czynniki ksztaltujgce przestrzennq strukture produkcyjng
rolnictwa, Uniwersytet im. A. Mickiewicza, Poznan 1979.

5 S. Mejza: Korelacje kanoniczne i ich zastosowania w badaniach rolni-
czych, Piate Colloquium Metodologiczne z Agro-Biometrii, PAN, 1975, s. 254—274.

¢ W. Ratajczak: Zastosowanie analizy kanonicznej w badaniach geogra-
ficznych, pr. zbiorowa pod red. Z. Chojnickiego nt. ,,Analiza regresji w geografii”,
PAN, Warszawa—Poznan, 1980, s. 69—381.

7 Propozycja ta zostala zgloszona na seminarium naukowym poswieconym
problemowi doboru zmiennych do modelu, ktére odbylo sie w Zakopanem w kwiet-
niu 1979 r.
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rza sie, ze nadmierna liczba zmiennych objasniajagcych wystepujgca w
modelu poza klopotami natury numerycznej utrudnia merytoryczne zin-
terpretowanie uzyskanych wynikow). Musimy wiec dokona¢ wyboru
zmiennych sposréd wszystkich kandydatek.

Zbiér zmiennych oznaczmy przez y, natomiast zbiér zmiennych, ktoére
ostatecznie wejda do modelu przez ya, a zbiér zmiennych pominietych —
przez yg. Zmienne ze zbioru ya bedziemy nazywaé¢ zmiennymi aktywny-
mi, za§ zmienne ze zbioru yp — zmiennymi biernymi. Na tej podstawie
zbiér zmiennych potencjalnych mozna zapisa¢ jako sume podzbioréw
Aa 1 Xm, czyli:

X=Xxav s
gdzie: xa= [X,, i€A}, xs= [X,, j€B}.

Problem wiec sprowadza sie do odpowiedniego podzialu zbioru y na
podzbiory xa i ya. Podzial ten powinien byé¢ jednak tak dokonany, aby
wybrane zmienne do modelu najlepiej wyjasnialy zmiennos¢ zmiennej
objasnianej. Co wiecej — ze wzgledu na brak dokladnego rozeznania,
ktore ze zmiennych zbioru y bezwzglednie powinny w modelu wystapi¢c —
nie chcemy catkowicie rezygnowa¢ z wplywu zmiennych pomijanych.
Wymagamy wiec, aby zmienne podzbioru ya, poza informacjami, jakie
same wnosza do modelu, reprezentowaly réwniez informacje pochodzace
od zmiennych pomijanych. Wydaje sie, ze odpowiedniego podzialu zbioru
¥ na podzbiory xa i xs mozna dokona¢ przez wykorzystanie teorii kore-
lacji kanonicznej.

KORELACJA KANONICZNA

Rozwazmy wektor x zmiennych o i+j skladowych oraz podwektory
xa=[xi] i xpg=[x;] Utwoérzmy dwie zmienne sztuczne u, i vg, bedace
kombinacjami liniowymi elementéw wektorow X, i Xp, co mozna zapisa¢
nastepujaco:

Ua :EA qUxi = q'x,
= (2.1)

A :jFZ'—H thj = .thB'
gdzie: q=[q;], h={h;] — wspotczynniki powyzszych kombinacji liniowych
beda tak dobrane, aby wspoélczynnik korelacji pomiedzy zmiennymi ujs
i va byl maksymalny.

Dla uzyskania jednoznacznych rozwigzan numerycznych wprowadza
sie dodatkowy warunek, a mianowicie taki, Zeby wspoélczynniki q; i hy
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byly tak dobrane, aby wariancje zmlennych U, i vp réwnaly sie jednosci,
czyli:

D2(us)=1 i D%(vg)=1 2.2)

Wspélczynnikl korelacji pomiedzy zmiennymi ua i vg oznaczony przez
puavg mozna wtedy wyrazi¢ nastepujaco:

uov(uA, B)
—_— ——— = cov(u

p =
‘a'B \ DZ(UA)DZ(V

AVp) - (2.3)
B)

Zdefiniowane wzorem (2.1) zmienne u, i vy nazywamy zmiennymi
kanonicznymi, a wspétczynnik korelacji pomiedzy tymi zmiennymi okres-
lony wzorem (2.3) nazywamy wspélczynnikiem korelacji kanonicznej.
Wspélezynnik ten mierzy sile zwigzku pomiedzy zmiennymi kanonicz-
nymi. Maksymalizujac go chcemy zapewnic¢ sobie wprowadzenie do mo-
delu informacji nie tylko reprezentowanych przez zmienne, ktére zostana
w modelu uwzglednione, ale réwniez — przez silne skorelowanie ich
ze zmiennymi pomijanymi — informacje pochodzace od zmiennych nie
uwzglednionych w modelu. Wspétezynnik pusvg jest bowiem kryterium
wyboru odpowiedniego podzialu zbioru y na podzbiory ya i ¥m, umozli-
wiajacym ustalenie listy zmiennych objasniajgcych, ktore powinny wy-
stapic w modelu. Dokladniej problem wyboru oméwiono w punkc1e 3 ni-
niejszego opracowania.

Obecnie przedstawimy proces wyznaczania maksymalnego wspolczyn-
nika korelacji kanonicznej dla jednego z m mozliwych podzialéw zbio-
ru y na podzbiory xa i ¥s.

Jezeli dysponujemy macierzg x obserwacji na zmiennych potencjal-
nych i r-tym podzialem tej macierzy na bloki X, i Xg oraz wektorami
zmiennych kanonicznych tego podzialu, to za Theilem mozemy poda¢, ze 8

])2 U(r) = u u(l’) = q x x 1
wa®) (2.4)
D*(v)) = v(') v<f) = thg Xph = 1.
Natomiast wspoélezynnik korelacji kanonicznej mozna zapisaé¢ naste-
pujaco:

T ’I‘
pu® 0 = w ) = XX h, (2.5)

Aby otrzymaé¢ maksymalny wspélezynnik Pu, ® VB(r),naleiy zmaksy-
malizowaé¢ prawg strone wyrazenia (2.5) przy warunkach (2.4). Problem

8 H. Theil: Zasady ekonometrii, PAN, Warszawa 1979, s. 323.
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ten — jak wiadomo — jest poszukiwaniem maksimum warunkowego
funkcji Lagrange’a, ktéra w naszym wypadku przyjmuje nastepujaca
postac:
1 : 1 . . ) .
— oI xT TyT — _ - T yT —

F(g.h) = a Xy Xgh — SA(@ X3 X 9, — D) — gulb Xy Xgh — 1) (2.6)
gdzie: A i p sg mnoznikami Lagrange’a.

Obliczajgc pochodne czgstkowe funkcji (2.6) wzgledem wektorow q.
i hy i przyréwnujac je do wektora zerowego otrzymujemy:

oF
= XIXgh —AX[X,q =0
q
f 2.7
oF T T -
?'f_f = XpX,q, — uXgXgh =o.
Wykorzystujac (2.4) i (2.7), mozna wykaza¢, ze:
AN=pu= (r) (r) .
H puA )v[(; (2.8)

Z kolei wykorzystujac (2.7) i (2.8) i dokonujgc odpowiednich prze-
ksztalcen, otrzymujemy dwa rownania o nastepujgcej postaci:

[ X)) X]/; XB(XEXli)_I XTB Xo — p:llgr)vk(;r)l]qr ° 29)
[ XD XX, (

XIX ) XX, - HONUDEEE

Jak wynika z (2.9) 92uA(T)VB(r) jest wartoscig wlasng odpowiednich
macierzy — wartoscia, ktérej pierwiastek jest wspolczynnikiem kore-
lacji kanonicznej. Natomiast q, i h; sa wektorami wlasnymi tych samych,
odpowiednich macierzy. Aby wiec uzyska¢ najwiekszy wspolezynnik ko-
relacji kanonicznej, wybieramy najwiekszy pierwiastek wielomianu cha-
rakterystycznego, wystepujacego w rownaniu charakterystycznym, ktoére
jest wyznacznikiem (2.9) poréwnanym do zera. Najwiekszemu pierwiast-
kowi przyporzadkowane bedg odpowiednie wektory spelniajace waru-
nek (2.2).

PROCEDURA ZASTOSOWANIA KORELACJI KANONICZNEJ
DO WYBORU ZMIENNYCH OBJASNIAJACYCH

Caly proces wykorzystania analizy kanonicznej do wyboru zmiennych
objasniajgcych mozna przedstawi¢ w postaci ponizszego schematu blo-
kowego. Schemat ten przedstawia kolejno$¢ czynnosci zmierzajacych do
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wyboru ostatecznego, optymalnego podzialu zbioru y na podzbiory ya
1 B

Jak wynika ze schematu przedstawionego na rycinie, poszukiwanie
maksymalnego wspoélczynnika korelacji kanonicznej przebiega przez
wszystkie r £ m podzialéw zbioru y na odpowiednie podzbiory % i ¥B.
Nalezy jednak podkresli¢, ze interesujg nas tylko te podzialty, ktére za-
pewniajg co najmniej dwuelementowe podzbiory ya i ys. Takie bowiem
podzbiory umozliwiaja konstrukcje zmiennych kanonicznych.

START

1
I Okredlenie zbioru X
. l -
Okreslenie m podziafow

zbioru E na odpowiedni
poazbiory ;{,‘A ] 38

r=1
NIE
r<m
TAK l
Konstrukcja zmiennych kano-| | Prezentacja optymal-
nicznych (_:qr) / vB(r ) nego poaziatu zbio-
T ru X
Konstrukcja wspofczynnika ko - l
reiacji kanonicznej ‘9% (r) vér) STOP

Maksymalizaca .fyn)kc{i) La-
range'a dla Q,(r), (r
granged o Py

Pl =Py

1
Bprymalny podziat =r l
|

Schemat blokowy wykorzystania analizy kanonicznej do wyboru zmiennych objas-
niajacych

Block scheme of the application of canonical analysis to the selection of explanatory
variables
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Ostateczny wybér optymalnego podzialu rozwazanego zbioru naste-
puje po zbadaniu maksymalnych wspélczynnikéw korelacji kanonicznej
dla m podzialéw. Traktujgc bowiem wspolczynnik korelacji kanonicznej
jako kryterium wyboru optymalnego podziatu zbioru y na podzbiory ya
i yp, Wybieramy ze wszystkich m maksymalnych wspoétczynnikow kore-
lacji ten, ktory jest najwiekszy. Kryterium to mozemy zapisa¢ naste-
pujaco:

Py v. = max (max p ) = maxp
AB  AB (q,h Us Ve AB YA'B
: 3.1)
- Py vy, = maxp (
gdZIe. A'B q.h uAVB

Wydaje sie, ze powyzsze kryterium maksymalnego wspélczynnika
korelacji kanonicznej moze zapewni¢ wybor optymalnego (najlepszego)
podzialu zbioru zmiennych potencjalnych na podzbiér zmiennych aktyw-
nych i podzbiér zmiennych biernych. Nalezy sadzi¢, ze zmienne osta-
tecznie wprowadzone do modelu w mys$l kryterium (3.1) dobrze objasnia¢
beds zmienng objasniang i dobrze zastepowa¢ zmienne pominiete. Taki
sposob podejscia moze pozwoli¢ na zredukowanie duzej liczby zmiennych
potencjalnych do zbioru zmiennych aktywnych, zachowujac jednoczesnie
— przez wprowadzenie analizy kanenicznej — oddzialywanie zmiennych
biernych. Trzeba jednak zdawaé sobie sprawe z faktu, ze strona rachun-
kowa dojscia do ostatecznego rozwigzania jest czasochlonna i skompli-
kowana. Zbadanie maksimum funkecji (2.6) dla wszystkich m podzialow
duzego zbioru y zmusza do korzystania z techniki komputerowej. Po-
nadto wymaga rowniez znajomos$ci odpowiednich programoéw obliczenio-
wych. Powyzszy fakt sprawia, Ze analiza kanoniczna budzi pewne kon-
trowersje. Nalezy jednak zaznaczyé, ze obecny poziom techniki kompu-
terowej jest taki, ze nawet czasochlonne i skomplikowane numerycznie
zadania moga by¢ zadowalajgco rozwiagzane, o czym Swiadczg cytowane
w tym opracowaniu publikacje.

PE3IOME

B craThe mNpeacTaBieHa BO3MOMKHOCTL NDMMEHeHMA KaHOHMYECKOM Koppeasanuu
1A BbIGOpa OGBACHMMBIX INepeMeHHEIX B S9KOHOMETDHYECKON Moaeau. BerynurenanHas
yacTk paboTsl nocBAleHa OOIIMM IPUHIMIAM JeJeHUMA O60JbIIOro MHOMXKEeCTBa II0-
TeHUMAJNbHLIX NEpPEeMEeHHbIX Ha NOAMHONKECTBO NEPEeMEHHBIX, BXOAAIMX B MOJZEJb,
M Ha NMOAMHOIKECTBO IIPOIYILEHHBIX [€PEMEHHBIX.

Bropas yacTh paboThl mocBAleHA KPUTEDHIO BbIGOpa COOTBETCTBYIOMErO AEJEHMUHA
MHOMKECTBa NOTEHOMAJNbHBIX HepeMeHHbIX. TaRMM KDHUTEpMEM eCcTh MaKCHMMaJbHbDL
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K03pPUIMEHT KaHOHMYECKON KOPPeNALMM MeXAYy ABYMA KaHOHMYECKUMM IepeMeH-
HbIMM, U3 KOTODPBLIX OJHA ABJAETCA JMHEHHOV KOMOMHAIMElt NepeMeHHbLIX, IPUHATBHIX
BO BHMMaHMe B MOJEJM, a APYraa — NUHEHHOM RKoMOMHAuMell NPONyIeHHLIX IIe-
peMenHbIX. Ham XaXKeTcA, 4TO MaKCHMMAJU3MPydA KOS(MUIMEHT KaHOHUUIECKOI KOp-
PeNAlMK MeXAYy STUMM NepeMeHHEIMM, MOMHO OyAeT IpoMu3BecTH Takoil BuIGOp moO-
TeHUMAJbHBIX IIepEeMEeHHbIX, NP KOTOPOM BBEJEHHble B MOJEJNb NepeMeHHble OyayT
X0powo o6bACHATL 00BACHMMBIE IIEpeMeHHble. BOJibllle TOTO — ecClIM Mbl MX CUJIBHO
CKOPDENMPYEM C IMPONYIIEHHbIMM INePEMEeHHBIMM, TO OHM OyayT yuuThiBaTh MHGOpP-
Malio, COZePMAaIlyIOCA B NEPEMEHHbIX, He YYTEHHBIX B MOAEJN.

B TpeTbeit yacTM cTaTbM HPEACTABIEHA LeJjas NPOLEeAypa MNOJYy4YeHUA OKOHYa-
TeJIbHOTO, ONITMMaJbHOrO AEJEHUA MHOMKECTBAa IMOTEHIMAJBHBIX [E€PEMEHHBIX HAa MHO-
FKECTBO IePEeMEHHBIX, BBeAGHHBIX B MOJAEeJ]b, M HAa MHOMECTBO NDOMYILIEHHbIX Iepe-
MeHlbIX. Cnexnyer, ogqHako, 106aBUTH, YTO NMpPOoLEAYPa MaKCcuManu3auuyu Ko3gduUIpMEeHTa
KaHOHMYECKO} KODPPeNfAuMy, SABJAIIIETOCA KDUTEPUEM BLIOOpa, AONMHA OXBATHIBATH
BCE COOTBETCTBYIOIIMe fieJIeHUA MHOMECTBA HOTEHNMAJIbHEIX IePeMEeHHBIX. DTOT IpPOo-
Hece cJOMKeH B HYMepU4YecKOM OTHOLUeHMM, OH TpebyeT MCnoAL30BaHMA KOMIILIOTOD-
HOJ BBIYMCIMTEIBHOM TeXHUKH.

SUMMARY

The article presents a possibility of applying canonical correlation to the selec-
tion of explanatory variables for an econometric model. The introductory section
deals with the general principles of the division of a large set of potential variables
into a subset of variables included in the model and a subset of variables omitted.

The second part concerns the selection criterion for an appropriate division
of the potential variables set. This criterion is provided by the maximum coeffi-
cient of canonical correlation between two canonical variables, of which one is
a linear combination of variables included in the model, while the other is a linear
combination of variables omitted. It seems that the maximization of the canonical
correlation coefficient between these variables may ensure the selection of such
a division of the potential variables set that the wvariables infroduced into the
model will interpret well the variable explained. Moreover, by their strong correla-
tion with the variables omitted, they will take into account the information contain-
ed in variables not included in the model.

The third part of the article presents the whole procedure of reaching the
final, optimal division of the potential variables set into the set of variables intro-
duced into the model and the set of variables omitted. However, it should bhe
added that the procedure of the maximization of the canonical correlation coeffi-
cient, which is the selection criterion, must cover all the appropriate divisions
of the potential variables set. It is a process numerically complex and requires
the application of computer calculation techniques.



