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Колебания многослойного жидкого шара с твердым сердечником

The Oscillations of the Many-Layered Liquid Sphere with a Core

§ 1. Teorię małych drgań grawitacyjnych kropli nieściśliwej cieczy ideal
nej podał Lord Kelvin [1]. Lamb uogólnił te wyniki na przypadek 
jednej warstwy cieczy pokrywającej sztywny rdzeń sferyczny [1]. Lord 
Rayleigh opracował teorię drgań kapilarnych kropli takiej cieczy. 
W teorii jądra atomowego u podstaw modelu kroplowego [3], a także 
uogólnionego tzw. kolektywnego, rozpatruje się drgania kropli cieczy 
idealnej i nieściśliwej o stałym rozkładzie gęstości masy i gęstości ładunku 
tj. p = const., q = const., gdzie p oznacza gęstość masy, q — gęstość obję
tościową ładunku elektrycznego Uwzględnia się przy tym napięcie po
wierzchniowe kropli obliczone z energii wiązania jądra.

Celem mojej pracy jest uogólnienie wspomnianych wyżej wyników 
na następujące przypadki:

1) drgań n warstw różnych nieściśliwych cieczy idealnych, naładowa
nych elektrycznie z różnymi gęstościami objętościowymi, koncentrycznie 
pokrywających sztywny rdzeń sferyczny,

2) drgań kropli cieczy o ciągłym rozkładzie gęstości masy i gęstości 
ładunku.

W przypadku pierwszym częstości własne drgań dane są wzorem: 

gdzie:
fi — _ I
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Ze wzorów tych otrzymuję jako przypadki szczególne wyniki podane 
przez Lorda Kelvin a i Lamb a [1] oraz wzór na częstości własne 
drgań kropli pokrytej warstwą innej cieczy.

W przypadku drugim wzór na częstości własne otrzymuję z wyżej 
wypisanych wzorów przez przejście graniczne, gdy liczba warstw rośnie 
nieograniczenie.

§ 2. Rozpatrzmy drgania swobodne n warstw cieczy idealnych i nie
ściśliwych, koncentrycznie pokrywających sztywny rdzeń sferyczny. Niech 
Ro, Rp ..., Rn oznaczają promienie powierzchni tych warstw przed od
kształceniem w kolejności licząc od warstwy zewnętrznej do rdzenia. Po 
odkształceniu powierzchnie warstw dane bębą równaniami rfc = rk (!)■, cp). 
Przyrosty Ark = rk — Rk rozwijam w szereg funkcji kulistych Y, (B-, cc): 

^=^[1+24%^ ?)] (2,D
gdzie a'k) = a*k) (t) są współczynnikami zależnymi od czasu, a sumowanie 
rozciąga się po p od — X do + X, i po X od 0 do oo, к = 0, 1, ..., n. Oczy
wiście rn = Rn i a'"’ = 0.

Zakładamy, że ruch cieczy jest bezwirowy, co łącznie z warunkiem 
nieściśliwości daje równanie dla potencjału prędkości Фк:

\/2фк = 0, k = l, 2, ..., n.
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Rozwiązaniem tego równania jest

фк=?) dla Rk < г < Rk_x (2,2)

Potencjał Фк musi spełniać następujące warunki:
Wl) Фк jest ciągły w cieczy.

. дФ
W2) vr = ^r" Jest ciągła w cieczy.

.04'W3) -,— = rk dla к = O, 1, 2, ..., n — 1.
dr r = Rk

W3a) ЭФ 
dr = 0.

r = Rn

Z Wl i W2 wynika dla к = 1,2, ..., n~ 1:

(A^-A^+1,)R2feX+1 = B^+1)-B<k; dla k = l,2, n~l (2,3) 
oraz:

U(k)_ p!1+l_ R(k) _ R(k+1) j, , _. ,
1p Ap ~B^ dla k-1, n-1 (2,4)

i stąd:
д (к) _ д (k+1) _ д R(k) = R(k+1) _ R
■^Ip Aip Aip> ßip ßlp «lp>

Z warunku W3a wynika:

Bip = ApxTT«n+1 (2,5)

Ai,,

Z W3 mamy dla к = 0:
ХД R2k+1 —(X + 1)B, =R1+3ł(o) lp O v "Ip “o Ip

Łącząc wzory (2, 5) i (2, 6) otrzymuję:
____________Bo_________ • <0)

1 X(R„+1-R2nx+1) ,tl
Dl+3 d21+1
KO Rn___________â(o)

(X + 1) (R2o’ +1 — R„+1)

Z W3 i wzory (2,5) wynika:

Aip = X (r2Z+i — й2Х+1) а*|1> dla k = 1 ’ • • • > n

(2,6)

(2, 7)

(2,8)

(2,9)

В1и
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następnie ze wzorów (2, 7) oraz (2, 9) otrzymuję:
r24-1_ r2>+1

Ra+1_ Ra+1
o n

p \ ^+3
I №---- 1 a R / '■ (2,10)

Po scałkowaniu wzoru (2,10) otrzymuję:
p2k+l__  p2k+l / p \

(k)_ no I „(o)i (k) foin
“i.-^â+ï—^+T p +c (2,11)

Ro Rn

gdzie c<k) są stałymi określającymi początkowe odkształcenia powierzchni
warstw. W rozpatrywanym przeze mnie przypadku c(fc) = 0.

§ 3. Energię kinetyczną obliczam ze wzoru:

(3.1)
fc=1 Rk

?k jest gęstością cieczy w warstwie k.

Wyrażając grad Ф we współrzędnych biegunowych otrzymuję wzór:

i л<Ь'2-дФ дФ* , 1 ЙФ дф* , 1 6Ф дФ*
'grad dr’ dr + г2 d»' do +r2sin2& д'? ’ d'? (3,2)

ЭФ дФ дФPo obliczeniu -5—, --»-z- i — ze wzoru (2,2) i wstawianiu dr aft d<? do (3,2)
otrzymuję:

I grad Ф
U'
PH-'

1 1 B.kA^-^k + l)-^ 
r

^,rk'-1 +

p* / R \ /
- (*' +1) Г1"1 + А* /-1 +

r \ r / \

do-
1

dH sin20 dtp
dY*. 

d«p
(3,3)

Pamiętając, że J YX|1

Г/dY^dY* 1 dY^ 
J \ do- ‘ dO- + sin2fl. d?

'* , dQ = ön, <5 , Àr|V kk' oraz

dtp
d2 = X(k + l)8u,S№ [2]
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obliczam z (3,1) i (3, 3):

IВ I2 
к (2X + 1) I Aj2 г2' + (X+1) (2X +1) —fy- dr =

n ^k—1

k=i Rfc

k=l Ли

1 
p2k4-l

Po wstawieniu do powyższego wzoru Ax i Bx ze wzorów (2,7) i (2,8) 
i po prostych przekształceniach otrzymuję:

T = (3,4)

j^2X+6

gdz,e Х(Ва+1_ дП+1)!
k=l

X р4Ч-2 /1 1
X +1 Kn I р2'^1 Р2^1

\лк-1 лк
(3,5)

§ 4. Zmianę potencjału elektrostatycznego Sep związanego z odkształ
ceniem warstw naładowanej cieczy obliczam, traktując przemieszczenie 
ładunków w pobliżu powierzchni jako wytworzenie warstw powierzchnio
wych równych (qk+1~qk) &rk. Sep spełnia równanie Laplace’a, można je 
więc zapisać w postaci:

4 = (C * + 0£> : ) Y), (4,1)

dla Rk < r < Rk_j, gdzie к = 0,1, n+1, Rn+1 = 0, ^ = 00, , q'£)
są współczynnikami zależnymi od czasu.

Sep musi spełniać następujące warunki:
W4) Sep jest skończony dla r = 0 i lim Sep = 0.
W5) Sep jest ciągły w całej przestrzeni.
W6) Składowa normalna pola elektrycznego posiada skoki na gra

nicach warstw:
?-(4+i)

Or
= -4" (qfc+i ~ Qk) Дгк = ~471 (Qk+i -

-Qk)
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Z warunku W4 wynika, że Q.'°/= Q,”+1> — O (4,2)
Z W5 wynika: 

(Qr,)-Oßri=C-^+1) (4,3)

Warunek W6 daje:

X (C - QS+1>) <+1- (X + 1) (C - Q£+1)) =- 4* (qk+1 - qfc) Rl+3 < (4, 4)

Łącząc wzory (4, 3) i (4, 4) otrzymuję:

o(k)_ Q<k+i) = 4rc (gfc+i qk) Rfc а(к) 
(2X+1)R^+1

(4,5)

Zauważywszy, że Q‘°’ = 0 otrzymuję z (4, 5): 
к 

n(K+D 41Ï v^q1+1 — qź (l)

i=o

Wstawiając a**’ z (2,11) do (4,6) otrzymuję:

,fc,n 4~R'+3a'o) \ПГ (R \2Ж
7^+i)(R°^-r^) Z Mit (q‘+1'qł) (4,7) (2À + 1) (rt0 Rn ) L \ /

gdzie к = 0,1, ..., n —1, q0 = 0.

Warto zauważyć, ze Q.(”+1>= qJ"’.

Ze wzorów (4, 3) i (4,4) wynika, że:

X(k) — r»<k+i) _ n2X-H _ 4" (qfc+i — qk) Rk ((C)
Ч.Н. -Wip. —(2x+ij

i ponieważ Q)"+1) = 0 otrzymujemy:

e“ =^^(5<+,-9.>Ki+4’ w-9)

i=k

Wstawiając do (4, 9) aj!) ze wzoru (2,11) otrzymuję:

4îtRxo+3R2X+1 ÿl |7йЛА+1_
(2X+1)(R*+1-K*+1) (q‘+i~q3 (4,10)
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§ 5. Zmianę elektrostatycznej energii kropli przy deformacji jej kształ
tu można przedstawić w następującej postaci:

ДЕ.1 = Т J d' + łJ | Дер- Aq* dt =, * , .1 cp.Aq d^ + —

n+l n—1 n—1

k=l k=o k=o

gdzie Aqfc = qk Ark 8 (r — Rfc), przy czym f dt = 0 (5, 2)

Korzystając ze wzorów (2,1), (2,11), (4,1), (4,7), (4,10) i (5,2) otrzy
muję w rozpatrywanym przybliżeniu, że: 

n—1

q*^*dT = ° (5,3)
k=l

-R2X+1) |a!o)|2 
n 1 I 1ц I

<p-Aq" dt przedstawiam potencjał <pk_)_1W celu obliczenia całki

w cienkiej powierzchniowej warstwie (gdzie Aqk =# 0) wzorem przybliżonym:
n n

J 4/3K (R3-R3i+1) qi+1 Z ^i+i (R? - _
_ i—к i—к i .J \ V

?k+1- Rk + ^rk ~ Rk 

przy czym Kn+1 = o. Z powyższego wzoru oraz ze wzorów (2,1), (21,1) 
i (5, 2) otrzymuję:

n
s E 

k=o

4x(R2kX+1-R^+1)2R2J+1(q -qfc) 3А/ II U A- л А, Ж Z т-j O
3(R2k+1-R2k+1)X+4 ’ j° n it i=k

-R<+1)qł+i (5,5)
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Zatem zmiana energii elektrostatycznej wyraża się wzorem:

ДЕ =4 V C'1’ I a<o) |2 
el 2 I (5,6)

gdzie:

у /r\2X+1
4 Z (2X + 1)(E2J+1_R*+1)2 Z \rJ 

k=o ° 71 i=o

i=k+1

-R2nX+1

4^(R2X+1-R2nX+1)2R20X+6(qk+1-qk)
3(r2;+1-r2'+1)r2;+4

i=k

(R--R3i+1)4i+1 (5,7)

§ 6. Zmianę energii powierzchniowej przy odkształceniu kropli daje 
wzór [3]:

ДЕ = У-nn+2)^. I2 , „
pow 2 v ' ' ' >-P-1 (6 1)

gdzie a oznacza stałą napięcia powierzchniowego, a R promień kropli 
nie odkształconej.

Dla n warstw analogiczny wzór będzie:

(6,1)
k—o kp.

wstawiając następnie ze wzoru (2,11) do (6,1) otrzymuję:

gdzie:

ДЕ =— V1 C.(2) I a.<0) P 
p°w 2 / i k i w I

n—1

Cf = (X-l)(X + 2)
к—o

! o2H-l_ p2k+l \2
1 ^k J i

2k+6

i p2X-H __ p2k+l 1 1
x o vn ' \ Rk

(6, 2)

(6, 3)

§ 7. Całkowita energia drgań wyrazi się wzorem:

gdzie C^C^+CJ2’

(7,1)

(7, 2)
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Częstości własne drgań tej wielowarstwowej kropli dane są wzorem:

§ 8. Przypadki szczególne:
1. Kropla cieczy jednorodnej. Kładąc n = l. Rn = R1 = 0 otrzymamy ze 

wzorów przeze mnie wyprowadzonych wzory na częstości własne drgań 
swobodnych kropli cieczy stosowany w teorii jądra atomowego (3):

c>. = <3-Ro(x~i)(x + 2)
8-q2(X-l)
3RO(2X+1)

PK5O 
X

2. Jedna warstwa cieczy na rdzeniu stałym. Kładąc we wzorach wy- 
prowadzonych w tej pracy n = l, Ro = a, Rn = R1 = b, 4 = — G? i ozna
czając przez po średnią gęstość rdzenia i warstwy cieczy oraz g = 4/3^Gpoa, 
otrzymujemy po prostych przekształceniach:

___ 3___ p\ 
2X + 1 po/

9_ 
a

Wzór ten jest indentyczny ze wzorem podanym przez La mb a [1].
3. Kropla pokryta warstwą innej cieczy. Kładąc we wzorach (3,5), 

(6, 3) i (5, 7) n = 2, Rn = R2 — 0 otrzymamy wzór na częstości drgań kropli 
pokrytej jedną warstwą innej cieczy:

gdzie сл=с"’+с®

(1) 8^a5(X —1) Г i [b\2Z+1 1 / Ъ VI
^=-iw(^4*<,2^)+4xe4’-q4»+iH -tW]

[/ \3' 
ao + 3l

5

(3 = — X
/ ъ \2Л+11

P1 Pl) \ a I
a i b są jak poprzednio promieniami warstw, tzn. Ro = a, Rx = b.

§ 9. W celu obliczenia częstości drgań ciekłej kuli o promieniu a z ciąg
łym rozkładem gęstości masy p = p (r) i gęstości ładunku <ł = q (r) zawie
rającej sztywny rdzeń sferyczny o promieniu b przechodzę we wzorach 
(3,5) i (5,7) z n do nieskończoności przy ustalonych Ro = a i Rn = b.
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Uwzględniam przy tym skoki gęstości na powierzchniach cieczy r = a 
oraz r = b. Otrzymane wzory mają postać następującą:

C*.1* = 4" a q (a) q (a) _ q \ 8~ a5 q (a)
2À + 1 3 / (2X + 1) (aM+1- bM+L

b

a
f 2Л+1 dq 

r -z— dr +dr

-b2X+1[q(a)-q(b)]

T

ßsU+1-bU+1)^ds 

b

(r^_b2+1)^_dr + 
dr

4r.aU+6
(a2x+1-b2X+1)2

(Г2Л+1— ь2^1)2 dq dr

a2x+6(2X+l) f u 
k(a2x+1-b2x+1)2J P‘r

q =
а

1 f 2
—3- qr dr jest średnią gęstością ładunku w kuli.
a J

O

W rozpatrywanym przypadku napięcia powierzchniowe między war
stwami znikają w granicy i pozostaje tylko napięcie powierzchni zew
nętrznej o. Wtedy ze wzoru (6,1) otrzymuję:

2c(2) = ^(X_1)(X+2)i

Wzór na częstości drgań będzie taki, jak we wszystkich poprzednich 
przypadkach:

gdzie СЛ = С1» + С»
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РЕЗЮМЕ

Рассмотрены колебания n слоев жидкости, покрывающих концен
трический твердый сердечник. Предполагаем, что жидкость идеальна, 
несжимаема, не проводит электричества, и что плотности масс и за
рядов в слоях постоянны.

Учтено также поверхностное натяжение. Вычислены частоты соб
ственных колебаний. Посредством перехода к пределу получены 
формулы частот собственных колебаний для случая, когда плотно
сти масс и зарядов являются непрерывными функциями расстояния 
точки от центра шара.

SUMMARY

The author investigated the oscillations of a n layer liquid, covering 
a rigid core concentrically. The liquid is assumed ideal, non-compressible 
and non-conducting, the mass and electric charge densities being con
stant. The surface tensions have also been taken in account.

The aim of the paper is to calculate the frequency of the self-oscil
lations. By means of a limiting process one obtains formulas for the self
oscillations in the case when the mass and electric charge densities are 
continuous functions of the distance of the point from the centre of the 
sphere.
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Die Veränderung der Koeffizienten dô/dc und dô/dT der kolloidalen 
Eiweisslösung während der termischen Denaturation.

6. D. Stach orska: Szybkość kondensacji pary przesyconej. II Kondensacja 
na jonach.
The Rate of Condensation of Supersaturated Vapour.- II Condensation 
on Ions.

7. J. Skierczyńska: Kilka uwag na temat pomiarów oppru właściwego Ge. 
Some Remarks on Resistivity Measurements of Germanium.

8. J. Czajka: Studia nad wpływem stężenia, temperatury i czasu na napię
cie powierzchniowe koloidów hydrofilnych.
Studien über den Einfluss der Konzentration, Temperatur und Zeit 
auf die Oberflächespannung der hydrophylen Kolloiden.

9. S. Wieluński: Gerät zur Demonstration und Untersuchung der Zentri
fugal und Corioliskraft.
Przyrząd do demonstracji i badań z siłami odśrodkową i Coriolisa.
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