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Streszczenie

Niniejsza praca doktorska zostata poswiecona indeksom topologicznym w teorii gra-
fow. Opisano w niej indeks Wienera, indeksy pochodzace od indeksu Wienera, miedzy
innymi: zmodyfikowany indeks Wienera, biegunowy indeks Wienera, indeks hyper—
Wiener oraz indeksy zwiazane z acentrycznoscia, w szczegdlnosci indeks AEDS (z ang.
adjacent eccentric distance sum index) oraz indeks EDS (z ang. eccentric distance sum
index). Indeksy te maja bardzo szerokie zastosowanie w réznych dziedzinach nauki, mie-
dzy innymi w chemii oraz genetyce. Wielu autorow zajmowato si¢ tematem indekséw
topologicznych i jest on ciggle rozwijany poprzez kolejne, liczne i bardzo interesujace
publikacje.

Praca zawiera trzy rozdzialy. W rozdziale pierwszym zostaly wprowadzone ozna-
czenia, symbole oraz definicje, ktore beda podzniej wykorzystywane do prowadzenia
rozwazan.

Pierwsza czes¢ rozdziatu drugiego prezentuje indeks Wienera oraz indeksy pocho-
dzace od indeksu Wienera wraz z ich definicjami. Wprowadzono réwniez najbardziej
interesujace, dotychczasowe osiagniecia w tej tematyce. Dalsza cze$¢ rozdziatu drugiego
dotyczy uogdlnionego biegunowego indeksu Wienera, dla ktérego opisano przypadek
ogblny jego wartosci maksymalnych dla dwudrzew ze specjalnymi zatozeniami. Podano
rowniez przykltady dwudrzew maksymalnych.

Uogélnionym biegunowym indeksem Wienera dla grafu G = (V(G), E(G)) nazy-
wamy liczbe nieuporzadkowanych par wierzchotkéw {u, v} grafu G takich, ze odlegtosé
pomiedzy u oraz v jest réwna k.

Rozdziat trzeci dotyczy indeksow zwigzanych z acentrycznoscia. W szczegolnosci
opisano tutaj indeks AEDS oraz indeks EDS.

Indeks AEDS jest definiowany nastepujaco:

fSU(G): Z €<U)D<U).

veV(Q) deg(v)
We fragmencie dotyczacym tego indeksu, zostaly udowodnione twierdzenia pokazujace

jego gorne i dolne ograniczenia. Przywotano rowniez czes¢ dotychczasowych wynikow,



opisujacych wartosci indeksu w zalezno$ci od réznych parametrow. Ostatni podrozdziat
dotyczy transformacji grafowych oraz ich wptywu na wartosci indeksu.

Fragment dotyczacy indeksu EDS to twierdzenia pokazujace dolne ograniczenie dla
tego indeksu. Zaprezentowano wtasnosci dla kaktuséw oraz innych klas graféw. Indeks

EDS jest definiowany nastepujaco:

Wszystkie wyniki zostaty dodatkowo zilustrowane przyktadami oraz rysunkami,

ktore utatwia czytelnikowi zrozumienie tematu.



Abstract

This paper is dedicated to topological indices in the graph theory. Author describes
Wiener index, indices originated from the Wiener index (modified Wiener index, Wiener
polarity index, hyper-Wiener index) and indices related to eccentricity, in particular
adjacent eccentric distance sum index and eccentric distance sum index. Those indices
have a wide application in different fields of science, for example chemistry and genetics.
There are a lot of very interesting papers in the literature concerning topological indices,
as many authors were interested in this subject.

This disseration is divided into three chapters. In the first chapter there are intro-
duced the necessary markings and definitions.

The second chapter concerns Wiener index and indices originated from the Wiener
index. All indices have been defined and there were described some interesting results
in this field. The further part of this chapter concerns generalized Wiener polarity index
for which there is described a general case of its maximal values for 2-trees with some
special assumptions. There were also given some examples of maximal 2-trees.

The generalized Wiener polarity index of a graph G = (V(G), E(G)) is a number
of unordered pairs of vertices u, v of GG such that the distance between u and v is equal
to k.

The third chapter concerns indices related to eccentricity. In particular the are
described: adjacent eccentric distance sum index and eccentric distance sum index.

Adjacent eccentric distance sum index is defined as below

fsv(G): Z E(U)D(U)'

veV(Q) deg(v)
In the section concerning this index there are some theorems proved that shows
upper and lower bounds. Moreover, there are some results given for the index value
depending on different parameters. There are also graph transformations described and

their influence on the index values.



Section concerning eccentric distance sum index is showing a lower bound for this
index. There are properties for cactus shown and also for some other class of graphs.

Eccentric distance sum index is defined as
@) = Y D)e(v)
veV(G)
All results are ilustrated with some examples and pictures which are here to facili-

tate the understanding of the subject.
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Wstep

Teoria graféw to szczegdlna dziedzina nauki, ktora taczy zaréwno pojecia matema-
tyczne, jak i rozwigzania stosowane w innych dziedzinach nauki. Graf jest podstawo-
wym obiektem rozwazan teorii graféw. Stuzy on do przedstawiania i badania relacji
pomiedzy obiektami. Za pierwszego badacza graféw uwaza sie matematyka i fizyka
Leonharda Eulera, ktory zajmowat sie i ostatecznie rozstrzygnal zagadnienie mostow
krolewieckich. Pierwsze uzycie okreslenia ,graf” przypisywane jest angielskiemu mate-
matykowi Jamesowi Josephowi Sylvesterowi. Wspomniany problem mostéw krolewiec-
kich, uznaje sie za najstarszy przyktad zastosowania graféw. Leonhard Euler opubliko-
wal wyniki swojej pracy nad tym zagadnieniem w 1736 roku.

Grafy maja bardzo wiele praktycznych zastosowan przy rozwiazywaniu réznorod-
nych probleméw i zadan z zycia codziennego. Bardzo czesto sa to zagadnienia na pozoér
niezwigzane z grafami. Dzieki nim mozna, na przyktad, opisac sie¢ drog z wierzchotkami
reprezentujacymi skrzyzowania i krawedziami reprezentujacymi ulice lub sie¢ pomiesz-
czen i korytarzy w budynkach. Umozliwia to, na przyktad, znajdowanie najlepszej drogi
ze swojego potozenia do ustalonego celu. Algorytmy grafowe sg dzi§ bardzo istotne w
programach obstugujacych urzadzenia GPS. W duzych korporacjach mozemy wykorzy-
sta¢ grafy do opisania przeptywu zadan zlecanych przez klientow - dzieki temu firma ma
szanse na zwiekszenie wydajnosci swoich pracownikéw. W informatyce teoria graféw
jest wykorzystywana do tworzenia struktury stron internetowych. W neurologii moze
ona pomoc w przedstawieniu funkcjonowania catego uktadu nerwowego.

Szczegblna klasa grafow, nazywana drzewami, jest wykorzystywana do opisu roz-
nego rodzaju hierarchii. Drzewa binarne mozna wykorzysta¢ do opisu drzewa genealo-
gicznego czy mistrzostw sportowych. Za pomocg innych, zwigzanych z grafami pojec¢
mozna opisa¢ tez, miedzy innymi, rysunki obwodéw, schematy blokowe i wiele, wiele in-

nych. W ostatnich dziesiecioleciach zaczeto wykorzystywaé grafy rowniez w dziedzinach



takich jak chemia, biologia, farmacja, informatyka, lingwistyka, geografia, architektura
i inne.

Zagadnienie, ktore bedzie poruszone w tej pracy to indeksy topologiczne w teorii
grafow. W dziedzinach chemii, farmacji czy topologii molekularnej indeksy topologiczne
(znane réwniez jako indeksy /wskazniki potaczen) sa typem deskryptora molekularnego,
ktory oblicza sie bazujac na grafie molekularnym danego zwigzku chemicznego. Indeksy
topologiczne sg wartosciami liczbowymi, ktore w pewien sposob charakteryzuja topolo-
gie grafu. Sg one wykorzystywane miedzy innymi do badania zaleznosci aktywnosci od
struktury, gdzie aktywnosé¢ biologiczna lub inne wtasciwosci czasteczek sa skorelowane
z ich struktura chemiczna.

Indeksy topologiczne w teorii graféw to bardzo szerokie zagadnienie, stad tez w
pracy opisane beda tylko niektére z nich. Za najstarszy indeks topologiczny uwaza
si¢ indeks Wienera. Indeks ten zostat przedstawiony w 1947 roku przez Harry’ego
Wienera, a nastepnie nazwany jego nazwiskiem. W swojej pracy [90] Wiener opisal, ze
istnieje korelacja pomiedzy temperaturami wrzenia parafin a ich strukturg molekularng.
Inni matematycy zajmuja si¢ indeksem Wienera od lat siedemdziesiatych dwudziestego
wieku [29].

Indeksy topologiczne mozemy podzieli¢ na trzy klasy. Pierwsza klasa to indeksy
oparte na rzedach grafow. Do tej klasy zaliczamy, miedzy innymi: indeks zagrzebski
oraz og6lny indeks Randica. Druga klasa obejmuje indeksy zwigzane z odlegtoscia, na
przyktad: indeks Wienera, biegunowy indeks Wienera, indeks Szeged, indeks Balabana
oraz indeks Harary’ego. Ostatnia, trzecia klasa to indeksy oparte na spektrum i sg
to, miedzy innymi: energia Randi¢a, energia grafu, energia incydencji, indeks HOMO-
LUMO czy indeks Kirchhoffa. Ostatnio powstala jeszcze jedna, dodatkowa klasa indek-
sow topologicznych i sa to indeksy oparte na acentrycznosci. W tej grupie znajdziemy
na przyktad: indeks ECI (z ang. eccentric connectivity index), AEDS (z ang. adjacent
eccentric distance sum index), CEI (z ang. connective eccentricity index) oraz indeks
EDS (z ang. eccentric distance sum index).

Rozprawa zostata podzielona na trzy rozdziaty. Rozdzial pierwszy zawiera podsta-
wowe definicje, pojecia i oznaczenia wykorzystywane w niniejszej pracy. Dodatkowo, sg
one zilustrowane wieloma przyktadami, ktore utatwia czytelnikowi zrozumienie danego

zagadnienia.



W rozdziale drugim poruszone zostalo zagadnienie indekséw pochodzacych od in-
deksu Wienera, takich jak: zmodyfikowany indeks Wienera, indeks zmiennej Wienera,
biegunowy indeks Wienera czy indeks hyper—Wiener. Oprocz podstawowych definicji,
opisano réowniez wlasnosci tych indeksow w postaci twierdzen z dotychczasowych osig-
gnie¢ w tej dziedzinie. Jeden z podrozdziatéw poswiecony jest biegunowemu indeksowi
Wienera. Korzystajac z tego indeksu I. Lukovits oraz W. Linert [72] wykazali pewne
zaleznosci dla weglowodoworéw, a H. Hosoya [46] odnalazt jego interpretacje fizyko—
chemiczng. Wielu innych matematykow i chemikéw postugiwato sie¢ indeksami typu
Wienera do opisania réznych prawidtowosci zachodzacych w przyrodzie. Korzystano
rowniez z réznych parametrow grafowych, na przyktad: érednica, liczba wierzchotkéw
stopnia 1 czy maksymalny stopien.

Gléwnym wynikiem rozdzialu drugiego jest opisanie przypadku ogélnego dla war-
tosci maksymalnych uogélnionego biegunowego indeksu Wienera dla dwudrzew ze spe-
cjalnymi zatozeniami. Przypadek ten w formie twierdzenia zostal przedstawiony w
pracy autorstwa H. Bielak, K. Dabrowskiej oraz K. Wolskiej (obecnie K. Broniszew-
skiej) [7]. Ponadto, opisano przyktady dwudrzew maksymalnych, ktére obrazuja przed-
stawione rozwazania.

Rozdziat trzeci dotyczy indeksoéw zwiazanych z acentrycznoscia. Jeden z podrozdzia-
téw poswiecony jest indeksowi AEDS (z ang. adjacent eccentric distance sum index).
Oprocz podstawowych definicji, opisano rowniez wtasnosci tego indeksu oraz ogranicze-
nia gorne i dolne dla jego wartosci. Ograniczenie gérne jest $cisle zwiazane z indeksem
Wienera, ktorego definicja réwniez zostala tam przedstawiona. W rozdziale zawarto
ponadto, rezultaty uogélnione dla danych ograniczen w postaci twierdzen autorstwa
H. Bielak oraz K. Wolskiej (obecnie K. Broniszewskiej) [8]. Twierdzenia te zostaly
dodatkowo udoskonalone i zapisane w formie kolejnych twierdzen tych samych auto-
row. Co wiecej, podano kilka przyktadow klas grafow, dla ktérych osiggane sg dane
ograniczenia.

Dalsze fragmenty pierwszego podrozdziatu to przeglad oszacowan indeksu AEDS w
zaleznosci od znanych parametréw grafowych. Przedstawiono tutaj nieco uproszczony
dowdd twierdzenia 3.1.17 podanego przez H. Qu, S. Cao w 2015 roku.

Kolejna sekcja to analiza wplywu transformacji grafowych na wartosci indeksu

AEDS. Przedstawiono tutaj twierdzenie 3.1.23 wspétautorstwa H. Bielak oraz K. Bro-



niszewskiej [6]. Pokazuje ono zachowanie indeksu AEDS w przypadku transformacji
Sciggania krawedzi.

Drugi podrozdzial rozdziatu trzeciego dotyczy indeksu EDS (z ang. eccentric di-
stance sum index). Poza podstawowymi definicjami, opisano réowniez wlasnosci tego
indeksu dla réznych klas graféw, miedzy innymi dla kaktusow. Indeks ten zostalt przed-
stawiony w 2002 roku przez S. Gupte, M. Singh’a oraz A. K. Madana [33], ktérzy od-
kryli, ze EDS, podobnie jak indeks Wienera, jest bardzo dobrym wskaznikiem w sensie
badan nad HIV oraz moze dostarczy¢ cennych informacji do opracowania bezpieczne;j
i skutecznej metody leczenia tej choroby. Dalsze poréwnania tych dwoch indeksow,
indeksu Wienera oraz indeksu EDS, pokazaly, ze ten drugi znacznie lepiej opisuje wia-
Sciwodci fizyczne, anizeli chemiczne.

Glownymi wynikami drugiego podrozdziatu sg twierdzenia 3.2.10 oraz 3.2.11 wspo6t-
autorstwa H. Bielak oraz K. Broniszewskiej [5]. Pokazuja one dolne ograniczenia in-
deksu EDS dla uogélnionych kaktusow oraz pewnej szczegodlnej klasy graféw opisane;j
w tej pracy.

Wigkszo$¢ z przedstawionych w tej rozprawie definicji i twierdzen zostata zilustro-

wana licznymi rysunkami, ktore utatwia zrozumienie opisywanego zagadnienia.



Rozdziat 1

Wprowadzenie

W tym rozdziale zajmiemy sie przypomnieniem podstawowych poje¢, definicji i
oznaczen z teorii graféw. Przedstawmy na poczatek definicje formalng grafu.

Grafem (grafem prostym) nazywamy pare G = (V(G), E(G)) = (V, E). Elementy
zbioru V(G) nazywamy wierzchotkami, natomiast E(G) jest zbiorem dwuelementowych
podzbioréw zbioru V(G), ktére nazywamy krawedziami. Krawedz {x, y} bedziemy za-

zwyczaj oznacza¢ przez zy. Przyktad grafu G widzimy na rysunku 1.1.

A
14/5 .

Rysunek 1.1: Graf G ze zbiorem wierzchotkéw V(G) = {1, ..., 7} oraz zbiorem krawedzi

E(G) = {{1,2},{1,3},{2,3}, {3,6},{4,5}}.

Moc zbioru wierzchotkéw grafu G to jego rzad. Moc zbioru krawedzi, nazywamy
rozmiarem grafu.

Niech G = (V, E) oraz G' = (V', E') beda grafami. Méwimy, ze G’ jest podgrafem
grafu G, jesli jest grafem oraz V' C Vi B/ C E. Przyklad widzimy na rysunku 1.2.

Sciezka nazywamy niepusty graf P = (V, E), taki, ze

V =A{xo,....,x1}, E = {xox1, 2122, ..., Tf_121 },

7



G GI G//

Rysunek 1.2: Graf G oraz jego podgrafy G' i G”.

gdzie wszystkie x; sg réznymi wierzchotkami. Poprzez P, bedziemy oznaczaé $ciezke o n
wierzchotkach. Dlugoscia Sciezki nazywamy liczbe jej krawedzi. Grafem spdjnym
nazywamy graf, w ktérym dla kazdej pary wierzchotkéw istnieje Sciezka, ktora je taczy.

Dwa wierzchotki z,y, nalezace do zbioru wierzchotkéw grafu G sa przylegtle (sa-
siadujace), jesli zy jest krawedzia w grafie G. Dwie krawedzie e, f € E(G) sa przylegte,
jesli e N f| = 1. Jesli dwa wierzcholki (dwie krawedzie) nie sa przylegle, to méwimy,
ze sa niezalezne.

Bedziemy rozwazaé grafy proste i spojne. Niech G = (V(G), E(G)) = (V, E) bedzie
grafem prostym i spojnym. Poprzez G bedziemy rozumieé¢ dopelnienie grafu G, czyli
graf, ktérego zbiorem wierzchotkéw jest V(G) i w ktérym dwa wierzchotki sa sasiednie
wtedy i tylko wtedy, gdy nie sa sasiednie w grafie G.

Stopniem wierzchotka v € V(G) w grafie G (oznaczamy deg(v)) nazywamy
liczbe krawedzi zawierajacych wierzchotek v. Na rysunku 1.3 widzimy przyktad grafu

G, ktorego wierzchotki u, v oraz w maja stopnie deg(u) = 4, deg(v) = 3, deg(w) = 8.

Rysunek 1.3: Przyktad grafu G.

Symbolami §(G), A(G) bedziemy oznacza¢ odpowiednio minimalny oraz maksy-
malny stopien w grafie G. Mowimy, ze graf jest r—regularny, jesli wszystkie jego

wierzcholki sa stopnia r. Graf jest (A(G),r)—regularny, jesli wszystkie jego wierz-



cholki sa stopnia r lub A(G), r # A(G).

Przypomnijmy teraz definicje odlegtoéci pomiedzy wierzchotkami w grafie. Odle-
glo$é d(u,v) pomiedzy dwoma wierzchotkami w grafie G dla u,v € V(G) definiujemy
jako dtugos¢ najkrétszej Sciezki pomiedzy w oraz v. Ponadto, przez D(v) rozumiemy
sume wszystkich odleglosci z wierzchotka v € V(G) do pozostalych wierzchot-
kow w grafie G. Odlegtos¢ pomiedzy wierzchotkami u oraz v na rysunku 1.3 wynosi
d(u,v) = 2, natomiast pomiedzy wierzchotkami u oraz w wynosi d(u,w) = 4.

Acentrycznoscia wierzchotka v w grafie G nazywamy najwicksza odlegto$é¢ po-
miedzy danym wierzchotkiem v, a wszystkimi innymi wierzchotkami. Acentrycznosé
oznaczamy jako £(v), v € V(G). Na rysunku 1.3 widzimy, ze £(v) = 4.

Najmniejsza acentrycznos¢ dla wszystkich wierzchotkéw w grafie oznaczamy przez
rad(G) i nazywamy promieniem grafu G, natomiast najwieksza acentrycznosé jest
oznaczana przez diam(G) i nazywana $rednica grafu G.

Jesli P = xg...xp_1 jest Sciezka oraz k > 3, to graf C', w ktérym do $ciezki P doda-
jemy dodatkowa krawedz xj_1x9 nazywamy cyklem. Cykl o n wierzchotkach bedziemy

oznacza¢ poprzez C,,.

Rysunek 1.4: Przyktad cyklu Cg.

Drzewem nazywamy graf, ktéry jest acykliczny (nie zawiera cykli) i spojny. Drzewa
o n wierzchotkach bedziemy oznaczaé¢ poprzez T,.

Dhugosé najkrotszego cyklu w spojnym grafie G nazywamy talig grafu i oznaczamy
przez g(G).

Spdéjna skltadowq grafu G nazywamy spojny podgraf grafu G, ktéry nie jest za-
warty w wickszym podgrafie spojnym grafu G.

Wierzchotek grafu G jest nazywany punktem przeciecia (wierzchotkiem rozcina-

jacym), gdy po jego usunieciu wzrasta liczba spojnych sktadowych grafu.



Rysunek 1.5: Przyktad drzewa Tig.

Graf, ktory jest spdéjny, nietrywialny i nie ma zadnych punktéow przeciecia jest
nazywany grafem nieseparowalnym.

Blokiem nazywamy maksymalny podgraf grafu GG, ktéry nie posiada wierzchotkéw
rozcinajacych.

Mostem w grafie spéjnym nazywamy krawedz, ktérej usuniecie rozspdjnia graf.

Przyktad widoczny jest na rysunku 1.6.

Rysunek 1.6: Przyktad mostu xy w grafie G.

Drzewem rozpinajgcym spéjnego grafu G nazywamy drzewo, ktore zawiera
wszystkie wierzcholtki grafu G, zas zbiér krawedzi drzewa jest podzbiorem zbioru kra-
wedzi grafu G. Na rysunku 1.7 widzimy graf G oraz przyktad jego drzewa rozpinajacego
H.

Rysunek 1.7: Graf G oraz jego drzewo rozpinajace H.
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Kolorowanie wierzchotkéw grafu polega na przyporzadkowaniu wierzchotkom
koloréw w taki sposéb, aby kazda krawedz miata konce réznych koloréw (takie koloro-
wanie wierzchotkowe jest wlasciwe). Optymalnym kolorowaniem danego grafu jest
kolorowanie wlasciwe zawierajace najmniejsza mozliwg liczbe kolorow.

Liczba chromatyczna to najmniejsza liczba k taka, ze mozliwe jest kolorowanie
wierzchotkéw grafu k kolorami. Oznacza si¢ ja symbolem x(G).

Niech G = (V, E) oraz G' = (V', E’) beda grafami. Méwimy, ze G oraz G’ sa
izomorficzne, G = G, jesli istnieje bijekcja f : V. — V' oraz zy € E wtedy i
tylko wtedy, gdy f(z)f(y) € E’ dla wszystkich z,y € V. Przeksztalcenie f nazywamy
izomorfizmem. Jedli G = G’, to nazywamy je automorfizmem. Przyktad grafow, ktére

sg izomorficzne widoczny jest na rysunku 1.8.

Rysunek 1.8: Przyktad graféw izomorficznych.

Graf G jest wierzcholtkowo—przechodni, jesli dla dowolnych dwdch wierzchot-
kéw u oraz v, istnieje automorfizm f grafu G taki, ze f(u) = f(v). Graf, ktory jest
wierzchotkowo-przechodni, jest regularny i rad(G) = e(w) dla kazdego w € V(G).

Graf pelny to graf, w ktorym dla kazdej pary wierzchotkéw istnieje krawedz, ktora

je taczy. Grafy pelne o n wierzchotkach bedziemy oznaczaé poprzez K.

AN

Rysunek 1.9: Przyktad grafu petnego K.



Niech n oraz k beda liczbami catkowitymi dodatnimi. Graf Turana, oznaczany
przez T, i, jest grafem prostym rzedu n z maksymalng liczbg krawedzi, niezawierajacym
grafu pelego Kj .

Graf G, ktorego zbiér wierzchotkow mozna podzieli¢ na dwa roztaczne zbiory Vi,
Vi tak, ze krawedzie nie tacza wierzchotkéw tego samego zbioru nazywamy grafem
dwudzielnym. Rownowaznie, méwimy, ze graf jest dwudzielny, jesli nie zawiera cykli
nieparzystej dlugosci. Jesli |Vi| = r, |Va| = s, to graf pelny dwudzielny oznaczamy
przez K, . Graf K, nazywamy gwiazda i bedziemy go oznaczac przez S,. Przyklad

grafu dwudzielnego widoczny jest na rysunku 1.10.

Rysunek 1.10: Przyktad grafu dwudzielnego.

Niech G = (V, E) oraz G' = (V', E’) beda grafami, gdzie V NV’ = (). Rozlacznag
sumga graféw G oraz G’ nazywamy graf H = GUG’, w ktérym V(H) =V UV’ oraz
E(H) = EUE'. Zlaczeniem G+ G’ graféw G oraz G' nazywamy ich roztaczng sume
wraz z krawedziami laczacymi wierzchotki ze zbioru V' z wierzchotkami ze zbioru V7,

czyli E(G+G') = E(GUG ) U{ay : x € V,y € V'} Przyktad widzimy na rysunku

B

G G’ GUG G+ G

Rysunek 1.11: Przyktad obrazujacy roztaczna sume graféw oraz ich ztaczenie.
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Niech G = (V,E) oraz S C E(G). Wowczas G — S oznacza, graf dla ktérego
V(G- S5)=V(G), E(G—S)=E(G)\S.
Kaktusem bedziemy nazywacé spojny graf, ktérego bloki sg izomorficzne z cyklem

lub Sciezkg rzedu 2. Przyktady kaktusoéw zaprezentowane sa na rysunku 1.12.

G1 GQ

Rysunek 1.12: Kaktusy G, oraz Gj.

Wszystkie definicje, ktérych nie podano w tej pracy, mozna znalez¢ w podreczniku

R. Diestel’a [21].
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Rozdziat 2

Indeksy typu Wienera

Indeks Wienera zostat po raz pierwszy przedstawiony w 1947 roku przez Harry’ego
Wienera w jego pracy naukowej pod tytutem ,Structural determination of paraffin
points” [90]. Wiener uzyt nastepujacej formuly do obliczenia temperatur wrzenia tg

parafin:

tg = aW(G) + bW P(G) + ¢,

gdzie a, b i ¢ sa statymi dla danej grupy izomerycznej (pojecie chemiczne dotyczace
zwiazkéw chemicznych i ich czasteczek), W(G) jest réwne sumie odlegtosci pomiedzy
wszystkimi wierzchotkami grafu G, natomiast W P(G) to liczba nieuporzadkowanych
par wierzchotkow w odleglosci 3. Ta prosta numeryczna reprezentacja czasteczki oka-
zala sie bardzo uzyteczna w zagadnieniu QSAR (z ang. Quantitative Structure — Ac-
tivity Relationships) dotyczacym projektowania lekéw [20, 58]. Ponadto, ma réwniez
wiele zastosowaé¢ w dziedzinach komunikacji, kryptologii i innych [23]. Dlatego wta-
snie W(GQ) cieszy sie taka popularnoscia i jest nazywany indeksem Wienera; W P(G)
natomiast nazywamy biegunowym indeksem Wienera. Od czasu powstania indeksu
Wienera, to jest od 1947 roku wielu autoréw zajmowato si¢ tym indeksem oraz wpro-
wadzato rézne jego modyfikacje. Teraz nazywamy je indeksami ,typu Wienera”. Kilka

z nich zostanie przedstawionych w tym rozdziale.

2.1 Indeksy pochodzace od indeksu Wienera

Zacznijmy od wlasciwych definicji indeksu Wienera i biegunowego indeksu Wienera.

Warto tutaj zauwazy¢, ze definicja indeksu Wienera w terminach odlegtosci pomiedzy
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wierzchotkami grafu, byta po raz pierwszy podana przez H. Hosoya'e [45].
Indeksem Wienera nazywamy sume odlegtosci pomiedzy wszystkimi wierzchot-

kami w grafie G.

WG = Y duv)=5 > D).

{u,v}CV(G) veV(Q)

Ponizej przedstawione zostaly znane juz wartosci indeksu Wienera dla Sciezki,

gwiazdy i cykli. Grafy te byty rozwazane w latach: 1977 [9] oraz 1989 [76].

1. W(P,) = (";1) = n(n*—1)

2. W(S,) = (n—1)2

3. W(Cany1) = (2n + 1)(n+1)

2
4. W(an) = n3

Biegunowym indeksem Wienera dla grafu G = (V(G), E(G)) nazywamy liczbe
nieuporzadkowanych par wierzchotkéw {u,v} w grafie G takich, ze d(u,v) = 3. Zapi-

sujemy to nastepujaco:

WP(G) = |{{u,v} : d(u,v) = 3;u,v € V(G)}|.

Niech G bedzie dowolnym grafem (niekoniecznie spdjnym) ze zbiorem wierzchotkow
V(G). Niech e = {z,y} bedzie krawedzia G taczaca wierzchotki x oraz y. Definiujemy
zbiory:

Nz(e) = {ulu € V(G), d(u, ) < d(u,y)},

Ny(e) = {ulu € V(G),d(u,x) > d(u,y)}.
Niech n.(e) = |Nz(e)|, ny(e) = |N,(e)| beda odpowiednio wielkosciami powyzszych
zbioréw. W innych stowach, n,(e) zlicza wszystkie wierzchotki G, ktére leza blizej

krawedzi x. Analogicznie dla n,(e).

Lemat 2.1.1. (H. Wiener 1947 [90]) Jesli G = (V(G), E(G)) jest drzewem rzedu n,
to dla kazdej krawedzi e = {z,y}, e € E(G) zachodzi:

ng(e) +nyle) = n.
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Wiener w swoim artykule [90] odkryt nastepujacy rezultat i pokazal, ze jego indeks

moze by¢ liczony jak w twierdzeniu ponizej:

Twierdzenie 2.1.2. (H. Wiener 1947 [90]) Jesli T jest drzewem to dla indeksu Wie-

nera zachodzi nastepujgca rownosé:

W(T) = Y nale)n,(e).

e€E(T)

Wiecej szczegbdtow na temat twierdzenia 2.1.2 mozna znalezé czytajac, na przyktad
[23] z literatury.

W 1994 roku I. Gutman, Y.-N. Yeh i J. C. Chen [40] rozwazali problem odwrotny
do problemu indeksu Wienera. Autorzy probowali ustali¢, ktére liczby moga by¢ re-
prezentowane jako indeks Wienera dla grafu. Ostatecznie pokazali oni, ze tylko dwie
liczby nie moga nimi by¢ i sa to 2 oraz 5. Dla graféow, ktére sa dwudzielne rezultat byt

bardzo podobny z tym, ze liczba wyjatkéow byta wieksza. Zadna z liczb ze zbioru

{2,3,5,6,7,11,12,13,15,17,19, 33,37,39}

nie moze reprezentowaé indeksu Wienera dla grafu dwudzielnego. Twierdzenie to
zostato udowodnione w 1995 roku przez I. Gutmana oraz Y.-N. Yeh'a [39]. Przypusz-
czali oni rowniez, ale nie byli w stanie udowodni¢ bardzo podobnego stwierdzenia dla
drzew, gdzie jest az 49 wyjatkéw. Stwierdzenie to udowodnili S. G. Wagner, H. Wang
i G. Yu w 2006 roku [87,88].

W literaturze matematyczno—chemicznej mozna znalezé wiele propozycji modyfi-
kacji indeksu Wienera, na przyktad [22, 71]. W 2001 roku S. Nikoli¢, N. Trijnasti¢ i
M. Randié¢ [75] przedstawili zmodyfikowany indeks Wienera. Zdefiniowali go jak

ponizej:

TW(T) =) (na(e)ny(e)

ecE(T)

W tym samym artykule zilustrowali rowniez kilka przykladow, aby pokazaé, ze
ta modyfikacja prowadzi do ulepszenia modelu QSPR (z ang. Quantitative Structure-
Property Relationship). Model ten, podobnie jak QSAR, dotyczy projektowania lekdw.

W 2004 roku I. Gutman, D. Vukicevié¢ i J. Zerownik [38] rozszerzyli definicje indeksu

Wienera i zmodyfikowanego indeksu Wienera do
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TWAT) = Y (na(e)ny(e).

e€E(T)

W swoim artykule autorzy nazywaja indeks ™W,(T) indeksem zmiennej Wie-
nera. Parametr A moze przyjmowac wartosci rzeczywiste. Oczywiscie dla A = 1 wartosé
"W(T) jest rowna standardowemu indeksowi Wienera, a dla A = —1 jest to zmodyfi-
kowany indeks Wienera wprowadzony przez S. Nikoli¢a, N. Trijnasti¢a i M. Randica.

Zauwazmy, ze jesli G = (V(G), E(G)) jest spojnym jednocyklicznym grafem rzedu
n z parzystym cyklem, to dla kazdej krawedzi e = {z,y}, e € E(G), zachodzi zaleznosé
jak w lemacie 2.1.1, czyli n,(e) + ny(e) = n. Ciekawym zagadnieniem byloby zbadanie
indekséw pochodzacych od indeksu Wienera z wykorzystaniem tej zaleznosci. Moze to
by¢ wstep do dalszych badan w tym temacie.

Kolejng bardzo wazna modyfikacja indeksu Wienera jest indeks hyper—Wiener.
Zostal on przedstawiony w 1993 roku przez M. Randi¢a w [80] w spos6b nastepujacy:

1 1 1
WW(G) = 3 {W%/(@(d(u, v) + d?(u,v)) = SW(G) + 3 {M}zg:v@ d*(u,v).
Indeks hyper—Wiener bardzo gwaltownie zyskal popularno$¢. Jego wtasnosci oraz
kolejne rozszerzenia sa opisane miedzy innymi w [34, 35, 97].
Indeks Wienera i wszelkie jego modyfikacje maja bardzo wazne zastosowanie w
chemii. Przyktadem moga by¢ badania nad relacja pomiedzy indeksami typu Wienera
i wewnetrzna energia molekularna przedstawione w [37]. Wiele innych prac zostato

poswieconych tym tematom. Bardziej obszerne informacje mozna znalezé w [37, 41,

70].

2.2 Indeksy Wienera jako indeksy stopnia rozgate-
zienia

Bardzo wazng wtasnoscig indeksu Wienera jest ponizsza nierownos¢ udowodniona

przez R. C. Entringera, D. E. Jacksona i D. A. Snydera w [29] pozycji z literatury:

W(P,) > W(T) > W(S,), (2.1)
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gdzie P,, S,, T odpowiednio oznaczaja $ciezke, gwiazde oraz drzewo (rézne od P,
iS,) on > 4 wierzchotkach. Warto tutaj zauwazy¢, ze posrod wszystkich drzew,
Sciezka P, jest drzewem najmniej rozgatezionym, natomiast gwiazda S,, jest drzewem
najbardziej rozgatezionym. Dzieki tej relacji indeks Wienera mozemy nazwac indeksem
stopnia rozgatezienia, czyli indeksem przystosowanym do pomiaru stopnia rozgatezienia
czasteczek szkieletu atomu wegla oraz przystosowanym do porzadkowania izomeréw w
zalezno$ci od stopnia rozgatezienia. Wiecej szczegdtow na temat problemu pomiaru
rozgalezienia mozna znalezé w [42] pozycji z literatury.

I. Gutman i J. Zerovnik [42] w swojej pracy zademonstrowali, ze réwniez zmodyfiko-
wany indeks Wienera ma wspomniang wyzej wtasnos¢, a co za tym idzie, jest indeksem

rozgalezienia i spelnia nieréwnosé analogiczna do nieréwnosci (2.1):

TW(P,) <™W(T) < ™W(S,).
Zmotywowani tymi wynikami I. Gutman, D. Vukicevi¢ i J. Zerovnik [38] w 2004

roku udowodnili nastepujace twierdzenie dla indeksu zmiennej Wienera.

Twierdzenie 2.2.1. (I. Gutman, D. Vukicevié, J. Zerovnik 2004 [38]) Jesli T jest
drzewem o n wierzchotkach, réznym od P, v Sy, to dla kazdego n > 5 i A < 0 zachodzi

nastepujgca nierownosé

mWA(Pn) < mW)\(T) < mW)\(Sn),

natomaiast dla A > 0

mW)\(Pn) > mW)\(T) > mW)\(Sn)

Szczegbdtowy dowdd twierdzenia 2.2.1 mozna znalezé w [38].

Potege k grafu G oznaczamy jako G i definiujemy jako graf z tym samym zbiorem
wierzchotkéw co G, taki, ze dwa wierzchotki sg sasiednie w G* wtedy i tylko wtedy,
gdy ich odlegtoéé wynosi w G co najwyzej k. Jedli k = 1, to G* = G.

W 2008 roku A. Xinhui i W. Baoyindureng [91] udowodnili nastepujace twierdzenie
dla k-tej potegi grafu G:

Twierdzenie 2.2.2. (A. Xinhui, W. Baoyindureng 2008 [91]) Dla kazdego drzewa

rzedu n zachodzi
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W(Sy) < W(T*) < W(Py).

Podsumowujac, zaréwno indeks Wienera, jak i zmodyfikowany indeks Wienera oraz
indeks zmiennej Wienera sg indeksami stopia rozgatezienia i maja szerokie zastosowanie

w chemii.

2.3 Indeksy Wienera w transformacjach

Transformacje grafowe to zagadnienie, ktore jest bardzo czesto wykorzystywane w
teorii graféw. Rozne typy transformacji, maja rézne znaczenie praktyczne w takich
dziedzinach jak, na przyktad informatyka czy chemia. Wykorzystuje sie wiele technik
do przeksztalcania graféw, aby pogrupowaé wierzchotki lub uprosci¢ wyglad grafu. W
sekcjach 2.3 oraz 2.4 opisano kilka transformacji oraz wlasnosci indekséw Wienera po
danym przeksztatceniu.

Niech graf G bedzie grafem o przynajmniej dwéch wierzchotkach lub wierzchotkiem
odizolowanym. Dla nieujemnych liczb catkowitych p oraz ¢, niech G(p, q) oznacza graf
utworzony z grafu G, poprzez dotaczenie do wierzchotka w € V(G) dwbch niezaleznych
sciezek P = wvivy...05, 1 ) = wuug...u, o dlugosciach p oraz ¢, odpowiednio, gdzie
wierzcholki vy, v, ..., v, Oraz us, ug, ..., 4, s nowymi wierzchotkami i sg rézne.

Wykorzystujac opisane powyzej przeksztalcenie, I. Gutman, D. Vukicevié i J. Zerovnik
udowodnili pewna zaleznosé¢ dla indeksu zmiennej Wienera. Jest ona zapisana w twier-

dzeniu 2.3.1.

Twierdzenie 2.3.1. (I. Gutman, D. Vukicevi¢, J. Zerovnik 2004 [38]) Niech G bedzie

drzewem. Jeslip > q > 1, to dla A > 0

"Wi(G(p,q) <"WAG(p+ 1,4 - 1))

oraz dla A < 0

"WA(G(p,q) ="WA(G(p+ 1,9 - 1)),

gdzie obie rownosci zachodzq wtedy @ tylko wtedy, gdy G jest odizolowanym wierz-

chotkiem.
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Grafy G(p,q) oraz G(p + 1,q — 1) przedstawione sa na rysunkach 2.1 oraz 2.2.
Warto zwrdcié uwage, iz grafy roznig sie dtugosciami Sciezek, ktore sa dotaczane do

wierzchotka w € V(G).

Rysunek 2.1: Graf G(p, q).

Vg ... Up Upt1

Rysunek 2.2: Graf G(p+1,¢ — 1).

M. Liu i B. Liu zaprezentowali podobny wynik dla indeksu hyper—Wiener. Jest on

przedstawiony w twierdzeniu 2.3.2.

Twierdzenie 2.3.2. (M. Liu, B. Liu 2010 [69]) Jeslip > q > 1, to

WW(G(p,q)) <WW(G(p+1,q-1)),
gdzie rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy G jest odizolowanym wierzchotkiem.

Biegunowe indeksy Wienera zostana zaprezentowane w transformacjach w kolejne;

sekcji.

2.4 Biegunowe indeksy Wienera

W tej sekcji zajmiemy sie przedstawieniem i kilkoma wtasnosciami biegunowego

indeksu Wienera oraz uogélnionego biegunowego indeksu Wienera.
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2.4.1 Biegunowy indeks Wienera

Biegunowy indeks Wienera W P((G) dla grafu, zostal wspomniany na poczatku tego
rozdziatu na stronie 15 i tam przedstawiono jego definicje. Autorzy [18, 19, 26, 65| zaj-
mowali sie tym indeksem dla drzew z réznymi parametrami takimi jak: liczba wierz-
chotkéw stopnia 1, srednica czy tez maksymalny stopien. Zastosowania opisano miedzy
innymi w [12, 16] oraz [43, 46].

Przedstawimy teraz lemat podany przez W. Du, X. Li, Y. Shi [26] pokazujacy sposéb

obliczania biegunowego indeksu Wienera dla drzew.

Lemat 2.4.1. (W. Du, X. Li, Y. Shi 2009 [26]) Jesli T = (V(T), E(T)) jest drzewem,
to

WP(T) = Y (deg(u) — 1)(deg(v) — 1).

weE(T)

Korzystajac z tego lematu mozna udowodnié¢ ciekawe wlasnosci biegunowego in-
deksu Wienera dla pewnej transformacji. Zacznijmy od jej przedstawienia.

Niech 7,, bedzie zbiorem drzew rzedu n oraz niech 7y, 5, n > 3, bedzie zbiorem drzew
rzedu n z wierzchotkami stopnia 1 wilosci k, 2 < k < n—1. Mowimy, ze krawedz e = uv
jest krawedzia podzielona, gdy jest usunieta z grafu i zastapiona przez sciezke dtugosci
2 taczaca wierzchotki u oraz v. Wewnetrzny wierzchotek tej Sciezki jest nowym wierz-
chotkiem i nazywamy go w. Operacja przeciwng do dzielenia krawedzi jest operacja
wygladzenia wierzchotka w stopnia 2. Operacje nazywamy réwniez transformacjami.
Zostaly one zilustrowane na rysunku 2.3.

Kolejne twierdzenia 2.4.2 oraz 2.4.3, cho¢ bardzo podobne, to zostaly przedstawione
osobno, aby utatwi¢ czytelnikowi zrozumienie. Twierdzenie 2.4.2 dotyczy transformacji

dzielenia, natomiast twierdzenie 2.4.3 dotyczy transformacji wygtadzenia.

Twierdzenie 2.4.2. (H. Deng, H. Xiao 2010 [17]) Niech T € T,,. Niech e = uv bedzie
krawedzig drzewa T takq, ze deg(u) < deg(v). Niech T' bedzie drzewem uzyskanym

poprzez transformacje dzielenia. Wtedy

deg(v) =1 , gdy deg(u) =1
WPI) -WP(I)=4q 1 ; gdy deg(u) = 2
3 —deg(v) , gdy deg(u) =3
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operacja dzielenia

0 OO

operacja wygtadzenia

Rysunek 2.3: Operacja dzielenia oraz operacja wygtadzenia.

oraz dla deg(u) > 4
WP(T")—WP(T) < 0.

Twierdzenie 2.4.3. (H. Deng, H. Xiao 2010 [17]) Niech T € T,. Niech w bedzie
wierzchotkiem stopnia 2 w drzewie T, ktorego sgsiadami sq wierzcholki w i v oraz
deg(u) < deg(v). Niech T" bedzie drzewem uzyskanym poprzez transformacje wygladze-
nia w. Wtedy

1 —deg(v) , gdy deg(u) =1
WP(T') - WP(T)=q -1 , gdy deg(u)

2
deg(v) =3 , gdy deg(u) =3

oraz dla deg(u) > 4

WP(T') — WP(T) > 0.

Dowody twierdzen 2.4.2 oraz 2.4.3 zostaty oparte na lemacie 2.4.1. Przedstawimy
teraz twierdzenia zaprezentowane przez B. Liu, H. Hou i Y. Huang [65] w 2010 roku.

Niech T(n,A), n > 3 bedzie zbiorem wszystkich drzew z iloscia wierzchotkéw n
oraz maksymalnym stopniem A, 2 < A <n —1.

Niech p bedzie dodatnig liczba catkowita, natomiast ni, ns liczbami catkowitymi
nieujemnymi. Niech ponadto Sffi)m bedzie drzewem powstatym ze Sciezki vy, vo, ..., vp

poprzez dolaczenie n; i ny wierzchotkéw odpowiednio do v; i vy,.
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Wspomniane twierdzenia zostaty przedstawione osobno, aby utatwi¢ ich zrozumie-

nie i poprawi¢ czytelnosé.

Twierdzenie 2.4.4. (B. Liu, H. Hou, Y. Huang 2010 [65]) Biegunowy indeks Wienera

przygmugje nastepujgce wartosci:
1. T(n,2)={P,} iWP(P,)=n—3
2. T(ny,n—1)={S,} i WP(S,) =0
3. T(nyn—2) = {825} iWP(SP, ) =n—3.

Twierdzenie 2.4.5. (B. Liu, H. Hou, Y. Huang 2010 [65]) Biegunowy indeks Wienera

przyjmugje nastepujgce wartosci:
1. Too=A{P.,} iWP(P,) =n—3
2 Tmet = {80} i WP(S,) =0

{57(121),nz|nl +ng=mn—2,n >ng>0}. Wtedy dla T € T, —o zachodzi

n—3<WP(T) < V;ﬂ V;QJ

3. 7;1,,71,72

Pierwsza rownosé zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy T = 57(12_)371, natomiast druga

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy T = S ((22721 B3k
=l

W kolejnym lemacie 2.4.6 H. Deng, H. Xioa i F. Tang [19] pokazali, ze biegunowy
indeks Wienera dla drzew ze $rednicg k > 3 wzrasta co najmniej o 1, gdy do T' dodajemy

nowy wierzchotek. Tres¢ lematu znajduje sie ponizej:

Lemat 2.4.6. (H. Deng, H. Xiao, F. Tang 2010 [19]) Niech T bedzie drzewem rzedu
n ze $rednicqg k > 3. T jest drzewem rzedu n + 1 utworzonym poprzez dodanie nowej
krawedzi xy do T w taki sposdb, zZe srednica T" jest nadal réwna k, natomiast x € V(T)
iy & V(T). Wtedy

WP(T') > WP(T) +1

z rownosciq zachodzgcg wtedy 1 tylko wtedy, gdy jeden z wierzchotkow przylegtych do x

w T ma stopien rowny 2, a pozostale sq stopnia 1.
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Vo U1 U2 Vg—2 Uk-1 Uk

Rysunek 2.4: Drzewo T'(r,t).

Niech T'(r,t) bedzie drzewem rzedu n o Srednicy k > 3, jak na rysunku 2.4, gdzie
r>1t>0orazr+t=n—k—1. Jest ono utworzone ze Sciezki Py 1 = vgv1...vx, dhugosci
k, poprzez dodanie r krawedzi do wierzchotka v, oraz t krawedzi do wierzchotka vy_1.

Jesli k > 3, to deg(vy) = 2, czyli z lematu 2.4.6 mamy:
WP(T(r,t) =WP(Pyp)+r+t=k—2+n—k—1=n-—3.

Warto tutaj zwrécié uwage, iz kazde drzewo T (rézne od Sciezki Py 1) rzedu n o $red-
nicy k£ moze zostaé¢ skonstruowane poprzez dodawanie krawedzi, dla ktérych jeden z
wierzcholtkéw jest stopnia 1, krok po kroku.

Kolejne twierdzenie autoréw H. Deng, H. Xioa i F. Tang [19] wskazuje ograniczenie

dolne dla biegunowego indeksu Wienera dla drzew ze $rednica k.

Twierdzenie 2.4.7. (H. Deng, H. Xiao, F. Tang 2010 [19]) Niech T' bedzie drzewem
rzedu n ze srednicg k. Wtedy
WP(T)>n —3

z réwnoscig wtedy i tylko wtedy, gdy T = T(r,t) dla k >3 i T(n —4,0) dla k = 3.

Autorzy H. Deng, H. Xiao i F. Tang [19], podaja w swojej pracy jeszcze inne, ciekawe
rezultaty dotyczace, miedzy innymi, maksymalnego biegunowego indeksu Wienera dla
drzew rzedu n o $rednicy k.

Bardzo ciekawe rezultaty sa zaprezentowane réwniez w [68] pozycji z literatury.
Autorzy M. Liu oraz B. Liu prezentuja bowiem relacje pomiedzy biegunowym indek-

sem Wienera, a pierwszym i drugim indeksem zagrzebskim, indeksem Wienera oraz
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indeksem hyper—Wiener. Zanim jednak przejdziemy do samych relacji, zdefiniujemy
uprzednio indeksy zagrzebskie.

Indeksy: pierwszy indeks zagrzebski M, (G) i drugi indeks zagrzebski M, (G)
zostaly po raz pierwszy zdefiniowane przez I. Gutmana i N. Trijnasti¢a w ich artykule

[36] w sposdb nastepujacy:

MG = Y deg?(v),

veV(G)

My(G) = ) deg(u)deg(v).

weE(G)
Bardziej szczegdtowe informacje o tych indeksach mozna znalezé w pracy [56] au-
torstwa A. Ili¢’a oraz D. Stevanovic¢’a .

Uogodlnienie indekséw zagrzebskich dla k£ > 3 przedstawia wzor:

MUT) = Y denfudes(r),
u,veEV(G)
d(u,v)=k—1

Zaprezentujemy teraz twierdzenia pokazujace zaleznos¢ pomiedzy biegunowym in-
deksem Wienera, a indeksami zagrzebskimi, indeksem Wienera oraz indeksem hyper-
Wiener. Twierdzenie 2.4.8 wskazuje ograniczenie gorne biegunowego indeksu Wienera,

w zaleznosci od pierwszego i drugiego indeksu zagrzebskiego.

Twierdzenie 2.4.8. (M. Liu, B. Liu 2011 [68]) Jesli G = (V(G), E(Q)) jest grafem
spognym, takim, ze |V (G)| = n, |E(G)| =m, to

WP(G) < My(G) = My(G) +m,

gdzie Téunosé zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy G jest drzewem lub g(G) > 7.

Kolejne twierdzenie 2.4.9 wskazuje ograniczenie dolne dla biegunowego indeksu Wie-

nera, w zaleznosci od pierwszego indeksu zagrzebskiego oraz indeksu Wienera.

Twierdzenie 2.4.9. (M. Liu, B. Liu 2011 [68]) Jesli G = (V(G), E(Q)) jest grafem
spognym niezawierajgcym trojkgtow ani czworokgtow, takim, Ze |V (G)| =n, |E(G)| =

m, to
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WP(G) > 2n(n—1) —m — M(G) — W(G),
gdzie réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy diam(G) < 4.

Ostatnie z twierdzen autoréw M. Liu oraz B. Liu, ktore zostanie zaprezentowane w
tej pracy, dotyczy biegunowego indeksu Wienera i jego dolnego ograniczenia w zalez-

nosci od pierwszego indeksu zagrzebskiego oraz indeksu hyper-Wiener.

Twierdzenie 2.4.10. (M. Liu, B. Liu 2011 [68]) Jesli G = (V(G), E(G)) jest grafem
spojnym niezawierajgeym tréjkgtow ani czworokgtow, takim, ze |V (G)| = n, |E(G)| =
m, to

1 7

nn—1)—-m— -M(G) — 1VVVV(G),

>
WE(G) 2 2778 4

W~ Ot

gdzie réunosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy diam(G) < 4.

Szczegdtowe dowody powyzszych twierdzen oraz wiele innych, réwnie ciekawych
zagadnien, mozna znalezé w [68].
Przejdzmy teraz do uogolnienia rozwazanego w tej sekcji biegunowego indeksu Wie-

nera.

2.4.2 Uog6blniony biegunowy indeks Wienera

Uogolniony biegunowy indeks Wienera zostal wprowadzony przez A. Ili¢’a i M.
Ilié¢’a [55] w 2013 roku. Zacznijmy od przedstawienia definicji.

Uogo6lnionym biegunowym indeksem Wienera dla grafu G = (V(G), E(G))
nazywamy liczbe nieuporzadkowanych par wierzchotkéw {u, v} grafu G takich, ze od-

legtos¢ pomiedzy u oraz v jest rowna k. Mozemy zapisaé to nastepujaco:

Wi(G) = [{{u,v} : d(u,v) = k;u,v € V(G)}.

Warto zauwazy¢, iz istnieje prosta relacja pomiedzy indeksem Wienera, a uogdlnio-

nym biegunowym indeksem Wienera:



Warto, ponadto, zwréci¢ uwage na okreslenie wielomianu Hosoya (wielomianu

Wienera) grafu G w x. Jest on zdefiniowany nastepujaco:

diam(G)
Sy e Y W
u,veV(G) k=1

Wiegcej informacji na temat wielomianu Hosoya mozna znalezé w [43] pozycji z

literatury.

Uogodlniony biegunowy indeks Wienera dla drzew

W przypadku uogoélnionego biegunowego indeksu Wienera dla drzew, niektére wy-
niki sa juz znane. Zaprezentowano je w [55]. Warto tutaj wspomnieé¢, iz w tej pracy
opisano réwniez algorytmy do obliczania W (T) dla drzew.

Niech T bedzie drzewem rzedu n o rozmiarze m. Jesli k = 1, to Wi(T) = m.
Oczywiscie Wi(T) =m =n—1. Jesli k =2, to

W) = 3 <deg2<v>) v de)

2
veV(T)
_ My(T)
2 )
gdzie M (T) jest pierwszym indeksem zagrzebskim.

Jesli k = 3 mamy

Ws(T) = > (deg(v) — 1)(deg(u) — 1)

uwveE(T)
= Z deg(u)deg(v Z deg?(v
wveE(T) veV(T)

= MQ(T) — Ml(T) +m,
gdzie My(T) jest drugim indeksem zagrzebskim dla grafu T'. Powyzsza warto$¢ otrzy-

mujemy réowniez z twierdzenia 2.4.8 jako prosty wniosek.

Przyjmijmy teraz, ze k > 3. W sytuacji, gdy srednica grafu T jest mniejsza niz k, mamy

Wi (T) = 0. Ten wynik jest osiagniety dla wszystkich graféw, dla ktérych diam(G) < k.

Przy okreslaniu wartosci Wi (7') dla drzew, mozna zastosowaé indeksy zagrzebskie.
Autorzy H. Lei, T. Li, Y. Shi oraz H. Wang pokazali w 2017 roku, w swojej pracy [64],

relacje, ktora zostata wskazana w nastepujacym twierdzeniu 2.4.11.
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Twierdzenie 2.4.11. (H. Lei, T. Li, Y. Shi, H. Wang 2017 [64]) Niech T bedzie

drzewem oraz niech k > 3 bedzie liczbg calkowitq. Wtedy zachodzi:

Wi(T) = (—1)* (k—M1 + Z Dk — ) My(T) — (n — 1)) :

Przytoczone w tej pracy wlasnosci i twierdzenia, dotyczace indeksu Wienera oraz
indeksow od niego pochodzacych, to tylko krétki wstep do tematyki i zagadnien, ktore
sg ciggle rozwijane. Kazdego roku publikowane sg nowe prace z ciekawymi rezultatami.
W 2018 roku rozpatrywano, miedzy innymi, uogoélniony biegunowy indeks Wienera dla
drzew z okreslonymi warunkami [94]. W latach wczesniejszych, na przyklad w roku
2016, powstaly prace dotyczace biegunowego indeksu Wienera [48, 95]. We wspomnia-
nej pracy J. Yue, H. Lei, Y. Shi [94], pokazuja ograniczenie dolne dla uogélnionego
biegunowego indeksu Wienera dla drzew z dang srednicg. Tres¢ tego twierdzenia prze-

czytamy ponizej:

Twierdzenie 2.4.12. (J. Yue, H. Lei, Y. Shi 2018 [94]) Niech T bedzie drzewem rzedu

n ze Srednicg diam(T).
1. Jedli diam(T') > 2k — 3, to Wi(T) > n — k.
2. Jesli k < diam(T") < 2k — 4, to Wi (T) > diam(T) + 1 — k.

Réwnosci w powyzszym twierdzeniu 2.4.12 zachodza dla drzew nalezacych do pew-
nych rodzin graféw, ktore zdefiniowano w [94].
7 twierdzenia 2.4.12 dla k = 3, otrzymujemy nastepujacy rezultat w postaci lematu

2.4.13:

Lemat 2.4.13. (H. Deng, H. Xiao, F. Tang 2010 [19]) Niech T bedzie drzewem rzedu
n ze Srednicq diam(7T'). Wtedy

Wg(T) >n—3

z rownosciq zachodzgcqg wtedy i tylko wtedy, gdy T = T(r,t) dla diam(T') > 3 oraz
T(n—4,0) dla diam(T) = 3.

Ponadto, J. Yue, H. Lei, Y. Shi podaja w swojej pracy ograniczenie dolne dla

uogoblnionego biegunowego indeksu Wienera dla drzew ze $rednica réwna 4.
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Niech T™* bedzie grafem otrzymywanym ze Sciezki Ps = vgv;...v4 poprzez dodanie

n — 5 wierzchotkéw stopnia 1 do ve, tak jak na rysunku 2.5.

n—>5

Vo U1 (%) U3 Uy

Rysunek 2.5: Graf T™.

Lemat 2.4.14. (J. Yue, H. Lei, Y. Shi 2018 [94]) Niech T bedzie drzewem rzedu n ze
Srednicg 4. Wtedy

Wy(T) > 1

z rownosciq zachodzgcqg wtedy i tylko wtedy, gdy T = T*.

Przejdziemy teraz do rozwazan dotyczacych uogoélnionego biegunowego indeksu
Wienera dla dwudrzew. W tej czesci zaprezentowane beda rozwazania prowadzace do

znajdowania dwudrzew maksymalnych.

Uogdlniony biegunowy indeks Wienera dla dwudrzew

Najmniejszym dwudrzewem jest graf pelny K3 rzedu n = 3. Dwudrzewo rzedu n
jest generowane z dwudrzewa G rzedu n — 1 poprzez dotaczenie nowego wierzchotka v

i dwoch krawedzi {vz, vy} w taki sposob, ze {z,y} € E(G).

€T T (%

Gy Go

Rysunek 2.6: Dwudrzewa GG; = K3 oraz Gb.
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Na rysunku 2.6 widzimy graf G = K3, czyli najmniejsze dwudrzewo oraz dwu-
drzewo (G5 rzedu 4 wygenerowane z (3.

Niech G bedzie dwudrzewem rzedu n o rozmiarze m. Z definicji dwudrzewa wynika,
ze m = 2n — 3. Wierzchotek danego dwudrzewa nazywamy wolnym, gdy ma stopien
rowny 2.

Dla k = 1 wartos¢ Wi (G) wynosi W1i(G) = m = 2n — 3. Dla k = 2 oraz k = 3
problem jest bardziej ztozony i pozostaje kwestia otwarta. Poréwnujac, na przyktad,
grafy na rysunku 2.7, ktére maja te sama ilo$¢ krawedzi, widzimy, ze Wo(G1) =
Wi (Gy) = Wy(G3) = 6, natomiast Wy(G4) = 5. Podobnie dla k = 3 otrzymujemy,
ze W3(G1) = W3(Gs) = W3(G3) = 0 oraz W3(Gy) = 1.

G2 i / : : \ G4
G3

Rysunek 2.7: Przyktady dwudrzew.

G

Zajmiemy sie teraz rozwazaniem maksymalnych wartosci Wy (G), gdzie G jest dwu-
drzewem i diam(G) = k dla k > 3. Wszystkie wolne wierzchotki w grafie G dzielimy

na grupy. Kazda grupa bedzie miata nastepujaca wlasnosc:
A ={v € V(G) : deg(v) = 2 A e, —quy,wi}; VUi, vw; € E(G)}

dlaz=1,2,... Odlegto$¢ pomiedzy réoznymi wierzchotkami w kazdej grupie jest réwna
2. Przyjmijmy, ze mamy p grup wolnych wierzchotkdéw o rozmiarach: ay, as, ..., a, oraz
a; + as + ... + a, = g. Mamy wtedy n — 2(k — 1) > ¢ > 2. Przyjmujemy, ze odlegtos¢
pomiedzy kazda para wolnych wierzchotkéw nie z tej samej grupy jest réwna k i zaden
inny wierzchotek nie ma acentrycznosci réwnej k. Dlatego

p p

W(G) = 5 Y ale—a) = g (- 3a?) (22)

i=1 =1
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W przypadku, gdy odlegtos¢ pomiedzy grupa A; oraz A; dla i # j jest mniejsza niz k,

uogolniony biegunowy indeks Wienera jest mniejszy, niz ten zaprezentowany powyzej.

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy p = 2. Wtedy mamy Wy (G) = ay - ay, przy zato-
zeniu, ze tylko wierzchotki wolne majg acentrycznos¢ rowng k i zaden inny wierzchotek

nie ma takiej acentrycznosci. Ta warto$¢ jest maksymalna dla a; + ay =n — 2(k — 1),

n—2(k—1)

2 2

N J >)U31—<‘f—”)

czyli dla a; = { J oraz ay = {%-‘ Przy tych zalozeniach otrzymujemy

—~

n—z(k—m”n_g

(\]

|
|

{gw —(k—1)(n—(k—1)). (2:3)

Przejdzmy teraz do przypadku, gdy p > 2 i k > 2. Rozwazamy najpierw parzyste k.

p

Mamy ¢ = ) ,_, a; oraz

p

k p
n22+2p(§—1) +Y ai=2+pk—2)+ > a;

i=1 i=1

a z tego wynika, ze

n>2+pk—2)+q. (2.4)
Z nieréwnosci (2.4) oraz 2 < p < g wnioskujemy, iz p < - ;q, zatem p < "ﬁ;p :
Po przemnozeniu obu stron przez k — 2, otrzymujemy, ze liczba grup
n—2
< . 2.5
P (2.5)

7 nieréwnoéci Cauchy - Schwarz’a wynika, ze

(izzpl:cq) <pZal, czyli Za 2%

Zastosujemy nieréwnos$¢ Cauchy - Schwarz’a do wyrazenia (2.2):

T8 o B (O R N



Dalej, po wykorzystaniu zaleznosci ¢ < n — 2 — p(k — 2) ze wzoru (2.4) mamy:

Wi(G) < %(n — 92— p(k— 2))? (1 - %) (2.7)
Zatem
Wi(G) < 3/(0) 2
gdzie
P = (-2 pl -2 (1), (29)

Nalezy tutaj zwroci¢ uwage, iz maksymalny uogélniony biegunowy indeks Wienera
Wi(G) jest otrzymywany w przypadku, gdy zachodza réwnosci w (2.6) oraz w (2.4).
Zajmiemy si¢ teraz tym przypadkiem, pamie¢tajac o zalozeniu, ze tylko wierzchotki
nalezace do grup maja acentrycznos¢ réwna k, a inne wierzchotki majg acentrycznosé
mniejsza niz k.

Aby wyznaczy¢ wartosci maksymalne, korzystamy z pierwszej pochodnej funkcji

f(p). Pochodna ta jest rowna:

f'(p) = (n—2—p(k—2))h(p),

gdzie

h(p)zZ(Q—k)(l—%) +"_2_pf(k_2)
22 —k)(p—1)p+n—2—plk-2)

p2

Otrzymujemy, ze f'(p) = 0, gdy h(p) = 0 lub n—2 — p(k —2) = 0. Drugi przypadek
jednak odrzucamy, poniewaz p = Z—:; jest poza zakresem wyznaczonym przez wzor
(2.5). Zatem f'(p) = 0, wtedy i tylko wtedy, gdy h(p) = 0. Podobnie, f'(p) > 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy h(p) > 0, czyli réwnowaznie

h(p) - p*
—— > 0.
k-2
Z definicji h(p) otrzymujemy
n—2
—2(p—1)p — — >0
(p=Vp=p+—5>0,

zatem

n
2(p—1)p+p—m<0.
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Oznaczamy

n—2

k-2

Zatem f’(p) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy g(p) < 0 oraz f'(p) = 0 wtedy i tylko

g(p) =2p" —p —

wtedy, gdy g(p) = 0. Obliczamy pierwiastki trojmianu kwadratowego g(p) i otrzymu-

jemy:

1 8(n—2) 1 8(n—2)
S R - U B _ 4222 ),
P 4( F—2 +) oraz. p2 4( V=2 T

Pierwiastek p; ma warto$¢ ujemna, a zatem do naszych obliczen wybieramy ps i

ﬁ—}l<1+ %H) (2.10)

Whioskujemy, iz f'(p) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy p = p. Ponadto, g(p) < 0,

oznaczamy przez p.

réwnowaznie f'(p) > 0, wtedy i tylko wtedy, gdy p < p oraz g(p) > 0, réwnowaznie
f'(p) <0, gdy p € (p, 2=2) (ze wzoru (2.5)). Zatem funkcja f jest malejaca w przedziale
p € (p, z%f) Liczba grup wolnych wierzchotkow p jest catkowita, stad tez w przypadku,
gdy p nie jest liczba catkowita, bedziemy rozwazali p = [p] lub p = |p] w zaleznosci od
tego, ktora z wartosci: f([p]) czy f(|p]) jest wieksza. Dazymy do tego, aby zachodzita
rowno$¢ w (2.8), czyli
Wi(G) = ymaxt £(15)), F(TA))- (211)

Mamy zatem dwa przypadki.

Przypadek 1. Jesli f([p]) < f(|p]), to bedziemy rozpatrywaé sytuacje, gdy p =
|p|. Wtedy

p<p<p+L
Podstawiamy teraz wartosé¢ p ze wzoru (2.10)
pﬁi(l—l— %4—1) <p+1,
a nastepnie wykonujemy obliczenia i otrzymujemy przedzial, w ktérym mieszcza sie

wartosci n:
p2p—1)(k—=2)+2<n<p2p—1)(k—2)+2+ (4p+ 1)(k —2). (2.12)

Przypadek 2. Jesli f([p]) > f(|p]), to bedziemy rozpatrywaé sytuacje, gdy p =
[p]. Mamy wtedy

p—1<p<p.
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Po wykonaniu obliczen dostajemy:
p2p—1)(k—2)+2—(4p—-3)(k—2) <n<p2p—1)(k—-2)+2. (2.13)

Przyktad

Zaprezentujemy teraz przyktad pokazujacy dwudrzewa maksymalne dla szczegol-
nego przypadku. Rozpatrujemy dwudrzewa o érednicy k, diam(G) = k, w ktérych sa
co najmniej trzy grupy wolnych wierzchotkéw p > 3 oraz tylko wierzchotki nalezace do
grup maja acentrycznos¢ rowng k.

Zatézmy, ze k = 2b + 2 dla dowolnej liczby naturalnej b > 1 oraz n = bt?> + 2 dla

pewnej naturalnej liczby ¢. Z (2.10) dla parzystego t mamy wowczas:

1 1
]5:14‘[—1\/41324‘1
Wyznaczymy teraz |p| oraz [p], aby pézniej poréwnaé f([p]) oraz f([p]). Mamy

1h] = E + EMJ. (2.14)

Pokazemy, ze F + $VA2 + 1J = L. W tym celu sprawdzimy, czy prawdziwe sg nie-
réwnosci: i + ;11\/ 4?2 +1 < £+ 1 oraz i + 21; 412 +1 > L. 7 pierwszej nieréwnosci
otrzymujemy:

1 1 t
Z+Zv4t2+1<§+1

42 +1 < 42 + 12t 49,

co jest oczywiscie prawda. Z drugiej nieréwnosci mamy

+ 42 +1 >

=~ =
e
N |+

A2 41 > 482 — 4t + 1,

co rowniez jest prawda. Mozemy zatem napisac, iz dla parzystego t zachodzi:

1p] = E+iv4t2+1J = % (2.15)
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Podobnie, korzystajac z powyzszych obliczen mozemy wyznaczy¢, iz

t
5l = — 4+ 1.
[P] 5t

Z formuty (2.9) obliczamy f(|p]) oraz f([p]) i otrzymujemy:

F(lp) = Pttt — 2)(t 1) (2,10
FR) =¥ (=1 —2) .

Poréwnujac powyzsze wartosci widzimy, ze f([p]) < f(|p]), dla t > 2. Bedziemy
rozpatrywaé te, ktéra jest wieksza, czyli f([p]). Wartosé f(|p]) jest liczba parzysta.
Zaktadamy, ze wszystkie grupy sg rownoliczne, a ich liczebnosé wynosi a > 1. Wtedy

q = p-a. W naszym przypadku liczba grup p = [p], czyli

t
=—-a.
1= 3

Obliczamy wartos¢ Wy (G) korzystajac z (2.6):

T (0 o) BT (0 ) BT R

i=1

Maksymalny uogoélniony biegunowy indeks Wienera otrzymamy w przypadku réw-
nosci jak ponizej:
Wi(G) = 5 F(15)
Podstawiamy zatem wartosci z (2.17) oraz (2.16) i otrzymujemy:

a’t(t — 2)

3 = %b%(t —2)(t—1)%

7 tej réwnosci wnioskujemy, ze
a=2b(t—1).
Korzystajac z (2.12) wyznaczamy przedzial na wartosci n:
tt—1b+2<n<t(t—1)b+2+ (2t +1)2b. (2.18)

Biorac teraz dowolna parzysta liczbe ¢ oraz b ze zbioru liczb naturalnych i pod-
stawiajac je do wyznaczonych wzoréw, otrzymamy wartosci pozwalajace skonstruowac

dwudrzewo z maksymalnym uogoélnionym biegunowym indeksem Wienera.
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WezZmy, na przyktad, b = 1 oraz t = 6. Wtedy n = 6% + 2 = 38 (przedzial z
(2.18) to 32 < n < 58), k = 4, |p] = 3 oraz a = 10. Otrzymalismy maksymalna
warto$¢ uogélnionego biegunowego indeksu Wienera W, (G) = 3-10? dla dwudrzewa G
z parametramin = 38, k =4, p = 3ia = |A;] = 10,4 = 1,2, 3. Jest ono zaprezentowane

na rysunku 2.8.

#10

/ #10

#10

Rysunek 2.8: Przyktad dwudrzewa G rzedu n = 38 z k = 4 oraz trzema grupami A,,
gdzie |A;| = 10 dla i = 1,2, 3.

Zaldzmy teraz, ze b = 2 oraz t = 6. Wtedy k = 6, n = 2- 62 + 2 = 74 (przedzial
otrzymywany w (2.18) to 62 < n < 114), |p| = 3 oraz a = 20. Otrzymujemy zatem
maksymalng warto$é¢ uogélnionego biegunowego indeksu Wienera Ws(G) = 3 - 20% dla
dwudrzewa G z parametrami n = 74, k = 6, p = 3 oraz a = |A;] =20 dlai = 1,2, 3.

Jest ono zaprezentowane na rysunku 2.9.

, ) #20

#20

#20

Rysunek 2.9: Dwudrzewo rzedu n = 74 z k = 6 oraz trzema grupami A;, gdzie |4;| = 20
dlai=1,2,3.
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Przypadek ogdlny

Niech n oraz k beda liczbami catkowitymi. Niech k£ > 4 bedzie liczba parzysta. Opi-
szemy teraz przypadek ogoélny dla konstruowania dwudrzew z maksymalnym uogol-
nionym biegunowym indeksem Wienera Wy (G), przy zalozeniu, ze tylko wierzchotki
nalezace do grup wolnych wierzchotkéw maja acentrycznosé réwng k i zaden inny
wierzchotek nie ma takiej acentrycznosci. Przypadek ten, w formie twierdzenia, zo-
stal opisany w pracy autorstwa H. Bielak, K. Dabrowskiej oraz K. Wolskiej (obecnie
K. Broniszewskiej) w 2015 [7].

Korzystajac z wezesniejszych rozwazan przedstawionych w rozdziale 2.4.2 wiemy,
ze

1] <p < [p],
gdzie p jest zdefiniowane w (2.10).
Maksymalny uogélniony biegunowy indeks Wienera jest otrzymywany w przypadku,

gdy zachodzi rownos¢:

Wi(G) = 34(0) = 5 wax{f([3)), S ([N},
gdzie
P = (=2l = 2 (1 1)),

Obliczymy teraz warto$¢ Wy (G) przy zatozeniu, ze wszystkie grupy wolnych wierz-

chotkéw sa rownoliczne i majg liczebnosé a.

1 1
Wi(G) = §(p2a2 — paQ) — §a2p(p —1).

Otrzymujemy zatem

%a%(p -1)= %f(p)-

Przyjmujac teraz a = (k — 2)(2p — 2) oraz n = 2 + p(k — 2 + a) (czyli r6wnosé w
(2.4)), gdzie g = p - a, otrzymamy, ze p z (2.10) bedzie liczba catkowita p.
Mozemy teraz skonstruowaé dwudrzewo G rzedun = 2+p(k—2+a) z p > 3 grupami

wolnych wierzchotkéw o liczebnosci a = |A4;|, i = 1,...,p, gdzie p = |p] = [p] oraz
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pamietajac o zatozeniu, ze tylko wierzchotki nalezace do grup wolnych wierzchotkow
majg acentrycznosé rowna k i zaden inny wierzchotek nie ma acentrycznosci rownej k.
WezZmy, na przyktad, £ = 4, p = 4. Obliczamy: a = 12, n = 58. Dwudrzewo

zaprezentowane jest na rysunku 2.10.

#12

#12

#12| ¢ ¢ ¢

¢ #12

Rysunek 2.10: Dwudrzewo rzedu n = 58 z k = 4 oraz czterema grupami A;, gdzie

|A;| =12 dlai = 1,2,3,4.

Podobnie, dla k = 4, p = 5 obliczamy, ze a = 16 oraz n = 92 i otrzymujemy

dwudrzewo jak na rysunku 2.11.

#16
#16

#16

#16

¢ #16

Rysunek 2.11: Dwudrzewo rzedu n = 92 z k = 4 oraz pigcioma grupami A;, gdzie

|A;| =16 dlai = 1,2,3,4, 5.

Podczas konstruowania dwudrzew z maksymalnym uogélnionym biegunowym in-
deksem Wienera, korzystaliSmy z zatozenia, ze tylko wierzchotki nalezace do grup wol-
nych wierzchotkow majg acentrycznosé rowng k i zaden inny wierzchotek nie ma takiej

acentrycznosci. Ciekawym zagadnieniem byloby zbadanie mozliwos$ci skonstruowania

38



dwudrzewa bez tego zalozenia, gdyz moze to podnie$é¢ wartosé indeksu.

Wezmy, na przyktad, dwudrzewo G oraz k > 3 i wykonajmy transformacje polega-
jaca na przesuwaniu grup wolnych wierzchotkéw. Rozwazmy przypadek, gdy istnieja
przynajmniej dwie grupy wolnych wierzchotkow. Przyjmijmy, ze odlegto$¢ pomiedzy
dwoma dowolnymi wolnymi wierzchotkami nie jest réwna k. Niech p; i py beda liczba
wierzchotkéw w odlegtoéci £ od dowolnego wolnego wierzchotka z A; i Ay, odpowied-
nio. Bez straty og6lnosci mozemy przyjac, ze p; > po. Po usunieciu wszystkich wolnych
wierzchotkéw z A, i dodaniu ich do A; dostajemy przetransformowane dwudrzewo G’.

Jesli mamy dwie grupy to:
Wi(G') = Wi(G) = (JA1lp1 + [Azlp1) = ([Aslpr + [A2lp2) =

= |As|(p1 — p2) > 0.

(2.19)

Jesli grup jest wiecej, nierownosé (2.19) moze nie zachodzi¢. Poprzez powtarzanie trans-
formacji jak powyzej dla p grup wolnych wierzchotkéw, dostaniemy nowe dwudrzewo.
Srednica tego dwudrzewa po kazdej transformacji bedzie mniejsza lub zostanie taka
sama jak dla G. Jedli do transformacji wybierzemy najbardziej odlegte od siebie grupy
wolnych wierzchotkéw, to dostaniemy dwudrzewo ze $rednica wicksza lub réwna k. Jesli
przy wykonywaniu transformacji, zostang wolne wierzchotki o acentrycznosci mniejsze;j
niz k, to wykonujemy ja dalej i wierzchotki dodajemy do innej grupy wolnych wierz-
chotkéw. Caly proces wykonujemy skonczong ilos¢ razy, az do momentu, w ktérym
wszystkie wolne wierzchotki majg acentrycznos¢ rowna k. Istnieje mozliwosé, ze nie
tylko wierzchotki wolne beda mialy taka acentrycznosé. Przyktad przesuwania grup
wolnych wierzchotkéw G| — Gy — G5 widzimy na rysunku 2.12. Warto zwréci¢ uwage,
iz wierzchotek oznaczony cyfrg 6 w grafie G3 ma acentryczno$¢ réwna k = 4, ale nie
nalezy on do zadnej grupy wolnych wierzchotkdw.

Warto réowniez zwréoci¢é uwage na to, iz jesli proces przesuwania wierzchotkéw be-
dziemy wykonywa¢ do momentu, w ktérym tylko wolne wierzchotki maja acentrycznosé
réwna k, to warto$é¢ indeksu Wy (G) moze sie zmniejszy¢. Jest to widoczne w transfor-
macji Gy = Gy — G3 — G4 — G5 na rysunku 2.12.

Ponadto, w grafie G3 mamy sytuacje, gdy nie wszystkie grupy wolnych wierzchotkéw
sa w odlegtosci k (grupy z wierzchotkami oznaczonymi cyframi 4 oraz 5). Zauwazmy, ze
wykonanie transformacji pomiedzy tymi grupami G3 — Gg zwicksza warto$¢ indeksu

Wi(G).
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Rysunek 2.12: Proces przesuwania wierzchotkow: G; — Gy — G35 — G4 — G5 oraz
Gg — Gﬁ. W4(G1) = 8, W4(G2) = 9, W4<G3) = 10, W4(G4) = 9, W4(G5) = 5,
Wi(Gg) = 11.

Podsumowujac, problem konstruowania dwudrzew z maksymalnym uogdélnionym
biegunowym indeksem Wienera bez zadnych specjalnych zalozen pozostaje nadal otwarty

i moze stanowi¢ przedmiot dalszych badan nad tym indeksem.
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Rozdzialt 3

Indeksy zwigzane z acentrycznoscia

Zajmiemy si¢ teraz, zgodnie z tytutem, indeksami zwigzanymi z acentrycznoscia.
Sposrod wszystkich indekséw topologicznych, te zwiazane z acentrycznoscia sa szcze-
golnie istotne i szeroko stosowane w rozwiazywaniu zagadnien chemicznych. Bardzo
szybki rozwdj medycyny, sprzyja rowniez rozwojowi tego obszaru teorii graféw. Na ry-
sunku 3.1 przedstawione zostaty struktury chemiczne, ktére modelowano za pomoca
graféw. Ponadto, do ich opisania stosowano réznego rodzaju indeksy zwigzane z acen-

trycznoscia. Rysunki zostaly zaczerpnigte ze zrédel internetowych [98], [99].

Rysunek 3.1: Struktury chemiczne.

Rozdziat trzeci zostatl w szczegdlnosci poswiecony indeksom AEDS oraz EDS, oraz

ich wlasnosciom.
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3.1 Indeks AEDS

Ujecie ilosciowe struktur chemicznych to podstawowy problem zagadnienia QSAR
wspomnianego wczesniej. Jest to bardzo wazne narzedzie do odkrywania coraz bez-
pieczniejszych i silniejszych lekow. Cala procedura obejmuje ,przettumaczenie” struk-
tury chemicznej na deskryptory numeryczne (indeksy topologiczne), a co za tym idzie,
dostarczenie nam informacji na temat korelacji pomiedzy ilosciowa aktywnoscig bio-
logiczna, a ilo$ciowa struktura chemiczna. Opierajac sie na tym, S. Sardana i A. K.
Madan [82] w 2002 roku przedstawili indeks topologiczny nazywany dzisiaj AEDS (z
ang. adjacent eccentric distance sum index). W tym rozdziale zajmiemy sie jego wla-
snosciami. Przedstawmy na poczatek definicje.

Indeksem AEDS nazywamy nastepujaca sume:

fsv(G): Z E(U)D(U)'

e deev)
Zaczniemy od gornych i dolnych ograniczen indeksu AEDS, ktére zostang zapre-
zentowane w kolejnej sekcji.
Nalezy zwréci¢ uwage na to, ze w prezentowanych twierdzeniach moze wystapic¢ su-
mowanie po zbiorze, ktory jest pusty. Takie sumowanie daje wartosc zero, a domnazanie

przez dodatkowy czynnik obowiazuje tylko w przypadku, gdy zbiér nie jest pusty.

3.1.1 Ograniczenia goérne i dolne dla indeksu AEDS

Przejdziemy teraz do ograniczen dolnych indeksu AEDS w twierdzeniach H. Hua
oraz G. Yu [51]. Poprzez ny, ny bedziemy oznaczaé liczbe wierzchotkéw danego grafu z

acentrycznoscia réwna odpowiednio 1 lub 2. Graf K,, — kK5 jest grafem utworzonym z

K, poprzez usunigcie k niezaleznych krawedzi dla 0 < k < |2 |. Pierwsze z twierdzen

zaprezentowane jest ponizej:

Twierdzenie 3.1.1. (H. Hua, G. Yu 2002 [51]) Niech G bedzie grafem spéjnym rzedu
n > 3. Wtedy

2n(n —ny)
SV >
5 (G) = (5] + n— 9 )

gdzie rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy G = K, — =

5+ Ko, n—ny jest parzyste.
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Wprowadzimy teraz definicje acentrycznosci catkowitej, dla ktorej zachodzi zalez-
nos¢ z indeksem AEDS.
Acentrycznosciag catkowitg dla grafu G, nazywamy sume acentrycznosci dla

wszystkich wierzchotkéw w grafie G:

veV(Q)

Ponizsze twierdzenie 3.1.2 pokazuje, iz ograniczeniem dolnym dla indeksu AEDS

jest wartos¢ acentrycznosci catkowite;.

Twierdzenie 3.1.2. (H. Hua, G. Yu 2002 [51]) Niech G bedzie grafem spdjnym o
n > 3 wierzchotkach. Wtedy

§7(G) = ¢(G),

gdzie rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy G = K,,.

Przejdziemy teraz do kolejnego twierdzenia, ktére pokaze nam goérne ograniczenie
dla indeksu AEDS. Jest ono $cisle zwigzane z minimalnym stopniem grafu oraz jego

indeksem Wienera.

Twierdzenie 3.1.3. (H. Hua, G. Yu 2002 [51]) Niech G bedzie spojnym grafem o

n > 3 wierzchotkach z minimalnym stopniem o. Wtedy

2(n —9)
o
gdzie T6wnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy G = K, lub G = K, — 5K, dla

£(G) < W(G),

parzystych n.
Dalsza cze$¢ rozwazan, dotyczy¢ bedzie uogdlnienia wynikéw H. Hua oraz G. Yu.

Zostang one przedstawione w kolejnej sekcji.

3.1.2 Wartosci uogélnione

Zaprezentujemy teraz bardziej ogdlne dolne i gérne ograniczenia dla indeksu AEDS.

Wprowadzmy najpierw pewne oznaczenia.
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Niech S; bedzie zbiorem wierzchotkéw o acentrycznosci réwnej ¢ w grafie G oraz

niech n; = |5;], gdzie 1 < i < diam(G). Niech ponadto:

(

min{deg(y)ly € VIG\(S1US)} , S # 0 dlai > 2

deso(G) =
. ,Si=0dlai>2
Aws(G) = max{deg(y)|ly € V(G)\(S1U S2)} , Si#0dlai>2
AlG) ,Si=0dlai>2

max{d S} LS,
As(G) = ax{deg(y)|y € Sz} £ ()
A(G) ) S2 = @

Pierwsze z twierdzen, twierdzenie 3.1.4, opisuje dolne ograniczenie indeksu AEDS

z wykorzystaniem parametrow wprowadzonych powyze;j.

Twierdzenie 3.1.4. (H. Bielak, K. Wolska 2014 [8]) Niech G bedzie grafem spdjnym
rzedu n > 3. Wtedy

dng(n — 1) 6 n—2
sv > _ _ _ — .
E(G) > ny —2ny + — +3(n —ny —na) (2 + p— 5e>2(G)>

Ponadto

s dng(n — 1) 2n —1
f (G)2n1—2n2+m—3(n—nl—n2) (1—m>

Dowdd. Niech Sy = {vy,vs, ..., Uy, } bedzie zbiorem wierzchotkéw o acentrycznosei row-
nej 1 oraz niech Sy = {uy,ug, ..., un, } bedzie zbiorem wierzchotkéw o acentrycznosci
réwnej 2. Niech dla y € V(G), N;(y) bedzie zbiorem wierzchotkéw w odleglosci i od
wierzchotka y, gdzie 1 < i < e(y). Z definicji indeksu AEDS mamy:

N (0)D() | L () D) ~(5)D(y)
O =2 gty T2 degta) T 2 desy)

i=1 yeV(G)\(S1US2)

2 D(u; D
Zm+23, deg(wz) s Z deg%)

V(G)\(51US2)

deg(u;) + 2(n — deg(u;) — 1)
2
o Z deg(u;)

=(y)
+3 > deg Z:

yeV(G)\(S1US2)
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Rozwijajac to wyrazenie otrzymujemy:

—deg(u;) +2n — 2
&G >n1—|—22 8l

deg(u;)
d 2|V 3(n—1-d — |V
Y eg(y) + 2[Na(y)| + d(n( ) eg(y) — [Na(y)l)
y€V(G)\(S1U52) ce\y
n—1
=ny — 2n2—|—42 dog(u:)
S —|N2( )| +3(n —1) — 2deg(y)
deg(y)
yeV(G)\(S1US2)
4(n—1 3.1
Zn1—2n2+(n—2>n2—6(n—n1—n2) (3.1)
n _
I9(n—1)(n—n; — N.
i (n )T(l"_ 3"1 ) _3 Z | 2((y))|
yeV(G)\(S1US2) &y
dng(n —1
an—2n2+%—|—6(n—n1—n2)—|—n_3(n—n1—n2)
1
—3(n —2) Z 3
yEV(G)\(S1US2) eg(y)
dns(n —1) 6 n—2
>y — 2+ —2 ) 43—y — ) (2 - .
>nqy — 2ng + — +3(n —ny ng)( +n—3 56>2(G)>

Dwie ostatnie nieréwnosci zachodza z uwagi na to, ze |[Na(y)| < n—2—deg(y) oraz z
definicji deso(G). W taki sposéb otrzymujemy powyzszy wynik. Ponadto mozemy uzy¢

A2(G) oraz A.~o(G) do wyrazenia z drugiej linii nieréwnosci 3.1:

SSU(G) > nl — an 4 E n 3 § ‘ 2(y)| S(TL - ) — eg(y)7
<u) eV deg(y)
=1 ! (G)\(SlUS2)

aby wyznaczy¢ relacje:

sv 4ny(n — 1) 2n —1
19 (G)Zn1—2n2+m—3(n—n1—n2) (1—m>.

To konczy dowdd. [

Warto zauwazy¢, ze jesli ny # 0, to n — ny — ny = 0 i poprzez pierwsza nier6wnosé

Y Y
w powyzszym twierdzeniu, otrzymujemy rezultat z twierdzenia 3.1.1 autorstwa H. Hua
oraz G. Yu prezentowany wczesniej. Druga nieréwnos¢ prowadzi nas do nastepujacego

wniosku:

Whiosek 3.1.5. (H. Bielak, K. Wolska 2014 [8]) Niech G bedzie spojnym grafem o n

wierzcholkach zny # 0. Niech A(G) bedzie maksymalnym stopniem wierzchotkowym w
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G oraz §(G) bedzie minimalnym stopniem wierzchotkowym w G. Wtedy

4(n —1)(n —nq)
Aa(G)

£°(G) > 3ny — 20 +

Rownosé zachodzi dla wszystkich A(G)-reqularnych graféw G ze $rednicg réwng 2 i dla
wszystkich (6(G),n — 1)-regularnych grafow G, gdzie 6(G) < n — 1. W szczegdlnosci

rownosé jest spetniona dla G = K, + Cp,—, 211 > 1.
Ponadto, zachodzi réwniez:

Whiosek 3.1.6. (H. Bielak, K. Wolska 2014 [8]) Niech ny = 0 oraz niech ¢(G) =
min{n — 1 — deg(y) — |Na(y)| : y € V(G)\(S1 U S2)}. Wtedy

(@)= 22D o, 50— my) (1 - ﬂ) -

n—2 Ae>2(G)
Ponadto,
- dng(n — 1) 2(n—1) + ¢(G)
£ (G)Zm—%zg—?)(n—ng)(l— e )

Réwnosé zachodzi dla nieskoriczonej rodziny grafow z diam(G) = 3.

Dowdéd. Pierwsza nieréwnos¢ zachodzi natychmiast z twierdzenia 3.1.4. Druga nieréw-
nos$¢ zachodzi po zastosowaniu definicji ¢(G) w trzeciej linijce nieréwnosci (3.1). Réw-
nos¢ zachodzi dla G = Ko — Bi_14-1 = m, gdzie t > 21 By, jest drzewem
(podwéjna gwiazda) rzedu 2t z doktadnie dwoma przylegtymi wierzchotkami stopnia
t (zobacz rysunek 3.2). W tym przypadku rad(G) = 2, diam(G) = 3, ¢(G) = 1 oraz
|S3| = 2. O

Rysunek 3.2: Graf B;_1;1 21t > 1.

Zaprezentujemy teraz nowe, gorne ograniczenia dla indeksu AEDS, ktore sa uogol-

nieniem wynikow z twierdzenia 3.1.3, wprowadzonych przez H. Hua, G. Yu [51].
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Twierdzenie 3.1.7. (H. Bielak, K. Wolska 2014 [8]) Niech G bedzie spdjnym grafem
rzedu n > 3 z minimalnym stopniem 6 = §(G). Niech M, bedzie zbiorem wierzchotkéw

2z manimalnym stopniem. Wtedy

§SU(G)<2n_5W(G)—ﬁ VZ D(v).
veV (G)\M,

Rownowaznie

w 2(n—90—1) n
£(G) < (5+—1W(G) + mv; D(v).

Dowdod. Zatozmy, ze G jest spdéjnym grafem rzedu n > 3. Zaldézmy ponadto, ze mi-
nimalny stopieii w grafie G jest réwny 6 = 0(G) oraz M; jest zbiorem wierzchol-
kéw z minimalnym stopniem. Korzystajac z definicji indeksu AEDS oraz z zalezno$ci

e(v) < n — deg(v) otrzymujemy:

§SU<G>: Z S(U)D(U)

wovia e9)
(n — deg(v))D(v)
< 2
v deelv)
n— ) (n—90—-1)D(v)
< Z + ST
veM; VEV(G)\ M +
(n—=6)(6+1) (n—96—1)0
ZDU)+ = Z D(v)
€M veV(G)\M (3.2)
n5+n—52 n5 2 —d0+n '
D
6(0+1) z]\; 6(0+1) EVXG;\MI (v)
n
- Y. D)
(9 +1) veV(G)\M1
-0 n
G)— — D
(5 (@) (0+1)d GV%\M (v)
_2(n—46-1) n
6+l WIG) + 5(6+1) UEZA%D(U)'
To konczy dowdd. [

Warto zwréoci¢é uwage, iz réwnosé w twierdzeniu 3.1.7 zachodzi dla nieskonczonej
rodziny graféw. Jednym z przyktadéw jest rodzina graféw pelnych. Ponadto, zauwazmy,
ze G = 2K, + K, _5 ma §(G) = n — 2. Obliczajac z definicji wartosé¢ indeksu AEDS

dla G otrzymujemy: £*(G) = % + n — 2. Korzystajac natomiast z twierdzenia 3.1.7,
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otrzymujemy £(G) < “LW(G) — n. Wartosé¢ indeksu Wienera wynosi: W(G) =
n+("_1)2ﬂ, co prowadzi nas do nastepujacego wyniku: £*(G) = %—i—n—?. Osiggamy
zatem ograniczenie goérne.

Réwnosé w twierdzeniu 3.1.7 zachodzi réowniez dla bardziej ogélnej klasy graféw

G = Kyom + (Kopy — mKy) = K9, UmKs, n > 2m, ktéra zostata symbolicznie

przedstawiona na rysunku 3.3.

|

Kn—2m K2m - ng

Rysunek 3.3: Symboliczne przedstawienie graféw z klasy G = K, o, + (Kay — mK3).

Grafy z tej klasy osiagaja stopien minimalny réwny §(G) = n — 2. Wartos$¢ indeksu
AEDS z definicji wynosi wéwczas £V(G) = n — 2m + %, co jest rowne wartosci

otrzymywanej z zaleznosci w twierdzeniu 3.1.7. Ponownie osiggamy ograniczenie gorne.

Przyktad grafu z klasy G = K,,_o, + (Ka,, — mK5) pokazuje rysunek 3.4 ponizej:

Rysunek 3.4: Graf z klasy G = K,,_o, + (Ko, — mKy) dlan =81im = 2.

Zaprezentujemy teraz kolejne twierdzenie, ktore jest uogélnieniem twierdzenia 3.1.7

i wskazuje granice gorng indeksu AEDS w zaleznosci od indeksu Wienera. W dalszej
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czesci tego rozdziatu, oszacowanie to bedzie dodatkowo udoskonalone i przedstawione

w postaci twierdzenia 3.1.11.

Twierdzenie 3.1.8. (H. Bielak, K. Wolska 2014 [8]) Niech G bedzie grafem spdjnym
rzedu n > 3 z minimalnym stopniem 6 = 0(G). Niech ponadto dy, 93 bedq drugim
(trzecim) minimalnym stopniem, odpowiednio. Niech M bedzie zbiorem wierzcholkdéw
ze stopniem rownym minimalnemu stopniowi oraz niech My bedzie zbiorem wierzchot-

kow ze stopniem réownym drugiemu minimalnemu stopniowi. Wtedy

(@) < 2”55W(G) I Gl > D)+ nd —%) > D(v).

009 03
vEMo veV(G)\(M1UM?3)
Rownowaznie

02 0203 VeV (Q)\(M1UMs) vEM;
Dowdéd. Zatézmy, ze G jest grafem spojnym rzedu n > 3 z minimalnym stopniem
0 = (@) oraz dy, 03 sa drugim (trzecim) minimalnym stopniem, odpowiednio. Zbi6r
wierzchotkéw ze stopniem réwnym minimalnemu stopniowi oznaczmy poprzez M, na-
tomiast poprzez M, oznaczmy zbiér wierzchotkow ze stopniem réwnym drugiemu mi-

nimalnemu stopniowi. Z definicji indeksu AEDS mamy:

@)= Y cw)D() _ 3 (n — deg(v))D(v)

veV(G) deg(v) veV(Q) deg(v)
(n—96)D(v) (n—d2)D(v) (n—d5)D(v)

< NN RS Vi S A 2 S

veM; veEMy veV(G)\(M1UM?3)

n—2ao n — 0y n — 03
== > D)+ 5, > D)+ 5 > D(v)

veM; v€M2 veV(G)\(M1UM>)

(n — 5)5263 52 553

=2 - D D(v
30205 EZA; (v) + (55253 EZ

i (Tl — (53)(552 Z D(U)

00203 VeV (G)\(M1UMs)

- 2n_5W(G) | 190 = 02) > D)+ n%(0 — %) > D(v)

0 00203 vEM; 00203 VeV (G)\(M1UMs)
n—2~0 n(d — o n(d — o
=2— W(G)+%ZD(U)+% > D(v)
2 veM, 3 LeV(G)\(M1UMs)

(3.3)
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Otrzymalismy w ten sposob pierwsze sformutowanie twierdzenia. Prowadzimy dal-

sze obliczenia:

fsv(G) < 2” ; 5W(G) + M Z D(?}) + M Z D(U)

00 003
vEMa2 veV (G)\(M1UMa2)
— 9" ey + M%) 5 pry 4 O %) (QW(G) -y D@))
J 652 vEMo 663 veM1UM>2
= D
W(G)( P R D DEIC)
vEMo
5 53 Z D(v
vEM{UMo
2(n — 53) ((53 — 52) TL(5 — (53)
=2 WE) + ———28N" D) - —— N D
W (o) 5ﬁl§() 2 D

Jedli skorzystamy z wyrazenia w czwartej linii nieréwnosci (3.3), to jest:

er(@) < WD 52 gy 4 (000 7 gy

55253 veMy 55253 vE Mo

i (n - 53)(552 Z D(U),

00203 VeV (G)\(M1UMsz)

to dostaniemy rownowazna zaleznos¢:

£9(G) < ((n — 0)0203 _ (n— 52)553> Z D(v) + (n — 52)2W(G)

5(5253 5(5253 M 52
(7’L — 53)552 (TL — (52)5(53)
+ ( - > D(v)
00203 00203 VeV (G)\(M1UMs)
52) n(52 — 53)
552 Z D 2W(G) + 0203 Z D(v)
vEM; veV(G)\(M1UM2)
2(n — o n(dy — O n(d — o
2 273 eV(G)\(M1UMy) 2 em
To konczy dowdd. O

7 twierdzenia 3.1.8 otrzymujemy nastepujacy rezultat dla graféw, w ktorych nie wy-
stepuje trzeci stopien minimalny d3, czyli wystepuja tylko: pierwszy stopien minimalny

0 i drugi stopnien minimalny 9ds.

Whniosek 3.1.9. (H. Bielak, K. Wolska 2014 [8]) Niech G bedzie grafem spdjnym rzedu

n > 3 z minimalnym stopniem § = §(G) oraz drugim minimalnym stopniem 9. Niech
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M bedzie zbiorem wierzcholkow ze stopniem rownym minimalnemu stopniowi oraz

niech My bedzie zbiorem wierzcholkow ze stopniem réownym drugiemu minimalnemu

stopniows. Jesli V(G)\(M; U My) =0, to

n—a
)

(@) <2 =wi(e) + 2 5 b

vE Mo
lub réwnowaznie

2(n — 52)

—W(E) - 0 = %) 5= py.

veEMy

Nalezy zwréci¢ uwage, iz réwnosé w twierdzeniu 3.1.8 zachodzi dla nieskonczonej
rodziny grafow. Takim przyktadem jest graf K, dla ktérego 6 = n—1. Ponadto rownosé
jest osiagana dla wszystkich graféw izomorficznych z G = K,,_op, + (Ko, —mKy). Grafy
z tej klasy maja tylko dwa rodzaje stopni: 6 = n — 2 oraz 63 = n — 1. Poszukujemy
takiego grafu G, ktéry ma w swojej strukturze trzy lub wiecej réznych stopni.

Zalozmy teraz, ze w danym grafie G stopien minimalny jest réowny 1, 6(G) = 1.
W takiej sytuacji, przyktadami spetniajacymi réwno$¢ w twierdzeniu 3.1.8 sg Sciezki:
Py, P, Py, ktore majg dwa rodzaje stopni: 6 = 1 oraz o = 2.

Niech teraz 2 < 0(G) < n—2. Jesli w danym grafie G, mamy wierzcholek v € V(G),
ktorego stopien jest rowny deg(v) i jest to stopien minimalny w grafie G, §(G) = deg(v),
to do osiggniecia rownosci w pierwszej linii nierownosci 3.3, konieczny jest warunek
e(v) = n —deg(v) = n — 4. Jest on osiagany dla graféw C3 oraz Cy z §(G) = 2. Poza
tymi przyktadami nie jest to mozliwe, gdyz jesli zachodzi taka zaleznosé¢, to wierzchotek
peryferyjny do v ma stopien réwny 1, co jest sprzeczne z tym, ze §(G) > 2.

W poszukiwaniu lepszego oszacowania dla £*¥(G), przeanalizujemy strukture grafu
G. Wprowadzamy definicje zbioru wierzchotkéw peryferyjnych wzgledem wierz-
chotka v € V(G):

Pw)={z € V(G) : d(v,z) = ¢(v)}.

Niech, ponadto, N(v) = {z € V(G) : d(z,v) = 1} oznacza otwarte sasiedztwo
wierzcholka v € G oraz niech N[v] = N(v) U {v} oznacza domkniete sasiedztwo
wierzchotka v € G. Niech 1 < §(G) < n — 2 oraz niech & € P(v). Sciezka taczaca
v oraz ¥ przechodzi przez jednego z sasiadéw v oraz jednego z sasiadow v. Pozostali

sasiedzi v oraz v nie leza na tej Sciezce. Na $ciezce nie lezg ponadto inne wierzchotki v;
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realizujace acentrycznosé wierzchotka v, czyli peryferyjne wzgledem v. Jesli (v) > 3,

to ilos¢ wierzchotkow, ktére leza na $ciezce jest niewigksza niz wartoscé:

= (deg(v) = 1) = max {(deg(7) — 1) + |P\NF]}

veP (v

co w odniesieniu do acentrycznosci wierzchotka v, daje nam ograniczenie gérne:
e(v) < n — (deg(v) — 1) — max {(deg(t) — 1) + [P(L)\N[o]|} — 1,

czyli
=(v) < n — deg(v) — max {(deg(5) = 1) + [P(0)\N 7]} (3.4)

vEP (v

Sciezke taczaca v oraz © pokazuje rysunek 3.5.

N

Rysunek 3.5: Graf G ze Sciezka realizujaca acentryczno$é wierzchotka v, zaznaczong

pogrubiona linia.

Rysunek 3.6: Graf G z wierzchotkiem v o acentrycznosci (v) = 2.

Jesli e(v) = 2, to powyzsza nieréwnos¢ (3.4) wymaga korekty. Wierzchotki v oraz
0 maja wspélnych sasiadéw (jak na rysunku 3.6) i, wedltug powyzszego wzoru, sa oni
podwdjnie usuwani z grafu (poprzez stopien wierzchotka v oraz stopien wierzchotka o

usuwamy te same wierzchotki). Aby temu zapobiec, wprowadzamy parametr [3:
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g = (3.5)

i korygujemy nieréwnosé, aby otrzymac ogolne ograniczenie acentrycznosci wierz-

chotka v dla e(v) > 2:

e(v) < n —deg(v) — max {(deg(v) — 1) + [P(0)\N[0]| — (I[N (v) N N(2)| — 1)5}.

VEP(v)
(3.6)
Wprowadzenie maksimum w tym wzorze jest istotne ze wzgledu na grafy o struktu-
rze jak na rysunku 3.7. W zalezno$ci od wyboru wierzchotka peryferyjnego otrzymujemy
rozne wartosci, jak ponizej:
2, gdy V= 171, 172

deg(#) — 1+ [P\Nil]| — (IN(w) N N(@®)] ~ 1)8 =
3, gdy v =103

Wtedy, zgodnie ze wzorem (3.6), mamy

n — deg(v) — max){2,2,3} =7-1-3=3,

veP(v

co jest, w tym przypadku, rowne acentrycznosci wierzchotka v.

U1

Rysunek 3.7: Graf G z trzema wierzchotkami peryferyjnymi wzgledem wierzchotka v,

gdzie n — deg(v) — maxgepv){2,2,3} = 3 = ¢(v).
Korzystajac z definicji oraz z wprowadzonego ograniczenia (3.6) na acentrycznosé

wierzchotka v € G, mozemy oszacowaé indeks AEDS w sposdb nastepujacy:

Twierdzenie 3.1.10. (H. Bielak, K. Broniszewska 2020) Niech G bedzie grafem spdj-
nym rzedu m > 3. Niech, ponadto, P(v) bedzie zbiorem wierzchotkéw peryferyjnych
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wzgledem v oraz N(v), N[v] bedg, odpowiednio, otwartym i domknietym sgsiedztwem

wierzcholka v. Jesli promien grafu G rad(G) > 2, to

o = <(0)D() (n— deg(v)) D(v)
¢ (G“ve;g) deg(v) <U§G) deg(0)

B (maxpep) {(deg(d) — 1) + [P(v)\N[0]] — (IN(v) N N(9)| — 1)5})D(v)
2 deg(v) ’

veV(G)

gdzie B jest zdefiniowane jak we wzorze (3.5).

Przyktad nieskonczonej rodziny grafow, dla ktorej osiggnieta jest rownos$¢ w twier-
dzeniu 3.1.10 jest zaprezentowany na rysunku 3.8, n > 4. Zbior wierzchotkéw oraz zbiér

krawedzi dla grafow z tej rodziny jest definiowany nastepujaco:
n—3
VKCD ::{x,y,UG'U LJth
i=1

n—3 n—3
E(G) ={wy} U U xt; U U yt;.
i=1 i=1

Grafy te maja cztery rézne wartosci stopnia dla n > 6 i sa to: § = 1 = deg(w),
0y =2 =deg(t;) dlai=1,...m—3, 03 =n—3 = deg(x), 64 =n — 2 = deg(y). Gdy
n = 5, to graf ma trzy wartosci stopnia minimalnego oraz gdy n = 4, to mamy tylko
dwa rodzaje stopnia minimalnego (graf jest $ciezka Pj).

Zgodnie ze wzorem (3.6) mamy:

p

n—(n-—4)—1=3, gdy v € {z,w},

W) <qdn—m-3)—{n—-4-—mn-4}-1=2, gdyv=y,

n—1—-(n—-4)—-1=2, gdyv=t;dlai=1,...,n — 3.

\
W kazdym z powyzszych przypadkéw, otrzymujemy rownosé z rzeczywista warto-
Scig acentrycznosci danego wierzchotka, a zatem otrzymujemy tez rownos¢ w twierdze-
niu 3.1.10.
Zaprezentujemy teraz twierdzenie, ktore pokazuje lepsze, niz w twierdzeniu 3.1.8,

oszacowanie dla indeksu AEDS w odniesieniu do indeksu Wienera.

Twierdzenie 3.1.11. (H. Bielak, K. Broniszewska 2020) Niech G bedzie grafem spdj-

nym rzedu n > 3. Niech, ponadto, P(v) bedzie zbiorem wierzcholkéw peryferyjnych
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Rysunek 3.8: Grafy z czterema réznymi wartosciami stopnia dla n > 6.

wzgledem v oraz N(v), N[v] bedg, odpowiednio, otwartym i domknietym sgsiedztwem

wierzchotka v. Jesli rad(G) > 2, to

gsv(G)_ ng5 (G 5 52 ZD 56 353) Z D(U)
veEMy veV (G)\(M1UM3)
S (maxge p(w){ (deg(?) — 1)+ |P(v)\N[0]] = (IN(v) N N(9)] = 1)5})D(v)
WG deg(v) |

gdzie B jest zdefiniowane jak we wzorze (3.5).

Dowéd. Zatézmy, ze mamy graf G rzedu n > 3. Niech P(v) bedzie zbiorem wierz-
chotkéw peryferyjnych wzgledem v oraz N(v), N[v] beda, odpowiednio, otwartym i

domknietym sasiedztwem wierzchotka v. Z twierdzenia 3.1.10 mamy:

e(v)D(v n —deg(v))D(v
fSU(G) _ ve%(:G) (de>g(1§)) < g(:G) ( degg<(v))) ( )
B (maxsepw){(deg(v) — 1) + [P(v)\N[o]| — (IN(v) N N(9)| — 1)8})D(v)
2 deg(v)

veV(G)

(n—deg(v))D(v)
deg(v)

nia, jak w dowodzie twierdzenia 3.1.8 (nieréwnos¢ 3.3) i otrzymujemy teze twierdzenia.

W odniesieniu do wyrazenia Zvev(e) , wykonujemy podobne przelicze-

To konczy dowdd. O]
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Réwnosé w twierdzeniu 3.1.11 jest osiggnieta dla nieskonczonych rodzin graféow.
Zdefiniujemy jedna z tych rodzin (rysunek symboliczny 3.9). Niech e, f € E(K;), gdzie
eNf=0,t>5 Niech e =ab, f = cd.

G = K; + {cw,wd} — {e, [},

gdzie w ¢ V(K,). Zbiér wierzchotkéw oraz zbior krawedzi grafu G jest zdefiniowany
nastepujaco:

V(G) = V(Ky) U{w},

E(G) = E(Ky)\{e, f} U {cw,wd}.

IV,

Rysunek 3.9: Graf G z V(G) = V(K;) U{w} oraz E(G) = E(K;)\{e, f} U {cw, wd}.

Dla graféw z tej rodziny mamy: § = 2, 6o = n—3, 63 = n—2. Aby udowodni¢, iz jest
dla nich osiaggana granica gérna w twierdzeniu 3.1.11 wystarczy zbadac¢ acentrycznosé

ze wzoru (3.6). Mamy zatem:

(

n—2—(n—4)=2, gdy v = w,
n—mn—-3)—mn—4+1—(n—4)) =2, gdyv € {a,b}

e(v) <
n—mn—-2)—(n—-3—(n-3)) =2, gdy v € {c,d}
n—(n—2)=2, gdy v € V(G)\{a,b,c,d, w}.

W kazdym z powyzszych przypadkow otrzymaliSmy réwno$é z rzeczywista warto-

Scig acentrycznosci, ktora dla grafow z tej rodziny jest réwna 2 dla kazdego wierzchotka.
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Osiggamy zatem ograniczenie gorne w twierdzeniu 3.1.11. Dodatkowo, jest ono osia-
gniete rowniez w twierdzeniu 3.1.10.

Warto zwréci¢ uwage, iz dla grafu na rysunku 3.8 nie osiggniemy réwnosci w twier-
dzeniu 3.1.11. Graf ten ma cztery rodzaje stopni dla n > 6, a, wedtug twierdzenia,
kazdy stopien niemniejszy niz d3, jest ograniczany przez ds3. Stad tez wynikaltaby roz-
nica, pomiedzy wartoscig indeksu AEDS z definicji oraz z ograniczenia w twierdzeniu.

Podsumowujac, przedstawione twierdzenia pokazuja ograniczenia gérne i dolne dla
indeksu AEDS. Warto zwr6ci¢ uwage, na zaleznosci pomiedzy indeksem AEDS, a indek-
sem Wienera, ktory pojawit sie¢ w ograniczeniach gérnych. W kolejnej sekcji zajmiemy

si¢ whasnos$ciami indeksu AEDS dla réznych parametrow.

3.1.3 1Indeks AEDS dla r6znych parametréow

Indeks AEDS byt bardzo szeroko badany pod katem réznych parametrow, takich
jak, na przyktad: minimalny stopien, maksymalny stopien czy spéjno$¢ wierzchotkowa
lub krawedziowa. W tej sekcji zostana zaprezentowane twierdzenia opisujace te wia-
snosci.

Dodawanie krawedzi moze zwickszac¢ stopien wierzchotkow w grafie GG, ale nie zwigk-
sza acentrycznosci i sumy odlegtosci. Stad tez, dla indeksu AEDS zachodzi zaleznosc¢

opisana w lemacie 3.1.12.

Lemat 3.1.12. (H. Qu, S. Cao 2015 [79]) Niech G bedzie grafem spdjnym oraz niech
nie bedzie grafem petnym. Niech ponadto e bedzie krawedzig w G (dopetnienie grafu G).
Wtedy

§(G) > M (G +e).

Przejdziemy teraz do twierdzenia H. Qu oraz S. Cao [79], ktérzy w 2015 roku

pokazali ograniczenie dolne dla indeksu AEDS.

Twierdzenie 3.1.13. (H. Qu, S. Cao 2015 [79]) Niech G bedzie grafem spéjnym rzedu
n. Wtedy
§(G) = n,

z rownosciqg zachodzgcg wtedy @ tylko wtedy, gdy G = K,,. Jesli G # K, to

4n
n—2’

E(G)>n—2+
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z rownoscig zachodzgcg wtedy i tylko wtedy, gdy G = K,, — e.

Kolejny z przedstawionych lematéw, zostanie nastepnie uogélniony. Ponadto, zosta-
nie zaprezentowana klasa graféw, ktéra go spetnia. Lemat zostal wprowadzony przez
H. Qu i S. Cao, i pokazuje doktadng wartos¢ indeksu AEDS w zaleznosci od indeksu

Wienera dla gratéw wierzchotkowo-przechodnich.

Lemat 3.1.14. (H. Qu, S. Cao 2015 [79]) Niech G bedzie grafem wierzchotkowo—
przechodnim o n wierzchotkach ze stopniem 6. Wtedy

_ 2rad(G)

£(6) = =5

W(Q).

Mozemy teraz usunaé zalozenie o wierzchotkowej—przechodniosci i sformutowaé le-

mat jak ponizej:

Lemat 3.1.15. Niech G bedzie grafem 6-regularnym o n wierzchotkach. Niechrad(G) =

diam(G). Wtedy
_ 2rad(G)
)

Dowdéd. Bezposrednio z definicji indeksu AEDS uzyskujemy rezultat jak w lemacie. [

£(G) W(G).

Przyklady graféw speliajacych lemat 3.1.15 (ale nie lemat 3.1.14) mozna zobaczy¢
na rysunkach 3.10, 3.11, 3.12. Warto zwréci¢ uwage, iz grafy nie sa wierzchotkowo—
przechodnie, ale sg regularne. Rozwazajac strukture sasiedztwa wierzchotkéw x oraz
y na rysunkach 3.10 i 3.11 (strukture drugiego sasiedztwa na rysunku 3.12), mozemy
zauwazy¢, ze nie ma automorfizmu f w tych grafach, takiego, ze f(z) = f(y). Mozemy
utworzy¢ nieskonczong klase graféw spetniajaca lemat 3.1.15. W tym celu wprowa-
dzamy definicje kompozycji grafow.

Kompozycja G = G1[G3] (nazywana réwniez produktem leksykograficznym) gra-
fow Gy i Gy z roztagcznymi zbiorami wierzchotkow Vi i V5 oraz zbiorami krawedzi E
i Fy, jest grafem ze zbiorem wierzchotkéw V(G1[Gs]) = Vi x V; oraz zbiorem krawe-
dzi zdefiniowanym jako: F(G1[Ga2]) = {{(u1,us), (v1,v2)} : u,v1 € V(Gy) A ug,ve €
V(Go) A (ug = v1 A {ug, v} € E(Gy) V {ur,vn1} € E(Gy))}. Do kazdego wierzchotka
cyklu kopiujemy graf G, a nastepnie taczymy wierzchotki tylko wtedy, gdy istnieje
krawedZ pomiedzy odpowiednimi wierzchotkami w G.

Niech G bedzie grafem, ktéry nie jest wierzchotkowo—przechodni, ale jest regularny,

d(G) = A(G). Niech F = C,[G] bedzie kompozycja grafow (n > 3), gdzie C,, jest
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Rysunek 3.10: Graf Tietze'go, n = 12, rad(G) = diam(G) = 3.

y

Rysunek 3.11: Graf 3-regularny, n = 8, rad(G) = diam(G) = 3.

Rysunek 3.12: Graf 3-regularny, n = 12, rad(G) = diam(G) = 3.

n

n—wierzchotkowym cyklem. W tym przypadku mamy: diam(F') = rad(F') = bJ oraz
I(F) = A(F) = 0(G) + 2|V(G)|. Graf F jest regularny, ale nie jest wierzchotkowo—
przechodni, poniewaz zawiera podgraf G, ktory nie jest wierzchotkowo—przechodni.
Dzieki tej konstrukcji, otrzymujemy klase grafow spetniajaca lemat 3.1.15.

Dodatkowo, mozemy utworzy¢ klase C,,, [C,,, [G]] oraz w ogdlnosci Cy, [...[Cy, [G]]...],
ktora spetia lemat 3.1.15.

Przed kolejnym twierdzeniem wprowadzmy definicje. Zbiér pokrywajacy grafu G
to podzbiér S C V(G) taki, ze kazda krawedZ grafu G ma przynajmniej jeden wierzcho-
tek koncowy w S. Liczba pokrywajaca v grafu G to minimalna liczba wierzchotkéw

w dowolnym zbiorze pokrywajacym. Twierdzenie 3.1.16 pokazuje kolejna wtasnosé in-
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deksu AEDS, w zaleznosci od wartosci liczby pokrywajace;j.

Twierdzenie 3.1.16. (H. Qu, S. Cao 2015 [79]) Niech G bedzie spéjnym grafem o n
wierzchotkach z liczbg pokrywajgcg v. Wtedy

= ~ )

z rownosciq zachodzqcg wtedy i tylko wtedy, gdy G = K, + K,,_,.

Twierdzenie 3.1.17 to kolejne twierdzenie H. Qu i S. Cao z 2015 roku, ktére zostato
udowodnione w dos¢ skomplikowany sposob. Ponizej przedstawiamy jego tres¢ oraz

inna, tatwiejsza wersje dowodu z wykorzystaniem lematu 3.1.12.

Twierdzenie 3.1.17. (H. Qu, S. Cao 2015 [79]) Niech G bedzie spdjnym grafem rzedu
n z liczbg chromatyczng x. Niech n = xs +r, gdzie 0 < r < x. Wtedy

S 2$(X—r)(n—|—s—2)+2r(s+1)(n+s—1)
- n—s n—s—1

£(G)

z réwnosciq zachodzqcq wtedy @ tylko wtedy, gdy G =T, .

Dowéd. Graf G rzedu n z liczba chromatyczna xy ma maksymalna liczbe krawedzi wtedy
i tylko wtedy, gdy jest grafem Turdna, T), , = K,, —r K1 —(x—r) K, ([21], strona 149).
Zatem z lematu 3.1.12 otrzymujemy: £°V(7,, ) < £**(G) dla kazdego n-wierzchotkowego
grafu G # 1, z x(G) = x.

Policzmy teraz wartosé¢ £°¥(T,, ).

Jesli r = 0, to z lematu 3.1.15 otrzymujemy:

2rad(7,,
gsv (me) — ES 7X>

W(T,y)-
Mamy nastepujace zaleznosci:

I. Dw)=n—s+2(s—1)=n+s—2,

2. W(Thy) = %ZUGV(TTL’X) D(v) = %”(” +5—2),

3. rad(T,, ) = diam(7,,,) = 2,

4. 6 =n — s,
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a co za tym idzie

2 2 -2
n(n+s—2)= sx(n s )
n—s n—s

£ (Tn,x) =

Jesli r > 0, to

N - e(w)D(w) D(v) D(v)
T = D i) 2 (Z deg(v) GZW deg(“)> |

veV (Th,x) eg(v) veW;

gdzie V(7)) jest podzielony na dwie grupy: W; oraz W5. W jednej z nich mamy r

podzbiorow o mocy s + 1, natomiast w drugiej mamy y — r podzbioréw o mocy s.

Wy = UV"’ gdzie |[Vi|=s+1dlai=1,...,r, |[Wi|=r(s+1)

=1

X
Wo= J Vi, edzie [Vi| = s dlai =7+ 1,...,x,[Wa| = (x = r)s
i=r+1
Jedli v € Wy, to deg(v) =n— (s+ 1) oraz D(v) =n+ s — 1.

Jesli v € Wy, to deg(v) =n — s oraz D(v) =n+ s — 2.

Otrzymujemy zatem:

ENT, ) =2 ((X —r)s—— +r(s+1)
To konczy dowdd. O]

Zdefiniujemy teraz kolejne pojecia, aby wprowadzi¢ dalsze wtasnosci indeksu AEDS.

Obciecie wierzchotkowe grafu G to podzbior V'(G) zbioru V(G), taki, ze G-V’
nie jest spojny. Obciecie k-wierzcholkowe to obcigcie wierzchotkowe, ktore ma x
elementow. Spéjnosé wierzchotkowa grafu G, oznaczana przez x(G), to minimalna
k dla ktorej G ma obciecie x-wierzchotkowe.

Spéjnoéé krawedziowa to minimalna liczba krawedzi A\(G) (krétko A), ktérych
usuniecie z grafu G rozspojnia graf. Spojnos¢ krawedziowa grafu, ktéry nie jest spojny
wynosi 0, natomiast grafu spéjnego z mostem wynosi 1.

Istnieje nastepujaca zaleznos¢ pomiedzy spojnoscig wierzchotkows, spojnoscia kra-

wedziowg i minimalnym stopniem grafu:

Twierdzenie 3.1.18. (H. Whitney 1932 [89], F. Harary 1994 [44]) Niech k(G) be-
dzie spojnoscig wierzcholkowq, a N(G) spojnosciq krawedziowq grafu G oraz §(G) jego

manimalnym stopniem. Witedy

K(G) < MG) < 5(G).
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Przejdziemy teraz do twierdzen, ktore pokazujg ograniczenia dolne dla indeksu
AEDS w terminach stopnia minimalnego i maksymalnego oraz spdjnosci wierzchotko-
wej 1 krawedziowe]. Twierdzenia 3.1.19-3.1.22 przedstawiaja bardzo podobne rezultaty.
Kazdy z pokazanych wynikéw rozni sie od poprzedniego tylko podstawieniem zadanego

parametru. W pierwszym twierdzeniu, tym parametrem jest stopien minimalny.

Twierdzenie 3.1.19. (H. Qu, S. Cao 2015 [79]) Niech G bedzie grafem spdjnym rzedu

n z minimalnym stopniem o. Wtedy

E(G)>2n—0+4n—-356—-1) (%—i—niZ),

z Téwnosciq zachodzgeq wtedy i tylko wtedy, gdy G = Ky + (K1 U K, _5_1).

Kolejne twierdzenie to ograniczenie indeksu AEDS w zalezno$ci od spdjnosci wierz-

chotkowe;j.

Twierdzenie 3.1.20. (H. Qu, S. Cao 2015 [79]) Niech G bedzie grafem spéjnym rzedu

n o spojnosci wierzchotkowej k. Wtedy

EUG) > 2 —k+4(n— Kk —1) (1+ : )

K n—2
z réwnosciq zachodzacq wtedy i tylko wtedy, gdy G = K, + (K1 U K;——1).

Przejdziemy teraz do twierdzenia z wykorzystaniem spojnosci krawedziowe;.

Twierdzenie 3.1.21. (H. Qu, S. Cao 2015 [79]) Niech G bedzie grafem spdjnym rzedu
n o spojnosci krawedziowej A. Wtedy

EG)>2n—A+4n—X—-1) (§+ni2)’

z réwnosciq zachodzacq wtedy i tylko wtedy, gdy G = Ky + (K1 U Kp_x_1).
Warto zwroci¢é uwage, iz twierdzenie 3.1.21 nie jest prawdziwe, gdy A < 9, gdzie

jest minimalnym stopniem grafu G. Podobnie, otrzymujemy rezultat dla indeksu AEDS

w terminach stopnia maksymalnego:

Twierdzenie 3.1.22. (H. Qu, S. Cao 2015 [79]) Niech G bedzie grafem spdjnym rzedu

n z maksymalnym stopniem A. Wtedy

E(G)>2n—A+4(n—-A-1) (%+ni2>,

z rownosciq zachodzqcq wtedy i tylko wtedy, gdy G = Ka + (K1 U Kp,_a_1).
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Warto zwroci¢ uwage, iz twierdzenie 3.1.22 nie zachodzi dla A =n — 1. Gdy A =
n — 1 to graf jest grafem pelnym i wtedy z definicji indeksu AEDS otrzymujemy

&G =n- %__11) =n.

Z twierdzenia wynika natomiast, ze

§SU(G)ZQn—(n—1)+4(n—n—|—1—1)( L + ! )zn—i—l,

n—1 n-—2
co jest sprzecznoscia.

W kolejnej sekeji zajmiemy sie wlasno$ciami indeksu AEDS po wprowadzeniu pew-

nej transformacji.

3.1.4 Wplyw transformacji grafowych na wartosci indeksu AEDS

W przypadku transformacji grafowych, rézni autorzy rozwazali rézne konstrukcje.
My zajmiemy sie jedna z nich i bedzie to transformacja $ciggania krawedzi. Bedziemy
rozwazali grafy, ktore sg bardzo czesto wykorzystywane do badan w chemii.

Niech H bedzie grafem spéjnym o przynajmniej dwoch wierzchotkach. Niech u €
V(H). Niech ponadto K 41 bedzie gwiazda ze zbiorem wierzchotkow {v, u, wy, ..., w,},
gdzie v jest wierzchotkiem centralnym gwiazdy. Graf G jest polaczeniem grafu H i
gwiazdy K11 w wierzchotku w. W innych stowach, niech uv bedzie krawedzig grafu
G ze stopniem deg(u) > 2. Niech {u, wy, ws, ..., w,}, p > 1, beda sasiadami wierzchotka
v, natomiast wy, wo, ..., w, bedg stopnia 1.

Przeksztalcimy teraz graf G do grafu G’ w sposéb nastepujacy:
V(G') =V(G)

E(G') = E(G) U {uwy, uws, ..., uw, \ {vwy, vws, ..vw, }

W skrécie, te operacje bedziemy zapisywac¢ jak ponizej:
G' = G + {uwy, vws, ..., uw, } — {vwy, vwy, ...vw,}.

Rysunek 3.13 przedstawia opisang transformacje.

W ponizszym twierdzeniu przedstawimy jaki wptyw ma dana transformacja na

wartosci indeksu AEDS.
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w1 wq

wao w2

Rysunek 3.13: Transformacja G — G', gdzie G' = G + {uw;,uws,...,uw,} —

{vwy, vws, ...vwy}.

Twierdzenie 3.1.23. (H. Bielak, K. Broniszewska 2019 [6]) Niech H bedzie grafem
spajnym rzedu conajmniej dwa oraz niech u € V(H). Niech ponadto Ki,+1 bedzie
gqwiazdg ze zbiorem wierzchotkéw {v,u,wy,...,w,}, p > 1, gdzie v jest wierzchotkiem
centralnym gwiazdy. Niech graf G bedzie zlgczeniem grafu H oraz gwiazdy Ky,p1 w

wierzchotku w. Niech G bedzie zdefiniowany jako (rysunek 3.13):
G' = G + {uwy, uwy, ..., uw,} — {vwy, vws, ...vw,}.

Jesli p > eq(v), to zachodzi

(G = €(G) <.
Dowéd. Niech grat G bedzie ztaczeniem grafu H oraz gwiazdy K ,+1 w wierzchotku
u. Niech graf G’ bedzie grafem przetransformowanym, czyli

G' = G + {uwy, uwy, ..., uw,} — {vwy, vws, ...vw,}.

Zacznijmy od przedstawienia tego, jak zmienity sie wartosci acentrycznosci, stopni
oraz sumy odlegtosci po wykonaniu transformacji grafu G.
0, degy(u) =|V(H)| -1
Niech n =
1, degy(u) # |V(H)| - 1.
1. W przypadku stopni mamy nastepujace zaleznosci:

(a) degqi(v) =1 = degg(v) —p,
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(b) degg(u) = degg(u) + degg(v) — 1,
(c) dla wszystkich z € V(H)\{u} mamy degq (z) = degq(x),

(d) dla wszystkich 1 <i < p mamy degq (w;) = degg(w;) = 1.
2. Mamy nastepujace zaleznosci dla sumy odlegltosci:

(a) Der(v) = Da(v) + degg(v) — 1,
(b) Der(u) = Dg(u) — degg(v) + 1,
(c) dla wszystkich z € V(H)\{u} mamy D¢g (z) = Da(z) — p,

(d) dla wszystkich 1 <14 < p mamy D¢/ (w;) = De(w;) — |V(H)| + 1.
3. Acentrycznosci zmienity sie nastepujaco:

(a) ecr(v) = ea(v),
(b) eer(u) = ea(u) = (1 —n),
(c) dla wszystkich 1 <1i < p mamy e (w;) = eg(w;) — 1.
(d) Dla wierzchotkéw x € V(H)\{u} mamy dwa przypadki:
i. Przypadek 1. Niech eg(x) > dg(z, 2) dla wszystkich & € V(H). Wtedy
eq(z) = dg(z, w;) dla wszystkich i = 1,2, ... oraz g/ (z) = eg(x) — 1.
ii. Przypadek 2. Niech eg(x) = dg(z, ) dla pewnego & € V(H). Wtedy

ea(zr) = epy(z) oraz eqr () = eg(x).

Zdefiniujmy teraz dwa zbiory.

Podzielimy graf H w sposob nastepujacy: V(H)\{u} = X_ U X, gdzie X, jest
zbiorem wierzchotkéw spetniajacych przypadek 1 oraz X_ jest zbiorem wierzchotkow
spetiajacych przypadek 2.

Warto zwrécié uwage, iz jesli n = 0, to X = 0 oraz |X.| = |V(H)| — 1.

Rozwazmy teraz wartosci indeksu AEDS. Wprost z definicji otrzymujemy nastepu-

jaca wartos¢:

@)= Y e(w)D(v) _ 3 cor(#)Der(x) 3 () Do ()

v des(v) & dega(z) o £ dege(w)
1 Eq’ (U)DG'/ (U) ¥l ('U)Dgl (’U) i Eq’ (wi>DG” (wl)
degg (u) dege (v) i1 dege (w;)
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Po skorzystaniu z relacji (1) — (3) mamy:

(Dg(z) — pleg(x) (Dg(z) — p)eg(z) — 1)
2 el degg (@)
(Dg(u) — degg(v) +1)(eg(u) — (1 — 1))
degg(u) + degg(v) — 1
(Dg(v) + degg(v) — 1)eg(v)
degq(v) —p

(Dg(wi) — |V(H)|[ +1)(eg(w1) — 1)

degg(w1) .

£(6) =

m€X¢

+p
Warto zwroci¢é uwage na dodatkowe zaleznosci:
(a) Dg(u) = Da(v) = [V(H)| +1+p,
(b) degg(v) =p+1,
(¢) degg(u) = degy(u) + 1,
(d) eq(u) =ea(v) —n,
(e) Da(wi) = Da(v) +[V(H)[ +p—1.

Po wyodrebnieniu informacji o £°Y(G) oraz skorzystaniu z powyszych zaleznosci
otrzymujemy:

&G -G =A+B+C+ D,

gdzie:

_ eelr) 5~ Del@)
A= D Tee) 22 Temele)

Eq\T 1
B=r2 3 (<)> P 2 Geno@)

(S s
x€X7g gG $€X7g

o= Pelea) —(A—n)) plec(w) = (1 —n) De(wee(u)
degg(u) +p degg(u) +p degg(u)

~ De(v)ea(v)

b+l —pDe(v) — p* — pec(w)([V(H)| - 1)

D = Dg(v){:"g(v) —i—psg(v)

Przeanalizujemy, czy wartos¢ wyrazenia £*V(G') — £%V(G) jest dodatnia czy ujemna.
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Jest oczywiste, ze warto$¢ wyrazenia A jest ujemna. Warto$¢ wyrazenia B jest

réwniez ujemna, poniewaz eg(z) > 3. Zapiszemy teraz wyrazenie C' jak ponizej:

_ Dg(u)ea(u) — Do(u)(1—n) plea(u) = (1 —n))  Da(u)ea(u)

 degg(u) +p  degg(u) +p degg(u) +p degg (u)
_ Do(u)eq(u) ( 1 o1 ) _ Da(u)(1—n)  ple(u) — (1 —n))
degg(u) +p  degg(u) degg(u) +p degg(u) +p

co oznacza, ze jego wartos¢ jest rowniez ujemna.
Rozwazmy teraz wyrazenie Dg(v)eq(v) + peg(v) — pDg(v) — p? (pozostate sktad-
niki catego wyrazenia D sa ujemne). Otrzymujemy réwnanie kwadratowe zmiennej p.

Policzmy A.

A = (e6(v) = Da(v))* = 4(=1)Da(v)ea(v)
A = (eg(v) + Dg(v))*
VA = e¢(v) + Da(v)
p1 =¢(v),p2 = —Dg(v)

Oznacza to, ze dla wszystkich p > eg(v) warto$¢ wyrazenia D jest ujemna.
Otrzymujemy zatem, iz dla p > e¢(v) zachodzi £*V(G") — €**(G) < 0. To konczy

dowdd.

Whiosek 3.1.24. Jeslin =0, to &V(G') — £°(G) < 0 dla wszystkich p > 1.

Dowdd. Rozpatrujac przypadek n = 0 w twierdzeniu 3.1.23 mamy e (v) = 2. Oznacza
to, ze £*U(G")—£&°V(@G) < 0 dla wszystkich p > 2. Mozemy dodatkowo rozwazy¢ sytuacje,

gdy p=1.

Niech n =01 p = 1. Rozwazamy wyrazenie C'+ D i mamy nastepujace zaleznosci:
1. Dg(v) =p+1+2(V(H)| - 1),

2. Dg(u) = |V(H)| + 2p,

3. degy(u) = |V (H)|,

4. 6g(u) = 2.
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(Dg(u) —D)(ea(u) —=1)  Dg(u)ea(u)

O T e 11 degg(u)
+egl) + 28 ) -1~ coun) (v (e - 1)
v+ 2)
=1- W +2—1—¢eg(w)(|V(H)| - 1)
4
— g~ e e) V] - 1) <0

Poniewaz warto$¢ wyrazenia C' + D jest ujemna dla 7 = 01 p = 1 wnioskujemy, iz

w przypadku, gdy 7 = 0 mamy £(G’) — £°Y(G) < 0 dla wszystkich p > 1. O

Rozpatrzmy teraz sytuacje, w ktérej n = 1 oraz p < e¢(v). Wezmy, na przyklad,

grafy jak na rysunku 3.14.

wq w1
—_— W2
u v u
W9 (

G G’

Rysunek 3.14: Transformacja G' = G + {uwq, uws} — {vwy, vws }.

Mamy wtedy: n = 1, p = 2, eq(v) = 4, czyli p < eg(v). Wyznaczamy wartosci
indeksu AEDS i otrzymujemy: £*(G) = 100 + 30 + 18 + 16% +164+2-85 = 350%,
&Y(G") =72+ 195 + 10+ 63 + 3 56 = 2761. Oznacza to, ze pomimo sprzecznosci z
zalozeniem o tym, iz p > £¢(v), otrzymalismy rezultat £5¥(G’) — £5(G) < 0. Nie jest to
odosobniony przypadek. Podobnych przyktadéw jest wiecej, jednak dowdd pozostaje
wciaz kwestig otwarta.

Zajmiemy sie teraz innym indeksem $cisle zwigzanym z acentrycznoscia i bedzie to

indeks EDS.

3.2 Indeks EDS

Indeks EDS (z ang. eccentric distance sum index) zostal przedstawiony przez S.

Gupte, M. Singh’a oraz A. K. Madana [33] w 2002 roku. Autorzy w swojej pracy
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zaprezentowali, miedzy innymi, Sciste powigzania tego indeksu z zagadnieniami che-
micznymi, takimi jak, na przyktad QSAR.
Indeksem EDS nazywamy nastepujaca sume:

veV(Q)

Indeks EDS moze by¢ rowniez zdefiniowany w sposéb alternatywny jako:

@)= S () + ), v).

{uw}CV(G)

Definicje sg rownowazne, poniewaz zachodzi réwnosé jak ponizej:

@)= (eu) +ev))d(u,v)

{u,v}CV(G)

= Z e(u)d(u,v) + Z e(v)d(u,v)
{u,v}CV(G) {uv}CV(G)

=2 > cwduv)= Y Y e@duv)= Y D@e).
{uw}CV(G) veV(G) ueV(Q) veV(Q)

W ostatniej rownosci skorzystaliSmy z zaleznosci: D(v) = 3 ey (@) d(u, v).

3.2.1 Wilasnosci indeksu EDS

Wielu matematykow zajmowalo sie indeksem EDS. W szczegblnosci A. 1li¢, G. Yu
i L. Feng, ktorzy pokazali, miedzy innymi, kilka jego wtasnosci dla drzew i graféw

jednocyklicznych. Zostaly one przedstawione w twierdzeniach 3.2.1 oraz 3.2.2.

Twierdzenie 3.2.1. (G. Yu, L. Feng, A. 1li¢ 2011 [93]) Niech G bedzie drzewem o n
wierzchotkach, n > 3. Wtedy

ENG) > 4n* —9In +5
z rownoscig wtedy 1 tylko wtedy, gdy G = .S,,.

Twierdzenie 3.2.2. (H. Hua, K. Xu, S. Wen 2011 [50], G. Yu, L. Feng, A. Ili¢ 2011
[93]) Niech G bedzie grafem jednocyklicznym z iloScig wierzcholkéw n > 4. Wtedy

EHG) > 4n* —9n + 1

z rownoscig wtedy i tylko wtedy, gdy G = H, s, gdzie H,3 to graf otrzymany z Cs

poprzez dodanie n — 3 wierzchotkéw stopnia 1 do jednego z wierzchotkow Cl.
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W powyzszym twierdzeniu 3.2.2 autorzy [93] podali zalozenie n > 6. Okazuje sie
jednak, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n > 4, co pokazano w artykule [50] z biblio-
grafii.

Zdefiniujemy teraz pewna transformacje, dla ktérej udowodniono kolejng wtasnosé
indeksu EDS.

Niech wv bedzie mostem grafu G i niech H oraz H' beda nietrywialnymi spdj-
nymi sktadowymi grafu G — {uv}, takimi, ze v € H, natomiast v € H'. Tworzymy
graf §(G,uv) poprzez zidentyfikowanie wierzchotkéw u oraz v (nazywamy ten wierz-
chotek u') oraz dodajemy dodatkowa krawedz u'v’. Méwimy, ze G' = (G, uv) jest
d-transformacja grafu G (rysunek 3.15). Dla opisanej transformacji zachodzi twier-

dzenie 3.2.3 ponizej:

G G

v

Rysunek 3.15: -transformacja grafu G.

Twierdzenie 3.2.3. (H. Hua, S. Zhang, K. Xu 2012 [52]) Niech uv bedzie mostem
grafu G oraz niech G' = §(G, wv) bedzie d-transformacjq G. Wtedy

(@) < £(G).

Kolejne twierdzenie dotyczy graféw G(p, q) zdefiniowanych w rozdziale 2.3. W twier-
dzeniu pojawia sie oznaczenie G(p+q, 0), przez ktére bedziemy rozumieé graf powstaty

z grafu G(p, q) poprzez usunigcie krawedzi wu, oraz dodanie krawedzi v,u;.

Twierdzenie 3.2.4. (A. Ili¢, G. Yu, L. Feng 2011 [57]) Niech G(p+q,0) bedzie grafem
zdefiniowanym jak powyzej. Niech r bedzie acentrycznosciq wierzchotka w dla grafu G.
Jeslir>p>q>1, to

£1(G(p,q) < £1(G(p +4,0)).
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Graf G(p + ¢,0) przedstawiony jest na rysunku 3.16. W poréwnaniu do graféw na
rysunkach 2.1 oraz 2.2, graf G(p + ¢,0) r6ézni sie dtugoscia dotaczonej $ciezki.

v,
Vo . P u ,
1 Uy

V1

w

Rysunek 3.16: Graf G(p + ¢,0).

W 2018 roku H. Hua, H. Wang i I. Gutman [49] pokazali pewne zaleznosci pomiedzy
indeksem EDS oraz acentrycznymi indeksami zagrzebskimi. Pierwszy acentryczny
indeks zagrzebski EM;(G) oraz drugi acentryczny indeks zagrzebski FM;(G)
zostaly niezaleznie zdefiniowane przez D. Vukiceviéa i A. Graovaca [86] oraz M. Ghor-

baniego i M. A. Hosseinzadeha [32] w sposdb nastepujacy:

EM\(G)= ) e(u)’

ueV(G)

EM,(G) = Z e(u)e(v).

weFE(G)

Najnowsze rezultaty dotyczace tych indekséw mozna znalez¢, miedzy innymi, w pra-
cach [15, 77, 78|. Twierdzenia 3.2.5, 3.2.6 oraz 3.2.7 pokazuja wspomniane wczesniej
zaleznosci. Wartosci indeksu EDS sa wieksze, badZ réwne wartosciom acentrycznych

indeksow zagrzebskich pod opisanymi warunkami.

Twierdzenie 3.2.5. (H. Hua, H. Wang, I. Gutman 2018 [49]) Niech G bedzie spdjnym
grafem rzedu n. Wtedy
£4(G) = EMy(G)

z rownosciqg zachodzgcg wtedy i tylko wtedy, gdy G = K.

Twierdzenie 3.2.6. (H. Hua, H. Wang, I. Gutman 2018 [49]) Niech T bedzie drze-
wem. Wtedy
4T > EMy(T).
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Twierdzenie 3.2.7. (H. Hua, H. Wang, I. Gutman 2018 [{9]) Niech G bedzie spdjnym

grafem z promieniem r oraz maksymalnym stopniem A. JeSlir > A, to
¢UG) > EMs(G).
Szczegdtowe dowody powyzszych twierdzen mozna znalezé w pracy autorstwa H.

Hua, H. Wang, I. Gutman [49].

3.2.2 Indeks EDS dla kaktuséw oraz innych klas grafow

Zaprezentujemy teraz bardzo ciekawe twierdzenie H. Hua, K. Xu i S. Wen [50]
opisujace dolne ograniczenie dla indeksu EDS dla kaktuséw. Nastepnie czytelnik moze
zapoznad si¢ z rezultatami uogolnionymi dla tego ograniczenia z ideg dowodu oparta
na dowodzie wspomnianego twierdzenia.

Niech Cat,, », oznacza graf, ktory jest kaktusem utworzonym poprzez dotaczenie ks
niezaleznych krawedzi pomiedzy wierzchotkami stopnia 1, n-wierzchotkowej gwiazdy

K ,—1. Bardziej precyzyjnie mozemy zapisac:
C’atm;@ = K1 + (kQPQ U (n —-1- 2]{72)}(1),
gdzie 0 < ko < "T_l

Twierdzenie 3.2.8. (H. Hua, K. Xu, S. Wen 2011 [50]) Niech G bedzie kaktusem o
n > 4 wierzchotkach oraz ko > 0 cyklach. Wtedy

ENG) > 4n® —9n — 4ky + 5
z rownoscig wtedy @ tylko wtedy, gdy G = Caty, i, .
Wprowadzamy, ponadto, lemat jak ponizej:

Lemat 3.2.9. Niech G bedzie grafem rzedu n o rozmiarze m. Jesli rad(G) > 2, to
£4G) > 4n(n —1) — 4m

z Téwnosciq zachodzqcq wtedy i tylko wtedy, gdy rad(G) = 2.
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Dowdéd. 7 definicji indeksu EDS mamy:

£HG) > 2 Z D(v) = ( Z deg(v) + d(v,u))
veV(G) veV(G) veV(G) ueV (G)\N(v)
> 2( Z deg(v) + 2)
veV(Q) veV(G) ueV(G)\N (v)

G Gy G
Gg G~ Gy Gy Gio &
Gn ; G2 Gis Gu

Rysunek 3.17: Grafy z klasy G, k, %y, gdzie n = 7, ks = 1 oraz k3 = 1. Wartosci
indeksu EDS: £4(G4) = 126, £4(Gy) = 174, £4(G3) = 175, £4(Gy) = 189, £4(G5) = 191,
£U(Ge) = 191, €4(Gy) = 195, €4(Gx) = 196, £4(Go) = 197, €4(Gho) = 217, £4(Gry) =
254, £4(G1g) = 255, £4(Gh3) = 264, £4(Ghy) = 286 .

Rozwazmy teraz inng strukture grafowa niz kaktus. Niech n, ko, k35 beda liczbami
catkowitymi, gdzie ko, ks > 0 oraz n > 2ky + 3ks 4 1. Niech G,, 1, r, bedzie klasg grafow
spojnych rzedu n sktadajacych sie z blokéw: ko cykli bez cieciw, k3 cykli z jedng cieciwa
oraz ewentualnie Sciezek P,. Kilka przyktadéw pokazuje rysunek 3.17 (warto zwrdcié

uwage, iz mamy £4(Gs) = £4(Gg) = 191). Dla tej klasy graféw zostanie zaprezentowane
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dolne ograniczenie dla indeksu EDS i jest to rozszerzony rezultat z twierdzenia 3.2.8.

Idea dowodu opiera sie na dowodzie twierdzenia 3.2.8.

Twierdzenie 3.2.10. (H. Bielak, K. Broniszewska 2017 [5]) Niech n, ks, ks bedg licz-
bami catkowitymi, gdzie ko, ks > 0 oraz n > 2k 4 3ks + 1. Niech G € Gy i, 1, bedzie

grafem rzedu n > 5. Wtedy
E4G) > 4n® — 9n — 8k — 4ky + 5

z rownoscig zachodzgcq wtedy 1 tylko wtedy, gdy G = @nvk%;@, gdzie @n,l@,kg = Ky +
(]{33P3 U k‘QPQ U (n —-1- k’g — l{g)Kl)

Dowéd. Rozwazamy graf G z klasy G, i, k-

Niech S; bedzie zbiorem wierzchotkéw o acentrycznosci rownej ¢ oraz niech n; = |.S;].
Rozwazmy najpierw przypadek, gdy n; > 0. Niech v bedzie wierzchotkiem dla ktérego
e(v) = 1. Wtedy kazdy wierzcholek u € V(G)\{v} jest sasiadem v. W zwiazku z tym,
zen > 51G € Gy, ks to G moze jedynie by¢ grafem utworzonym z ks niezaleznych
sciezek P31 ko niezaleznych sciezek P» posrod wierzchotkéw stopnia 1 gwiazdy K -1,

czyli G = én,kz,ks' Przyktad takiego grafu pokazuje rysunek 3.18.

Rysunek 3.18: Przyktad grafu an,k%;€37 gdzie n =16, ks =31 k3 = 2.
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Poniewaz n; = 1 mamy:

fd(@n,;@’;@) =(n-1) (dla wierzcholtka v z e(v) = 1)
+ 4(ka + k3)(2(n — 3) + 2) (dla wierzchotkéw v z deg(v) = 2)
+2k3(2(n —4) + 3) (dla wierzchotkéw v z deg(v) = 3)

+2(n—1—3ks — 2ky)(2(n —2) + 1) (dla wierzchotkéw v z deg(v) = 1)

= 4n? — 9n — 8ky — 4ky + 5.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy G' € G, p,, oraz ny = 0. Tutaj mamy e(v) > 2

dla kazdego wierzchotka v w grafie. Z Lematu 3.2.9 mamy
4G) > 4n(n —1) — 4m

Ze struktury grafu wynika, ze m = n — 14 2ks + ko, gdzie n — 1 jest iloScia krawedzi
w drzewie rozpinajacym naszego grafu i 2ks + ko jest sumag krawedzi, ktore nie nalezg
do tego drzewa rozpinajacego.

Wymnik jest nastepujacy:

~

EUG) — €Y Grpgrs) > [An(n — 1) — 4m] — [4n* — In — 8k3 — 4ky + 5]
= [An(n — 1) — 4(n — 1 + 2ks + ko)] — [4n® — In — 8ks — 4ky + 5]
=n—1>0.

To konczy dowdd. O]

Twierdzenie 3.2.10 nie moze by¢ rozszerzone dla n = 4 z k3 = 1, poniewaz w takim
przypadku £4(K, + (P, U K;)) = 29, ale £4( K, + 2K,) = 22.
Jesli zastosujemy k3 = 0 w twierdzeniu 3.2.10 to natychmiast otrzymamy rezultat
z twierdzenia 3.2.8 dla n > 5.
Zdefiniujmy teraz nastepujaca klas¢ grafow. Niech p, ¢ beda catkowitymi liczbami
dodatnimi, gdzie ¢ > p > 1 i niech &y, k,11, ..., k; bedzie ciggiem liczb catkowitych,
q

gdzie k; > 0 dlap < i < ¢q; ky, kg > 1 orazn =1+ Zk,z Niech G bedzie klasa
i=p

spojnych graféw rzedu n, sktadajaca sie z k; blokéw izomorficznych do Ky + P, p <
1 < q. Liczby p, ¢ sa dhugosciami najkrotszej i najdtuzszej sciezki P;, odpowiednio. Dla

opisanej powyzej klasy graféw, wprowadzamy twierdzenie 3.2.11.
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Twierdzenie 3.2.11. (H. Bielak, K. Broniszewska 2017 [5]) Niech G € G bedzie

grafem z iloscig wierzchotkow n, n > 5. Wtedy

q
ENG) = 4n® —In+5—-4) k(i—1)

i=p

q q
z rownosciq zachodzgcqg wtedy i tylko wtedy, gdy G = K + U k;P;, gdzien =1 +Z ki

1=p 1=p
oraz p,q sq dlugosciami nagkrotszej 1 najdtuzszej sciezki P;, odpowiednio.

Dowdd. Dla naszego grafu G liczba wierzchotkéw o acentrycznosci rownej jeden wynosi
ny < 1, poniewaz n > 5.
Przypadek 1. Jedli e(v) = 1 dlav w G, to kazdy wierzchotek u € V(G)\{v} jest sasiadem

v. Teraz wiemy, ze w tym przypadku G moze jedynie by¢ grafem izomorficznym z
q
Ky + | kP
1=p
q
Zajmijmy sie teraz policzeniem wartosci dla £4( K, —i—U k;P;). Jest tylko jeden wierz-
i=p
chotek v dla ktérego e(v) = 1 i jest oczywiste, ze D(v) = n — 1. Dla kazdego innego
wierzchotka u w G mamy e(u) > 2. Kazda dotaczona $ciezka P; ma dwa  konce” (dla

tych wierzchotkéw mamy dwa wierzchotki w odleglosci 1, a wszystkie pozostate sg w

odleglosci 2) i (i — 2) wewnetrznych wierzchotkéw P; (dla tych wierzchotkéw mamy 3
q

wierzchotki w odlegltosci 1). Liczba pozostatych wierzchotkow wynosi n — 1 — Z 1k;.
i=p
Mamy zatem:

q
WK, + U kP)=n—1 (wierzchotek v z e(v) = 1)

i=p
q
+2:2-(2-(n—=3)+2)> ki (korce” dciezki)
i=p

q
+2-(2-(n—4)+3) Z(z — 2)k; (wewnetrzne wierzchotki $ciezki)
i=p
q
+2-(2-(n—2)+1) <n -1- Z zkz) (wierzchotki stopnia 1)

i=p
Wykonujac obliczenia otrzymujemy:

q q q
EE A+ JRP)=n—1+8n—16)> ki + (4n —10)) ik

i=p i=p i=p
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q q

—2(4n —10) Y ki + (4n — 6)(n — 1) — (4n — 6) Y _ ik;

i=p i=p

q
=(n—1)4n—5)+ (8n— 16 — 8n+20) Y kK
1=p
q
+(4n — 10 — 4+ 6) Y _ik;

i=p
Podsumowujac, ostatecznie dostajemy:
q q q
ENE A+ | lP) =40 —In+5+4) ki—4) ik

i=p i=p i=p

q
=4n® —9In+5-4Y k(i—1).

i=p

Przypadek 2. Rozwazmy teraz przypadek, gdy n; = 0. Mamy woéwczas €(v) > 2 dla

kazdego wierzchotka v w G. W zwiazku z tym, réwniez rad(G) > 2, czyli mozemy

q
wnioskowaé z lematu 3.2.9, iz £4(G) > 4n(n—1)—4m. Ponadto m = n—1+z ki(i—1).

i=p
Badamy nastepujaca réznice:
q
¢4@) = (K + | kiP)
i=p
q
> [4n(n — 1) —4m] — [4n> —In+5— 4> k(i — 1)]
i=p (37)

— [4n(n—1)—4(n—1+Zq:k:i(i—1))]—[4n2—9n+5—4zq:ki(i—1)]

1=p

=n—-—1>0

Whioskujemy, iz dla naszego grafu G zachodzi £4(G) > £4(K, + O k;P;). To konczy
dowdd twierdzenia. o [

W tym rodziale zostaly przedstawione pewne wtasnosci indeksu EDS. Przedsta-
wiono réwniez twierdzenia pokazujace dolne ograniczenia dla tego indeksu dla kak-
tuséw oraz innych klas graféw. Wciaz pozostaje jednak otwarty problem zwiazany z
tym, jak porzadkowac grafy z klasy G, i, x,. Porzadkowanie graféw polega na ustawie-
niu kolejnosci ich wystepowania wzgledem wartosci indeksu. Nalezy zwroci¢ uwage,

iz. klasa G, , k, nie moze by¢ porzadkowana przez warto$¢ indeksu EDS dla n = 7,
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ko = 1, k3 = 1, poniewaz dla graféw G5 oraz Gg z rysunku 3.17 jest ona réwna i
wynosi £4(G5) = €4(Gg) = 191. Ponadto, grafy G5 oraz G nie moga by¢ porzadko-
wane przez wartos¢ indeksu Wienera, ktéra ponownie jest dla nich réwna i wynosi
W(Gs) = W(Gg) = 36. Moga by¢ one jednak uporzadkowane przez warto$é¢ indeksu
AEDS. Dla grafu G5 wynosi ona £*(G5) = 106, 3, natomiast dla grafu Gg mamy
£ (Gg) = 103,3. Podsumowujac, mozemy uporzadkowaé klase Gz korzystajac z
dwoch indeksow: EDS oraz w dalszej kolejnosci AEDS.
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Podsumowanie

Niniejsza rozprawa doktorska zostata poswiecona zagadnieniom zwigzanym z indek-
sami topologicznymi w teorii graféw. Opisano definicje oraz wtasnos$ci wybranych indek-
sow. Dodatkowo, poruszono temat ich zachowania przy réznych przeksztatceniach. Za-
gadnienia te sg bardzo obszerne, stad tez pozostawiono czytelnikowi problemy otwarte
do wtasnej analizy.

W rozdziale pierwszym przypomnieliSmy podstawowe pojecia i definicje z dziedziny
teorii grafow. Zostaty one zilustrowane wieloma przyktadami, aby utatwi¢ czytelnikowi
zrozumienie przedstawianego zagadnienia.

W rozdziale drugim poznaliémy indeks Wienera, indeksy pochodzace od indeksu
Wienera (zmodyfikowany indeks Wienera, biegunowy indeks Wienera, indeks zmiennej
Wienera, indeks hyper—Wiener) oraz ich wlasnosci. W szczegdlnosci zaprezentowano
tam przyktady dwudrzew maksymalnych dla uogoélnionego biegunowego indeksu Wie-
nera przy pewnych szczegblnych zatozeniach oraz przypadek ogdlny dla jego maksyma-
lych wartosci.

Rozdzial trzeci poswiecono indeksom zwiazanym z acentrycznoscia, w szczegdlnosci
AEDS oraz EDS. Opisano, miedzy innymi, ograniczenia gérne i dolne dla indeksu AEDS
wraz z rezultatami uogoélnionymi. Ponadto, czytelnik znajdzie tam réwniez uproszczony
dowdd twierdzenia zaprezentowanego przez H. Qu i S. Cao w 2015 roku. Dodatkowo,
opisano wpltyw transformacji $ciggania krawedzi na wartosci indeksu AEDS.

Druga cze$¢ rozdziatu trzeciego to rozwazania na temat wtasnosci indeksu EDS
dla kaktusow oraz innych klas graféw. Udowodniono tam twierdzenia obrazujace dolne
ograniczenia tego indeksu.

Zagadnienia otwarte pozostawione w tej pracy to, miedzy innymi, problem wyzna-
czenia wartosci uogélnionego biegunowego indeksu Wienera Wi (G) dla dwudrzew dla

k = 2 oraz k = 3. Dodatkowo, otwarta pozostaje kwestia porzadkowania graféw z
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klasy Gy, k,.k;- Nie moga by¢ one porzadkowane przez wartosci indeksu EDS, ani przez
wartosci indeksu Wienera.

Przedstawione w tej pracy zagadnienia dotycza indekséw topologicznych w teorii
graféw. Majg one bardzo szerokie zastosowanie w wielu dziedzinach nauki, takich jak,
na przyktad farmacja, chemia, genetyka czy geografia. Stosuje sie je w duzej mierze do
produkcji lekéw, stad tez ciggle postepujacy rozwdj tej dziedziny jest bardzo istotny.

W dzisiejszych czasach zmagamy sie z coraz to bardziej zmutowanymi wirusami,
ktére powodujaa nowe, trudniejsze do wyleczenia choroby. Oby rozwdj zagadnienia
indekséw topologicznych w teorii graféw, przyczynit sie do rozwoju innych dziedzin,
ktore maja na celu odnalezienie skutecznego lekarstwa na choroby, ktére do tej pory

byty nieuleczalne.
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Lista symboli i oznaczen

Cn cykl rzedu n

D(v) suma wszystkich odleglosci z wierzchotka v
d(u,v) odleglo$é pomiedzy wierzchotkami u oraz v
deg(v) stopien wierzchotka v

diam(G) srednica grafu G

E(G) zbior krawedzi grafu G

EM;(G) pierwszy acentryczny indeks zagrzebski dla grafu G
EM,(G) drugi acentryczny indeks zagrzebski dla grafu G
9(G) talia grafu G

G’ podgraf grafu G

G dopeienie grafu G

G =Gy graf Gy izomorficzny z grafem Go

G1[Gs] kompozycja grafow G oraz Go

K, graf pelny rzedu n

K, graf pelny dwudzielny

M (G) pierwszy indeks zagrzebski dla grafu G

My(G) drugi indeks zagrzebski dla grafu G

My (T) uogdlnienie indekséw zagrzebskich

N(v) otwarte sasiedztwo wierzchotka v

Nv] domkniete sasiedztwo wierzchotka v

P, Sciezka rzedu n

P(v) zbior wierzchotkéw peryferyjnych wzgledem wierzchotka v
rad(QG) promien grafu G

S zbior pokrywajacy grafu G

Sh gwiazda rzedu n
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drzewo o n wierzchotkach

graf Turdna

zbiér wierzchotkéw grafu G

indeks Wienera dla grafu G

wielomian Hosoya grafu G w x

uogdblniony biegunowy indeks Wienera dla grafu G
biegunowy indeks Wienera dla grafu G
indeks hyper—Wiener dla grafu G
zmodyfikowany indeks Wienera dla grafu G
indeks zmiennej Wienera dla grafu G
liczba pokrywajaca grafu G

minimalny stopien w grafie GG

maksymalny stopien w grafie G
acentrycznos¢ wierzchotka v

acentrycznos¢ catkowita

sp6jnosé wierzchotkowa grafu G

spojnosé krawedziowa grafu G

indeks EDS dla grafu G

indeks AEDS dla grafu G

liczba chromatyczna
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gdzie n — deg(v) — maxzepw){2,2,3} =3 =¢(v).. . . . ... ... ...
3.8 Grafy z czterema réznymi wartodciami stopnia dlan >6. . . . . . . ..
3.9 Graf Gz V(G) =V (K;) U{w} oraz E(G) = E(K;)\{e, f} U {cw,wd}. .
3.10 Graf Tietze'go, n = 12, rad(G) = diam(G) =3. . . . ... .. .. ...
3.11 Graf 3-regularny, n = 8, rad(G) = diam(G) =3. . . . . . . ... .. ..
3.12 Graf 3-regularny, n = 12, rad(G) = diam(G) =3. . . . . .. ... ...

26
59

29

3.13 Transformacja G — G, gdzie G’ = G+{uwy, uws, ..., uw, } —{vwy, vws, ... vwW, }.

3.14 Transformacja G’ = G + {uwy, uwy} — {vwy,vwe}. . . . . . Lo oL
3.15 o-transformacja grafu G. . . . . . . ..o
3.16 Graf G(p+q,0). . . . . .
3.17 Grafy z klasy G, k, ks, gdzie n = 7, ky = 1 oraz k3 = 1. Wartodci in-
deksu EDS: £4(Gy) = 126, £4(Gy) = 174, £4(G3) = 175, £4(Gy) = 189,
E4(Gs) = 191, £4Gg) = 191, £4(Gy) = 195, £4(Gg) = 196, £4(Gy) = 197,
§1(Gho) = 217, £4(G11) = 254, €7(Gr2) = 255, £4(G3) = 264, £%(Gra) =
286 . . .
3.18 Przyktad grafu @mkz,k:ﬂ gdzien =16, ko =3iks=2. . . . . ... ...
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