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Wstep

Teoria rownan rézniczkowych zwyczajnych jest jedna z najwazniejszych gatezi ma-
tematyki, co wynika z ogromnej ilosci zastosowan tej teorii do opisu przebiegu wielu
zjawisk w przyrodzie, technice i otaczajacej nas rzeczywistosci. Klasyczna teoria tych
rOwnan, tzn. teoria rownan rozniczkowych zwyczajnych w przestrzeniach skoniczenie
wymiarowych, poczawszy od lat pieédziesigtych ubiegtego stulecia, stata sie niemal
teorig zamknietg. Taki stan zostal przedstawiony w klasycznych ksiazkach i monogra-
fiach, takich jak np. [15, 22, 27, 38, 39].

W 1950 roku znany matematyk francuski J. Dieudonné [18] pokazal na dwdch

przyktadach, ze klasyczne wyniki teorii réwnan rézniczkowych w przestrzeniach skon-
czenie wymiarowych przestajg by¢ prawdziwe w przypadku przestrzeni nieskonczenie
wymiarowych. Wystarczy tutaj wspomnie¢ chociazby o tym, ze klasyczne twierdze-
nie Peano o istnieniu rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania rézniczkowego
x’ = f(t,z) przy zalozeniu ciagtosci prawej strony réwnania przestaja by¢ prawdziwe
w przypadku, gdy rozwazamy je w przestrzeni nieskonczenie wymiarowej. Stato sie to
impulsem do prowadzenia badan rownan rézniczkowych zwyczajnych we wspomnia-
nych przestrzeniach wymiaru nieskonczonego. Pierwsze wazne wyniki w tym kierunku
zostaly uzyskane pod koniec lat pie¢dziesiatych i na poczatku lat szesédziesiatych dwu-
dziestego wieku (por. [28, 36, 50]).
Wspomniane wyniki wykorzystywaly jeszcze standardowe narzedzia analizy. Jednakze
z biegiem lat zaczeto uzywaé¢ nowych metod analizy funkcjonalnej, zwigzanej gtéwnie
z teoria miar niezwartosci. Pozwolito to na uzyskanie wielu rezultatow w ramach tzw.
teorii réwnan rézniczkowych zwyczajnych w przestrzeniach Banacha (wymiaru nieskon-
czonego). Rezultaty te zostaly przedstawione m.in. w pracach [2, 20, 23, 44, 46] oraz
w ksiazce [16] (por. takze [1, 5, 6, 13, 17, 37, 45]).

Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze we wspomnianej monografii K. Deimlinga [16]
wskazanych zostalo wiele potencjalnych zastosowan teorii rownan rézniczkowych w prze-
strzeniach Banacha. Jednakze w po6zniejszych pracach rzadko rozwijano te zastosowa-
nia, co byto gtéwnie spowodowane trudnosciami zwiazanymi z postugiwaniem si¢ narze-
dziami i technika miar niezwartosci, ktore odgrywaja kluczowa role we wspomnianych
wyzej zastosowaniach.

Jednym z takich mozliwych zastosowan wskazanych w [16] byly nieskonczone ukla-
dy rownan rézniczkowych zwyczajnych. Uktady takie pojawiaja sie w naturalny spo-
sob jako réwnania rozniczkowe w ciggowych przestrzeniach Banacha a ponadto otrzy-

mujemy je rozwazajac pewne problemy w teorii proceséw gatazkowych, przy mode-



lowaniu niektorych zjawisk w teorii sieci neuronowych oraz w dysocjacji polimerow
[14, 16, 25, 35, 51]. Warto réwniez zwrdcié uwage na fakt, ze pewne problemy roz-
wazane w mechanice prowadza do nieskonczonych uktadéow réwnan rézniczkowych
[41, 49, 51, 52].

Nieskonczone uktady rownan rézniczkowych zwyczajnych pojawiaja sie rowniez przy
stosowaniu metod numerycznych w rozwigzywaniu niektorych rownan rézniczkowych
czastkowych takich jak réownania typu parabolicznego [16]. Dla przykladu stosujac
proces semidyskretyzacji dla réwnan rézniczkowych czastkowych typu parabolicznego
otrzymujemy nieskoniczony uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych [16, 48, 49].

Nie sposob tutaj nie wspomnieé¢ o tym, ze prekursorem teorii nieskoniczonych ukta-
dow réwnan rézniczkowych byt kazachski matematyk K. P. Persidskii, ktory zapo-
czatkowal badanie takich uktadéw zanim jeszcze zaczeto intensywnie rozwijaé¢ teorie
réwnan rézniczkowych w przestrzeniach Banacha (por. [40, 41, 42]). Jednakze péiniej
te dwa podejscia do teorii nieskonczonych uktadow réwnan rézniczkowych zaczety sie
ze sobg wzajemnie przeplatac.

Rzeczywiscie, jak juz wspomnielismy, nieskonczone uktady réwnan rézniczkowych
zwyczajnych moga by¢ traktowane jako szczegélny przypadek réwnan roézniczkowych
w (ciagowych) przestrzeniach Banacha i dlatego rozwazajac takie uktady mozna wyko-
rzysta¢ rezultaty otrzymane w ogdlnej teorii rownan rézniczkowych w tych przestrze-
niach (por. [5, 6, 10, 13, 16, 17, 23, 31, 32, 34, 43, 44]). Oczywiscie tego typu podejscie
wymaga dobrego opanowania warsztatu miar niezwartosci, ktérym w takiej sytuacji sie
postugujemy. Do tej pory ukazato sie niewiele prac realizujacych ten kierunek badan
[5, 10, 13, 16, 33, 34].

7 drugiej strony nieskonczone uktady réwnan rézniczkowych wymagaja stosowania
pewnych specjalnych metod badawczych, ktére nawiazujg do specyfiki tychze uktadow.
Ten kierunek badan zostal m.in. zainicjowany praca [10] a otrzymane wyniki zostaly
oméwione w monografii [13].

Przedstawiona rozprawa doktorska stanowi kontynuacje wspomnianych wyzej ba-
dan dotyczacych nieskonczonych uktadéw rownan rézniczkowych. Podstawa tej rozpra-
wy sa trzy prace [7, 8, 9] poswiecone catkowicie teorii nieskoniczonych uktadéw rownan
rozniczkowych z uzyciem narzedzi teorii miar niezwartosci.

Praca sktada si¢ z szesciu rozdziatow.

W pierwszym rozdziale wprowadzamy oznaczenia oraz przytaczamy podstawowe
definicje i fakty wykorzystywane w dalszej czedci pracy.

Drugi rozdziat zawiera pewne wiadomosci dotyczace klasycznych ciggowych prze-
strzeni Banacha oraz przestrzeni ciggdéw temperowanych. Przypomniane zostaty defi-

nicje, wtasnosci i przyktady przestrzeni stabo zwarcie generowanych oraz pewne fakty



dotyczace teorii réwnan rézniczkowych.

Trzeci rozdzial poswiecony jest miarom niezwartosci. Omoéwione zostaty definicje
i whlasno$ci miar niezwartosci Kuratowskiego i Hausdorffa oraz aksjomatyczna definicja
miary niezwartosci. Zajmujemy sie przede wszystkim miarami niezwartos$ci w klasycz-
nych przestrzeniach ciagowych oraz w przestrzeniach ciagéw temperowanych.

Czwarty rozdziat ma charakter pomocniczy i zawiera kilka wynikéw z teorii réwnan
rozniczkowych w przestrzeniach Banacha ze szczegdlnym uwzglednieniem osrodkowych
przestrzeni Banacha.

W piatym rozdziale podajemy twierdzenia o istnieniu rozwiazan nieskonczonych
uktadéw réwnan rézniczkowych w klasycznych przestrzeniach Banacha. W szczegdl-
nosci, omawiamy twierdzenia egzystencjalne dla nieskonczonych uktadéw réwnan roz-
niczkowych w przestrzeni [, ktorych nieliniowe zaburzenia zaleza od zmniejszajacej
sie lub powiekszajacej liczby zmiennych.

Szosty rozdziat zawiera twierdzenia egzystencjalne dla nieskoriczonych uktadéw réw-
nan rézniczkowych w przestrzeniach ciggéow temperowanych.

Gtéwne wyniki pracy zostaty przedstawione w podrozdziatach 2.2. i1 3.3 oraz w roz-
dziatach 5 i 6. Podawane w pracy twierdzenia o istnieniu rozwigzan nieskonczonych

uktadow réwnan rézniczkowych sg ilustrowane odpowiednimi przyktadami.



1 Oznaczenia, definicje i pewne fakty pomocnicze

W rozdziale tym przedstawimy pewne podstawowe definicje i oznaczenia, ktore
bedziemy wykorzystywali w catej pracy. Oznaczenia te pochodza gltownie z ksiazek
i monografii [5, 6, 13].

Na poczatku ustalimy podstawowe oznaczenia uzywane w rozprawie. I tak, przez
R bedziemy oznacza¢ zbior liczb rzeczywistych, natomiast przez N zbiér liczb natural-
nych. Ponadto Ry = [0, 00).

Niech X bedzie dowolnym, niepustym zbiorem, wéwczas przez (X, d) oznaczymy
przestrzen metryczng z funkcja odlegtosci d. Nastepnie, niech E bedzie przestrzenig
liniowa nad cialem K liczb rzeczywistych lub zespolonych oraz niech bedzie w niej
okreslona norma || - ||. Wowczas przez (F, || - ||) oznaczaé bedziemy przestrzen unormo-
wang nad cialem K z elementem zerowym 6.

Dla z € E oraz r > 0 wprowadzamy oznaczenia:

B(zg,r):={x € E: ||xr — x| <1},

B(xg,r) ={z € E: ||lv — x| <71},
Bi=B0,1)={x e E: |z|] <1}.

Symbole te oznaczaja odpowiednio kule otwarta, kule domknieta i kule jednostkowa
w przestrzeni F.

Dla dowolnego niepustego podzbioru A przestrzeni unormowanej E i dla r > 0
symbolem B(A,r) oznaczaé¢ bedziemy kule (otwarta) o srodku w zbiorze A i promieniu
r, zdefiniowang nastepujaco:

B(A,r) = |J B(z,r) ={y € E : dist(y, A) < r}.
€A

Niech X bedzie podzbiorem przestrzeni unormowanej E, woéwczas symbolami: X,
convX i ConvX oznaczamy odpowiednio domkniecie zbioru X, wypukta powtoke zbio-
ru X oraz wypukta domknieta powtoke zbioru X. Co wiecej, przez diam X oznaczamy
srednice zbioru X pod warunkiem, ze X jest ograniczonym podzbiorem E.

Norma || - || dla niepustego i ograniczonego podzbioru X przestrzeni £ wyrazona

jest wzorem:
1 X1 = sup{||z]| : = € X}.

Na dowolnych zbiorach X,Y w przestrzeni E definiujemy podstawowe operacje

algebraiczne w nastepujacy sposob:
X+Y={zs+y:zeX,yeY},
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aX ={ar:z e X},aeR.

Rodzine wszystkich niepustych i ograniczonych podzbioréw przestrzeni E oznacza-
my symbolem 91y, natomiast podrodzine rodziny 9 g ztozong ze wszystkich zbioréw
relatywnie zwartych oznaczamy symbolem p.

Niech XY € 9Mp. Niesymetryczna odlegtoscia Hausdorffa miedzy zbiorami X i Y
nazywamy liczbe:

d(X,Y)=inf{r: X Cc K(Y,n)},

natomiast odlegltoscia Hausdorffa miedzy zbiorami X i Y liczbe:
D(X.Y) = max{d(X, Y).d(Y. X)}.

Warto zwréci¢ uwage na to, ze odlegtos¢ Hausdorffa D jest pseudometryka w ro-

dzinie Mg. Nie jest to metryka, poniewaz nie jest na ogoét spetniona implikacja:
DX)Y)=0= X =Y.

Z drugiej strony, odlegtos¢ Hausdorffa D jest metryka w rodzinie 9% ztozonej ze
wszystkich zbiorow domknietych nalezacych do rodziny 9. Przestrzen metryczna
(M5, D) jest zupelna jezeli E jest przestrzenia Banacha [30].

Wprowadzimy jeszcze pewne oznaczenia dotyczace najczesciej uzywanych przestrze-
ni funkcyjnych. T tak, symbolem C/([a, b]) oznaczaé¢ bedziemy przestrzen funkeji rzeczy-
wistych, okreslonych i ciggtych na przedziale [a, b]. Przestrzen te normujemy w standar-
dowy sposéb przy pomocy normy supremum, tzn. dla funkcji x € C(a, b]) przyjmujemy,
ze

ol = sup{le(t)] - ¢ € [a,B]}.
Jezeli E jest zadana przestrzenia Banacha z normg || - ||g, to symbolem C([a,b], E)
oznaczamy przestrzen zlozona ze wszystkich funkcji x : [a,b] — E, ktére sa ciagte na

przedziale [a, b]. Norme w tej przestrzeni definiujemy réwnoscia:
2]l = sup{[z(t)|e : t € [a, b]}.

Tak unormowana przestrzen C([a,b], E) jest przestrzenia Banacha.



2 Wiadomosci wstepne

W rozdziale tym zamieszczone zostaly podstawowe fakty dotyczace klasycznych
ciggowych przestrzeni Banacha oraz uogélnien tych przestrzeni zwanych przestrzenia-
mi ciggdéw temperowanych. Przedstawimy réowniez podstawowe wiadomosci dotyczace
przestrzeni Banacha stabo zwarcie generowanych a takze przypomnimy wybrane fakty
dotyczace klasycznej teorii rownan rozniczkowych zaréwno w przestrzeni euklidesowej

R™ jak i w przestrzeni Banacha.

2.1 Klasyczne ciggowe przestrzenie Banacha

Przypomnimy teraz definicje niektorych ciagowych przestrzeni Banacha oraz omo-
wimy ich pewne wtasnosci.

Przez ¢y oznaczamy przestrzen ciggow zbieznych do zera. Elementami tej przestrzeni
sa ciagi liczb rzeczywistych lub zespolonych x = (x,,) zbiezne do zera z klasyczna norma

supremum (lub maksimum):
|zlleo = [|(@n)|lco = sup{|zn| :n=1,2,...} = max{|x,| :n=1,2,...}.

Jest to nieskonczenie wymiarowa, osrodkowa przestrzen Banacha.
Nastepnie, symbolem ¢ oznaczamy przestrzen wszystkich ciagéw x = (z,,) zbieznych

do skonczonej granicy, z norma:

[2lle = l(@n)lle = sup{|an| : n =1,2,... }.

Przestrzen ¢ z norma || - || jest nieskonczenie wymiarowa, oSrodkowa przestrzenia
Banacha. Ponadto przestrzen cg jest domkni¢ta podprzestrzenia przestrzeni c.

Jedli ustalimy dowolng liczbe p, p > 1, wtedy przez [, oznaczamy przestrzen ztozong
ze wszystkich ciagéw = = (z,,) takich, ze Y00 |z, [P < o0.

Przestrzen ta jest nieskorniczenie wymiarows przestrzenia Banacha z norma zadang

WZOrenl:
e, = Nl = (3 baab)

W szczegdlnosci gdy p = 1, symbolem [; oznaczamy przestrzen Banacha ztozong ze
wszystkich rzeczywistych ciagéw = = (z,) takich, ze Yo%, |z,| < oo 1 wyposazona

W norme:

[l = @)l = Z |0l



Ostatecznie, symbolem [, oznaczamy przestrzen wszystkich ograniczonych ciggow

x = (z,) z norma supremum:
[2llie = [I(zn)ll1c = supdlan] :n=1,2,...}.

Jest to nieskonczenie wymiarowa i nieosrodkowa przestrzen Banacha.
W przestrzeni unormowanej, nieskonczenie wymiarowej mozna definiowaé pojecie

bazy Schaudera.

Definicja 2.1. Ciag (e,) elementéw przestrzeni unormowanej X (nieskonczenie wy-
miarowej) nazywamy baza Schaudera w X, jesli dla kazdego = € X istnieje doktadnie

jeden ciag skalarow (k,) taki, ze

|z =Y kie;|| — 0 przy n — oo,
i=1

czyli x = 3272, kie,.

Przyktad 2.2. Jedli oznaczymy ey = (1,1, 1, ...), e; = (I1;, 2i, 034, ...) dla i = 1,2, 3...,
to uktad wektorow e, es, es, ... stanowi baze przestrzeni [, i ¢y, zas uktad eg, e;, €2, €3, ...

stanowi baze przestrzeni c.

Twierdzenie 2.3. Przestrzer unormowana X z bazq Schaudera (e,) jest przestrzeniq

osrodkowaq.

Osrodkowos¢ przestrzeni unormowanej jest wiec warunkiem koniecznym na istnienie
bazy Schaudera. Na problem postawiony przez Banacha i Mazura czy jest to warunek
wystarczajacy, tzn. czy kazda osrodkowa przestrzen Banacha posiada baze, w 1973
roku odpowiedziatl P. Enfl6. Skonstruowat on pewna podprzestrzen przestrzeni C[(a, b)]
(z norma supremum), dla ktérej nie istnieje baza. Oznacza to, ze nie kazda przestrzen

o$rodkowa posiada baze Schaudera.

2.2 Przestrzenie ciggéw temperowanych

Z pewnych przyczyn, o ktorych szczegélowo powiemy pédzniej (por. podrozdzial
6.1), klasyczne przestrzenie ciagowe nie sa wystarczajace dla naszych przysztych roz-
wazan. Dlatego poszerzymy te przestrzenie i zdefiniujemy tzw. przestrzenie ciggdw
temperowanych.

WeZzmy dowolny rzeczywisty ciag 5 = ((,) taki, ze (3, jest dodatni dlan =1,2,...
i ciag (B,) jest nierosnacy. Ciag  nazywamy ciagiem temperujacym.

Nastepnie, rozwazmy zbiér X zlozony ze wszystkich rzeczywistych (albo zespolo-

nych) ciagow = = (z,) takich, ze G,x, — 0 gdy n — oo. Mozna wykaza¢, ze X

9



kreuje przestrzen liniowa na ciatem liczb rzeczywistych (lub zespolonych). Oznaczamy
te przestrzen symbolem cg .

Przestrzen cg jest przestrzenia Banacha z normg zadana wzorem:

||:L‘||Cé3 = ||(:L‘n)||c€ =sup{fu|ra| :n=1,2,...} = max{G,|z,| :n=1,2,...}.

W podobny sposéb mozemy rozwazyé przestrzen ciaggéw temperowanych ¢ ztozona
ze wszystkich rzeczywistych (lub zespolonych) ciagéw (x,,) takich, ze ciag (5,x,) jest
zbiezny do skoriczonej granicy. Oczywiscie ¢ kreuje przestrzen liniows i jest przestrze-

nig Banacha z norma okreslong réwnoscia:

[2llcs = ll(@n)lles = sup{Bnlzn| : n =1,2,... }.

Podobnie, rozwazmy przestrzen ciggéow temperowanych lﬁ sktadajaca sie ze wszyst-
kich ciagéw (x,) (rzeczywistych lub zespolonych) takich, ze szereg >°° | |Bnx,|P < oo.

Przestrzen lg jest przestrzenia Banacha z norma:

oty = Nl = (3 Bufel )"

Analogicznie, mozemy rozwazaé przestrzen ciggéw temperowanych 12 sktadajaca
sie ze wszystkich ciagéw (z,) (rzeczywistych lub zespolonych) takich, ze ciag (8,z,)

jest ograniczony. Przestrzen [ jest przestrzenia Banacha z norma zadang wzorem:

lzlls, = [l(zn)lls, = sup{fBalan] :n=1,2,...}.

Zwroémy uwage na fakt, ze biorac 8, =1 dlan =1,2,... otrzymujemy przestrze-
nie ¢ = ¢o, & = ¢, 19 = 1,115 = l.. Podobnie, jezeli ciag (£,) jest ograniczony
z dotu przez dodatnia stata m tzn. jesli 5, > m > 0 dlan = 1,2,..., wtedy normy
W przestrzeni ciggéw temperowanych cg , #1112 sa réwnowazne klasycznej normie su-
premum w kazdej z przestrzeni cg, ¢ i l,, a norma w przestrzeni ciagéw temperowanych
lf jest rownowazna normie z przestrzeni [,. A zatem, zeby uzyskac istotne powiekszenie
przestrzeni ciagowych cy, ¢, [, 1 l powinnismy zalozy¢, ze ciag temperujacy (53,) jest
zbiezny do zera. W dalszej czesci rozprawy bedziemy narzucali ten warunek na ciag
temperujacy.

Bardzo waznym faktem w naszych rozwazaniach jest stwierdzenie, ze pary przestrze-
ni (co, &), (¢, &), (I, 19) 1 (I, 12) s izometryczne. Dla przykladu rozwazmy przestrze-
nie I, i 12 . Nastepnie, wezmy odwzorowanie J : I8 — I, zdefiniowane w nastepujacy

sposob:

J(@) = J((xn)) = (Bnien)-
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Wtedy, dla dowolnie ustalonych z,y € [5, mamy:

17(2) = J(W)llie = [T ((2n)) = T (1)) ll1c
= [[(Bnzn) — (Buyn) 1o
= sup{|Gnzn — Buyn| :n=1,2,...}

=sup{falzn —ynl :n=1,2,...} =[x —yl;.

(2.1)

To pokazuje, ze odwzorowanie J jest izometria pomiedzy przestrzeniami 2 i I,,. Oczy-
wiscie, to samo odwzorowanie ustala izometri¢ pomiedzy przestrzeniami lf il, cic

oraz przestrzeniami cg i ¢g, odpowiednio.

2.3 Przestrzenie slabo zwarcie generowalne

Badanie przestrzeni Banacha stabo zwarcie generowalnej (w skrécie WCG od aniel-
skiego weakly compactly generated) zostato zainicjowane w 1968 roku przez D. Amira

i J. Lindenstraussa [3]. Definicja jest nastepujaca:

Definicja 2.4. Przestrzen Banacha F nazywamy przestrzenia WCG, jesli istnieje stabo
zwarty zbior K C FE taki, ze liniowa powtoka zbioru K jest gesta w E, czyli £ = spank,

gdzie symbol spanK oznacza liniowa powtoke zbioru K.
Podamy teraz przyktady przestrzeni WCG (por. [26]).
Przyktad 2.5. Kazda osrodkowa przestrzen Banacha jest przestrzenia WCG.

Dowdd. Niech E bedzie osrodkowa przestrzenia Banacha oraz niech {z,} C E bedzie

Tn
llznl

gestym podzbiorem jej kuli jednostkowej. Wezmy ciag { tn € N} a nastepnie

potézmy z, = ”i—:” :n=1,2,3,... . Rozwazmy zbiér K = {%Zn 'n € N} 1 oznaczmy
Yn = %zn.
Mamy:
1 1
n = Ol = llynll = =llzall = =,
= 011 = lyull = = 1zl = -

czyli ciag y,, jest zbiezny do zera przy n — oo. Zatem kazdy jego podciag jest zbiezny
do zera a stad wynika, ze zbiér K jest relatywnie zwarty.
Ponadto spanK = E, czyli E jest zwarcie generowana i stad wynika, ze E jest prze-
strzenig WCG.

O

Przyktad 2.6. Kazda refleksywna przestrzen Banacha jest przestrzeniag WCG.

Dowdd. Wiemy, ze przestrzen Banacha FE jest refleksywna wtedy i tylko wtedy, gdy

kula jednostkowa jest zbiorem stabo zwartym w FE.
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A zatem w przestrzeni refleksywnej E wybierzmy kule jednostkowa B; C E, jest ona
zbiorem stabo zwartym w E. Poniewaz spanB; = FE to kazda przestrzen refleksywna

jest WCG. 0

Pojecie przestrzeni WCG jest uogdlnieniem poje¢ przestrzeni osrodkowej i reflek-
sywnej. Klasa przestrzeni WCG jest istotnie szersza, istnieja bowiem przestrzenie, ktore
sa WCG ale nie sg osrodkowe i refleksywne. Dla przykltadu jezeli I jest zbiorem nie-
przeliczalnym a K jest ciatem liczb rzeczywistych lub zespolonych to przestrzen (/)

zdefiniowana w nastepujacy sposob:
co(I) =4z : 1 — K;Veso card{i € I : |z(i)] > e} < R}

z klasyczna norma supremum jest przestrzenia WCG ale nie jest ani osrodkowa, ani
refleksywna (zob. [19]).

Warto tutaj wspomnieé jeszcze o jednym ciekawym fakcie. Wiemy, ze jezeli X jest
przestrzenig Banacha oraz X* jest przestrzenig osrodkowsa to rowniez przestrzen X jest
osrodkowa. Podobnie jest z przestrzeniami refleksywnymi tzn., jezeli X jest przestrzenia
Banacha oraz X* jest przestrzenig refleksywna to rowniez przestrzen X jest refleksyw-
na. Pojawia sie pytanie czy podobnie dzieje sie dla przestrzeni WCG. Takie pytanie
sformutowal Lindenstrauss w 1967 roku. Siedem lat p6zniej Johnson i Lindenstrauss
[26] skonstruowali przestrzen Banacha, tzw. przestrzen Johnson-Lindenstrauss, ktora

pokazuje, ze odpowiedz na to pytanie jest negatywna.

2.4 Pewne fakty dotyczace teorii rownan rézniczkowych zwy-

czajnych

W podrozdziale tym zaprezentujemy pewne fakty zwigzane z teorig rownan réznicz-
kowych w przestrzeniach Banacha [15, 16, 17, 22, 24, 27, 38, 39, 49]. A zatem rozwazmy

réwnanie rézniczkowe:
= f(t,x) (2.2)
z warunkiem poczatkowym:

z(0) = xo. (2.3)

Zakladamy tutaj, ze f = f(t,z) jest dang funkcja taka, ze f : [0,T] x B(xg,7) — FE,
gdzie o jest punktem w przestrzeni Banacha F a B(xg,r) jest kula w E. Co wiecej,
ustalamy ze [0, 7] jest okreslonym rzeczywistym przedziatem, dla wygody bedziemy
pisali I = [0, 7.

W klasycznej teorii rownan rézniczkowych rozwazane sg trzy podstawowe problemy.

Sa one sformutowane dla zagadnienia Cauchy’ego (2.2)—(2.3). Pierwszy z nich dotyczy
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istnienia rozwiazania problemu Cauchy’ego (2.2)—(2.3). Doktadniej, nalezy sformutowaé
warunki, ktére nalozone na funkcje f = f(¢,x) zagwarantuja, ze problem Cauchy’ego
(2.2)—(2.3) ma lokalne rozwiazanie tzn., ze istnieje przedzial [0, §] C I i istnieje funkcja
x = x(t) dzialajaca z przedziatu [0, 6] w E takie, ze réwnanie (2.2) jest spelnione, tzn.
2(t) = f(t,xz(t)) dla t € [0,6] wspdlnie z warunkiem poczatkowym (2.3). Drugi to
problem istnienia globalnych rozwigzan rownan rézniczkowych, zwany inaczej proble-
mem przedhuzania rozwiazan. Gdy zatozymy, ze problem Cauchy’ego (2.2)—(2.3) ma
rozwiazanie na przedziale [0,0] C I rodzi sie pytanie, jak daleko (w obie strony) moz-
na przedtuzac¢ to rozwigzanie. Trzeci problem dotyczy jednoznacznosci. Polega on na
ustaleniu zatozen gwarantujacych, ze zagadnienie Cauchy’ego (2.2)—(2.3) ma doktadnie
jedno rozwiazanie (bardziej precyzyjnie: ma co najwyzej jedno rozwiazanie).

Przypomnijmy, ze w przypadku gdy E jest skonczenie wymiarowa przestrzenia
Banacha, na podstawie twierdzenia Peano wiemy, ze ciggto$¢ funkcji f na zbiorze
I x B(xg,r) gwarantuje istnienie rozwiazania (lokalnego) zagadnienia Cauchy’ego (2.2)—
(2.3) (por. [15, 22]). Na poczatku lat pieédziesiatych Dieudonné [18] udowodnit, ze
twierdzenie Peano nie jest prawdziwe w przypadku przestrzeni Banacha nieskonczenie
wymiarowej. Wynik Dieudonné zapoczatkowat poszukiwania dodatkowych warunkéw,
niezaleznych od ciaglosci funkcji f, ktére zapewnia ze problem (2.2)—(2.3) ma co naj-
mniej jedno lokalne rozwigzanie.

Okazuje sie, ze istniejg pewne warunki wymaganego typu, wyrazone gtéwnie za po-
moca funkcji porownawczej Kamkego albo warunkow dyssypatywnych. Pierwsze wyniki
uzyskali Kisinski, Olech i Wazewski [28, 36, 50|, byto to przeniesienie warunku Kam-
kego na przypadek dowolnej przestrzeni Banacha. Autorzy Ci zaktadali, ze funkcja

f = f(t,z), wystepujaca w (2.2) spelniajaca warunek typu:

(8 2) = f(Ey)ll < w @, [l = yll), (2.4)

dlat e I, gdzie w: I x R, — Ry jest tak zwana funkcja poréwnawcza Kamkego (por.
[22, 27, 49]). Ten wynik zapewnia, ze problem (2.2)—(2.3) ma doktadnie lokalne roz-
wigzanie. Z tego punktu widzenia, rezultat ten nie jest wystarczajaco dobry poniewaz
gwarantuje on istnienie i jednoznacznosé. Byt to poczatek poszukiwan warunkéw za-
pewniajacych tylko istnienie rozwiazan problemu (2.2)—(2.3). Pierwsze wyniki takiego
typu, z wykorzystaniem miar niezwartosci, uzyskali jednoczesnie Ambrosetti, Szufla,
Goebel i Rzymowski, Sadowski i inni [2, 20, 44, 45, 47]. W dalszej czesci pracy przed-
stawimy niektore z tych rezultatéw, teraz zwroéémy uwage na jeszcze jeden istotny
w naszych rozwazaniach fakt.

Réwnanie rézniczkowe (2.2) jest réwnaniem rzedu pierwszego. Rozwazmy teraz row-

nanie rzedu n:
2™ = f(t,x, o, ... "), (2.5)
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Problem Cauchy’ego dla réwnania (2.5) polega na znalezieniu takiego rozwiazania

x = x(t) réwnania (2.5), ze dla zadanego punktu (to, zo, x1, . .., Yn—1) Spetnione sa réw-
nosci:

x(tg) = o

2 (ty) = 1

" (to) = @2 (2.6)

D (t) = x,_1,
zwane warunkami poczatkowymi dla réwnania (2.5).

Okazuje sie, ze rownanie rézniczkowe n—rzedu (2.5) z warunkami poczatkowymi
(2.6) moze by¢ traktowane jako szczegdlny przypadek uktadu réwnan rézniczkowych

rzedu pierwszego postaci:

xy = fi(t,x1, e, ..., xy,)
xh = folt,x1, 20, ..., 2,) (2.7)
= fult,xy, Tay ..., Tp),

gdzie t € I oraz x1 = x1(t),xe = x5(t),...,z, = x,(t) sa funkcjami szukanymi oraz

fi, fo, ooy fu(t) : I X B(xo,7) — E.

Problem Cauchy’ego dla ukladu réwnan rézniczkowych (2.7) formutuje sie¢ naste-
pujaco:
Znalez¢ funkcje xq(t), xo(t), . . ., x,(t) spelmiajace uktad réwnan (2.7) na pewnym prze-
dziale [0, 6] C I i takie, ze

x1(to) = x10

T2(ty) = 2 (2.8)

xn(tO) = Tno,
gdzie tg, x10,T20, ..., Tno 83 dowolnie ustalonymi liczbami takimi, ze ty, € [ oraz

L105 X205+ - -5 Lpo € B(l‘o, ’I").
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3 Miary niezwartosci

Stopien niezwartosci zbioru mierzy si¢ za pomoca funkcji zwanych miarami niezwar-
tosci. W tym rozdziale przypomnimy definicje dwoch najbardziej znanych i najczesciej
uzywanych miar, zajmiemy sie podejsciem aksjomatycznym a takze przedstawimy for-
muty i wlasno$ci miar niezwartosci w niektérych ciggowych przestrzeniach Banacha
oraz na bazie tych miar skonstruujemy takze nowe miary niezwartosci w przestrze-
niach ztozonych z ciagéow temperowanych. Wiadomogci tutaj przedstawiane pochodza
gtéwnie z monografii [6] oraz ksiazek i prac [1, 4, 7, 8, 11, 21, 29, 43].

Pierwsza miara niezwartosci, funkcja «, zostala zdefiniowana przy okazji badan
pewnych zagadnien z topologii ogélnej w 1930 roku przez K. Kuratowskiego. Zaska-
kujace jest to, ze dopiero kiedy nastgpil dynamiczny rozwdj teorii punktu statego,
ponownie wykorzystano te miare niezwartosci. W 1955 roku G. Darbo uzyt miare o do
uogdblnienia twierdzenia Schaudera o punkcie statym. Jego pomyst polegat na zdefi-
niowaniu nowej klasy operatorow, szerszej niz petnociagte lub zwarte, odwzorowujace
zbiory ograniczone w zbiory ”bardziej zwarte”. Miara niezwartosci Hausdorffa y zosta-
ta wprowadzona przez L. S. Goldensteina, I. T. Gohberga i A. S. Markusa w 1957 roku
a p6zniej byta badana przez L. S. Goldensteina i A. S. Markusa (por. [6]). W latach
siedemdziesiatych i osiemdziesigtych ubieglego stulecia wprowadzono jeszcze wiele in-
nych miar niezwartosci. Jednak ze wzgledu na to, ze w wielu przestrzeniach Banacha
nie znamy wygodnych formul wyrazajacych te miary, sa one problematyczne w zasto-
sowaniu. Z tego wlasnie wzgledu zaproponowano podejscie aksjomatyczne do koncepcji
miary niezwartosci. Pierwszym, ktory wprowadzit taka definicje byt B. N. Sadovskii.
Jednak jedna z najwazniejszych jest aksjomatyka podana przez J. Banasia i K. Go-
ebla. Dopuszcza ona wiele naturalnych realizacji, dzieki ktéorym mozna otrzymac rézne
miary niezwartosci, ktore sa wygodne w zastosowaniach [6, 10, 13].

Miary niezwartoSci sa narzedziem powszechnie stosowanym w teorii punktu stale-
go, réwnan rozniczkowych, réwnan funkcyjnych, catkowych, catkowo - rézniczkowych
i innych [4, 5, 12, 13, 16, 17, 20, 34, 35, 44, 47]. W ostatnich latach miary niezwar-
tosci sa takze uzywane do definiowania geometrycznych wtasnosci Banacha a takze

w charakteryzowaniu operatorow zwartych pomiedzy przestrzeniami ciggowymi.

3.1 Pojecie miary niezwartosci i operatora kondensujgcego

Nasze rozwazania na temat miar niezwartosci zaczniemy od przypomnienia definicji

i wlasnosci miary niezwartosci zdefiniowanej przez K. Kuratowskiego [29].
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Definicja 3.1. Niech (M, d) bedzie przestrzenia metryczna oraz X bedzie niepustym
i ograniczonym podzbiorem przestrzeni M. Miare niezwartosci Kuratowskiego zbioru
X oznaczamy przez a(X) i definiujemy jako infimum zbioru tych wszystkich liczb e > 0
takich, ze zbiér X moze by¢ pokryty skonczona liczba zbioréw o srednicy mniejszej niz

€ tzn.:

a(X):inf{5>O:XC U Si, Si c M, diam(S;) <e, i =1,2,...,n, nEN}.

i=1
Oczywiscie:
a(X) < diam(X)

dla kazdego ograniczonego podzbioru X przestrzeni M.
Miara niezwartosci Kuratowskiego o posiada nastepujace whasnosci [6]:
1. a(X) =0« X jest zwarty.
2. a(X) = a(X).
3. X CY = a(X) <a(Y).
4. a(XUY) =max{a(X),a(Y)}.
5. a(XNY) < min{a(X),a(Y)}.

6. Jezeli (X,,) jest ciagiem zstepujacym (czyli X,,+1 C X,,) domknietych, niepustych

i ograniczonych ciagow przestrzeni M oraz lim «(X,) = 0 to zbiér X = ﬁo Xn
n—oo n=1

jest niepusty i zwarty.

Jezeli zatozymy, ze M jest przestrzenia Banacha, woéwczas miara o ma dodatkowo

wtasnosci zwiazane ze strukturg przestrzeni wektorowe;j:

7. a(X+Y) < aX)+aY).

8. a(AX) = |Aa(X).

9. afconvX) = X.

Wyznaczenie wartosci a(X) jest trudne dlatego w wielu przypadkach wygodniejsza

w zastosowaniach jest miara Hausdorffa, ktérej definicje teraz przypomnimy [21].

Definicja 3.2. Niech (M, d) bedzie przestrzenia metryczna zupelng oraz X niepu-
stym i ograniczonym podzbiorem przestrzeni M. Miare niezwartosci Hausdorffa zbioru
X oznaczamy przez x(X) i definiujemy jako infimum zbioru tych wszystkich liczb € > 0
takich, ze zbior X moze by¢ pokryty skonczong liczba kul o promieniu réwnym e tzn.:

X(X) =inf{e>0:X c {JB(zi,e), ;i € M, i=1,2,...,n, n€ N}, (3.1)

i=1
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Zwr6émy uwage na to, ze w definicji miary niezwartosci Hausdorffa zbioru X nie jest
zaktadane, ze $rodki kul, ktorymi pokrywamy zbior X naleza do X. Zatem, definicja

(3.1) moze byé réwnowaznie zapisana nastepujaco [43]:
X(X) = inf {5 > (0 : X ma skonczong e-sie¢ w M} (3.2)

Miare niezwartosci Hausdorffa mozemy roéwniez zdefiniowaé za pomoca odlegtosci
Hausdorffa.
Niech (M, d) bedzie zupelna przestrzenia metrycznag oraz 915, bedzie zbiorem wszyst-
kich niepustych i zwartych jej podzbioréw. Wtedy dla X € 9y zachodzi réwnosé:

(X)) = dist{X, 0N, }.

Miary niezwartosci a i y sa rézne, chociaz majg ze sobg wiele wspolnego. Zauwazmy,
ze wyzej wspomniane wladciwosci miary Kuratowskiego o (1.-9.) sa réwniez prawdziwe
dla miary Hausdorffa x.

Przytoczymy teraz twierdzenie, ktore pokazuje ze funkcje v i y sa w pewnym sensie

réwnowazne.

Twierdzenie 3.3. Niech (M,d) bedzie przestrzeniqg metryczng zupelng oraz X niepu-

stym 1 ograniczonym podzbiorem M. Wowczas
X(X) < a(X) < 2x(X).

W przypadku przestrzeni nieskonczenie wymiarowych nieréwnosci w powyzszym twier-
dzeniu moga by¢ ostre.

Zachodzi réwniez nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.4. Niech By bedzie kulg jednostkowq w przestrzeni Banacha E. Wtedy:
o a(By) = x(By) =0 jezeli E jest przestrzeniq skoniczenie wymiarowg,
o a(By)=21ix(By) =1 jeieli E jest przestrzeniq nieskoticzenie wymiarowq.

Jednak, dla dowolnego zbioru w przestrzeni Banacha wyznaczenie konkretnej war-
tosci miary Kuratowskiego jest dos¢ trudne poniewaz nie znamy zadnej formuty wyra-
zajaca te miare w jakiejkolwiek przestrzeni Banacha. Latwiejsze jest to w przypadku
miary niezwartosci Hausdorffa ale tylko w niektorych przestrzeniach Banacha, w kto-
rych mozna podaé¢ formuly wyrazajace te miare. Zwigzane jest to ze znajomoscig wa-
runku koniecznego i wystarczajacego relatywnej zwarto$¢ zbioru, ktory nawigzuje do
struktury rozwazanej przestrzeni. Okazuje sie¢ bowiem, ze w niektérych przestrzeniach

Banacha nie znamy takich warunkéw.
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7 tego wtasnie wzgledu zaproponowano podejscie aksjomatyczne do koncepcji mia-
ry niezwartosci. Pojawito sie wiele takich definicji, ktére zawieraly rézne, niekoniecznie
réwnowazne aksjomaty. Jednak cytujac J. Banasia i K. Goebla [6]: zbidr aksjomatéw
powinien spetniac dwa warunki: po pierwsze mieé¢ naturalng realizacje a po drugie bycé
uzytecznym narzedziem w zastosowaniach. Dlatego przytoczymy witasnie aksjomatyke
podang w 1980 roku przez J. Banasia i K. Goebla [6]. Ma ona szerokie zastosowania
w teorii rownan rézniczkowych i catkowych oraz dopuszcza wiele naturalnych realizacji,
przez co w szczegbdlnym przypadku mozna otrzymacé wiele klasycznych miar niezwar-
tosci.

A zatem przyjmujemy nastepujaca aksjomatyczna definicje miary niezwartosci [6].
Definicja 3.5. Funkcje p : Mg — R, nazywamy miara niezwartosci, jesli spelnione

sg nastepujace warunki:
(i) Rodzina ker p = {X € Mg : u(X) = 0} jest niepusta i ker u C Npg;
(i) X CY = p(X) < u(Y):
(iif) p(X) = p(X);
(iv) p(Conv X) = u(X);
(V) p(AX 4+ (1 =X2)Y) < Ap(X)+ (1= Mp(Y) dla X € [0, 1];

(vi) Jesli (X,) jest ciagiem zbioréw domknietych z 9Mp takich, ze X, ;1 C X, dla
n=1,2, .. oraz lim pu(X,) =0, to wtedy zbér X, = ﬁo X, jest niepusty.
n— o0 n=1

Rodzine ker i z aksjomatu (i) nazywamy jgdrem miary p.

Nastepnie zauwazmy, ze z aksjomatu (vi) wynika, ze p(Xo) < pu(X,)dlan =1,2, ...
a to oznacza, ze (X)) = 0. Stad wnioskujemy, ze podzbiér zbioru X, nalezy do jadra
ker . Ten prosty fakt jest bardzo wazny w dalszych rozwazaniach.

Miara niezwarto$ci w sensie tej aksjomatyki jest pewng funkcja okreslong na rodzi-
nie wszystkich niepustych i ograniczonych zbiorow w przestrzeni Banacha FE i zerujaca
sie na pewnej podrodzinie wszystkich niepustych i relatywnie zwartych zbioréw w tej
przestrzeni.

Dzieki takiemu podejsciu do definicji miary niezwartosci mozemy tworzy¢ wygodne
formuty tych miar w przestrzeniach, w ktorych nie znamy warunkéw koniecznych i wy-
starczajacych relatywnej zwartosci zbioru. Dodatkowo, dobierajac odpowiednio jadro
miary niezwartosci mozemy skonstruowac takie miary, ktérych stosowanie umozliwia
nam scharakteryzowanie rozwiazan badanych rownan.

Bedziemy rozwazali takze miary niezwartosci, posiadajace pewne dodatkowe wta-

snosci. Miara g jest nazywana subliniowq jesli spelnia nastepujace warunki:
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(vil) p(AX) = [A[u(X), X € R;

(viii) (X +Y) < p(X) + (V).

Moéwimy, ze miara niezwartosci ma wtasnos$é maksimum jesli:
(%) p(X UY) = max{u(X), p(Y)}.

Miare p nazywamy petng jesli:
(x) ker u =Ng.

Ostatecznie, miare niezwartosci p nazywamy regularng jesli jest subliniowa, pelna
oraz ma witasnos¢ maksimum.

Przyktadami regularnych miar niezwartosci sa miary Kuratowskiego i Hausdorffa,
natomiast nieregularnych funkcje: py(X) = diam(X) oraz ps(X) = ||X]||, poniewaz
jadro miary p; to rodzina zbioréw jednoelementowych a jadro miary us ztozone jest
tylko ze zbioru {(}.

Jak juz wspomnieliSmy wczesniej, najbardziej znana regularng miara niezwarto-
Sci jest miara Hausdorffa y. Mozna pokazaé, ze ta miara ma takze inne interesujace
wihasnosci (por. [1, 4, 6, 11]).

Uzyteczno$¢ miary niezwartosci Hausdorffa y prowadzi do postawienia pytania czy
kazda regularna miara niezwartosci u jest rownowazna mierze Hausdorffa x. W [12] zo-
stalo pokazane, ze ogélnie odpowiedz jest negatywna. Niemniej jednak ponizsze twier-
dzenie pokazuje, ze kazda regularna miara niezwartosci jest jednostronnie poréwnywal-

na z miara Hausdorffa (por. [6]).

Twierdzenie 3.6. Jesli y jest reqularng miarg niezwartosci to wtedy

1(X) < p(Br)x(X)
dla kazdego zbioru X € Mg.

Jak juz wspomnielismy pierwszym, ktory wykorzystat pojecie miary niezwartosci
byt Darbo, ktory uogdlnit twierdzenie Schaudera dla operatoréw niezwartych. Miano-
wicie, uzywajac miare niezwartosci Kuratowskiego sformutowat on twierdzenie o punk-
cie statym. Twierdzenie to umozliwia zakladanie mniej restrykcyjnych warunkéw niz
w twierdzeniu Schaudera. Dodatkowo, mozna pokazaé, ze miara Kuratowskiego moze
by¢ zastapiona inng dowolng miarg niezwartosci. Przedstawimy teraz definicje opera-

tora kondensujacego a nastepnie zapowiedziane twierdzenie Darbo o punkcie stalym.

Definicja 3.7. Niech X C E, X # (i niech T : X — FE bedzie ciggtym opera-

torem przeksztatcajacym zbiory ograniczone na ograniczone. Mdéwimy, ze T spetnia
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warunek Darbo wzgledem miary niezwartosci p ze stata k& > 0, jezeli dla dowolnego

ograniczonego podzbioru () C X zachodzi nieréwnos¢:

pT(Q) < kp(Q).

Gdy k < 1, wtedy operator T nazywamy kontrakcja ze wzgledu na miare p (a doktad-
niej p-kontrakeja).

Twierdzenie 3.8. Niech E bedzie przestrzeniq Banacha i niech M C E bedzie niepu-
stym, ograniczonym, domknietym i wypukiym podzbiorem przestrzeni Banacha E oraz
T : M — M bedzie p—kontrakcjg. Wtedy T ma przynagmniej jeden punkt staty w M.
Ponadto zbior wszystkich punktow statych operatora T na zbiorze M nalezy do jedra

maary p, gdzie p jest dowolng miarg niezwartosci na przestrzeni E.

3.2 Miary niezwartosci w klasycznych przestrzeniach ciggo-

wych

W podrozdziale tym zaprezentujemy znane fakty dotyczace miar niezwartosci w kla-
sycznych przestrzeniach ciagowych [6, 8, 13].

W przypadku przestrzeni ciggowych ¢, ¢ i [, sytuacja dotyczaca miar niezwartosci
wydaje si¢ by¢ dos¢ klarowna. Rzeczywiscie, w przestrzeniach ¢y i [, znamy wygodnie
wzory nawigzujace do struktury tych przestrzeni i pozwalajace wyrazi¢ miare¢ niezwar-
tosci Hausdorffa y.

Aby przedstawi¢ te formuly rozwazmy najpierw przestrzen cq i wezmy dowolny,
niepusty i ograniczony podzbiér przestrzeni cy tzn. wezmy zbior X € IM.. Wtedy
mamy [6]:

X(X) = lim { sup {sup{|xi| > n}}}

n—00 (zn)EX
Nastepnie, jezeli wezmiemy dowolng liczbe p, p > 1, wtedy dla X € 90, mamy
6, 13]:
0 1/p
X(X)znli_)rglo{sup{(2|xk|p) :x:(xi)GX}}.
k=n
W szczegblnosei, jesli p = 1 to dla X € 9, mamy [6, 13]:

[e.e]

() = Jim {sup{ 3 fanl 10 = () € X }}.

k=n
W przypadku przestrzeni ciagowej c sytuacja jest troche bardziej skomplikowana.
Mianowicie, nie znamy wzoru na miare niezwartosci Hausdorffa x w przestrzeni c ale
znamy dobre oszacowanie x. Dla X € 9. zdefiniujmy miare u(X) wyrazona wzorem:

w(X) = lim {(sup {sup{|xi — khigoxﬂ T > n}}} (3.3)

n—00 er)EX
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Wtedy z [6] mamy oszacowanie:

LX) < X(X) < p(X). (3.4)

Miara (3.3) jest regularna. Niemniej jednak, zwr6¢my uwage na to, ze miara p ma
tylko teoretyczne znaczenie, poniewaz uzywanie wzoru (3.3) wymaga znajomosci granic
ciagébw nalezacych do X. Dlatego, aby uzyska¢ wygodniejszg formule, mozemy uzy¢
klasycznego warunku Cauchy’ego zwiazanego z granica ciggu, poniewaz takie podejscie
nie wymaga uzycia granicy ciggu. Tak wiec, dla X € 9. definiujemy wielkos¢:

te(X) = lim { sup {sup{|xn — Tp| :mym > k}}} (3.5)

k—o0 (z)eX

Warto wspomnieé, ze w kilku pracach i monografiach ([6, 10, 13], dla przyktadu)
mozemy spotka¢ wyniki potwierdzajace, ze miara ., wyrazona wzorem (3.5) jest re-
gularna i réwnowazna mierze Hausdorffa xy w przestrzeni c. Z drugiej strony nie ma
dowodu tego faktu. Dlatego, aby wypehic te luke, ponizej przedstawiamy pelny dowod

nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 3.9. Wielkos¢ p. zdefiniowana wzorem (3.5) jest regularng miarg nie-

zwartosci w przestrzeni c. Co wiecej, spelnione sqg nastepujgce nieréwnosci:
X(X) < pe(X) < 2x(X) (3.6)
dla X € I,

Dowdd. Na poczatku zauwazmy, ze biorac pod uwage wzér (3.5) mozemy sprawdzié, ze
wielko$¢ pi. spelnia zatozenia (ii)—(v) 1 (vii)—(ix) z definicji regularnej miary niezwartosci
(por. Definicja 3.5).

Nastepnie, ustalmy dowolnie zbiér X € 9, i wybierzmy ciag = = (x;) € X. Ustalmy
naturalng liczbe k. Wtedy dla dowolnego n, m > k£ mamy:

|xy — | < |z, — lim ;| + |2, — lim a;].
71— 00 1— 00

Stad mamy oszacowanie:
fe(X) < 2p(X), (3.7)

gdzie p jest miara niezwartosci definiowana wzorem (3.3). fLaczac (3.4) i (3.7) otrzy-
mujemy:
pe(X) < 4x(X) (3.8)

dla X € 9.
Oznaczmy r = p.(X). Ustalmy £ > 0 i znajdZzmy naturalna liczbe kq taka, ze

|Tp — | <7r+e€ (3.9)
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dla kazdego = = (x;) € X i n,m > ko. Rozwazmy zbiér: Xy, = {(x1,22,...,2x,) :
T = (1, Ty Ty, Thot1,---) € X}. Oczywiscie Xy, jest ograniczonym podzbiorem
przestrzeni Euklidesowej R*. A zatem istnienie skoficzona e-sie¢ zbioru X}, utworzona
przez pewne elementy 4, Js, . . ., Jm, gdzie §, = (Y1, 95, ..., yz,) dlap=1,2,...,m.

Nastepnie, rozwazmy ciag y, (p = 1,2,...,m) definiowany jako:

Yo = (U1 U5 - - s Yk Ynos Yhor - -+ )-

Pokazemy, ze zbior {y1,ys, ..., Ym} tworzy r + 2e-sie¢ zbioru X w przestrzeni c¢. Na-
stepnie, wezmy dowolny ciag = (x;) € X. Wtedy mozemy znalez¢é indeks ky taki, ze

dla g, = (1,5, - yk,) (1 <p<m)
|7 —yi| < e (3.10)
dlai=1,2,...,ky. Nastepnie dla i > kg, otrzymujemy:
2 = 7| < i — @po| + |zng — Y7 | = 30 — Tio| + 20 — Yo |-
Stad i z (3.9) oraz (3.10) mamy:
lz; —yf| < r4+e+e=r+2e. (3.11)

bLaczac (3.10) i (3.11) wnioskujemy, ze zbior {y1,ya, ..., Ym} tworzy r + 2e-sie¢ zbioru

X w przestrzeni c. Co wiecej, na podstawie dowolnosci € mamy, ze
X(X) <,

co prowadzi do nieréwnosci:
X(X) < pe(X). (3.12)

Laczac oszacowania (3.8) 1 (3.12) wnioskujemy, ze prawdziwe sa nastepujace nier6wno-
Sci:

X(X) < pe(X) < 4x(X), (3.13)
ktore sg spetnione dla X € 901..

Zauwazmy teraz, ze z nieréwnosci (3.13) otrzymujemy, ze wielko$¢ p. spetnia zato-
zenia (1) i (vi) Definicji 3.5. A zatem, p. jest subliniowa miara niezwartosci z wtasnoscia
maksimum w przestrzeni ¢. Ponownie stosujac (3.13) wnioskujemy, ze pi. jest regularng
miarg niezwarto$ci rownowazng mierze Hausdorffa y.

W dalszej czesci zauwazmy, ze oszacowanie (3.8) mozna polepszy¢. Poniewaz p. jest

regularng miarg niezwartosci to na podstawie Twierdzenia 3.6 mamy:
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dla dowolnego zbioru X € 9, (symbol B; oznacza kule jednostkowa w ¢). Z drugiej

strony mozna przeliczy¢, ze p.(B1) = 2. A zatem, z (3.14) otrzymujemy:
pelX) < 2(X). (3.15)

Ostatecznie, taczac (3.12) i (3.15) otrzymujemy zadane oszacowanie (3.6), co konczy
dowdd. O

Teraz zajmiemy sie miarami niezwarto$ci w przestrzeni l.,. Po pierwsze zauwazmy,
ze W tej przestrzeni nie znamy wzoru wyrazajacego miare niezwarto$ci Hausdorffa .
Co wiecej, nie znamy wzoru dla regularnej miary niezwartosci w l, [1, 6, 13]. Zatem, je-
dynie w sposéb aksjomatyczny, mozemy zdefiniowaé miare niezwartosci (por. Definicja
3.5). Warto wspomnieé¢ ze pewne wygodne formuty miar niezwartosci w przestrzeni [,
sa znane i uzywane [6, 13]. Niestety w literaturze nie ma dowodéw na ich poprawnosé
tzn. nie ma dowodow, ze te formuty wyrazaja miary niezwartosci w lo,. W niniejszej
rozprawie uzupetnimy te luke.

W celu zaprezentowania wspomnianych wzoréw ustalmy zbiér X € 9, . Zdefiniu-

jemy teraz trzy wielkosci:

e (X) = lim { sup {sup{|xi| i > n}}}, (3.16)
n—00 (z:)eX
1 (X) = lim { sup {sup{|xn — Tp| 1M > k:}}}, (3.17)
k—o0 (z:)EX
w5 (X) = limsup diam X, (3.18)

gdzie X,, ={z,, 1z = (z;) € X} idiam X,, = sup{|xn —Yn| = (2;),y = () € X}.
Zauwazmy, ze formuta wyrazajaca miare u(° jest taka sama, jak wzor dla miary niezwar-
tosci Hausdorffa w przestrzeni ¢y a wzor (3.17) dla wielkosci u$° odpowiada wzorowi

(3.5) dla miary u. w ciagowej przestrzeni c.

Twierdzenie 3.10. Wielkosci u°(i = 1,2,3) sq subliniowymi miarami niezwartosci
w przestrzeni lo,. Dodatkowo, miary us° @ p® maje wlasnos¢ maksimum. Co wieces,

dla dowolnego zbioru X € I, zachodzg nastepujgce nieréwnosci:

X(X) < (X)), (3.19)
X(X) < pg”(X), (3.20)
p (X)) < 2p7° (X)), (3.21)
ps” (X) < 2p7°(X). (3.22)

Dowdéd. Dowdd (3.19) moze by¢ przeprowadzony w podobny sposéb jak dowdd (3.12).

Wynika to z faktu, ze przestrzen c jest podprzestrzenia przestrzeni [,.
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Aby udowodni¢ (3.20) ustalmy X € 91, i potézmy r = pu$°(X). Nastepnie wezmy
dowolna liczbe £ > 0. Wtedy, na podstawie definicji (3.18) mozemy znalezé naturalna
liczbe ny taka, ze diamX,, < r + ¢ dla n > ng. Stad wnioskujemy, ze dla dowolnych

elementéw = = (x;), y = (y;) zbioru X mamy:
T —yn| ST+ € (3.23)

dla n > nyg.

Ponadto rozwazamy zbiér: X, = {(x1,2,...,7n,) : (7;) € X}. Ten zbidr jest rela-
tywnie zwartym podzbiorem przestrzeni Euklidesowej R™. Tak wiec istnieje skoniczona
e-sie¢ zbioru X,,, zlozonego z elementow g1 = (yi,v3,...,4p,), ¥o = (WL ¥3, ..., v2,),
Im = (Y Y5 Yny)-

Nastepnie ustalmy dowolny element y = (y;) = (y1,%2,- -+, Yng, Yno+1, - - - ) zbioru X

i rozwazmy skonczony podzbior Y = {y1, vy, ..., ym} przestrzeni I, taki, ze

Yi = (yiayéa cee 7y;07yno+1ayno+27 .. )

dlas=1,2,...,m. Pokazemy, ze Y tworzy skoticzona r + e-sie¢ zbioru X. W tym celu
wezmy dowolny element x = (z;) € X irozwazmy element & = (z1, xa, . .., Tp,). Wtedy
mozemy znalezé elementy g, € Xno, 9k = (yF,y5, ..., yk ) takie, ze

|z, —yf| < e (3.24)

dlai=1,2,... ng.
Wezmy teraz element yp = (y§, 45, ..., % Ynot1, Yngs2,---) € Y. Wtedy z (3.23)
i(3.24) mamy:
|z, —yn| <r+e

dla n = 1,2,... . To oznacza, ze ||z — yilli. < r + e. Tak wiec zbiér Y tworzy
skoniczong r + e-sie¢ zbioru X. Stad mamy, ze x(X) < r + ¢. Ze wzgledu na dowolnosé
e otrzymujemy nieréwnosé¢ (3.20). Co wiecej, zauwazmy ze oszacowania (3.21) i (3.22)
sg prosta konsekwencja nierownosci tréjkata dla wartosci bezwzgledne;j.
Nastepnie, z (3.19) i (3.21) (albo z (3.20) i (3.22)) otrzymujemy nastepujace osza-
cowanie:
SX(X) < (). (3.25)
Ostatecznie, biorac pod uwage nieréwnosci (3.19), (3.20) i (3.25) wnioskujemy, ze
wielko$¢ p® (i = 1,2, 3) spetnia zaltozenia (i) i (vi) Definicji 3.5. Fakt, ze sa spelnione
inne warunki (ii)—(v) i (vii), (viii) dla wszystkich wielkosci p$° (i = 1,2, 3) oraz warunek

(ix) dla p$° i pg° jest tatwy do udowodnienia. Oznacza to, ze dowdd jest skonczony. O
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3.3 Miary niezwartosSci w przestrzeniach ciggéw temperowa-

nych

Dzieki stwierdzeniu z podrozdziatu 2.2, ze pary przestrzeni (co,ch), (¢, ¢?), (I, 19)
i (Is,15)) s izometryczne mozemy zdefiniowaé miary niezwartoéci w przestrzeniach
ciggow temperowanych cg .’ lg il°.
Miara niezwartosci Hausdorffa y(X) dla X € zmcg moze by¢ wyrazona w nastepu-
jacy sposob (por. podrozdziat 3.2):
X(X) = lim { sup {sup {ﬁzm\ ti> n}}} (3.26)

o0 L (2)ex

Nastepnie, jezeli wezmiemy dowolng liczbe p, p > 1, wtedy dla X € 915 mamy:
P

X(X) = nli_,l{}o{sup{(liﬁk\%‘p)l/p rw = (x;) € X}}

Analogicznie do miary niezwartosci u, wyrazonej wzorem (3.5), miara w przestrzeni
ciggéw temperowanych ¢’ moze byé¢ wyrazona wzorem:

e (X) = hm { sup {sup{\ﬁnxn — Bin@m| s mym > k}}}, (3.27)

k—o00 (:BZ)GX
gdzie X € M.
Wykorzystujac fakt, ze przestrzenie c i c¢® sg izometryczne, na podstawie Twierdze-

nia 3.9 mamy nastepujace oszacowania:
X(X) < pen (X) < 2x(X)

dla kazdego X € M5, gdzie x oznacza miare niezwartosci Hausdorffa w przestrzeni c®.
Wezmy teraz pod uwage przestrzen ciagdéw temperowanych [2 . Pamietajac o wzo-
rach (3.16) - (3.18) wyrazajacych miary niezwartosci w przestrzeni ly,, otrzymujemy

nastepujace wzory dla odpowiednikéw tych miar w przestrzeni 12 :

1 (X) = nh_)ngo{ sup {sup {ﬁlm D> }} (3.28)
(z:)eX
15 (X) = hm { sup {sup{|ﬁna:n BinZm| : mym > k}}}, (3.29)
k—oo (zi)eX
115 (X) = lim sup diam X7, (3.30)

n—~o0

gdzie X € M5 . Co wiecej, X w (3.30) jest rozumiany w nastepujacy sposob
X5 ={2,8,: (v;) € X}.
Niezaleznie od tego diam X/ = sup {ﬁn|xn — Yn| (), (yi) € X}.
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Biorac pod uwage Twierdzenie 3.10 otrzymujemy nastepujace nierownosci

X(X) < p5(X), (3.31)
X(X) < p5(X), (3.32)
w5 (X) < 207 (X), (3.33)
ps(X) < 2u7(X), (3.34)

gdzie X € smlgo i symbol y oznacza miare niezwartoéci Hausdorffa w przestrzeni [2 .

Na podstawie nieréwnosci (3.31)—(3.34) widzimy, ze jadro ker 1P sktada sie ze
wszystkich zbioréw X nalezacych do rodziny 9 s takich, ze ciag (Bazn) dazy jed-
nostajnie do zera ze wzgledu na zbiér X tzn. dla kazdego ¢ > 0 istnieje naturalna
liczba ng taka, ze (,|z,| < e dla wszystkich (z;) € X idla n > ng.

Podobnie, jadro ker ug sktada sie ze wszystkich zbiorow X € ?I)Tlgo takich, ze ciag
(Bnzy) dazy jednostajnie do skoriczonej granicy na zbiorze X. Inaczej mozna powie-
dzieé, ze ciag (0,x,) spetnia warunek Cauchy’ego jednostajnie ze wzgledu na X.

W konicu zauwazmy, ze jadro ker ug sktada sie ze wszystkich zbioréw X nalezacych
do rodziny smlgo ktorych grubosé wiazki utworzonej przez ciag (8,z,), gdzie (z;) € X,
dazy do zera w nieskoniczonosci.

Zaznaczmy tutaj rOwniez, ze miary niezwartosci uf , ,ug , ,ug nie sg regularne w prze-

strzeni 2.
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4 'Twierdzenia o istnieniu rozwigzan zagadnienia Cau-
chy’ego dla ré6wnan rézniczkowych w przestrze-

niach Banacha z uzyciem miary niezwartosci

W naszych rozwazaniach bedziemy wykorzystywali pewne wyniki znane w teorii
rownan rozniczkowych w przestrzeniach Banacha, w ktorych obowiazuja ogdlne twier-
dzenia o istnieniu rozwiazan réwnan roézniczkowych z uzyciem miar niezwartosci i z wy-
korzystaniem funkcji Kamkego.

W rozdziale tym przedstawimy twierdzenie typu Kamkego o jednoznacznosci roz-
wiazan rownan rézniczkowych. W literaturze mozna spotka¢ rowniez inne tego typu
twierdzenia (por. [49]), jednak wspomniane twierdzenie typu Kamkego nalezy do naj-
bardziej ogdlnych i wydaje sie by¢ najbardziej wygodnym w zastosowaniach.

W podrozdziale 4.1 oméwimy twierdzenie Kamkego a w podrozdziale 4.2 zajmie-
my sie szczegbdlnymi przypadkami tego twierdzenia, ktére bedziemy wykorzystywali

w dalszych rozwazaniach (por. [6]).

4.1 Twierdzenie egzystencjalne z uzyciem miary niezwartosci

i ogbélnej funkcji Kamkego

Twierdzenie o jednoznacznosci, ktére przedstawimy, zostato udowodnione w 1930
roku przez niemieckiego matematyka E. Kamkego [27]. Dotyczy ono jednoznacznosci
rozwiazan réwnan roézniczkowych pierwszego rzedu w postaci wektorowej (2.2) — (2.3)
i obejmuje réwniez réwnania rézniczkowe n—tego rzedu (w postaci rozwiktanej wzgle-
dem pochodnej n—tego rzedu) oraz uktady réwnan rézniczkowych.

W prezentowanym twierdzeniu Kamkego o jednoznaczno$ci bedziemy zaktadaé, ze
norma || - || w przestrzeni R” jest norma euklidesowa jednak moze by¢ ona zastapiona

przez dowolng inng norme.

Twierdzenie 4.1. Niech P = {(z,y) : € [zo,x0 + a], y € R", ||y — yol| < b},
Py ={(z,y) : ¢ € (o, 20 + a], y € R", |y — w0l < b}, gdzie xg € R, yo € R" sq
ustalone oraz a,b sq ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Zakladamy dalej, ze dana jest
funkcja f(z,y) = f: P — R, ktéra jest ciggla na Py. Niech w = w(x,u) bedzie

funkcjg o wartosciach rzeczywistych, ktora jest ciggla i okreslona na zbiorze:

Ry = {(x,y): x € (zo,20 +a], 0 <u<2b)}
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i takq, ze w(x,0) = 0 oraz o tej wlasnosci, Ze jedynym rozwigzaniem réwnania rézZnicz-
kowego:

' = w(z,u)

na dowolnym przedziale (xo, xo + €|, ktore spelnia warunki:

T — 2o

— 0 przy x — x§

u(z) — 0 oraz

jest funkcja u(z) = 0.

Zaktadamy dalej, ze dla dowolnych (x,y1), (z,y2) € Py spelniona jest nieréwnosé:

||f(x,y1) - f(xva)

Wtedy problem Cauchy’ego:

| <w(, [lyr = vall)-

/

Yy = f(xvy)v y(xO) =%

ma conajwyzej jedno rozwigzanie na dowolnym przedziale [xg, xo + €].

4.2 Twierdzenia egzystencjalne z uzyciem miary niezwartosci

w pewnych przypadkach szczegdlnych

W podrozdziale tym przypomnimy wynik dotyczacy problemu (2.2)—(2.3), ktory
nie jest nazbyt ogdlny ale bardzo istotny dla naszych dalszych rozwazan (por. [6]).
W tym celu oznaczmy przez E, tzn. zbior jadrowy miary niezwartosci p okreslony
nastepujaco:
E,={z e E:{x} €kerpu}

(por. [10, 13]).

Jadro E, jest domknigtym, zwartym podzbiorem F. Co wiegcej, jezeli p1 jest miarg
subliniowg, wtedy E, jest liniowg domknietg podprzestrzenia E. Warto tutaj zazna-
czy¢, ze koncepcja zbioru jadrowego miary jest bardzo wazna w teorii réwnan réznicz-

kowych w przestrzeniach Banacha.

Twierdzenie 4.2. Zaléimy, ze funkcja f jest jednostajnie ciggla na I x B(xg,T)
i || f(t,x)|| < A, gdzie AT < r oraz I = [0,T]. Nastepnie, niech p bedzie subliniowq
miarg niezwartosci w E takq, ze {xo} € ker u. Zaktadamy, ze dla kazdego niepustego

zbioru X C B(xg,r) i dla prawie wszystkich t € I zachodzi nastepujgca nieréwnosé

p(f(t, X)) < p(t)u(X), (4.1)

gdzie p(t) jest funkcjq calkowalng na przedziale 1. Wtedy problem poczgtkowy (2.2)-
(2.3) ma przynajmniej jedno rozwigzanie x = x(t) na przedziale I takie, Ze x(t) € E,
dlat e .
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Ponizsze twierdzenie jest nieznacznie zmodyfikowang wersja rezutlatu zawartego
w Twierdzeniu 4.2, dzieki czemu jest wygodniejsze do zastosowania w naszych dalszych

rozwazaniach (por. [10, 13]).

Twierdzenie 4.3. Zaldimy, ze f jest funkcjq zdefiniowang na [0, T] x E o wartoSciach
w FE takq, ze
Lf (8 )] < P+ All] (4.2)

dla kazdegot € [0, T] i x € E, gdzie P i A sq nieujemnymi stalymi. Nastepnie zalézmy,

(P+A) T [|zo]|
AT, Co

wieceg, zaktadamy Ze f spelnia warunek (4.1) z subliniowg miarg niezwartosci u takq,

ze f jest jednostajnie ciggla na [0,T1] X B(xg,r), gdzie ATy < 1ir =

ze xg € E,. Wtedy problem (2.2)-(2.3) ma rozwigzanie x = x(t) na przedziale [0, 1]
takie, ze x(t) € E, dla t € [0,T].

4.3 Przypadek osrodkowej przestrzeni Banacha

Znane twierdzenia, ktore zostaly przestawione w poprzednim podrozdziale, tzn.
Twierdzenie 4.2 i Twierdzenie 4.3 maja pewna wade, mianowicie zaktadamy w nich, ze
funkcja f jest jednostajnie ciagta. Okazuje si¢, ze na podstawie twierdzenia udowodnio-
nego w 1982 roku przez H. Moncha i G.F von Hartena [32] w przypadku gdy rozwazania
prowadzimy w przestrzeni Banacha WCG (por. podrozdzial 2.3), miara u = x (jest
miara niezwartosci Hausdorffa) a funkcja w jest funkcja Kamkego odpowiedniej klasy,
to zaltozenie o jednostajnej cigglosci funkcji f moze by¢ zastgpione stabszym zatoze-
niem ciggtosci [32]. To samo stwierdzenie jest réwniez prawdziwe, gdy p jest regularng
miara niezwartosci réwnowazna mierze Hausdorffa [11, 32] poniewaz, jak tatwo spraw-
dzi¢, wszystkie rozumowania przeprowadzone w pracy [32] przenosza sie wtedy tatwo
na przypadek tutaj wskazany (tzn., gdy F jest przestrzenia Banacha WCG oraz pu jest
regularna miara niezwartosci rownowazna mierze Hausdorffa ).

W praktyce z tego twierdzenia bedziemy gléwnie korzysta¢ w sytuacji, gdy p jest
regularng miara niezwartosci rownowazna mierze Hausdorffa, natomiast E jest osrodko-
wa przestrzenig Banacha. Wtedy, jak ustaliliémy w podrozdziale 2.3, przestrzen F jest
stabo zwarcie generowalna, tzn. E jest przestrzenia WCG. Zatem, w nawiazaniu do
Twierdzenia 4.3, w takiej sytuacji wystarczy zalozy¢, ze f jest funkcja ciagla na ilo-

czynie kartezjanskim [0, T7] X B(zg, 7).
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5 Twierdzenia o istnieniu rozwigzan nieskonczo-
nych uktadéw réwnan rézniczkowych w klasycz-

nych przestrzeniach Banacha

Jezeli jako przestrzen Banacha wezmiemy przestrzen ciagowa, wtedy réwnanie roz-
niczkowe jest rownowazne nieskonczonemu uktadowi réwnan rézniczkowych. Stwarza to
mozliwo$¢ bardziej subtelnych rozwazan dotyczacych rozwiazan nieskonczonych ukta-
dow réwnan roézniczkowych, gdzie w zalozeniach istnienia rozwigzan wykorzystujemy
strukture danej przestrzeni.

W rozdziale tym przedstawimy wyniki dla nieskonczonych uktadéw réwnan roéznicz-
kowych w przestrzeni l; w podrozdziale 5.1 oraz w przestrzeni ciagéw ograniczonych
w podrozdziatach 5.2 1 5.3.

5.1 Twierdzenie egzystencjalne dla nieskonczonych ukladéw

réwnan rézniczkowych w przestrzeni [,

Nasze rozwazania na temat rozwigzan nieskonczonych uktadéw rownan rézniczko-
wych na poczatku ulokujemy w ciggowej przestrzeni Banacha [;, oméwionej szczegdto-
wo w podrozdziale 2.1. Gléwnym narzedziem wykorzystywanym w naszych badaniach
bedzie miara niezwarto$ci Hausdorffa wyrazona w przestrzeni [; za pomocg wzoru:

[e.9]

<) = Jim {oup { ol 2 = ) € X

dla X € My, (por. podrozdziat 3.2).

Rozwazmy zatem nieskoniczony uktad rownan rézniczkowych:

xl, = fu(t,z1,29,...) (5.1)

z warunkami poczgtkowymi:
2,(0) = 2° (5.2)

n

dlan=1,2,....
Interesuje nas istnienie rozwiazania x = x(t) = (x,(t)) problemu (5.1)—(5.2), ktére

jest zdefiniowane na przedziale I = [0, 7] i takie, ze x(t) € |, dla kazdego t € I.
Problem Cauchy’ego (5.1)—(5.2) bedziemy rozwazali pod nastepujacymi zatozenia-
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(i) zo = (2°) € 1;.

(ii) Funkcja f: I xR>*® — R (n=1,2,...) odwzorowuje w sposéb ciagty zbiér I x [

w ly.
(iii) Istnieja nieujemne funkcje p,(t) i a,(t) zdefiniowane na I takie, ze
falts o1, 2, )| < palt) + an(®)lal
dlatel,z=(z,) €lyidlan=12... .

(iv) Funkcje p,(t) sa ciagte na I i szereg funkcyjny %O: pn(t) jest zbiezny na przedziale
n=1
1.

(v) Ciag (an(t)) jest wspélnie ograniczony na przedziale I i funkcja
a(t) = limsup a,(t)
jest catkowalna na przedziale I.

Mozemy teraz przedstawi¢ zapowiadane twierdzenie:

Twierdzenie 5.1. Pod powyzej sformutowanymi zatoZeniami (i) — (v) problem (5.1)—
(5.2) ma przynajmniej jedno rozwigzanie x = x(t) = (x,(t)) zdefiniowane na przedziale

I, jesli AT < 1, gdzie A jest liczbg zdefiniowanqg jako:
A=sup{a,(t):tel,n=12 ...}
Co wigcej, x(t) € Iy dla kazdego t € I.

Dowdd. Wezmy dowolnie = = (x,) € 1 i t € I. Wtedy na podstawie zatozenn mamy:

| f(t,2)|, = Zl|fn (t,x1,29,...) il t) + an(t)|z,|)
< il(pn(t) +sup{a,(t) :n=1,2,...} Zl |2,
<P+ A i |0,
n—1
gdzie:
P:sup{ipn(t) te[}
n—1

Stad otrzymujemy, ze
Lf (& @)l < P+ All]ly,

co oznacza, ze speliony jest warunek (4.2) z Twierdzenia 4.3.

B+ A)T||zol|

Nastepnie, wezmy liczbg r zdefiniowang w Twierdzeniu 4.3, tzn. niech r = ===
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Rozwazmy operator f = (f,,) na zbiorze I X B(xq,r). Na podstawie faktéw opisanych
w podrozdziale 2.3 wystarczy sprawdzi¢, ze operator f spelnia warunek (4.1) z Twier-

dzenia 4.3. A zatem wezmy zbior X taki, ze X € 9. Wtedy, otrzymujemy:

x(f(t, X)) = lim {m:sup i | fr(t, z1, 20, . )\}

100 (zn)EX p—j
< Jim {sup { S (u(0) + ax(®lawl) s 0 = () € X} }
k=i

< lim {i(pk(t) + sup{ax(t) : k> i} g: |xk\}

1—00 ki
Na podstawie zatozen (iv) i (v) wnioskujemy, ze zachodzi nastepujace oszacowanie:

X(f(t, X) < a(t)x(X).

Poniewaz przestrzen [; jest osrodkowa, wiec na podstawie faktéw zawartych w podroz-
dziale 4.3 wnioskujemy, ze spetnione sa wszystkie zatozenia Twierdzenia 4.3.

Tym samym mozemy uznaé, ze dowdd naszego twierdzenia zostat zakonczony.
O

5.2 Twierdzenie egzystencjalne dla nieskonczonych ukladéw

rownan roézniczkowych w przestrzeni [

Rozwazmy nastepujacy semiliniowy, nieskonczony uktad réwnan rézniczkowych ma-
jacy postac:
ah =3 ani(t)z; + fult,z1,22,...) (5.3)
j=1

z warunkami poczatkowymi:
7,(0) = 2V (5.4)

n

dlan=1,2,... orazt € I.
Powyzej opisany problem (5.3) — (5.4) bedziemy rozwazali w przestrzeni Banacha
oo pod nastepujacymi zatozeniami:
(i) zo = (2°) € loo.

(ii) Funkcja f = (fi1, f2,...) odwzorowuje zbiér I X I, W [, oraz jest ciagta jedno-

stajnie na I X I, gdzie I = [0,T].

(iii) Istnieje ciag (p,) zbiezny do zera taki, ze |f,(f,x1,22,...)| < p, dla t € I,
r=(x,) Elridlan=12... .
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iv) Dla wszystkich naturalnych liczb n, j funkcje a,;(t) = a,; : I — R_ s niemale-
(iv) y y j je an; j -

jace na przedziale I.

(v) Dla kazdego n = 1,2,... szereg funkcyjny § an;(t) jest jednostajnie zbiezny na
j=1

przedziale I.

Biorac pod uwage zalozenia (iv) i (v) dla dowolnie ustalonego n = 1,2,... moze-
my rozwazy¢ funkcje An(t),ﬂn(t),/fn(t) zdefiniowane na przedziale I w nastepujacy

sposob:
Aut) = Jff:lanxt),
A1) = Z ),
An(t) = g an; (t).

Oczywiscie powyzszy wzor definiuje A, () dla n > 2. Mozemy rozszerzy¢ te definicje
ktadac A (t) =0dlat € I.

Co wiecej zauwazmy, ze funkcje A, (t), A, (t), A,(t) s nieujemne i niemalejace w prze-
dziale I.

W dalszej czesci bedziemy dodatkowo naktada¢ nastepujace zatozenia:

(vi) Ciag (A,(t)) jest jednostajnie zbiezny do zera na przedziale I.
(vii) Ciag (A,(t)) jest jednakowo ciagly i wspélnie ograniczony na przedziale I.

Uwaga 5.2. Zwr6émy uwage, ze w zalozeniu (ii) wystarczy wymagaé, zeby funkcja
f={(f1, f2,...) byta jednostajnie ciagta na zbiorze I x B(zy, ) dla dowolnie ustalonego
r > 0. Wynika to z Twierdzenia 4.3 i jest uzywane w dowodzie ponizej przedstawionego

wyniku.
Dla naszych dalszych rozwazan zdefiniujmy nastepujace state:
A=sup{A,(t):tel,n=1,2 ...},

P=sup{p,:n=12...}.

Zauwazmy, ze na podstawie narzuconych zalozen mamy, ze A < oo i P < 00.

Teraz mozemy sformutowaé nasz wynik.

Twierdzenie 5.3. Zaldzmy, ze spelnione sq¢ warunki (i) - (vii) ¢ niech AT < 1. Wtedy
problem (5.3) — (5.4) ma przynagmniej jedno rozwigzanie v = x(t) = (x,(t)) zdefinio-
wane na przedziale I takie, ze x(t) € lo, dlat € I.
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Dowdd. Dla dowolnie ustalonego x = (z,,) € lo, i t € I oznaczmy

Zan] xj+fn(t {L‘l,l‘g,...),

g(t,l‘) = (gl(tax)v gZ(tax)a ) = (gn(t’x))'

Nastepnie ustalmy n € N. Wtedy, stosujac narzucone zatozenia, otrzymujemy:

|gnt l‘ Zan] |xj|+|fn(t 1‘1,1‘2,...)|

(Z (1 ) sup{lz;| : j=1,2,... } + pn < An(@)|2]l + pn-
Daje to nastepujace oszacowanie:
lg(t, )| < P+ Alfz]] (5.5)

gdzie symbol || - || oznacza norme w przestrzeni lo,. Z powyzszego oszacowania wnio-

skujemy, ze operator g = g(t, ) odwzorowuje zbior I X lo W I

(P+A)T [|zo]]

or. Twierdzenie 4.3). Rozwazmy operator
1—AT) P y op

Nastepnie, wezmy liczbe r =
g na zbiorze I x B(xg,r).
Ustalmy teraz t,s € I i x,y € B(zg,r). Nie tracac ogblnosci mozemy zalozy¢, ze s < t
(por. zatozenie (iv)). Wtedy, na podstawie naszych zatozen, dla ustalonego n € N

otrzymujemy:

Za’n] :Ej + fn(t Ty, L2, ) - Z an](s)y] - fn(sa Y1, Y2, )‘
j=1

+ |fn(t X1, T2, ) - fn(87y17y27 )|

<> a0 Zam $)Yj
j=1

N

Y ang(t)z; — Z anj(8)z;| +
j=1 =1

+ |fn<t7 Ty, Ta, ) - fn<87y17y27 )|

Tj— Z anj(8)Y;
j=1

= Z[anj(t) — an;(s)]z;| + Zana‘(s)(%‘ — Y5
+ | fult,x1, 29, .) — fu(S, Y1, Y2, -..)|
< Z[anj( ) — anj(s)]|z;| + Zanﬂ s)|x; — yj

+ [ fult;2) = fuls,9)|

<|lel[zaw Zam +|Iaf—y|lzam s)
j=1
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[t ) = fuls, y)|

[|2[||An(t) = An(s) + Allz = y[[ + [ F({t, 2) = [ (s, 9)]]
(lzoll + ) sup{[An(t) = An(s)| = n=1,2,..} + Allz — ]
+ 1f () = (s )]

_'_
<
<

Stad, majac na uwadze zatozenia (ii) i (vii) wnioskujemy, ze operator g(t,z) jest jed-
nostajnie ciaggly na zbiorze I x B(xq,1).

Nastepnie, wezmy niepusty podzbiér X kuli B(zg,r) i ustalmy z,y € X, t € I.
Wtedy, dla dowolnie ustalonej naturalnej liczby n, n > 2, otrzymujemy:

e e}

|gn(ta {L‘) - gn(ta y)| < Z Qnj (t)xj - anj(t)yj
Jj=1 j

—

J
+ |fn(t7$17$27 ) - fn(tay17y27 )|

n—1 o) n—1 0o
<D Wy + D ani(O)xy = D ani(O)y; — Y ani(t)y;
j=1 j=n i=1 j=n

+ |fn<t7 Ty, Tg, )| + |fn<t7 Y1, Y2, )|

n—1 [’
<D ang () (5 —y5)| + D ani (t) (5 — y;)| + 2pn
= j=n

n—1 e’}
<D ani(t)|g = ysl + D7 ani(t)l; — ys] + 2pa
j=1 j=n

n—1 o0
< |z =yl Zl i (t) + (Z anj(t)) sup{[z; —y;[: j > n}+2pn
Jj= j=i
< A, (t)diamX + A, (t) sup{diamX; : j > n}+ 2p, .
7, powyzszego oszacowania otrzymujemy nastepujacg nieréwnosc:
diamg, (¢, X) < A, (t)diamX + A, (t) sup{diamX; : j > n} + 2p, ,
ktora zachodzi dla kazdego n € N. Stad dostajemy:

sup{diamg;(¢t, X) : j > n} <sup{A;(t) : j > n}diamX
+ [sup{jj(t) . j > n]sup{diamX; : j > n}
+ 2sup{p; : j=n}.

Powyzsze oszacowania i zalozenia (iii) i (v)—(vii) pozwalaja nam wywnioskowaé naste-

pujaca nieréwnosé:

plg(t, X)) < b()u(X) (5.6)
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gdzie funkcja b(t) jest zdefiniowana na przedziale I w nastepujacy sposéb:

b(t) = limsup A, (t) .

n—oo

Ostatecznie, biorac pod uwage (5.5), (5.6) i inne fakty ustalone w powyzej przeprowa-
dzonym rozumowaniu, na podstawie Twierdzenia 4.3 wnioskujemy, ze istnieje rozwia-
zanie x(t) = (x;(t)) problemu (5.3)—(5.4) takie, ze x(t) € I, dla kazdego t € I. Dowdd

jest zakonczony. O

Uwaga 5.4. Zauwazmy, ze na podstawie Twierdzenia 4.3 mozna pokazaé (zob. [6]), ze
wszystkie rozwiazania x = z(t) = z,(t) problemu (5.3)—(5.4) nalezace do kuli B(x,r),
tzn. x(t) € B(xg,r) dla t € I sa takie, ze x(t) € keru dla t € I, gdzie p jest miarg

niezwartosci w przestrzeni [, wyrazona wzorem (3.18).
Przedstawimy teraz przyktad, ilustrujacy wynik uzyskany w Twierdzeniu 5.3.

Przyktlad 5.5. Rozwazmy semiliniowy nieskonczony uktad rownan rézniczkowych po-

staci (5.3), gdzie funkcje: a,; oraz f,(t, x1, 2, ...) sa zdefiniowane w nastepujacy sposob:

t
Anj = —,
J nj
tarctg(x, + x,
fn(taxlax%“') = g( +1)7

n+ a2+,
gdzien,j =1,2,...it € I oraz T' < 1. Ponadto zatézmy, ze podany wyzej nieskonczony

ukltad réwnan rézniczkowych jest rozwazany z warunkami poczatkowymi (5.4).

Uzywajac klasycznych metod analizy matematycznej mozna pokazaé¢, ze funkcje
an;(t) spetniaja zalozenia (iv) i (v).

Co wigcej, dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej n mamy:

1i5: n(l — 1), (5.7)

Jlj n

dla t € I. Z tego wynika, ze ciag A, (t) wystepujacy w zatozeniu (vi) jest jednostajnie

zbiezny do zera na przedziale I. Rzeczywiscie, na podstawie nierownosci:
1

A,(t) < A,(t) < ——In(1 =T).
n

wnioskujemy o prawdziwosci naszego stwierdzenia.
Zauwazmy, ze na podstawie (5.7) otrzymujemy, ze spelnione jest zatozenie (vii). Co

wiecej, mamy:
A=sup{A,(t):tel,n=1,2.}=—-In1-1T). (5.8)
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Nastepnie, zwr6émy uwage na to, ze dla dowolnego n € N i dla z = (x,) € Iy

zachodzi nastepujaca nieréwnoscé:

s
= T
tay,xe, .. )< —2—— < ==,
‘fn<7 1,42, )‘ =X n_'_x%_i_x%—’—l = m
A to oznacza, ze spelnione jest zatozenie (iii) z p, = % dlan=1,2,... . Oczywiscie

zatozenie (i) jest spelnione, jezeli zazadamy, ze zg = (20) € lo.

W konicu, ustalmy dowolna liczbe r > 0 i rozwazmy kule B(zg, ) w przestrzeni lo..
Funkcja f,(t, x1, x2, .. .) jest jednostajnie ciagta na zbiorze I X B(xo, 7). To stwierdzenie
jest konsekwencja faktu, ze odwzorowanie f; = fi(¢, x1, 22, ...) ma najwiekszy modut
ciagtodci posrod funkeji f, (n = 1,2,...) na zbiorze I X B(xg,r). Z drugiej strony
wszystkie funkcje f, sa jednostajnie ciagle na zbiorze I x B(xg,r) poniewaz funkcja
fult,z1,29,...) zalezy tylko od trzech zmiennych. A zatem, korzystajac z Uwagi 5.2
dostajemy, ze spetnione jest zalozenie (ii) Twierdzenia 5.3.

Otrzymujemy zatem, ze rozwazany tutaj semiliniowy nieskonczony uktad réwnan
rézniczkowych ma co najmniej jedno rozwiazanie x = x(t) = (z,(t)) zdefiniowane na

przedziale I = [0,T], gdzie T > 0 i T spelnia nieréwnos¢:
—TIh(1-T) < 1.

Niezaleznie od tego mamy, ze (x,(t)) € lso.

5.3 Twierdzenie egzystencjalne dla nieskonczonych ukladéw
réwnan rézniczkowych w przestrzeni [, z zanikajagcym lub

powiekszajgcym sie zaburzeniem

W podrozdziale tym przedstawimy specjalny przypadek badanego poprzednio semi-
liniowego nieskonczonego uktadu réwnan rézniczkowy (5.3) z warunkami poczatkowymi
(5.4). Bardziej doktadnie, bedziemy rozwazali pewien szczegdlny przypadek wyrazu za-
burzonego f = f(t,x) = (f1(t, ), fo(t, x), ...) wystepujacego w nieskoniczonym uktadzie
(5.3).

Na poczatku wezmy pod uwage nieskonczony uktad réwnan rézniczkowych:
j=1

z warunkami poczatkowymi:
7,(0) = 2V (5.10)

dlan=1,2,...idlat e I=1]0,T].
Bedziemy rozwazali problem (5.9)—(5.10) przy zalozeniach (i), (iv)—(vii) Twierdzenia

5.3. Co wiecej, zatozenia (ii), (iii) zastapimy nastepujacymi:
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(ii") Funkcja t — f(t,x) dzialajaca ze zbioru I X [, w przestrzen ., jest jednostajnie

ciagta na I ze wzgledu na x nalezacy do dowolnej kuli B(xq,r) w przestrzeni .

(iii") Dla kazdego n € N istnieje nieujemna stata k, taka, ze dla wszystkich x,y € [,

x = (), ¥y = (yn), spetniona jest nastepujaca nier6wnos¢:
|fn(taxnaxn+17 ) - fn(ta Yns Yn+1, )| < kn sup{|x] - yj| : ] > ’I’L} .
(ii”) Ciag stalych (k,) wystepujacy w zalozeniu (iii’) jest ograniczony.

Zauwazmy, ze biorac pod uwage zatozenia (ii’), (iii’) i (iii”) mozemy zdefiniowaé

nastepujace skonczone state:
F =sup{|f.(t,0,0,..)]: tel, n=1,2,...},

k=sup{k,: n=1,2,...}.

Dalej zauwazmy, ze z zatozen (iii’), (iii”) wynika, ze funkcja f = f(t, =) spelnia warunek
Lipschitza ze stala k ze wzgledu na zmienng x. Rzeczywiscie, dla dowolnie ustalonych

r = (), ¥y = (Yn) € ln 1 dla kazdego ustalonego t € I mamy:

(&, 2) = f& )l = sup{[falt, Tn, s, ) = fulls Yoy Yngas )| 2 n=1,2,.%
< suplhnsup{le; — 5]+ G0} i=1,2,.}
<sup{kyllz —yl|: n=1,2,...} <Ek|lz —yl| . (5.11)

Oprécz tego zauwazmy, ze funkcja f = f(t,z) jest jednostajnie zbiezna na zbiorze
I x B(xy,1), gdzie r > 0 jest dowolnie ustalone.
W celu udowodnienia tego stwierdzenia ustalmy dowolnie ¢, ts €I oraz xq, o € B(xq, ).

Wtedy, na podstawie (5.11) mamy:

[ f (t2, x2) — f(ta, w)|| + |[f(t2, 1) — f(t1, 21)]|
kllzg — || + || f(ta, 21) — f(ts, z0)|] -

|[f(t2, w2) — f(t1, 1)]|

<
<
Stad, w $wietle zaltozenia (ii’) uzyskujemy zadana jednostaja ciaglosc.

Teraz mozemy przedstawi¢ wynik dotyczacy problemu (5.9)—(5.10).

Twierdzenie 5.6. Zalozmy, Ze zaloZenia (1), (ii’), (iii’), (iii”) @ (iv)-(vii) s¢ spefnione
oraz T(A + k) < 1. Wtedy problem (5.9)—(5.10) ma co nagmniej jedno rozwigzanie
x=2x(t) = (x,(t)) zdefiniowane na przedziale I = [0,T) i takie, ze x(t) € I dlat € I.
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Dowaéd. Bedziemy postepowali podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 5.3. Tak wiec
ustalmy n € N. Wtedy, dla dowolnie ustalonych x = (x,) € I i t € I, na podstawie

zatozen i faktow ustalonych powyzej, otrzymujemy:
|gn(t, ) Zam |xj| A | fulty Tny T, o)

A, (O]l + | fr(t, Xny Tog1y -2) — fult, 0,0, 0| 4+ | fn(2,0,0, ...

<
< An@lfe]] + Ensup{|z;| - § > n} + F < Alfa]] + kall]] + F

gdzie, podobnie jak w poprzednich rozwazaniach, oznaczyliémy:
gn(t,x) = gu(t, x1, T, ... Zam )2 + fult, o, Togr, o)

dlan=1,2,... . Daje to nastepujace oszacowanie:

g (t, 2)|| < (A+k)||z]| + F .

Z powyzszego oszacowania wynika, ze operator g = ¢(t,x) odwzorowuje zbior I X .,
W oo

Nastepnie, wezmy liczbe:
r=(FT+ (A+k)T||xo||)/(1 = (A+K)T) .

Rozwazmy operator ¢(t,z) na zbiorze I X B(zg,r). W zwiazku z wczesniej ustalong
jednostajna ciagtoscia operatora f = f(t,x) na zbiorze I x B(zo,r) i zgodnie z rozu-
mowaniem przeprowadzonym w dowodzie Twierdzenia 5.3 wnioskujemy, ze operator
g(t, x) jest jednostajnie ciagly na zbiorze I x B(xo,r).

Ustalmy teraz niepusty podzbiér X kuli B(xg,r) i wezmy dowolne z,y € X it € I.
Wtedy, dla dowolnie ustalonego n € N otrzymujemy:

|gn(tax) _gn(tay” < Zanj Zan] y]
j=1

n—1 n—1 0o

< Z Qnj (t)xj + Z anj(t)xj - Z anj(t)yj - Z anj(t)yj
j=1 j=n j=1 j=n

+ knsup{|z; —y;| : j = n}

n—1 0
< Z (1) (; + Z an;(t)(x; — y;)|+ Ky sup{diamX,: j >

Z (O)|z; —y;| + Zanj )x; —y;| + ksup{diamX; : j > n}

<llz -yl gam«t) + (gam) sup{la; — y5] 1 > n}
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+ ksup{diamX, : j > n}
< A, (t)diamX + A, (1) sup{diamX;: j > n}+ ksup{diamXj; : j > n}.

7 powyzszego oszacowania wynika nastepujaca nieréwnosc:

diamg, (t, X) < A, (t)diamX + A, (t) sup{diamX; : j > n}
+ ksup{diamX; : j > n}, (5.12)

ktora zachodzi dla kazdego n € N.
Teraz analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 5.3 definiujemy funkcje b: I — R
w nastepujacy sposob:
b(t) = limsup A, (t) .

n—oo

Wtedy, z oszacowania (5.12) wnioskujemy, ze ma miejsce nastepujaca nieréwnosé:

plg(t, X)) < (b(t) + k)u(X)

gdzie p jest miara niezwartosci zdefiniowana w podozdziale 3.2 za pomoca wzoru (3.18).
Ostatecznie, zbierajac wszystkie ustalone fakty i wykorzystujac Twierdzenie 5.3 kon-
czymy dowdd.

O

Teraz zwro¢my uwage na drugi szczegdlny przypadek semiliniowego, nieskonczonego

uktadu réwnan rézniczkowych (5.3), ktéry ma postaé:
2l =3 ani )z + fult, w1, 30, 00 2) (5.13)
j=1

dlan =1,2,...idlat € I. Oczywidcie uktad (5.13) bedzie rozwazany z warunkami
poczatkowymi (5.4) tzn.:
2,(0) = 2° (5.14)

n

(n = 1,2,...). Tak samo, jak wczesniej, szukamy rozwiazan problemu (5.13)—(5.14)
w przestrzeni [, przy czym gtéwnym narzedziem uzywanym w naszych rozwazaniach
jest miara niezwartosci u wyrazona wzorem (3.18).

Bedziemy zaktadali teraz, ze spelnione sa zalozenia (i), (iv)—(vii) sformutowane

wezesniej, podezas gdy zalozenia (ii), (iii) beda zastapione nastepujacymi:

(i) Dla kazdej ustalonej liczny naturalnej n funkcja f, : I x R"® — R jest ciggla i dla

kazdej liczby naturalnej j (1 < j < n) istnieje nieujemna stata kj taka, ze dla
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dowolnych = = (x,), ¥ = (yn) € ls 1 dla kazdego ¢t € I zachodzi nastepujaca

nier6wnosc:
|gn(t7 L1y ooy Tj—1,Ljy Tjqly ey xn) - gn(ta L1y ooy Tj—15,Yjs T4l «oey :L‘n)|

< K fay — oyl -

(iii) Dla kazdej naturalnej liczny n mamy, ze k, = f: kj < 1. Co wigcej, k < 1, gdzie
=1
k=supl{k,: n=1,2,...}.

Teraz mozemy zaprezentowac nasze twierdzenie egzystencjalne.

Twierdzenie 5.7. Zaléimy, ie spelnione sq zalozenia (i), (i), (iii), (iv)—(vii), jesli
dodatkowo T(A + k) < 1, to problem (5.13)—(5.14) ma co najmniej jedno rozwigzanie
x=x(t) = (x,(t)) zdefiniowane na przedziale I i takie, Ze x(t) € ly dla kaZdegot € I.

Dowdd tego twierdzenia moze by¢ przeprowadzony podobnie, jak dowdéd Twierdze-

nia 5.6. dlatego zostanie pominiety.
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6 Twierdzenia egzystencjalne dla nieskonczonych
ukladéw réwnan rézniczkowych w przestrzeni cig-

gow temperowanych

6.1 Wprowadzenie

Na poczatku pokazemy, ze nawet w prostych sytuacjach klasyczne przestrzenie

ciggowe nie sa wystarczajace do ulokowania naszych rozwazan.

Przyktad 6.1. Rozwazmy liniowy, diagonalny nieskonczony uktad rownan rézniczko-
wych:
x, =, (6.1)

z warunkami poczgtkowymi:
z,(0)=mn, dlan=1,2,.... (6.2)

Rozwazmy problem (6.1)—(6.2) na przedziale I = [0, 7.

Latwo jest zobaczy¢, ze rozwigzanie problemu (6.1)—(6.2) ma postac:
2(t) = (z,(t)) = (ne') = (', 2¢", 3", . ..),

a to oznacza, ze z(t) ¢ l, dla kazdego t € I. Zatem przestrzen [, nie jest wystar-
czajaca dla rozwazania rozwigzan problemu (6.1)—(6.2) w tej przestrzeni. Oczywiscie,
taka sytuacja wydaje sie by¢ naturalna poniewaz punkt poczatkowy (z9) = (n) nie jest

elementem przestrzeni [..

Przyktad 6.2. Rozwazmy nieskonczony uktad rownan rézniczkowych:

, |Zn|
X, =N———— (6.3)
0ze] +1
dlan=1,2,..., razem z warunkami poczatkowymi:
z,(0) =0, dlan=12.... (6.4)

Ustalmy dowolng naturalng liczbe n. Wtedy, mozemy przeliczy¢, ze rozwiazanie
problemu (6.3)—(6.4) jest postaci:

n2t?

T2 tnt+2V1tnt
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dla t € I. Stad otrzymujemy oszacowanie:

n2t?

>
~ 24 nt + 21 1 2nt + n2t2

n’t? S n’t? 1(15 "
= = —(nt —
24+ nt+2(1+nt)~ 4+4nt 4

T (t)

nt+1

dlan=1,2,... orazdlat € I.

Nastepnie, przedstawmy rozwiagzanie problemu (6.3)—(6.4) w postaci z(t) = (z,(t)) =
(z1(t), xo(t),...). Wtedy z oszacowania (6.5) wnioskujemy, ze x(t) ¢ [, dla kazdego
t > 0. Z drugiej strony zauwazmy, ze prawa strona rownania (6.3) nie jest ograniczona.

Rzeczywiscie, mamy
ny\/x

VT +

Powyzsze przyktady pokazuja, ze musimy powiekszy¢ przestrzenie w ktorych pro-

1™ gdy x — oo.

wadzimy nasze rozwazania aby mie¢ pewno$c¢, ze rozwigzania nieskonczonych uktadow
rownan nalezg do rozwazanej przestrzeni. Okazuje sie¢, ze naturalnym sposobem na uzy-
skanie istotnego powickszenia jest ulokowanie rozwiazan w tak zwanych przestrzeniach
ciaggow temperowanych, ktore zostaty wprowadzone w podrozdziale 2.2.

Warto wspomnie¢, ze takie podejscie pozwala nam badac¢ wigksza klase nieskonczo-
nych uktadow réwnan rézniczkowych w poréwnaniu z klasycznym podejsciem.

W pracy omoéwimy niektore klasy nieskonczonych uktadow réwnan rézniczkowych,
ktore maja rozwiazania we wspomnianych przestrzeniach ciaggéw temperowanych. Przed-
stawione wyniki uogdélniaja kilka wynikéw uzyskanych dotychczas w klasycznych prze-
strzeniach ciggowych ([7, 10, 13, 16, 17, 34]).

6.2 Nieskonczony uklad réwnan rézniczkowych w przestrzeni

ciggéw temperowanych cg

Rozwazania prowadzone w tym rozdziale beda ulokowane w przestrzeni ciagéw
temperowanych ¢ opisanej w podrozdziale 2.2. A zatem zatézmy, ze 3 = (8,) jest
ciggiem o dodatnich wyrazach, ktéry jest nierosnacy. Przypomnijmy, ze przestrzen
c? sktada sie ze wszystkich ciagéw (z,,) takich, ze ciag (B,x,) jest zbiezny do zera.
Bedziemy rozwazali tylko ciagi liczb rzeczywistych (z,,). Norma w przestrzeni ¢? jest

zdefiniowana wzorem:
l2lls = [l(zn)ll g = sup{Balzn| :n=1,2,...}.

Aby uproéci¢ zapis bedziemy uzywali symbolu || - || zamiast || - Hcg.
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6.2.1 Semiliniowy, dolnie przekatniowy, nieskonczony uklad réwnan réz-

niczkowych

Przedmiotem naszych badan w tym rozdziale na poczatku bedzie semiliniowy, dolnie

przekatniowy, nieskonczony uktad réwnan rézniczkowych majacy postac:

kn
x = Zanm(t)xni + fult, 1, 29,...) (6.6)
i=1
z warunkami poczgtkowymi:
zn(0) =25, dla x=1,2,.... (6.7)

Zakladamy, ze dla kazdej ustalonej liczny naturalnej n ciag (ny, na, ..., ng, ) jest taki, ze
1 <np <ng <..<mn, <n.Co wiecej, ciag (ny) dazy do nieskoniczonosci gdy n — oo.
Ponadto zaktadamy, ze istnieje naturalna liczba K taka, ze k, < K dla wszystkich
n=12 ...
To oznacza, ze kazda " czesé liniowa” uktadu (6.6) sktada sie tylko ze skonczonej ilosci
niezerowych liczb a ich ilosé nie przekracza K. Nieskonczony uktad (6.6) spetniajacy
powyzszy warunek bedzie nazywany nieskonczonym uktadem réwnan rézniczkowych
z czesciq lintowq o stalej szerokosci.

Poza warunkiem dotyczacym czesci liniowej o stalej szerokosci naktadamy dodat-

kowe zatozenia dla problemu (6.6)—(6.7):

(i) Funkcje anpn, = ann, (t) sa jednakowo ciaglte na przedziale I dla n = 1,2, ... oraz
dlai=1,2... k;

(ii) Funkcje any,,(t) sa wspélnie ograniczone na przedziale I przez dodatnia stala
Atzn. |ap,, (1) < Adlat € lTorazdlan=1,2... orazdlai=1,2,..., kp;

(i) Ciag («7) nalezy do przestrzeni cp;

(iv) Dla kazdego ustalonego n funkcje f,(t, 1, zo,...) = fu(t,z) dzialaja ze zbioru
I x R* w R. Co wiecej, funkcja f, : I x cg — R jest ciggta na I x cg;

(v) Istnieje ciag (p,) o nieujemnych wyrazach, o tej wlasnosci, ze 5,p, — 0 gdy,

n — oo 1 taki, ze | f,,(t, )| < pn datel,zedidlan=12... .
Teraz mozemy sformutowaé nasz rezultat egzystencjalny.

Twierdzenie 6.3. Zalozmy, Ze funkcje wystepujgce w uktadzie rownan rézniczko-
wych (6.6) majgce elementy liniowe o stalej szerokosci K, spelniajq zalozenia (i)—
(v). Wtedy problem (6.6)—(6.7) ma przynajmniej jedno rozwigzanie x(t) = (x,(t)) =

x1(t), xo(t),...) w przestrzeni ciggowej & na preedziale 1.
p agowej Cy p
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Dowdéd. Dla dowolnie ustalonego n € N oznaczmy:
kn
gn(t,l’) - gn(ta T1,T2y ... ) - Zann,(t)xnl + fn(twrla Toye )7
i=1

gdzie t € iz = (x,) € ¢i. Wtedy, na podstawie zalozeri, otrzymujemy:

kn

ﬁn|gn<t7 Ty, L2, ... )| < ﬁn Z |anm<t>||xnz

i=1

+ﬁn|fn<t7x17x27 . )|

kn kn
i=1 1=1
kn
i=1

< AK max{ﬁnl|xnl\ 1= 1, 2, sy kn} + ﬁnpn
< AK sup{f;|z;| : j = ni} + Bupn.

Zauwazmy, ze zastepujac n przez j oraz j przez t, mozemy przedstawi¢ powyzsza nie-

rownos¢ w postaci:

Oilg; (8w, o, - )] < AK sup{Bifa| - 0 > ju} + Fjp;. (6.8)

Nastepnie, zwroémy uwage na to, ze z oszacowania (6.8) wynika nastepujaca nieréw-

nosc:
lg(t, 2)l| = sup{B)lg;(t, x1, 22, ... )| 1 = 1,2,...}
< AKsuwp {sup(Bla] i > )} +sup{Bp i =120 (6.9)
J€
— AK]a]| + P,

gdzie operator g = ¢(t, x) jest zdefiniowany na zbiorze I x cg w nastepujacy sposob:

g(t,l‘) = (gl(t’x)792(t’x)7 K )

Na podstawie oszacowania (6.9) widzimy, ze g odwzorowuje zbiér I X cg W przestrzen
&

Teraz, pokazemy ze operator g jest ciagty na zbiorze I X cg . W tym celu rozdzielimy

operator g na dwa sktadniki:

g(t,x) = (La)(t) + (L, 2),

przy czym operatory L i f sg zdefiniowane w nastepujacy sposob:
(La)(t) = ((Lyx)(t), (Loz)(t), - - ),
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gdzie:
(Lyz)(t) = ianm(t)%
(n=1,2,...), oraz i
[t ) = (f(t1,2), f(t2,2), ... ).

Na poczatku pokazemy, ze operator f jest ciggly na zbiorze I x cg . W tym celu ustalmy
dowolng liczbe € > 0 oraz liczbe ty € I i punkt x € cg . Na podstawie zatozenia (v)

mozemy wybrac¢ liczbe naturalng ng taka, ze

Bapn < (6.10)

DO ™M

dla n > ny.
Nastepnie, na podstawie zatozenia (iv) mozemy znalez¢ liczbe 0; (i = 1,2,...,ng) taka,

ze dla kazdych t € I oraz y € ¢ takich, ze |t — to] < 6; oraz ||y — x| < §; mamy:

|fi(t,y) — fi(to, )| < %

WeZzmy 6 = min{dy, ds, ..., 5, }. Wtedy, dla dowolnego t € I takiego, ze |t — to] < o
i dla dowolnego y € ¢ takiego, ze ||y — x| < § mamy:

€
|fi(t,y) — filto, )] < 3 (6.11)

Laczac (6.10) i (6.11), dla t € I oraz y € cf takich, ze |t — to| < 8, ||y —z|| < 6,
otrzymujemy:
1f(t,y) = f(to, 2)[| = sup{Bul fu(t, y) — fulto, )| :n=1,2,...}
_ max{max{ﬁn\fn(t,y) — fulto @) in=1,2,.. ng ),
sup { Bl fult ) = fulto, ) : 1> o}
< max{max{ﬁ1|fn(t,y) — fulto, 0 s n=1,2,..,no},
up (G Lt 1) + (o, 2)]] 1> o} |

< max {ﬁl(é),sup {2ﬁnpn ‘n > no}} =c.

Stad wnioskujemy, ze operator f jest ciagly w dowolnym punkcie (o, x) € I X cg .
Teraz pokazemy, ze operator L jest ciagly na zbiorze I X cg . W tym celu wezmy

dowolnie ustalong liczbe & > 0 i wybierzmy dwa dowolne punkty (s, z), (t,y) € I x i

takie, ze |t — s| < € oraz ||z — y|| < ¢ Wtedy, dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej

n, korzystajac z definicji operatora L otrzymujemy:
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Ol (Lny)(8) = (Ln) ()| = Bn

kn

Z anni ynl Z a/nnz 'rni
i=1

kn

Z anni ynZ Z anm ynz
i=1

kn
Z annl ynZ Z anm 'rni
i=1

< fn

+ [n

<m§mmwwam%+mzmmu%:%
ﬁnZw )yn,
Zﬁn\ym
z:nzm

Z B

gdzie w(e) oznacza wspdlny modul ciaglosci funkCJl ann, () na przedziale I (por. zato-

_'_ ﬁn Z ‘CLnnZ ||ym xni

+Z|anm N Bl Y, — @,

+§:mmz éZﬁm

Yn, Yn; — Ty

+ Z |annl ‘ﬁnl

ynz ynl xni )

zenie (1)).
Ponadto w powyzszym oszacowaniu wykorzystaliSmy réwniez to, ze ciag 3, jest niero-
snacy oraz n; <ndlai=1,2,...,k,.

Dalej, z wyzej wskazanego oszacowania otrzymujemy:
ol (Lny)(8) = (Ln) ()] < w(e) K max{fy, |yn;
+ Amax{ B, |yn, — Tn,| i =1,2,... kp}
Kw(e)|ly|| + Ae.

i=1,2,... ky}

Stad otrzymujemy zapowiadang ciagtos¢ operatora L na zbiorze I x cg . Laczac ten fakt

z wykazang wczesniej ciggloécia operatora f na zbiorze I x cg otrzymujemy cigglosc¢

operatora g na zbiorze I x cg .

Nastepnie, wybierzmy liczbe T} taka, ze T} < T i AKT; < 1. Zgodnie z zatozeniami

(P+AK)Th II:vo I ;
1—AKT

nie, wybierzmy dowolny podzbiér X kuli B(:L’O,T’). Wtedy, dla z € X it € [0,71], na

naszego twierdzenia wezmy liczbe r = i rozwazmy kule B(zg, 7). Nastep-

podstawie oszacowania (6.8), dla dowolnie ustalonej naturalnej liczby n, otrzymujemy:
sup{B;lg;(t,x1,22,...)| : j = n}
< sup {AKsup{ﬁim\ N T n} + sup {ﬁjpj cj > n}
< AK sup { sup{Alai] : > m b sup{Bilil i3> (n+ 1)},
sup{fi|z;| i > (n+2)1},.. } + sup {ﬁjpj cj > n}
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Stad dostajemy:
sup { sup{3;g;(t, z1,22,...)| : j > n}}
zeX
< AK sup { sup{sup{ el 0 > ji} : j > n} + sup{Bhp; 5 > n} ).
zeX

Przechodzac z n — oo w powyzszym oszacowaniu i biorac pod uwage, ze j; — oo gdy
J — 00, otrzymujemy:

x(g(t, X)) < AKX(X),
gdzie y oznacza miare niezwartosci Hausdorffa w przestrzeni cg wWyTrazong wzorem

(3.26). Ostatecznie, na podstawie wyzej ustalonych faktéw i Twierdzenia 4.3 konczymy
dowod. O

Podamy teraz przyktad, ktory ilustruje wynik Twierdzenia 6.3.

Przyktad 6.4. Rozwazmy nieskonczony uktad rownan rézniczkowych:

/o vV |71
xl - xl + /‘5131‘4*1’

xh=mx1 + 19+ 2

|z2|
|wa|+1”

r AVAEZ]
T3 = T2 + T3+ 3 /_\:133\+1’ (612)

N

|| +1”

o =Tp 1+ T, +n

z warunkami poczatkowymi:
zp(0)=n dlan=12,.... (6.13)

Zauwazmy, ze uktad (6.12) jest semiliniowym, dolnie przekatniowym, nieskonczo-
nym uktadem rownan rézniczkowych z czescig liniowa o statej szerokosci K = 2. Co wie-
cej, uktad (6.12) jest szczegblnym przypadkiem uktadu (6.7) jesli wezmiemy ay,,, (t) = 1
dlat e I, I =[0,T1], gdzie T1 > 0 jest liczba wybrana wedlug zatozen Twierdzenia
4.3. Dodatkowo, n = 1,2... oraz ¢ = 1,2 dlan > 2. Oczywistym jest, ze spelnione jest

zatozenie (i) Twierdzenia 6.3.

Nastepnie, mamy ze |a,,, (1) < 1dlat € lin=1,2,...,i=1,2. To oznacza, ze
funkcje a,n,(t) spelniaja zaltozenie (ii).
Teraz wezmy ciag (3, = = dlan = 1,2... . Mamy, ze 7y = (z) = (n) € o,

gdzie § = (3,) = (). A zatem spelnione jest zalozenie (iii). Z postaci ukladu (6.12)

widzimy, ze mozemy przyjac:

fn(t,l’l,.rg,...) =N



dlan =1,2... . Oczywiscie, funkcja f, = fo(t, ) jest ciagla na zbiorze I x ¢j. Co
wiecej, mamy:

|fu(t,x1,20,...)|<n dlan=1,2....

Stad wnioskujemy, ze funkcje f,, speliaja zalozenia (iv)i (v) zp, =ndlan=1,2... .
Ostatecznie, na podstawie Twierdzenia 6.3 udowodnilismy, Ze istnieje przynajmniej
jedno rozwiazanie z(t) = (x,(t)) problemu (6.12)—(6.13) zdefiniowane na pewnym prze-
dziale I = [0,T] takie, ze dla kazdego ¢t € I ciag (2,(t)) nalezy do przestrzeni cj
z 8 = (25). To oznacza, ze z,(t) = o(n?) gdy n — oo dla kazdego ustalonego t € [0, T}].
W dalszej czesci bedziemy rozwazali takze semiliniowy, nieskonczony uktad rownan

rozniczkowych postaci (6.6) tzn.

kn
Ty = Zanni(t)xm + fult, v, 20, .. ) (6.14)
i=1
z warunkami poczatkowymi:

7,(0) = 2°

n’

dlan=12.... (6.15)

Teraz zrezygnujemy z zalozenia dotyczacego posiadania przez uktad (6.14) czesci
liniowej o stalej szerokosci. Zastapimy ten warunek, a takze zalozenie (ii), przez naste-

pujace zalozenia:
(ii’) Ciag (n1) dazy do nieskoriczonosci gdy n — oo;

(ii”) Ciag (Zf;l \anni(t)\) jest wspoélnie ograniczony na przedziale I = [0,7}], to

znaczy, ze istnieje stata A > 0 taka, ze

kn
Z |@nn, (1) < A
i=1

dla kazdegot € I'idlan=1,2,... .

Teraz mozemy przedstawi¢ kolejny wynik.

Twierdzenie 6.5. Zaldzmy, ze spelnione sq zaloZenia (i), (ili)—(v) z Twierdzenia 6.3
oraz (ii’), (ii”). Wtedy problem (6.14)—(6.15) ma przynajmniej jedno rozwigzanie x(t) =
(2,(t)) w prestrzeni ciggowej ¢i zdefiniowane na przedziale I = [0,Ty], gdzie Ty jest

liczbg wybrang wedtug Twierdzenia 4.3.

Dowdéd. Podobnie, jak w dowodzie Twierdzenia 6.3, dla ustalonego n € N oznaczmy:

kn
(1) = 3 (2, + Fult,2),



gdzie t € ['ix = (x,) = (x1,22,...) € ¢i. Nastepnie, kladziemy:

g<t7 I) = (gl(t7x>7g2(t7x>7 : ")7
(La)(t) = ((Laz)(t), (Lax)(t), ... ),
f(t’x) = (fl(t’x)an(t’x)a K )

Na podstawie zatozen mamy:

ﬁn|gn(t,x1,x2,... Bn2|ann, ||xn1|+ﬁn|fn(t x17x27---)|
kn
izzl (6.16)

kn
< Z |a7mz| max {ﬁnz|xnz| : Z = ]-727 R kn} + ﬁnpn
=1

< Asup{ﬁj|xj| : j = nl} + Bnpn

Dalej, z powyzszego oszacowania, uzyskujemy:

lg(t, 2)|| = sup{Balgn(t, x1, 22, ... )|} < Allzl[ + P, (6.17)

gdzie P = sup{f,p, : n = 1,2,...}. Oczywiscie P < oo poniewaz (3,p, — 0, gdy
n — 0o. Z oszacowania (6.17) wynika, ze operator g odwzorowuje zbior I x cg w cg.
Nastepnie, dzigki odpowiedniej czesci dowodu Twierdzenia 6.3 wnioskujemy, ze
f jest ciagta na zbiorze I x cg . A zatem, zeby pokazaé cigglosé operatora g na zbiorze
Ix cg wystarczy pokazac, ze operator L jest ciaggly na tym zbiorze. W tym celu ustalmy
dowolnie liczbe e > 0 i wezmy dowolne punkty (¢,y), (s,z) € I X ¢j takie, ze |t —s| < e
oraz ||z — y|| < e. Wtedy, rozumujac podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 6.3, otrzy-

mujemy:

Ball L)) = (L)) < B 2 e, (1) = (5,

+ B Z @ ()Y — T,

Z B (&) Yn,

< Kw(e) sup{ B, |yn;| i =1,2,..., kn}
+ Asup{fn;|Yn, — Tn,| 11 =1,2,.. .k}
Kw(e)lyll+ Allz —yll < Kw(e)lly]l + Ae,

+ Z ‘alnnZ |an

ynz xnz

gdzie znaczenie symbolu w(e) zostato wyjasnione w dowodzie Twierdzenia 6.3.
Stad wynika, ze operator L jest ciagly na zbiorze I x cg . W konsekwencji uzyskujemy
ciagtos¢ operatora g na I x cg.

Teraz wybierzmy liczbe Ty, Ty < T taka, ze ATy < 1. Nastepnie wezmy liczbe

r = (P+4+A)T||z,|| /(1 —AT}) i zat6zmy, ze Xjest niepustym podzbiorem kuli B(xg, ).
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Argumentujac podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 6.3 i wykorzystujac oszacowanie
(6.16) dostajemy:

x(g(t, X)) < Ax(X),
gdzie x jest miarg niezwartosci Hausdorffa w przestrzeni cg opisang wzorem (3.26).

Stad, stosujac Twierdzenie 4.3 konczymy dowdd. O

Podamy teraz przyktad ilustrujacy zastosowanie Twierdzenia 6.5.

Przyktad 6.6. Rozwazmy semiliniowy, nieskonczony uktad réwnan rozniczkowych.
Aby zaprezentowac ten uklad w przejrzysty sposob zaltézmy, ze n jest pewna parzysta

liczba naturalna, powiedzmy n = 2k. Wtedy, mozemy przedstawi¢ zapowiedziany uktad

W postaci:
Ty =T+ 1
xh = x1 + tre + 213%1137
vy = G + 37,
.Tﬁl = %l’g + g—im + 41ii§i‘;i,

o (6.18)

/ . _tk
T, (= ahy ) = Lkl o 2r2) L2k—1
—|—(2]{Z _ 1) Top—21+T2k—1

T4 p+ad )
PV, . tk t2k—2 t2k—1
Tnl= To) = FPeen + o+ gt + g
Q) Tako1tTok

2 2
Ias,_ +as,

Zaktadamy takze, ze spetnione sa nastepujace warunki poczatkowe:
7, (0) = n? (6.19)

dlan=1,2,... .

Zauwazmy ze problem (6.18)—(6.19) jest szczegblnym przypadkiem problemu (6.14)—
(6.15). Aby uzasadni¢ to stwierdzenie pokazujemy, ze spelnione sa zatozenia Twier-
dzenia 6.5. Na poczatku zauwazmy, ze funkcje a,,, () wystepujace w nieskonczonym

ukladzie (6.18) majg postaé:
tni—l

dla n; = § 4+ 1,5 +2,...,n (jeSli n jest parzyste) lub n; = [§] +2,[5] +3,...,n

nn, () =

(jesli m jest nieparzyste). Oczywiscie funkcje any,(t) sa jednakowo ciagte na kazdym
przedziale postaci [0, T]. A zatem spelnione jest zalozenie (i).
Poniewaz n; = 5 +1 dla n parzystego lub n; = [§]+2 dla n nieparzystego widzimy,

ze zatozenie (ii’) jest spelnione. Aby sprawdzi¢ zatozenie (ii” ) zwr6émy uwage, ze mamy:

k n 2 n
;mnni(t”:;mnni(t” <1+t+5+---+a<6t
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dla t € [0,T]. Stad dostajemy, ze zatozenie (ii”) jest spetnione z A = e”.

Nastepnie, wezmy ciag temperujacy 8 = (3,) = (#) Wtedy ciag (zl) = (n?) jest
elementem przestrzeni ciggdéw temperowanych cg , zatem zalozenie (iii) jest spelnione.
Podobnie, nie jest trudno pokazaé, ze funkcje f,, gdzie:

Tn—1 + Tn
ey n—Q 5
1 + Th1 + Ty

fult,z) = fult,x,29,...)

n=2,3...) sg ciaggte na zbiorze I x . Co wiecej, dla kazdego ustalonego n mamy:
0

|Tn 1| + |24] <n

|fu(t, )| < nm <

A zatem, mozemy przyjac p, = n w zalozeniu (v). Oczywiscie, mamy ze 5,p, = -z — 0,

gdy n — oo. Czyli zatozenie (v) jest spetnione.

Stad, na podstawie Twierdzenia 6.5, problem (6.18)—(6.19) ma przynajmniej jedno
rozwigzanie z(t) = (x,(t)) nalezace do przestrzeni ciggéw temperowanych cj i zdefi-
niowane dla t € I = [0,Ty], gdzie T} spetia nieréwnos¢ TiA = Tielt

obliczy¢, ze T1 < 0.568... .

< 1. Mozemy

Uwaga 6.7. Zauwazmy, ze w Przykladzie 6.6 zamiast 8 = (3,) = (1/n*) mozemy

29 gdzie § jest dowolng dodatniag liczba.

1446
)

wziaé ciag temperujacy postaci 5, = 1/n
Podobnie, w Przyktadzie 6.4 mozemy wziaé ciag temperujacy postaci 5, = 1/n
gdzie § > 0 jest dowolng liczbg in=1,2... .

6.2.2 Semiliniowy, goérnie przekatniowy, nieskonczony uklad réwnan réz-

niczkowych

W tej czedci bedziemy rozwazali semiliniowy, gornie przekatniowy, nieskonczony

uktad réwnan rézniczkowych majacy postac:

kn
x; = Z annz<t)xnz + fn<t7 Ty, Tg, ) (620)
i=1

z warunkami poczgtkowymi:

z,(0) =2y, dla n=1,2 ... (6.21)

Zaktadamy, ze dla kazdej ustalonej liczny naturalnej n (n € N) ciag (nq, na, ..., g,
spetnia nieré6wnos¢ n < ny; < ng < --- < ny,,.
W przeciwienstwie do podrozdziatu wczesniejszego, nieskoniczony uktad réwnan roéz-
niczkowych (6.20) reprezentuje semiliniowy, gérnie przekatniowy uktad, poniewaz wszyst-

kie wyrazy czesci liniowej réwnania wystepujacego w (6.20) sa ulokowane ponad gtéwna
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przekatna macierzy (a,,,). Warto wspomnieé, ze we wczesniejszym podrozdziale roz-
wazaliSmy takze nieskonczony uktad (6.20) ale zaktadalidmy, ze 1 < ny < ng < -+- <
ng, < n. Oczywiscie w takim przypadku nieskonczony uktad (6.20) reprezentuje dolnie
przekatniowy uktad.

Podobnie, jak w poprzednim podrozdziale zaktadamy, ze istnieje naturalna liczba
K taka, ze k, < K dlan = 1,2,... . To oznacza, ze kazda ”czes¢ liniowa” uktadu
(6.20) sktada sie tylko ze skonczonej iloéci niezerowych liczb i ich ilosé nie przekra-
cza K. Nieskonczony uklad (6.20) speliajacy powyzszy warunek bedzie nazywany
nieskonczonym uktadem réwnan rézniczkowych z czescig lintiowq o statej szerokosci.

W dalszych rozwazaniach problemu (6.20)—(6.21), oprocz zatozenia dotyczacego

czedei liniowej o stalej szerokosci w (6.20) naktadamy dodatkowe zatozenia:

(1) Funkcje anpn, = ann,(t) sa jednakowo ciagle na przedziale I = [0, 7] dlan = 1,2, ...

oraz dlai=1,2,.... k,.

(ii) Funkcje any,(t) sa wspélnie ograniczone na przedziale I przez dodatnia stala
Atzn. |ap,, (1) < Adlat e Torazdlan=1,2,...;i=1,2,..., k,.

(i) Ciag (z) jest elementem przestrzeni cf.

(iv) Dla kazdego ustalonego naturalnego n funkcja f,(t, 1, s, ...) = fu(t, z) dziala ze

zbioru I x R* w R. Co wiecej, funkcja f, : I x cg — R jest ciggla na I x cg.

(v) Istnieje ciag (p,) o nieujemnych wyrazach, o tej wlasnosci ze B,p, — 0, gdy

n — oo 1 taki, ze | f,,(t, )| < pn dlate[,a:Ecgidlan:l,Q,....

vi) Istnieje dodatnia stala M taka, ze 22~ < M dla kazdego n = 1,2, ... .
B
23

n

Teraz mozemy zaprezentowaé nasz wynik egzystencjalny dotyczacy problemu (6.20)—
(6.21).

Twierdzenie 6.8. Zalézmy, ze (6.20) jest nieskoriczonym uktadem réwnan rézniczko-
wych z czescig liniowg o stalej szerokosci K, spelniajgcym zatoZenia (i)—(vi). Wiedy,
problem (6.20)—(6.21) ma co nagmniej jedno rozwigzanie x(t) = (z,(t)) = (x1(t), x2(t), ...)
w przestrzeni ciggowej cg na przedziale Iy = [0,T1], gdzie Ty < T 1 T < m.

Dowod. W celu uproszczenia dowodu, dla dowolnego n € N oznaczmy:

kn
gn(t,l’) - gn(ta X1, T, ) - Zann,(t)xnl + fn(thla T, )7
i=1
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gdzie t € ['ix = (x,) € ¢i. Wtedy, na podstawie przyjetych zalozeri, otrzymujemy:

ﬁn|gn(t7x17x27“ ‘ <ﬁnz‘annl me _'_ﬁn‘fn(t 1’1,1’2,---)‘

<B”AZ |xnz + ﬁnpn = ﬁnA [|xn1‘ + ‘xn2| +e |'rnknﬂ + ﬁnpn
B B ﬁn
ﬁnl xnl + /6112 xng _'_ ﬁn xn _'_ ﬁnpn
[Bm o+ Bl 4+ 2 |

B
B,

<SAM [ﬁn1|xm| + ﬁn2|xn2| +eet /Bnkn |xnkn|} + Bnpn
<AM K max {3, i=1,2,..k,} + Bupn
<AMK sup {Bj|z;| : = ni} + Bupn.

AL By 2, | + B lins| + -+ By, [y, ] + Bup

Tn,|

Nastepnie, zastepujac n przez j oraz j przez i, mozemy przedstawi¢ powyzsza nieroéw-

nos¢ w postaci:

ﬁj|gj(t,l'1,l‘2, )| < AKM sup {ﬁz|xz| ) > jl} + ﬁjpj- (622)

Nastepnie, zwr6émy uwage, ze z oszacowania (6.22) wynika nastepujaca nieréwnosé:
gt )|l = sup {Blg;(t, 21, 22, )+ j=1,2,...}

S AKMsup {sup {Bi|z;| : @ 2> ji}}+sup{Bp;: j=12,..}
J

< AKM||z|| + P, (6.23)

gdzie operator g = g(t, z) jest zdefiniowany na zbiorze I X cg w nastepujacy sposob:

g(t,x) = (gl(t7x)a gQ(tax)’ )

Co wiegcej, stata P jest zdefiniowana jako:

P=sup{fpn: n=12..}.

Oczywiscie, P < oo na podstawie zatozenia (v).
Nastepnie, pokazemy ze operator g jest ciggly i dziata ze zbioru I x cg w przestrzen

cg . W tym celu przedstawimy operator g w nastepujacy sposob:
g(t,z) = (Lz)(t) + f(t, ),
gdzie operatory L i f sg zdefiniowane nastepujaco:

(La)(t) = ((Laz)(1), (L2w)(D), ..,
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przy czym:
kn
= Zanni(t)xni
i=1
(n=1,2,...) oraz
f(t,l‘) = (fl(t7x)a fZ(tax)’ )
g

Na poczatku pokazemy, ze funkcja f jest ciagla na zbiorze I x cj.
W tym celu ustalmy liczbe ¢ > 0 i punkt x € cg , t € I. Wtedy, na podstawie

zalozenia (v) mozemy znalez¢ naturalng liczbe ng taka, ze

Bapn < g (6.24)

dla n > nyg.
Nastepnie, na podstawie zatozenia (iv) mozemy znalezé liczbe 0; (i = 1,2, ...,ng) taka,

7e dla kazdego y € ¢f takiego, ze ||z —y|| < 6; i dla s € I takiego, ze |t — s| < §; mamy:

€
|filt, z) = fi(s, y)| <
B
Wezmy 6 = min{d;, ds, ..., 0, }. Wtedy dla dowolnego y € i takiego, ze ||z — y|| < &
idla s € [ takiego, ze |t — s| < ¢, otrzymujemy:

|fit, x) = fi(s,y)] < (6.25)

ﬁl

Laczac (6.24) 1 (6.25), dla y € ¢ takiego, ze ||z — y|| < 6 i dla s € I takiego, ze

|t — s| <6, otrzymujemy:

1F () = (s, 9)]] =sup{Bul fult, ) = fuls,y)| 2 n=1,2,..}
=max{max{3,|f.(t,x) — fu(s,y)|: n=1,2,..,no},
SUp{ O fn (8, ) = fu(s,y)| = n > mo}}
< max{max{ul fult 2) — ful(s,) 1 =1,2, 00},
SUp{Gn[| fu(t; )| + | fu(s:9)| = > mo]}}

< max {ﬁn; Sup{Qﬁnpn Con> nO}}

< max {ﬁlﬁ sup{26,pn : n > no}} =

To pokazuje, ze operator f jest ciagty na zbiorze I x cg.

Teraz pokazemy, ze operator L jest ciagty na zbiorze I x cg . Podobnie jak poprzed-
nio, ustalmy dowolnie x € cg ,t € 11liczbe ¢ > 0. Wtedy, dla y € cg takiego, ze
||z —y|| <e,dlas e I takiego, ze |t — s| < € 1 dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej

n, na postawie zalozen otrzymujemy:
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kn
Bul(Lnz)(t) — (Lny)(8)| =5 Zanm )T, — z:annZ 8)Yn,
i=1
<ﬁn %anm (t)'rnz - zn: anni(s>xni
=1 =1

kn
60 | D nn, (8) 0, — Zannl $)Yn,
=1

kn

<Bn Z |anni(t) - annz( )||xm| + Bn Z |anm ||xm ym|
=1
kn kn

<ﬁnzw(|t — s|)|@n,| + ﬁnAZ |Tn; — Yn,]

i=1 i=1
kn kn
=1 =1

gdzie symbol w = w(e) oznacza modut ciaglosci funkcji ap,, (t) na przedziale I. Ta-

ki modut istnieje w $wietle zatozenia (i). Ponadto, majac na uwadze zalozenie (vi),

otrzymujemy:
kn
ﬁn|<Lnas><t>—<Lny><s>|<w<>zﬁﬁm|xm|+AZ L —
=1 ng

kn
<w(€)z Fn B0, +AZ

i=1 M Nky ﬁnkn

kn
€) Zﬁm|xm| + AMZﬁnz|xm — Yni|

/877/1 |:L‘n1 ynz |

SKMuw(e)||z]| + AM||z — yl| < KM||z||w(e) + AMe.
Na podstawie powyzszego oszacowania wnioskujemy, ze operator L jest ciagly na zbio-
rze I X cg . Laczac ten fakt z ciggtoscig operatora f ustalong wczesniej wnioskujemy,
ze operator g jest ciggly na zbiorze I x cg .

Nastepnie, wezmy dodatnig liczbe T7 taka, ze T} < T i AKMT; < 1. Oznaczmy
I, = [0, T1]. Majac na uwadze powyzsze ustalone fakty i Twierdzenie 4.3, wezmy liczbe

_ (P + AKM)T||xol|
1—AKMT,;

Rozwazmy kule B(zg,r) i wybierzmy dowolny, niepusty podzbiér X kuli B(zg,r). Wte-

dy, dla ustalonego elementu x € X i dla dowolnej liczby ¢ € I, na podstawie oszacowan

(6.22) i (6.23), dla dowolnie ustalonej naturalnej liczby n, otrzymujemy:
sup{f3;1g;(t, @1, 22, ..) : j > n}
<sup {AKM sup {Gilzi| : i >} j>np+sup{fp;: j>n}
SAKM sup{sup {f;|z;| : @ >mni}, sup{filwi|: i>(n+ 1)},
sup{Gilxi| : i > (n+2)1}, ...} +sup{Bp; - j > n}.
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W zwiazku z tym dochodzimy do nastepujacego oszacowania:
sup{sup{f;lg;(t, 21,22, )| - j > n}}
Te
<AKM sup{sup{sup{fGi|z;|: i>5n}: j=n}}
reX

+supifp; i j > n}.

Teraz, przechodzac z n — oo i majac to na uwadze to, ze j; — oo gdy j — 00, na

podstawie wzoru (3.26) wyrazajacego miare niezwartosci Hausdorffa w przestrzeni cg ,

otrzymujemy nastepujaca nieréwnosc:
x(g(t, X)) < AKMx(X).

Na koniec, zbierajac wszystkie powyzsze fakty, na podstawie Twierdzenia 4.3 konczymy
dowod. O

Aby zilustrowa¢ wynik zawarty w Twierdzeniu 6.8 rozwazmy nastepujacy przyktad.

Przyktad 6.9. Wezmy pod uwage nastepujacy nieskoniczony uktad réwnan rézniczko-

wych:
.Tllzl’l—i‘%rtl’g‘i‘li—lm%,
Ty =2+ 5T + 1T+ F,
xg:x3+3iﬂx4+ﬁiﬂx6+ﬁ—zg, (6.26)

z warunkami poczatkowymi:
z,(0)=2n+1 dla n=1,2,.... (6.27)

Zauwazmy, ze (6.26) jest semiliniowym, gérnie przekatniowym nieskonczonym ukla-
dem réwnan rézniczkowych z czedcia liniowa o statej szerokosci K = 3. Poza tym tatwo
zauwazy¢, ze ten uklad (6.26) jest szczegdlnym przypadkiem uktadu (6.20) jesli wez-
miemy a,,(t) =1 dlan e Nidlate I, =[0,T}], gdzie Ty < T jest liczba wybrang
zgodnie z Twierdzeniem 4.3. Co wiecej, apy, () = ﬁ dla i =21imny =n+ 1 podczas,
gdy dla i = 3 mamy, ze ng = 2n. Oczywiscie |an,,(t)| < 1 dlat € I in = 1,2, ..,
i =1,2,3. To implikuje, ze funkcje a,,, (t) spetniaja zatozenie (ii) Twierdzenia 6.8.

Z drugiej strony tatwo jest sprawdzié, ze funkcje a,,, (t) spelniaja warunek Lipschit-
za ze stalag 1 dlan =1,2,... oraz 1 = 1,2, 3. Stad widzimy, ze spelnione jest zalozenie

(1) naszego twierdzenia.
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W dalszej czesci rozwazan przyjmijmy ciag temperujacy (3, = # dlan=1,2,....
Oczywiscie mamy, ze 29 = (z2) = (2n+ 1) € ¢, gdzie § = (3,) = (#) Pokazuje to,
ze zalozenie (iii) jest spelnione w przestrzeni cg dla 3 ustalonego powyzej.

Co wiecej zauwazmy, ze z postaci uktadu (6.26) wynika, ze

nTy,
o 2
1+ a7

fult, z1, 20, ...)

dlan =1,2,.... Jasne jest, ze funkcja f, = f,.(t, z) jest ciagla na zbiorze I x cg. Oprocz
tego mamy:

1
| fult, 1, 22, ...)| < 3™ dla n=12, ...

Powyzej ustalone fakty pozwalaja nam twierdzi¢, ze funkcje f,, spetniaja zatozenia (iv)

i(v)zp,=3ndlan=1,2, .. .7 drugiej strony mamy, ze
o,
ﬁnkn ﬁQn

Widzimy wiec, ze zalozenie (vi) jest spetnione z M = 4.

Ostatecznie, na podstawie Twierdzenia 6.8 wnioskujemy, ze istnieje przynajmniej
jedno rozwiazanie z(t) = (x,(t)) problemu (6.26)—(6.27) zdefiniowane na pewnym prze-
dziale I} = [0,T}] takie, ze dla kazdego t € I, ciag (x,(t)) nalezy do przestrzeni ¢

z 3= (#) Oczywiscie, mozna wyliczy¢ ze Ty < min{7T,1/12}.

Ponizej podamy analogiczny wynik do sformutowanego wczeéniej w Twierdzeniu
6.5 dla nieskonczonego, semiliniowego, gérnie przekatniowego uktadu réwnan roznicz-
kowych.

Mianowicie, rozwazymy problem (6.20) — (6.21) dla nieskoniczonego, semiliniowego, gér-
nie przekatniowego uktadu réwnan roézniczkowych i zrezygnujemy z zatozenia, ze uktad
(6.20) ma cze$¢ liniowa o stalej szerokosci.

Doktadniej, zastapmy ten warunek i zalozenie (ii) nastepujacymi zatozeniami:

kn

(ii") Ciag (Z |a,mi(t)|> jest wspdlnie ograniczony na przedziale I; = [0, T}], gdzie Ty
i=1

jest wybrane zgodnie z Twierdzeniem 4.3. To oznacza, ze istnieje stata A > 0

taka, ze
kn
Z |anni(t)| <A
i=1
dla kazdego n =1,2,...idlat € I;.
(ii”) Funkcje anyn,(t) sa niemalejace na przedziale I; dlan =1,2,...,i = 1,2, ..., k,, oraz
kn
ciag (Z A, (t)) jest jednakowo ciggly na przedziale I;.
i=1
Teraz przedstawimy zapowiedziany wczesniej wynik.

o8



Twierdzenie 6.10. Zaldimy, Ze spelnione sqg warunki (i), (iii)—(vi) Twierdzenia 6.8
oraz (i), (ii”). Wtedy problem (6.20)—(6.21) dla nieskonczonego, semiliniowego, gornie
przekgtniowego uktadu réwnan réiniczkowych ma co nagmniej jedno rozwigzanie x(t) =

(2,,(t)) w przestrzeni ciggowej i okreslone na przedziale I, = [0, T1].

Dowédd. W ten sam sposob, jak w dowodzie Twierdzenia 6.8, dla ustalonego n € N

0zZnaczimy:

Za'nn, xn, + fn(t IL‘)

gdziet € 1 ix = (z,) € cg. Nastepnie, ktadziemy:
g(t’ "L‘) - (gl(t7 $), 92(t> l’), )7

(La)(t) = (L) (2), (Laz)(t), --.),
f(t,x) = ([t z), fo(t, z), ...).
Na podstawie przyjetych zatozen otrzymujemy:
kn
Bn|gn(t7 T, ZL‘2)| <ﬁn Z |a'nni (t)||xm| + ﬁn|fn(t7 X1, T2, )|

1=1

< ¥ Bl ()| + B (6.25)
i=1 Pk,
<MZ|ann Y max{Gn,|zn,|: 1 =1,2,.. k,} + Bupn
i=1
SMAsup{fjlz;| = j > n}+ Bupn.
Stad otrzymujemy:
lg(t, )| = sup{Bulgn(t, 45 )| - 1 €N} < AMlal| + P, (6:29)

gdzie oznaczamy P = sup{B,p, : n € N}. Oczywiscie P < oo. Oszacowanie (6.29)
pokazuje, ze operator g odwzorowuje zbior I; X cg w cg . Co wiegcej, oszacowanie to
pokrywa sie z oszacowaniem (4.2), ktére jest potrzebne do zastosowania Twierdzenia
4.3.

W dalszej czesci pokazemy, ze operator g jest ciagly na zbiorze I X cg . W tym
celu zauwazmy, ze dowod ciagtosci operatora f przebiega doktadnie tak samo, jak

w odpowiedniej czesci dowodu Twierdzenia 6.8. Dlatego wystarczy udowodnié¢ ciggtosé
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operatora L na zbiorze [; X cg . Aby przeprowadzi¢ ten dowdd, ustalmy dowolnie x € cg ,

t € I, oraz liczbe € > 0. Nastepnie wezmy dowolny element y € cg taki, ze ||z —y|| < e
i liczbe s € I taka, ze |t — s| < e. Bez utraty ogdélnosci mozemy zatozy¢, ze s < t.

Nastepnie dla dowolnej liczby naturalnej n mamy:

kn kn
Bal(Ln)(t) — (Lny)(s)| < B zanni(t)xni - Eanm(s)xm

kn
+Bn Z a'nni xn, Z a'nn, ynl
i=1

kn

<fBn Z[anni(t) — G, (8)] T,

i=1

+05, Z |G (8)||Tn; — Y|

kn

< Z[anm(t) - annz(s)]ﬁn|xnz|

i=1

+ Z |a'nnz |Bn|xn, yn1|

- Z[amxt) =t (5)) 5
+ Z |annz 5:; ﬁn, | n; yn,.l
e B
< Z[anm(t) - anm( )]ﬁ /877/1|x77/z|
=1 Nkp
4 Z (o (5 ﬁf:n Bl —

<M Z[anm (t) — apn, (8)] sup{Bn; | Tn;| : 1 =1,2, ..., k,}
i=1
kn

+MZ A, (8)] SUp{ B | Tny — Ynsl © 1 =1,2,.., kn}

=1
kn

<M2[anm(t) - a’nni(s)] Sup{ﬁj|xj| =12, }

i=1

+MZ |, (8)|sup{B;|z; —y;| - 7=1,2,...}

=1

kn kn
<M ||z|| Zann¢<t> - Zanm(5>
i=1

i=1

i
+M ||z = yl1 > lann, (5)]

i=1
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7 powyzszego oszacowania dochodzimy do:
(L)) — (Ly)(s)[| < M]|x|[w(e) + AMe,

kn
gdzie symbol @ = wW(e) oznacza modut cigglosci ciagu (Z A, (t)) na przedziale I.
i=1

Stad wyciagamy wniosek, ze operator L jest ciggly na zbiorze I; X cg . Bezposrednia
konsekwencja jest konkluzja, ze operator g jest ciagty na zbiorze I X cg .

Teraz, wybierzmy liczbe r w taki sam sposob jak w dowodzie Twierdzenia 6.8.
Ponadto, wezmy niepusty podzbiér X kuli B(xzg,r). Nastepnie argumentujac podobnie

jak w dowodzie Twierdzenia 6.8 i stosujac oszacowanie (6.28), otrzymujemy:

x(g(t, X)) < MAx(X),

gdzie x jest miara niezwarto$ci Hausdorffa w przestrzeni cg wyrazong wzorem (3.26).

Na koniec, stosujac Twierdzenie 4.3, konczymy dowdd. 0

Uwaga 6.11. Zauwazmy, ze dowod Twierdzenia 6.10 pozostanie niezmieniony, jesli
w zalozeniu (ii”) zamiast wymogu, ze funkcje a,,,(t) sa niemalejace na przedziale I

zazadamy, zeby funkcje a,,,(t) byly nierosnace na I.
Podany ponizej przyktad ilustruje wynik zawarty w Twierdzeniu 6.10.

Przyktad 6.12. Rozwazmy nieskoniczony, semiliniowy, gornie przekatniowy uktad row-

nan rézniczkowych:

) =1 + 2

1+:v%’

I T1+T2

/! t2 3 xr2+x3
T3 = 53+ 3104 + 1+z3+a3’

/! ﬁ ﬁ x3+T4
Ty = 3! T4 + 4! Ts + 41+x§+$i’

o tt t° jad T4txs5
T5 = G5+ 5% + g7 + 51+m§+x§7
............................................. (6.30)

/ o / o t2k:—2 t3k:—3
T, (= ay, ) = @2y L2k—1 +--+ BE—3)1 ¥3k—3

Tog—2+Tok—1
+(2k — 1) 22722kl
( )1+$§k72+$§k71 ’

v / o t2k71 t3k72

xn(_ ka) - (Qk_l)!x2k +e (3k_2)!x3k71
Tok—11+T2k
T2k e,
Ponadto przyjmiemy rowniez, ze spetnione sa nastepujace warunki poczatkowe:
2, (0) = n® (6.31)

dlan=1,2,...
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Zauwazmy, ze problem (6.30)—(6.31) jest szczegblnym przypadkiem problemu (6.20)—
(6.21) rozwazanego w Twierdzeniu 6.10. W istocie, nieskonczony uktad réwnan réz-
niczkowych (6.30) jest gérnie przekatniowy a funkcje a,,,(t) wystepujace w (6.30) sa

postaci:
tni—l

dla n; = n,n + 1, ,%n — 1 (jesli n jest parzyste) lub n; = n,n+1,...,3 {g} (jesli
n jest nieparzyste). Zauwazmy, ze funkcje an,,(t) sa jednakowo ciagle na przedziale
I, = [0,7}] poniewaz mamy:

n;—2
/ t ‘

nn; <t> = m < €T1

a
dlan=1,2..,i=1,2,...,k, it € I;. W efekcie spetnione jest zalozenie (i).
Ponadto, zauwazmy ze

2 tn

kn
;Ianm(t)l<1+t+i+~-~+m<et

dla t € I;. To oznacza, ze zalozenie (ii’) jest spetnione z A = .
Co wiecej, jest oczywiste, ze funkcje an,, (t) sa niemalejace na przedziale I;. Ponadto,

dla kazdego ustalonego n mamy:

2 tknfl

k
n t

o) =1+t 4+ — o
;a (1) AT +(k:n—1)!

To implikuje, ze
kn !
(Z A, (t)) el
i=1

kn
Stad mamy, ze funkcje Y. a,,,(t) spetniaja warunek Lipschitza ze stala L = e'. Na
i=1

kn
podstawie tego otrzymujemy, ze ciag | > Gnn, (t)) jest jednakowo ciagly na przedziale
i=1

I,. A zatem spelnione jest zalozenie (ii”).

W dalszej czesci wezmy ciag temperujacy postaci § = (5,) = (n—lg)) Wtedy ciag
poczatkowy (z8) = (n?) nalezy do przestrzeni cg i to stwierdzenie pokazuje, ze spelnione
jest zalozenie (iii).

Podobnie jak w podrozdziale wczesniejszym, nie jest trudno sprawdzi¢ ze funkcje:

Tn-1 + T,
n 2 2
1 + Tp—1 + 'rn

fult,x) = fult,x1, 29, ...) =

(n = 2,3,..) sa ciagle na zbiorze I; x ci. Dodatkowo, mamy ze |f,(t,z)| < n.
A zatem wnioskujemy, ze spelnione sa zalozenia (iv) i (v), gdzie p, = n, poniewaz

62



Biorac pod uwage to, ze ny, = %n — 1 dla n parzystych i ng, =3 [%} dla n niepa-

B _ (301 3_(§_1)3<§
ﬁnkn_ n “\2 n) T8

jesli n jest parzyste. Z drugiej strony, dla n nieparzystych, mamy:

b _ (?)H) (i)
B, n n 8

Widzimy wiec, ze spetnione jest zalozenie (vi) z M = 27/8.

rzystych, otrzymujemy:

Z powyzszego argumentowania i Twierdzenia 6.10 otrzymujemy, ze problem (6.30)—
(6.31) ma co najmniej jedno rozwigzanie x(t) = (,(t)) w przestrzeni ¢j okreslone na

odpowiednim przedziale I;.

6.3 Twierdzenie egzystencjalne dla zaburzonego uktadu prze-

katniowego w przestrzeni ciggéw temperowanych c’

W tym podrozdziale bedziemy zajmowali sie istnieniem rozwiazan nieskonczonego,
zaburzonego, przekatniowego uktadu réwnan roézniczkowych w przestrzeni ciggéw tem-
perowanych c”.

Rozwazmy zatem nieskoriczony, zaburzony przekatniowy uktad réwnan rézniczkowych
majacym postac:
xl, = an(t)xn + gn(t, 1,22, . .) (6.32)

z warunkami poczatkowymi:

2n(0) = 7, (6.33)

dlan=1,2,... it € I =[0,T]. Problem (6.32)—(6.33) bedzie rozwazany w przestrzeni
ciggowej ¢?, gdzie B = (3,) jest ciagiem temperujacym, tzn. ciag (5,) jest nierosnacy
i ma dodatnie wyrazy.

Nieskonczony uktad réwnan rézniczkowych (6.32)—(6.33) zawiera, jako szczegdlny
przypadek, uktady rozwazane w teorii zbioréw neuronowych (por. [16, str. 86-87] 1 [35]).
Wspomnijmy takze, ze uktad (6.32)—(6.33) byt badany w [10]. Wynik dotyczacy istnie-
nia rozwiazania problemu (6.32)—(6.33), ktory zaprezentujemy tutaj, uogdlnia zasad-
niczo wyniki uzyskane w wyzej cytowanych pracach, tj. w [10, 35] i w monografii [16].
W naszych rozwazaniach bedziemy wykorzystywali miare niezwartosci ,ug W przestrzeni
? zdefiniowana wzorem (3.27).

Problem (6.32)—(6.33) bedzie badany przy nastepujacych zalozeniach:
(i) =0 = (a}) € ¢
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(ii) Odwzorowanie g = (g1, ga, . .. ) dziata ze zbioru I x ¢® w ¢ i jest ciagle na I x c?;

(iii) Istnieje ciag (p,) taki, ze B,p, — 0 gdy n — oo oraz taki, ze

N

‘gn(t7x17x27"')‘ Pn

dlatel,z=(x,) €’ orazdlan=1,2,....

(iv) Funkcje a,(t) sa ciagte na I i ciag (a,(t)) jednostajnie zbiezny na I (do funkcji
a = a(t)).

Zauwazmy, ze na podstawie narzuconych zatozen ciag (a,(t)) jest wspdlnie ograni-

czony na I. Stad wynika, ze stata:
A=sup{a,(t):tel,n=12,...}

jest skoriczona.

Teraz mozemy sformutowaé nasz wynik.

Twierdzenie 6.13. Niech bedg spelnione zalozZenia (i)—(iv). Jesli AT < 1, to wtedy
problem (6.32)—(6.33) ma rozwigzanie x(t) = (x,(t)) na przedziale I takie, ze x(t) € c°
dla kazdego t € I.

Dowéd. Na poczatku, dlat € iz = (x,) € ¢® oznaczmy:

fn(tax) = QN(t)xn + gn(ta :E),
f(t,l’) = (fl(t,l’),f2<t,l’), : ")7

gdzie n jest dowolnie ustalona, naturalng liczba. Nastepnie, ustalmy dowolnie naturalne

liczby m,n. Nie tracac ogélnosci mozemy zalozyé¢, ze m < n. Wtedy mamy:

|Bnfalt, ®) = B fin (L, )]
< |Bnan(t)zn = Bntm () Tm| 4 |Bngn(t, ) = Bmgm (t, )]
< |Bnan(t)zn — Bnan()Zm| + | Brnan (t)Lm — Bonn (8)2m)| (6.34)
+ Balgn(t, )| + B lgm (t, )]
< an ()| Bnzn = Bmm| + Bl xmlan(t) = am ()| + Bnpn + Brpm.
Na podstawie natozonych zatozen wnioskujemy, ze (Grxy) jest ciagiem Cauchy’ego. To
samo stwierdzenie jest rowniez prawdziwe dla ciggu funkcyjnego (ax(t)).
Co wiecej mamy, ze B,p, — 0 gdy n — oo. Biorgc pod uwage wyzej ustalone
fakty, z oszacowania (6.34) wnioskujemy, ze (3, f.(t, z)) jest ciagiem Cauchy’ego. Z tego
wynika, ze (f,(t,z)) € 7.
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Nastepnie zauwazmy, ze dla dowolnego n € N, ¢ € I i dla ustalonego z € ¢”, mamy:

B fn(t, )] < [Buan(D)n] + [Bngn(t, )]

(6.35)
< an(t)|Balzn| + Bupn < Allz|l + P,
gdzie P = sup{B,p, :n=1,2...} i symbol | - || oznacza norme¢ w przestrzeni ¢® (por.
podrozdzial 3.3.). Oczywiscie P < co. Na podstawie oszacowania (6.35) mamy:
1f(t 2) ]| < Allz]] + P. (6.36)

Teraz, rozwazmy odwzorowanie f(t,z) na zbiorze I X B(xo,r), gdzie r jest wziete
zgodnie z Twierdzeniem 4.3, tzn.
(A + P)To]

1—-AT

W celu udowodnienia ciagtosci odwzorowania f(¢,x) ustalmy dowolne t € I i z €

B(xg, ). Nastepnie, wybierzmy dowolne s € [ iy € B(xg,r). Wtedy, na podstawie

przyjetych zatozen, mamy:

1f(t,2) — f(s,y)] = sup {|ﬁnfn(t,x) —Bufu(s,y) n=1,2,. .. }
< sup {ﬁn|an(t)xn —an(S)yn| :n=1,2,.. }
+ sup {ﬁn|gn(t,az) —gn(s,y)|:n=1,2,.. }

()T — n(8)n] + |an(5)2n — an(s)yn@ ‘n=12 .. }

<suw {7,
50 {Blgnt, ) = gals,p) 0 =12, |
< sup {ﬁn|xn||an(t) —an(s)|in=1,2,... }
1 sup {|an(s)|ﬁn\xn —ylin=1,2,... }
tsup {Bulgnt,2) = gals. ) sn =12, |
< (ol + ) sup {lan(t) = an(s) = 1,2, }

+ Al =yl +llg(t,2) — g(s, ).

Stad, biorac pod uwage fakt, ze funkcje ciagu (a,(t)) sa jednakowo ciagle na przedziale I
i odwzorowanie g jest ciagle w punkcie (¢, ) wnioskujemy, ze odwzorowanie f jest ciagte
w (t,z). Na podstawie dowolnodci ¢ i x mamy, ze f jest ciagta na zbiorze I x B(xg,r).

Teraz, wezmy niepusty podzbiér X kuli B(zg,r). Ustalmy t € [ i x = (z,,) € X.
Wtedy, na podstawie (6.34), dla dowolnie ustalonych liczb naturalnych m, n otrzymu-

jemy:

|ann(t>x) - ﬁmfm(tax”
< anOBntn = B + [12]||an(t) = am(t)] + Bupn + Bmpm.
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Stad, biorac pod uwage zalozenia, otrzymujemy oszacowanie:

1y (f(t, X)) < alt)pz (X), (6.37)

gdzie (jak wspomnieliSmy juz wczesniej) ,ug jest miarg niezwartoéci w przestrzeni c”
zdefiniowang przez wzoér (3.27). Ostatecznie, taczac oszacowania (6.36) i (6.37), na
podstawie Twierdzenia 4.3 wnioskujemy, ze problem (6.32)—(6.33) ma przynajmniej

jedno rozwiazanie w przestrzeni ¢”. Dowdd jest zakonczony. O
Teraz przedstawimy przyktad ilustrujacy nasze rozwazania.

Przyktad 6.14. Rozwazmy nieskonczony, zaburzony przekatniowy uktad rownan réz-
niczkowych:

t
x; = (n sin —)xn + arc tg(xn + $n+1) (6-38)
n

z warunkami poczatkowymi:

2,(0)=n+1 (6.39)

dlan=12...idlat € I =10,T], gdzie T jest ustalona dodatnia liczba taka, ze
T < 5. Wartos¢ T' zostanie pdzniej oszacowana precyzyjnie.

Zauwazmy, ze problem (6.38)—(6.39) jest szczegdlnym przypadkiem problemu (6.32)
- (6.33) jesli potozymy an(t) = nsint, gn(t,z1,22,...) = arctg(z, + Tpp1) 1 jesli
przyjmiemy ciag temperujacy 3 = (8,) = (£).

Pokazemy, ze spetnione sa zalozenia Twierdzenia 6.13. W tym celu zauwazmy, ze
ciag funkcyjny (a,(t)) sktada sie z funkcji ciaglych na przedziale I i jest jednostajnie
zbiezny na I do funkcji a(t) =t¢, t € I. A zatem ciag (a,(t)) spelnia zatozenie (iv).

Nastepnie, mamy:

gat, 21,22, ... )] = |aretg(a, + @) < 5
dla n = 1,2... . Stad, przyjmujac p, = § widzimy, Ze zalozenie (iii) jest spetione.
Podobnie dowodzimy, ze jest spetnione zatozenie (i).
Aby sprawdzi¢ zatozenie (ii) ustalmy dowolne x,y € ¢, x = (z1), y = (yx). Wtedy,

dla dowolnego n € N otrzymujemy:

ﬁn|gn(t7x17x27 e ) - gn(tuyhy?a s )|

1
= g‘ arc tg('rn =+ anrl) —arc tg<yn + ynJrl)‘

1 1 1
< ;|$n + Tpt1 — Yn — Ynt1| < ;|$n — Yn| + ;|$n+1 — Ynt1 (6.40)
< n + 1( 1 | | n 1 ‘ |)
Tn — Yn ——|Tn - Yn
S ntl Y nt 1 +1 — Yn+1
1 1
< 2<E|xn - yn| + n—H|xn+1 - yn+1|)'
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Nastepnie, na podstawie (6.40), dla dowolnie ustalonych t,s € I i 2,y € ¢?, otrzymu-

jemy:
1
lo(t.2) = g(s. )]l = sup {19 () = guls )] s = 1.2, }

< su {2(l|x— |+L|x —Ynia]) 1 =1,2 }
<sup  2( - fon = gal + g lon = ] ) i =12

1
<25up{—\:cn—yn\ :n:1,2...}+2sup{ |Tn11 — Y :n:1,2...}
n

< Az =y,

n+1

gdzie symbol || - [[oznacza norme w przestrzeni ¢®. W ten sposob pokazalismy, ze od-
wzorowanie g jest ciagte na zbiorze I x ¢ (a nawet spetnia warunek Lipschitza). To
oznacza, ze odwzorowanie g spehia zatozenia (ii).

Ostatecznie, stosujac standardowe metody analizy matematycznej, otrzymujemy:
A=sup{la.(t) : t€[0,T),n=1,2,...}

t
:sup{nsing :t€[0,T],n= 1,2,...} <

ol

Stad, jesli wezmiemy T < %, to stosujac Twierdzenie 6.13 wnioskujemy, ze problem

(6.38)—(6.39) ma przynajmniej jedno rozwigzanie x(t) = (x,(t)) takie, ze (z,(t)) € ¢?
dla kazdego t € [0,T].

6.4 Twierdzenia egzystencjalne dla nieskonczonego uktadéw
réwnan roézniczkowych w przestrzeni ciggéw temperowa-

nych 12

Teraz bedziemy prowadzili rozwazania w przestrzeni [2. opisanej szczegdtowo w pod-
rozdziale 3.3. Zakladamy, ze ciag temperujacy [ = (,) sklada sie tylko z dodatnich
wyrazow 1 jest nierosnacy. Bedziemy korzystali z miary niezwartosci ,ug zdefiniowa-
nej na rodzinie smlgo wzorem (3.30). Dla uproszczenia oznaczen, oznaczymy ja tutaj
symbolem p. Przypomnijmy, ze dla X € ?I)Tlgo mamy:

p(X) = lim sup diam X7,

n—oo
gdzie XP = {B,x, : v = (v;) € X}. Réwnowaznie, wzér ten moze by¢ zapisany

w bardziej wygodny sposob:

1(X) = lim sup diam 3, X, (6.41)

gdzie X,, = {z, : * = (z;) € X}. Wlasnosci miary p szczegbtowo opisaliémy w podroz-
dziale 3.3
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A zatem, rozwazmy zaburzony semiliniowy dolnie przekatniowy nieskonczony uktad
rownan rozniczkowych:

n

T = Y anj (1) + gult, 21,22, ) (6.42)

Jj=kn
z warunkami poczatkowymi:

2,(0) = (6.43)

dlan=1,2...idlateI=10,T].
W tym podrozdziale przyjmiemy, ze ciag (k,) pojawiajacy sie w (6.42) jest taki, ze
1<k, <ndlan=1,2,... 1k, — o0 gdy n — o0.

Warto tutaj wspomnie¢, ze nieskoriczony uktad réwnan rézniczkowych postaci (6.42)
do tej pory byt badany bardzo rzadko. (por. [7, 13]).

Dla naszych przysztych rozwazan oznaczmy przez f = f(t,z) odwzorowanie zdefi-

niowane na zbiorze I x I9, w nastepujacy sposob:

f(t,l’) = (fl(t7x>7f2(t7x>7 : ")7

gdzie:
fn(t,l’) - fn(twrla Loy .. ) - Z a,n](t),l’] + gn(ta T1,T2y ... )
Jj=kn
dlan=1,2,... . Co wiecej, zdefiniujmy odwzorowanie g(¢, z) na zbiorze I x I, w na-

stepujacy sposob :
g(t,l’) = (gl(ta x))QQ(ta IL’), s )
Teraz sformujemy zatozenia, pod ktérymi bedzie badany problem (6.42)—(6.43).

(1) o = (z) € I%;

(ii) Odwzorowanie g dziata ze zbioru I x [ w 15 oraz jest jednostajnie ciagle na
Ix15;

(iii) Istnieje ciag (p,) o tej wlasnosci, ze B,p, — 0 gdy n — oo 1 taki, ze

N

‘gn(t7x17x27"')‘ Pn

dlatel,x=(z,) €l orazn=1,2...;

(iv) Funkcje anj : I — R (j = ky, k, +1,...,n, n =1,2...) sa ciggte i niemalejace
na I. Co wiecej, zaktadamy ze ciag funkcyjny (A,(t)) jest jednakowo ciagly na

przedziale I i ciag (A,(t)) jest wspdlnie ograniczony na I, gdzie

n

A0 =3 ay®), A =3 lan(®)

Jj=kn J=kn
dlan=1,2,....
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Pamietajac o zatozeniu (iv), dla naszych przysztych celéw, definiujemy stata:
A=sup{A,(t):tel,n=1,2,...}.

Na podstawie zatozenia (iv) otrzymujemy, ze A < occ.

Teraz mozemy sformutowaé nastepujacy rezultat dotyczacy problemu (6.42)—(6.43).

Twierdzenie 6.15. Zaldzmy, Ze spelnione sq zalozenia (1)—(iv) i AT < 1. Wtedy
problem (6.42)—(6.43) ma przynajmniej jedno rozwigzanie x(t) = (zx(t)) na przedziale
I =1[0,T) takie, ze x(t) €12 dlat € I.

Dowdd. Wezmy dowolny element x = (x;) € 12 . Nastepnie ustalmy ¢t € I i n € N.
Wtedy, na podstawie narzuconych zatozen, otrzymujemy:

n

[Bofut, )| < B D lan;(B)|2;] + Bulgn(t, )|

Jj=kn

< Y ani(0)165125] 4 Bupn
J=hn (6.44)

< Z lan; (t)| max{0;|z;| : j = kn, kn +1,...,n} + Bupn
J=kn
< An(t)sup{Byla;] - 5 = 1,2, 3 + Bupn < All]| + P,

gdzie || - || oznacza norme w przestrzeni (2 i P = sup{B,p, : n = 1,2...}. Oczywidcie
P < oo na podstawie zatozenia (iii). Stad wnioskujemy, ze f odwzorowuje zbiér I x 12,
w 2.

Nastepnie rozwazmy odwzorowanie f(t,z) na zbiorze I x B(xzg,r), gdzie r jest

(A+P)T|zo]|
1—AT

ze f jest jednostajnie ciagta na I x B(xzg,r). Na podstawie zalozenia (ii) wystarczy

wybrane zgodnie z Twierdzeniem 4.3, tzn. r = . Na poczatku pokazemy,

pokazac, ze operator liniowy L zdefiniowany rownoscia:

(La)(t) = ((Laz)(1), (Low)(D), - ..),

gdzie

n

(Loz)(t) = D an(t)z;

J=kn
dlan =1,2,..., jest ciagty na zbiorze I x [2. W tym celu ustalmy dowolne x,y € 2,
t,s € I in € N. Nie tracac ogélnoéci mozemy przyjac, ze s < t. Wtedy, pamigtajac

o przyjetych zatozeniach, dostajemy:
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n n

Bl (L) (t) = (Lay) (5)| = Ba| D anj(B)7; — 3 anj(s)y;

Jj=kn J=kn
< ﬁn Z anj(t)xj - Z anj(t)yj _'_ﬁn Z anj<t>yj - Z anj(s>yj
J=kn J=kn J=kn J=kn
< Bu Do Nang )z =yl + B D lans(t) = any(s)]ly;]
j=kn J=kn
<Y a8l =yl + 3 (ans(8) = ans(s)) Bl
J=kn J=kn

< n(t)Sup{5j|$j—yj| D)= 1,2,...}

£ 3 (ang(8) — ang(9) sl Byl 7= 1,20}

Jj=kn
<Az =yl + (2 an(® = X an(s))
J=kn Jj=kn

< Allz =yl + (An(t) — Au(s)) ]l
Stad otrzymujemy oszacowanie:
I(Za) () = (Ly) ()| < Alle — yll + sup { A,(t) = Au(s) :n=1,2... Yyl

Z tego oszacowania i z zatozenia (iv) wnioskujemy, ze operator L jest ciagly na zbiorze
I x 1?.. Oczywiscie L jest operatorem liniowym, zatem jest jednostajnie ciggly.
Nastepnie, wezmy niepusty podzbiér X kuli B(zg,r). Ustalmy dowolnie z,y € X

it € I. Wtedy, rozumujac podobnie jak wczes$niej, dla ustalonego n naturalnego, otrzy-

mujemny:
Bulfults2) = Fult )| < fi z ang (£)2; — Z ans (35] + Bulgn(t, 2) — gult, )
< Bn gk: anj (1) (25— Y5)| + Bulgn(t, )| + Balgn(t, y)]
< z ang(®)lla; = y3)| + 2B,
< j:ik |ani ()| Bjlz5 — yj)| + 2B0pn

< An(t)sup {Bjla; = yjl : 5 = kno b + 1, } + 28,00
(t) sup {ﬁj diam X, : j =k, b, +1,. .. } + 28,Dn.

Stad otrzymujemy oszacowanie:
diam 3, f,,(t, X) < A, (t) sup {Bj diam X, : j > kn} + 28,Dn.
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Z powyzszego oszacowania, na podstawie zatozen (iii) i (iv) mamy:

p(f(t, X)) < Ap(X), (6.45)

gdzie p jest miara niezwartosci, zdefiniowana przez (6.41). Ostatecznie, taczac (6.44)

i (6.45), na podstawie Twierdzenia 4.3, konczymy dowdd. O
Uwaga 6.16. Zauwazmy, ze zamiast zalozenia, ze funkcje a,; (j = kp, by, +1,...,n;
n =1,2,...) sa niemalejace na I narzuconego w (iv) mozemy zaltozy¢, ze te funkcje sa

nierosnace na I.
Teraz zaprezentujemy przyktad pokazujacy zastosowanie Twierdzenia 6.15.

Przyktad 6.17. Rozwazmy zaburzony semiliniowy dolnie przekatniowy nieskonczony
uktad rownan rézniczkowych:

gj; = Z thr].ﬁU] + Sin(l’n —+ | + xn+2) (646>
J=kn

z warunkami poczgtkowymi:

x,(0) = n, (6.47)
dlan=12...idlat € I =[0,T], gdzie T < 1. Co wiecej, zatézmy ze (k,) jest
niemalejacym ciagiem liczb naturalnych takim, ze 1 < k, <n ik, — oo gdy n — oo.

Zauwazmy, ze problem (6.46)—(6.47) jest szczegblnym przypadkiem problemu (6.42)—
(6.43), gdzie a,;(t) = t"* dla j = kp,kn+1,...,nidlan =1,2,... . Oprocz tego,

funkcja g, jest postaci:

gn(t, 1,29, ...) =sin(z, + Tpi1 + Tpi2)

dlan =1,2,... . Nieskonczony uktad (6.46) z warunkiem poczatkowym (6.47) spelnia
zalozenia Twierdzenia 6.15, jesli wezmiemy ciag temperujacy (3,) postaci 8, = + dla
n=1,2,... . Rzeczywiscie, mamy ze (x3) = (n) € [2 . To oznacza, ze zalozenie (i) jest
spelnione.

Teraz, wezmy dowolny element z = (x3) € [2 i liczbe t € I. Wtedy, dla ustalonej

liczby naturalnej n» mamy:

1, .
ﬁn‘gn(ta L1, T2, ... )‘ = g| Sln(xn + Tp+1 + xn+2)|

1
< (Il + fonsa] + |xn+2|)
P2l + sl sl
= 'I’L n xn
n 7’L+2 +1 n+2 +2
1
<3(Sfol + — = |n+1|+ —— [zl ) < 3lall

71



gdzie symbol || - || oznacza norme w przestrzeni I2.. Stad otrzymujemy:
lg(t, )| < 3|,

co pokazuje, ze g dziala ze zbioru I x 12 w (2.
Nastepnie, ustalmy dowolne n € N, z = (z1,22,...) € I,y = (y1,v0,...) € 15
it,s € I. Wtedy otrzymujemy:

ﬁn‘gn(tu T1,Tg, .. ) - gn<37 Y, Y2, - - - )‘
1 . .
= g| SIN(Tp + Tny1 + Toyz) — SIN(Yn + Yng1 + Yni2)]
1
< E(‘xn - yn‘ =+ ‘anrl - yn+1| + |xn+2 - yn+2|)
n+2 ( 1
n n—+2

1 1
|Tn — Yn| + n—+2\5€n+1 — Yng1| + n—+2|~’5n+2 - yn+2\)

VAN

1 1 1
3| = n~— Yn 1|4 - Yn n - 9Yn
(lan = 90l + = honses = st + — 5 ls2 = Yusal

<3z —yll.
Stad mamy oszacowanie:

lg(t,z) — g(s,y)|| <3|z —yll,

co pokazuje, ze odwzorowanie g jest jednostajnie ciggle na zbiorze I x I2. A zatem
odwzorowanie ¢ spetnia zalozenie (ii) Twierdzenia 6.15.

Dalej, dostajemy:
|gn(t, X1, 20, ... )| = | sin(x,, + Tpy1 + Tnao)| < 1,

co pokazuje, ze spelnione jest zalozenie (iii) z p, = 1 dlan =1,2... . Aby pokazaé,

ze spetnione jest zalozenie (iv) zauwazmy, ze

B 1 — tnfkn+1
An(t) = A, (t) =t
1-—1t
dlatelI=10,T]idlan=1,2,... . Uzywajac standardowych metod analizy, mozna

pokazaé, ze ciag (A,(t)) jest jednakowo ciagty na I. Co wiecej, mamy:

dla kazdego t € I. Podsumowujac, widzimy, ze spelnione sg zatozenia T'wierdzenia 6.15.

Dlatego nieskoniczony uktad (6.46) z warunkiem poczatkowym (6.47) ma przynajmnie;

. . . . /3
jedno rozwiazanie w przestrzeni [7_.
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