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Le probléme de coefficients dans une clesse
de fonctions localement univalents

Problem wspolczynnikéw w klasie funkdji lokalnie jednolistnych

Abstract. The authors define by means of formula (1) the dass U3, a 2 1, of functions
holomorphic in the unit disk and find a sharp estimate of the third coefbicient for this dass.

Introduction. Sait I3, a 2 1, 'ensemble de fonctions u(t) & valeurs complexes
et A variation bornée, satisfaisant aux conditions

i k1
/dp(t):O L /ldp(l)|$a- I.
0 0

Désignons par [3(n), n 2 2, le sous—ensemble de I3, contenant les fonctions

constantes par morceaux dont le nombre de paints de discontinuité dans 'intervalle
{0.2x) ne dépasse pas n.

=) [+
Sait la fonction #(z) = 2+ J_ en3" une fonction convexe et w(z) = ¥ byz™ ane

n=2 n=0
fonction analytique et bornée dans le disque unité, jw(s)| < 1.

Nous désignerons par U; 1'ensemble de fonctions

f(z):z-i-za,,x" .

ne=J

qui sont analytiques et localement univalentes dans le disque unité et dont les dérivées
sont données A l'nide de la formule

s " on
n S'()=4d(3) exp{-—2f log :—:-ﬁ djl(l)} =14 Z Anz", p€el;.
o

— w(0)e* [



10 Q.M. Dimkov, V.V.Starkov

On woit facilement que la classe U3 contient la classe de fonctions presque convexes

[s]).
Dans ce qui suit le symbole {g}a désignera le coefficient précédant z? dans le
developpement en série de la fonction analvtiaue g(z).

Ré&sultats préliminaires. Nous utiliserons certains résultats, obtenus par le
deuxiéme auteur [3].
Sait X Vespace vectoriel des fonctions f(z), analytiques dans le disque unité. A
l'aide de la norme ||f|| = l1n|n::4:|f(z)|, r € (0,1), X devient un espace normé. Sait F
|=r

une fonctionelle, déterminée dans 'espace ¥. Supposons que F est différetiable dans
le sens de Frechet et L, est sa différetielle frechetienne au paint ¢.
Examinons les classe suivantes :

k14
Co={p:ple)= T o(n0)dn0), wEL},
Galw) = {p:0le) = stet)dul), mEL(m)},

ol la fonction fixée g(z,t) egt analytique par rapport de z dans le disque unité et
2x-périodique et continiment dérivable par rapport de ¢.
Supposons que la fonction

pn(a) = [ o(s,0)dun)

eat extrénale pour le probléme

! 15,
2 ,g‘é"?,,“""”’” a2

En s’appuyant sur le théoréme de Helly, de la smbe {p,.} on peut extraire une sous—
suite, uniformément convergente, dont la limite ¢/® € G. En outre la limite (% (z)
sera parmi les fonctions extrémales pour le probléme

(8) Jmax Re {Fly]} .
Désignons par ¢; les paints de discontinuité de la fonction py(t), t; €0,2x). I
exiate {3] ([2]) un nombre complexe p,, tel que les nombres t, satisfont au systéme

4 { Lo [9(5,5)] = Pal’ = |Ep.lolz,t6)] = pal”  + POUT touS les 5,k
(|Lp.lol=t5)] - Pnl): =0 » pour tous les ;.

Remarquons que la condition ] dp(t) = 0 signifie que la fonction p(t) est 2x—
périodique. Alors 6i Im {w(0)e*7) = 0,

o - it 4 = w(3)e - M=)
/ b’:-:g;:" d“(')=/ ‘°5:-::o;:-':.:~'n-:1 dpt) = / log u':;;ﬂ" (7)
0 0 °
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ol wy(z) = e Tw(z) et fa(r) = p(t + r) ; évidemment i € I,. Autrement dit, sans
restreindre la généralité, nous pouvons admettre que le nombre by = w(0) est réel.

Résultat principal. Dans [2] nous avons démontré que

[GU' ll,l =a.

Théoréme. Sost M(~p) le marimum absolu de I’expression
M(v) = (@ — 1) sin® vy + sinyeosy + 2sin y
dans l'intervalle [0, 5-] . Alors

?é?}x las| =1+ *(0 - 1)M(7) .

Le mazimum est réalise par la fonction
[ 1 [ 1wt ]ile-D
’°(”=f (1-¢? [1—e°"'°‘] g
0

Démonstration. Pour plus de commodité nous estimerons |A3| au lieu de |asg|.
Soient les fonctions #(z), w(z) et A(z) analytiques dans le disque unité, On a

{o'(z) - expp(z) + A(2)}, = {#'(z) -expp(s) }, + {(3) - o' (2) exp () } + o([IA]]) .

Si l'on fixe #(z), la fonctionelle Flp] = {o'(z) - exp p(z)}2 est dérivable dans le sens
de Frechet et sa différentielle au point y'est égale Ly |h(z)] = {#'(z) exp p(s) - A(s)}a.

Alors si I'on fixe les fonctions #(z) et p(z), le probléme d'estimer |A3| devient un
cas particulier du probléme (3) avec la fonctionelle d—dessus et la fonction

—w(z)et L=e(by+byz+---
:ol "2 B 210 (l _‘oeil ) s
blel‘ _516“
T=byet 1=bpot” *\1
= 2b, €z + 2b5€27 + b1€%:? 4+ O(£?) ,

'(‘!‘) = _21

=—2|— b|¢

“) 2 + 0 )]

ol le nombre £ = l-e_boc" représente un point de la circonférence i représentation

v 1 Y S,
paramétrique " € [0, 2x]|. L'¢gulité
= 04

AR X o
(5) "1—5.,:“" 1-b3
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détermine une correspondance biunivoque ¢ = ¢(n) d'un segment de longueur 2x dans
un segment de la méme longueur. Désignant g(z,¢(n)) = ¢(z,n) nous pouvons écrire

ir az 2%
o) = [ o) dn0) = [ atem)dnteta) = [ glesm)dvn).
] 0 0

Conasidérons le probléme (2) avec la fonctionelle F' ci—dessus et la fonction g(z, ).
Sait pn(2) l1a fonction extrémale dans (2) et désignons

f:&(‘) = .'(3) CXPPn(l) =0l + As’:’z + A;n,gz + e
Alors

LP.[’(’;')] = {!:.(8) . q(z,q)}’ —
={(1+ A4 A ) (26,62 + (2026 + 036227 + )}y =
=876 + 26,6 + 2,417 € = Py (")

od Py(e'?) eat un palynéme de deuxiéme degré par rapport de la variable ',

A l'aide de la fonction ¢t = ¢(y) aux paints de discontinuité de la fonction g, (t)
correspondent des points différentes qui satisfont an systéme (4), diment transformé.
Nous pouvons écrire la dewxdiéme équation de (4) dans la forme

[(Bate) = pa) (Prtem) =pa) || =0

C'est une équation algébrique de quatriéme degré par rapport de ¢'”. Alors le nombre
des paints n; ne dépasse pas quatre. En s’appuyant sur le théoréme de Rolle de la
premidre équation de (4) on déduit que le nombre des points g; ne dépasse pas deux.
Silon suppose que se nombre est mains que deux, an en déduit que u,(t) = 0. Mais
ocette fonction n'est pas extrémale.

Par conséquent le probléme (3) posséde une fonction extrémale dont la mesure
correspondante dans (1) apparient & la classe I5(2). Alors pour estimer |A,| nous
bornerons aux fonctions f € U3 avec u € I5(2).

Scit &(s) = @13 + ass? + --- une fonction analytique et bornée dans le disque
unité, |(z)| < 1. La fonction w(z) peut etre mise sous la forme

bo +w(z)

v = e k)

Considérons les fonctions

w(z) = exp{—zf{ lo‘}l——-a%‘”(‘)} =1+ Z d.z"
nei

W(x) =m{—2‘{’los 1- f'{:n-‘i“:l!'l +503) dﬂ(‘)} =1+ Z D" .
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Evidemment

0(s) =W (G(2)) = 1+ Dy&(s) + D3 (s) + -+~ =
=l+Dl(“l3+a’z’+---)+D,(a=,’+.._)+_“ ’

d'od on obtient a; = ayD;, a3 = a} D3 + a3 D; et alors

Ay = {(14+2e32 4+ 3eas? +---)(1 + dyz + da5® +---)}, =
= afD; 4+ a3Dy 4 2¢30n Dy + 8¢5 .
D’aprés la généralisation du lemme de Schwartz [1] |ay| £ 1, || € 1—|ay|2. D'zutre

part pour les coefficients de la fonction convexe s(z) on & |e,| € 1, n 2 2 et, s8i I'on
choisit @(s) = ¢ et o(2) = 75, on obtient

(8) |As| < 3les| + 2ea|: |aa| - |Dy| + laa| - |Di| + |en|* - | D3| S 3+ |Da| +2|Dy | .

Alors il ne nous reste que maximiser la part droite de (6) dans la classe G, (2). Saitt,
et U3 les paints de discontinuité d'une fonction pu € I3 (2) quelconque. De la condition

’j'dp(l) = 0 il suit du(t;) = —dp(t3) = ». En outre }'ldp(t)| € a -~ 1 entraine
0 0
|«] S %51. A V'aide de (5) nous obtenons

W)= exp{—2.7log ll:-i:: dv(q)} = (:—E—E;;:—:)“ :
0

Maintenant il est fadllement calculé que

= —ﬁcsﬂ.‘F’l sin —“—;—'—'

.D;=¢" § (-ﬁuﬁnq—’—gﬂ-}-cu!’;—“)Dl.

Alors (6) devient

| 44| $3+4|llin!’;—m|(2+ I—Ziusin" ;'l -i-cos'n;m D -

Puisque les €émentsa de I3 (2) sont des fonctions 2g—périodiques, nous pouvons choisir
une fonction #(5), telle que
0<pa-m <.

Dans ce cas I'estimation pour |4;| atteindra son maximum pour « = 251¢. Désignant
2134 = 4 nous obtenons I'assertion du Théoréme. La fonction fo(z) correspond aux
valeurs n; = —7 et g3 = Yo. _

Pour compléter les études sur le coefficient a3 nous aurons besoin du lemme
suivant



14 G.M.Dimkov, V.V.Starkov

Lemme. Siy€ (U, 5]

He+D+Ve+1)+1) S M(y) = a+1)P+1.

Démonstration. D&ignons my(v) = (a + 1)sin? ¥y + sinycosy et
ma(y) = (@ + 1)®ny + cosy. L'é&quation

m}(7) = (o + 1)sin 27+ cos 2y =0

possdde et une seule racine située dans l'intervalle [0, §]. Cette racne correspond au
maximum absalu de la fonction m; (¥). Apres quelques calculations on obtient

mi(7) < d(e+ )+ Vie+ )T +1], ve(0,§].
De la meme fagon, & l'aide de 1'équation
my(1) = (@ + 1) cony — sing =0,

on obtient

m(n) S Vle+1P+1, v€(0,%].

Puisque 0 < siny < 1, alors my(y) = M(y) = ma(7). Les signes d’égalité apparais-
sent si et seulemant si 4 = 0 ou §, pour I'inégalité gauche, et ai 4y = §, pour I'inégalité
droite. Alors
<M <
qEKO.ﬂ my(7) € M(7) < £ e ma(7) .

Ga prouve le lemme.
Par conséquent
1+ o= )(e+1) + e+ 1)?+1) < max |a,| St+da-1)(a+1)+1

d'od on obtient dans le cas spécal a = 2

3,08€... =2+ 8 < max Jos] = 1+ }VIO < 3,108....

Ce fajt montre que la fonction, réalisant le maxirum de [a3| dans la clagse Uy est
différente de la fonction & propriétés analogiques dans la classe de fonctions presque
convexes,
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STRESZCZENIE

W pracy tej autorzy wprowadzajy okredlong wsorem (1) ldase funkci U;_, a 2 1, i majdujs
doldadne oszacowanie trzecdego wspidczynnika w tej klasie.
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