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1. Einleitung, Bekanntlich gilt bei einer schlichten 

Q-quasikonformen Abbildung f(z) von einem Rechteck 
R. = [z : z=x+iy , 0<x<1 , 0<y<h] (h>0) auf ein weiteres 

Rechteck X = w=u+iv , 0<u<1 , 0<v<X (A>0), wobei

i und fCH+ih) = ‘1 + iJt sein mü&e, stets

3 1 4 h,<i •
hiese Ungleichung (siehe [2J) war ein Ausgangspunkt für die Ent­

wicklung der Theorie der quasikonformen Aboildungen.

(1) lä&t auch einige Verallgemeinerungen zu. Sei pQiz 

eine megbare beschrankte Punktion. Im folgenden soll eine quasi- 

konforme Aboildung f(z) in einem Gebiet po(z)-quasikonform 

genannt werden, wenn dort Überall

P0<z)-1
Po<z)+'1
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eilt. Losweiteren seien die Betrachteten Aooildungen stets schli­

cht.

iVie zuvor könnte man nach einer unteren bzw. oberen Schranke 

i'Ur fragen, wenn nun po(.z)-quasikonforme Abbildungen von R 

auf betrachtet werden. Die Lösung solcher Sxtremalprobleme

ist bereits in [11] und [12] angeregt worden. In w wurde 

erstmalig ein solches Sxtremalproblem gelöst. Dort ist der folgen­

de Satz bewiesen worden.

Satz, Unter allen p (.z)-quasikonformen Abbildungen f(.z) 

von R auf mit fQO)=O , f(.1)=1 , f(.ih)=il und f(,1+in)=

=1+i|t gibt es genau eine, für die die Grüfte X minimal ozw. 

maximal ausfällt. Im Rail des Minimalwertes für X erfüllt die 

hxtremalfunktion die Differentialgleichung

p (.z) - 1 _____
wztz) = p^z)-—i~ wz<z) •

und im Kall des biaximalwertes gilt für die Sxtremalfunktion 

p Qz) - 1 ’
(2 ) w-tz) = - ; 3 V77 .

Sei im folgenden V der Maximalwert von X , wenn pQ(.z)- 

-quasikonforme Abbildungen f(.z) von R auf X betrachtet 

werden, wobei wieder f(.O)=Ü., fQ1)=1 , f(.ih)=iX und f(,1+ih)= 

=1+iX gelten möge. i'Ur die Gröfle X - in [ijs] auch po~Modul 

von R genannt - soll wie in [15] eine eine Möglichkeit zur 

Berechnung angegeben werden. Dazu setzt man f(.z) = u(.x,y)+iv(.x,y) 

(,z=x+iy) und oeginnt - angeregt durch [6] - mit den Ansätzen

u(x,y)

v(.x,y)

x + a sin(.nJlxJcos(mJT^) + rAx.y)
n=1 m=O

I* N M
-5_y + 52 £ cos(nJtx)sinUir£) + r2(x,y) .

n=O m=1
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Die Gröfce k soll durcn Zaixlen . ozw, ü. von unten 

bzw. oben angenähert werden. Dazu oenutzt man zwei Variationscna- 

rakterisierungen fär nie Lösungen dos zu (2 ) äquivalenten Glei­

chungssystems

potx,y) «x<-»>y> = v/x>y)
Q3) X X X

-P0(.x,y) uy(x,y) = vxU,i)

(.siehe und ). Zugleich ergeuen sich nieroei auch väherungs- 

lösungen ^^(x.y) = u(x,y) - r,,(x,y) und vK> (x,y) = v(x,y) - 

- r2(x,y) für u(x,y) und v(x,y) . Die Lösungen u(x,y) bzw. 

v(x,y) von (3) (bzw. (2')) lassen sich u. a. als elektrostatische 

Potentiale deuten. In diesem Zusasiuiennang sei auf und 

verwiesen.

2. Berechnung von u(x,y) . In diesem Abschnitt soll 

zunächst die erste'der zuvor erwähnten Variationscharakterisierun- 

gen genannt werden (siehe M>.

Sei 5(x,y) eine im Abschluß von ß stetige Punktion mit 

5(0,y) 3 5(”',y) -15 0 für yfi[ü,hj , die Uber S quadra­

tisch integrierbare dobolevableitungen Desitzt. Das funktional

P0(x,y) [v|(x,y)pdxdy = P0(x,y) [jx(x,y)+|y(x,y)J dxdy

s a 1

erreicht sein liinimum genau dann, wenn

P0Qx.y) 5xtx,y) = S/yix.y)

-polx,y) iytx.y) = ¥xU,y)

gilt. Der Uinimalwert ist der po--iodul von S , d. h. die Gröfto

Diese Variatiouscharakterisierung xaun für die Berechnung
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von u(.x,y) aus (.3) genutzt werden. Dazu bestimmt man eine 

Funktion Ujj ¿¡(x.y) mit

l*) UH = x + 2^ a sln(.nXx)coa(aft’£)
’ n=1 m=O u

derart, daß

P0U,y) jjv^x.y)]2 dxdy

minimal ausfällt. Damit ergibt sich fllr die aus Q4) ein

lineares Gleichungssystem der Form

S S c*inm + dki = °

lk=1,2,... ,N , 1=0,1,. ..,li) mit

U>)

^slnm x,y) [kncosikWcosLiK2)co8(nJ&)cos(.m,Sr2) +

R

+ sin(.kKx)sin(.]JC^)sin(.iOCx)sin(,m3t^)| axdy ,

dkl ~ ff P0U,y) cosQkJt x)cos(.lJü£) dxdy 

R

(.k,n=1,2,...N , l,m=0,1,...,Ü).
¿¡ine obere Schranke EN M fllr Jt* kann nun mittels

(7) EN,Ia = ff Potx’y) 2 dxdy
berechnet werden. Aus (.5) folgt daher

17') N U
P„Cx«y)dxdy + a d'

0 iö “ M

'»•“ ■ (f
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Das lineare Gleichungssystem Q5) ist für jedes N^-1 und 

jedes ¡¡^,0 eindeutig lösoar, da die Funktionen 

sinQnlT x)cos(.mJT^) (,n=1,2,... ,H , m=0, 1,... ,m) in R linear 

unabhängig sind. Bei dieser Betrachtungsweise ergeoen sicn zwei 

Fragen.

1. Konvergiert die Folge der Näherungslösungen u^ wtx,y) aus (.4)

gegen u(.x,y) ?
2. dtrebt EN,U (,N=1,2,... , ¡¿=0,1,...) gegen Ä* ?

Diese beiden Fragen werden im folgenden Abschnitt oenandolt.

3. Konvergenzbeweise. Im Hinblick auf einige Verallgemeine­

rungen soll nun ein Hilfssatz bewiesen werden.

Lemma. Sei w'Qz) = ü(.x,y) + iV(.x,y) eine schlichte quasi- 
konforme Abbildung von R = £z s z=x+iy , 0<x<1 , 0<^y\h| 

lh>0) auf : W=U+iV , 0<0<1 , 0 < V < k } 3Ü

#(.0)=0 ', WQ1)=1 , #tih)=iiv und WQ1+ih)=1+ik . Zu jedem £>< 

existieren natürliche Zanlen N (.^1) , M (.^O) und reelle 

Zahlen Anm Qn=1,2,...,N , m=0,1,... ,tt) mit

v[lRx,y) - x - 2* ZI sin(.nJt x)cosQmJr £)] 1 dxdy 4. £ .
L n=1 m=0 11111

Beweis. Man geht zuerst von der Fourierreihe fUr L\x,y)-x 

aus. Analog wie in [o] gilt

M 00

(.8) Utx,y) - x = 5~ ZI A sin(.nTCx)cos(.m5r^)
n=1 m=Ü

mit

A . 4< 
nm -

> ff [W x,y)-x}3in(.nirx)cos(m7r^) dxdy
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wobei

X = •
für m=0

1 sonst

sei. Die Reihe in (.8) konvergiert bekanntlich im Ir(.R) . Nun soll 

gezeigt werden, da« die Zahlen Annl in einem engen Zusammenhang 

mit den iourierkoeffizienten von üx(.x,y) - 1 bzw. Uy(.x,y) 

stenen. Aus (.9) folgt mit Hilfe des GauBschen Integralsatzes

i!S [« x»y)-x} 3in(.nlfx)cos(.mJ[^) dxdy =

R

nhlt ii [üx(,x,y)-'ll costnJfx)cos(mJr^) dxdy - 

R L J

[u(x,y)-xj costnJTx)cos(mJT^) dy4
nhTC

->R

Da das Randintegral wegen 0(0,y) = 0(.1,y)-1 =0 verschwindet, 

ergibt sich für n>1 und m^O

UO)
Anm nh Jf // [Ux^x,y^-'O cos(,n5Tx)cos(.mJr^) dxdy .

R J

Auf analoge Art folgt für n,m^.1

111) nm

= - ff üytx,y)sin(.nirx)sin(.mjrg)

R
dxdyA

Da U lx,y)-1 und D (.x,y) Uber R quadratisch integrierbai x y
sind, gibt es zu jedem £^0 natürliche Zahlen N i^1) und 

M QO) mit

ff, NM 2
JJ 23 nA^ cos(.nJIx)cos<.mir^)| dxdy



Ober die Approximation Einiger 51

und

ß |uytx,y) + sin(.u*x)sin(.nfir£)| dxdy .

Hieraus folgt sofort die Behauptung.

Damit ist gezeigt, daß sich u(.x,y) aus (..}) durch Linear­

kombinationen von sin(.nJrx)cos(.mJTy/h) oeiieoig genau approxi­

mieren läßt, wobei die GUte der Näherung durch das Uirichletinte- 

gral gemessen wird. Aus dem Lemma entnimmt man, daß dann auch 

(.fllr U(.x,y)=u(.x,y))

U2) )( p (,x,y)li7p(.x,y)-x-£ ZL A sin(.iJU)cos(.iüK^)l} axuy /

g t L n=1 o=Ü JJ

<( fc-snp pQ(.x,y)
R

gilt. Da ftlr f(.x,y) = u(.x,y) das funktional

ff P0(x,y) [v&x,y)]2dxdy 

• R

minimal wird (.siehe Abschnitt 2), ergibt sich fllr das Integral 

in (.12)

(( P0Cx,y)U[x ♦ £ 

R { L n=

i>]};
V A sin(.nJfx)cos(,mJt dxdy -

n=1 mO

- ff P0<x,y) ¡7u(x,y)] dxdy 

R

(.vgl. mit [l], S.128 ff., und [13], Abschnitt 5).

Aus (.12) folgt damit für u^Qx.y) aus (.4)

U3) Kvx,y)[»ulsiäcx,y)]2dxdy- ff P0<.x,y) fru(x,y)] dxdy (

/ t-sup po(.x,y) 
R 0

J
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Formt man die Differenz der integrale um, so erhält man wieder 

wegen der Minimaleigenschaft von u(x,y)

Ji P0U,y)^v|iiU,y)-uNiiitx,y)]j dxdy^ £-sup pQ(x,y) .

Hieraus ergibt sich

Nl.iffl^w ff ^(ulx.y) - ‘■^(x.yijj dxdy = 0 .

wegen (15) gilt auch (.siehe (7))

5n’M = ' •

Zusammenfassend hat man folgenden Satz.

Satz 1. Sei u(x,y)+iv(x,y) eine schlichte qua3iiconforme 

Aboildung von K auf mit

P0(.x,y)ux(x,y) = vy(x,y)

-Polx,y)uy(x,y) = vx(x,y)

und 'u(Q,.y) g u(1,y)-1 9.0 (yf[o,h]) bzw. v(x,O) 2 v(x,h)-JI

»0 (x«|p,lj) , so läat sich u(x,y) durch Funktionen

uh>JL(x,y) mit

>*N|Mix,y) = x + t t annisin(nffx)cos(my

approximieren, wobei die von N und Li abhängigen Zahlen a^ 

dem linearen Gleichungssystem (5) genügen und

" «H.iiU.yjJ^dy = 0

gilt. Desweiteren konvergieren die Zahlen üN , gegeoen durch
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nonoton fallend gegen den p^-Modul c von R .

4. Bestimmung von v(.x,y). *ie in [13] (.vgl. auch [?]) 

wird nun v(.x,y)/K* aus (.3) durch eine Sxtremaleigenschaft 

charakterisiert.

Sei eine im Abschluft von R stetige Funktion mit

i'(x.O) 3^x,h)-1 a 0 für xt(o,l) , die über R quadratisch 

integrierbare Sobolevableitungen besitzt. Das Funktional

U4) ¡i Pjfcyl [^U,y)]2toay

R 0

erreicht sein Minimum genau dann, wenn

= lxlx,y) 

-¿byjVx.y) = $/x,y)

gilt. Der Minimalwert von 114) ist das Reziproke des po-u.oduls 

von R , d.h. 1/V

Auf diese Art kann man vQx,y)/X näherungsweise oerechnen 

und außerdem untere Schranken für K bestimmen. Mit Hilfe des 

Funktionais in (.14) kann man die Sxtremaleigenscnaft von 

u(,x,y)+ivQx,y) aus Q.3) auf einem anderen <Jege beweisen als in 

[4]. Sei nämlich F(,z) eine po(,z)-quasikonforme Abbildung von 
R auf £w s w=u+iv , 0<u<1/X. » 0<v<l} mit j?QO)=O , 

*(.1)=1/Jt , F(.hi)=i und F(.1+hi)=1/Ji +i . so folgt mit 

v(.x,y) = Im[F(.z)J

<15) [WU.,)]2 . -¿y, |»;U) - »,U)|2 4
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4 57^77 <l^a)| + |Fzu)|)24 K^lM^u)!2 .

Letzteres ergibt sich aus der po-<iuasikonformitUt von. F(z) . 

Integriert man (15) Uber R , so folgt

P 4 (i p ¿x^y) [<VCx,y)]2dxdy ff f|Fz(z)l 2-|F-(z)| 2]dxdy = 4- , 

* R 0 R

d. h. Kva‘ , also die zu beweisende Extremaleigenschaft.

5. Bemerkungen.

1. In [ö] ist die Bestimmung von u(x,y) und v(x,y) aus 

(5) auf die Lösung eines unendlichen linearen Gleichungssystems 

zurUckgefUhrt worden. Die Punktionen u(x,y)-x und v(x,y)-Juy/h 

werden dabei in .Fourierreihen entwickelt, wie auch hier in (8) 

getan wurde. Da in [&] die Berechnung des minimalen Wertes für k 
aargostellt wird, gibt es kaum Möglichkeiten, die dort und hier 

erhaltenen linearen Gleichungssysteme zu vergleichen. Eine gewisse 

Ähnlichkeit der Resultate beider Arbeiten ist fUr den Fall, daß 

pQ(z) wenig von einer Konstanten abweicht, zu erkennen. Berechnet 

man für diesen Fall die »Verte E^ M und h^ und führt noch den 

GrenzUnergang N,ti—»o® au

(16) lim nK . = p*h -
II, il-*»

und

(17) lim hN ,, = p*h -
R,M-+« 1,1

Dabei möge

P„(z) = p* + £q(z)

s, so folgt
„2,2 n d_hiS V “ nm , dx

Ar.» ~»----5~ + O( t. )n=1 m=O A (n^ir+nr)

o z w » n2d2
Agr ~2^5—27 * fc^)
4fr n=1 m=O Äm(n^hS-nT)

-i (( p„(z)dxdy ,
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4 X ((
—g2 J) q(.z)cos(,n3l x)cos(.mJt £)<ixdy

(n=1,2,... | m—0,11• • •)

und

gelten.

(.18)

Aus (.16) und

für m=0

sonst

(.17) folgt nun (.vgl. mit

9 X OOL n \ x nm
_4rir “i-------2H2---- 77 **p n=1 m=0 Ao(.n hi+nT)

[ö], (.19)) 

0(.£3) .

2. Die Variationscharakterisierungen für u(.x,y) bzw. 

v(.x,y) sind auch dann noch möglich, wenn das in R gleichmäßig 

elliptische System

vx(.x,y) = -b(.x,y)ux(.x,y) - d(.x,y)u tx,y)
(.19) •

vy(.x,y) = a(.x,y)ux(x,y) + b(.x,y )uy(x,y)

mit ad-b2^. const^O und a>0 in R betracntet wird. Dauei 

seien a(.x,y) , b(x,y) und d(.x,y) beschränkte meßoare Funktio­

nen. . ,

Zur Charakterisierung von u(x,y) Getrachtet man

ff <af2 + 2b$x$y + df2) dxdy 

R

und zur Charakterisierung von v(x,y)

R

wobei A =ad-b2 gesetzt wird. Bxtremalprobleme, deren Lösungen 

(.19) genügen, treten z. B. dann auf, wenn für die Abbildungen
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van R auf K in einer Teilmenge von R das.ErfUlltsein von 

(,19) gefordert wird und sonst po(z)-Quasikonformität vorliegen 
möge (siene z. b. fioj, Kap. VI), oder wenn wie in JöJ fllr alle 

z«R Dilatationsbescnränkungen der Form

4
mit

d-a-2ib/t = ------ 5----------
ad-b + a+d+1

ad-b2-1
------ 2----------ad-b ♦a+d+1

ernooen werden. Im zweiten Fall muft man noch ad-b 1 voraus- 

seuzen. FUr die Anwendung von (.19) in der .Elektrostatik sei auf 
£.], Kap. VI, § 2, verwiesen.

6. Koeffizientenbedingungen für quasikonforme Abbildungen

.-.-.uf ein Kecnteek. Ausgehend vom L'emma im Aoschnitt 5 sollen nun 

Bedingungen an die Fourierkoeffizienten (.siehe (.8)) von pQ(z)- 

-quasikonformen Abbildungen hergeleitet werden. Es sei ü(x,y)+ 

+iV(x,y) eine stetige. Abbildung von R , wobei wieder

£- 80 •
U(x,y) = x + 2L A^sinCnirxJcostmJt^)

n=1 m=0
(20) » oo

V(x,y) = ay + 5Z B cos(nXx)sln(mJti) 
n=0 m=n

gelten möge und R auf das Rechteck = £w : w=u+iv , 0^u^1 , 

0<v<ahJ aügebildet wird. Eie Zanl a sei positiv und zunächst 

nicht weiter eingeschränkt. Aelche Bedingungen sind nun an a ,

Anm und Bnm («b®=0»'1» • • • ) zu stellen, wenn ü(x,y)+iV(x,y) 

sogar po(z)_quasikonform ist ? Bekanntlich lä&t sich die
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Po(.z)-^uasikonforuiität von U(x,y)+iV(x,y) in R auch aittela 

U1) U2 + „2 + y2 + y2 + _lHü^ . w

für alle (x,y) SR definieren. Integriert man (.21) Uoer R , so 

erhält man für p0(z) = Q den folgenden Satz.

Satz 2. für jede Q-quasikonforae Abbildung R(z) = U(x,y)+ 

+iV(x,y) von R auf X. , für die U(O,y)=U(1,y)-1H0 

(y«JÖ,h]) und V(x,O) 5 V(x,h)-ah20 (xe[ü,l]) gelten mtige, 

ergibt sich aus (20)

«b £ £ .i £ 4
n=1 m=0 ''m n=0 m=1 An QJc L

mit
_ e

rl/2 für m=0 

1 3onst

Das •Glelchheltazeldhen steht in (22) nur für solche Abbildungen

R(z) mit

in R .

Aus Satz 2 erhält man leicht die bekannte Ungleichung aus der 

Rinleitung

5^4* «
Ist P0(z) keine Konstante, so folgen aus (21) und

^oüx - Vy)2 * tpoUy * Vx)2 > 0 

die Ungleichungen

U3) i( ^¡t^2 ifPOU»y) [^(x,y)]2 dxdy
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und

(24)
f(p0(x.y)[tü(x,y)] dxdy +

Daoei ist Q eine ooere Schranke flir pQ(z) in R . Das Gleich­

heitszeichen in (23) und (.24) steht für Lösungen von (3). Kntwic- 

ke-t man U(x,y) und V(x,y) - ausgehend von (20) - nach 

Ortnonormalsystemen, so da® die Integrale in (23) und (24) in 

dummen von Quadraten dieser neuen Koeffizienten übergehen, so 

erhält man ärmliche Ungleicnungen wie die Flächensätze in [9]. 

DarUuer hinaus folgt aus (24) für Q—»ao (vgl. auch mit (15))

(25) ah > ff frygflj dxdy

R 0
oder

«o
(26) ah\ £ Cj .

i = 1

Für den Koeffizienten oei y in (20) gilt nun
Op

mit gewissen festen (0=1,2,...), die quadratisch suauaier-

oar sind. Aus (26) ergibt sich daher nach der Cauchy-Schwarzschen

Ungleichung

(27)

Das ist eine weitere Möglichkeit zur scharfen Abschätzung von a

nacn coen.
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Summary. Quasiconformal mappings from one rectangle to 

another rectangle can be approximated by using Pourier series.

In this way it is possible to approximate solutions of

Potx,y)ux(x,y) = vy(x,y)

-P0(.x,y)uy(x,y) = vx(x,y)

and quasiconformal modules of rectangles, iinally, some necessary 

conditions for the Pourier coefficients of quasiconformal mappings 

are given.

STRESZCZENIE

Odwzorowania quasikorioremne prostokąta no prostokąt można 

aproksytnować za pomocą szeregów Fouriera. Prowadzi to do przy-

bliżonego rozwiązania układu oraz doP u o X V , -p u « V y* y X
oszacowania modułów czworoboków. Podano pewne warunki koniecz­

ne na współczynniki Fouriera odwzorowania ąuasikonloremnego.
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PESEME

I{BasKKOH$opMKue 0T0Cpa«eHHH npsuoyroJibHKKa na npsuoyrozbHHK 
MOryT OsTb anpoKCMUHpoBQHK vepea pajui íypKC. Oto aaeT BoaMoxHocTb 
npaOJiKxeHHoro pemeHHfl ckctcmh pq u^= v , -pQ uy=» v* kjih nofl.yveHHH 
oueHKH MOAyjin veTMpeyrojibHKKa. no^yyeHu Omjih TaK«e KOHevHiie ycflOBMH 
KoaiJxJiuiiiieHTH $yptic KBa3MKOH4>opMHHx OToOpaxeHuR.




