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1. Einleitung. Bekanntlich gilt bei einer schlichten

Q-quasikonformen Abbildung £(z) von einenm Rechteck

R = {z 1 z=x¢ly , 0{x{1, 0<y<h} (b>0) auf ein weiteres
Rechteck R z.[I twsurdv , 0 u1, 04v¢A  (h)o) , wovei
£(0)=0 , £(1)=1 , f£(ih)=1&k und £(1+1h) = 141N sein ulge, stets

(1) S‘L(h.q_

Diese Ungleichung (siehe [2]) war ein Ausgangspunkt fUr die fnt-
wicklung der Theorie der quasikonformen Aboildungen.

(1) 148t auch einige Verallgemeinerungen zu. Sei P (2) 21
eine me8bare beschr¥nkte Funktion., Im folgenden soll eine quasi-
konforme Aboildung £(z) in einem Gebiet pokz)-quasikonform

genannt werden, wenn dort Hperall

p.(z)-1

'fz(z)’ 4 F:T;mlfz(z)l
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+lt, Dosweiteren scien aie vetrachtoten Aboildungen stets schli-
cht,

Wie zuvor kHnnte man nach einer unteren bzw. oberen Schranke
fur h fregen, wenn nun p,(z)-quasikonforue Aboildungen von R
auf ﬂ betrachtet werden. Die LBsung solcher kxtremalprobleume
ist bereits in [’I'I] und [12] angeregt worden. In [4] wurde
erstualig €in solcues Extremalproblew gelBst. Dort ist der folgen-

de Satz bewiesen worden.

Satz. Unter allen po(z)-quasik'onformen Abbildungen f(z)

von R _auf R wit £(0)=0 , £(1)=1, £(ib)=1h und f(1+in)=

=1+1k gibt es genau eine, flir die die GrifRe A oinimal bzw.

maximal ausf¥llt. Im Fall des iinimalwertes flUr l\, erfUllt die

bxtrewalfunktion die Differentialgleichung

p.(z) = 1

(2) —n'(—y—,',—»]— ( ) ’

und im Fall des kaximalwertes gilt fUr die Extremalfunktion

g (2) =1 __
o . e —rz‘)—W R "2

Sei im folgenden L' der Maximalwert von ,L, wenn pokz)-
-quasikonforme Abbildungen £(z) von R auf R betrachtet
werden, wobei wieder £(0)=0., £(1)a1 , f(ih)=ih und £(1+ih)=
=1+1k gelten mbge. FUr die GrbBRe ’\.. - in [:I}] auch po—hodul
von R genannt - soll wie in [15] ¢ine eine uBglichkeit zur
Berechnung angegeben werden. Dazu setzt man f£(z) = u(x,y)+iv(x,y)

(2=x+1y) und veginnt - angeregt durch [6] - mit den AnsHtzen

i % sin(nftx)cos(mﬂ'%) + Talx,y)
M

+ Z Z L cos(nﬁx)sin(mt%) tTols,Y) .
n=0 m=1 '

u(x,y)

v(x,y)
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L -
Lie Gripe W soil durcc Zeilen h. .. ouv, L4 7on unten
byl dydd
DzWw, oben angcnlnert seraen, iLazu dorubtzv aan vei Vvarietionscha-
raxterisierungen fUr aie LYsungen des zu ;z') Yquivelenvven Glei-

chungssysteas

po(x.y) ux(xly) Vy(xn.Y)

(3) ;
'po(xoy) uy(xly) = Vx(xa:})
(siehe [?] und [‘IB]). Zuzleich ergeven sich nieroei aucn i“8herungs-
18sungen. uy . (X,y) = u(x,y) - r.{x,y) und v, .(x,y) = V(xX,y) -
N,m d X\,-.
- r(x,y) flr u(x,y) und v(x,y) . bie LBsungen u(x,y) Dzw.
v(x,y) von (3) (bzw. (2°)) lassen sich u, a. ala slextrosuvutische
Potentiale deuten, In diesem Zussmwmennang Ssi auf Ei] una [)]

verwiesen.

2. Berechnung voa u(x,y) . In diesea abschnitit soll

zunfchst die erste ‘der xuvor erwHhnten Variatioanscharsxterisierun-
sen genannt werden (siehe [13]).

Sei §(x,y) eine im AoschluB von R steuige Funktion mit
§(O,y) = §_(1,y) -1= 0 fUr ye[p,h] , die Uber R quadra-

tisch integrierbare Sobolevableitungen pesitzt. Las Funktional
“ P (x,¥) [V§kX.y)]26xdy = H Polxyy) [ﬁu.y)* §§(x,y):’ axdy
K R

erreicht sein Kininum genau dann, wemnn

INCOK MEND

‘Py(X.y)

q’x(x,y)

"Potx)y) §y(xty)

611t Der Linizalwert ist der p -.odul von R , Q. h. dio GrlBo
r* :

Jiese Vurisationscuarakterisierung <avc flr die Berecnrung
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von u(x,y) aus (3) genutzt werden. Dazu bestimut wan eine

Funktion uy .M(x,y) mit

(4) uN'H(x,yJ =X+ g1 P LS sin(nxx)cos(mtg)

derart, dag

J£ Py (x,¥) [VuN'u(x,y)]z dxdy

winiwal ausfHllt. Damit ergibt sich fUr die a,, aus (4) ein

lineares Gleichunygssystem der Form

i
(5) nglécklnmshm+dkl=o

(k=1,2y000sN , 120,7,000,4) @it
8, isa .-.xaff Polx,y) [kncos(klx)cos(ll[%)cos(u!x)cos(mt%) +
R
(e) + -J—‘% sin(k!x)sin(Eﬁ)s’in(n’!x)sin(mx%)] axdy
n -

dep = Mk f{ poﬁx,y) coa(kR x)cos(lﬁg) dxdy
R

(£,0=1,2,¢0.8 , 1,m=0,1,0¢0.,ii).

. »
Zine obere schranke EN y fur L’ kenn wun aittels
L]

2
(?7) EN,h’ = g Pylx,y) [Vuu'utx.,y)] dxdy
berechnet werden. Aus (5) folgt daber

7% EN,M = {! po(x,y)dxdy + g n-{:() 8pp Qo o

n=1
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Das lineare Gleicnungssystem (5) ist flr jedes N1 und
jedes M)/O eindeutig lBsvar, da die Funktionen
sin(a¥ x)cos(aME) (n=1,2,s.0yl , @=0,1,.00y4) in R ligear
unabnlngig sind. Bei dieser osetracntungsweise ergecen sicn zwei
Fragen.

1. Konvergiert die Folge der N¥herungsllsungen u,

1"M(x,;/) aus (4)

gegen u(x,y) ?

3 ! *
2, Strebt EN,M (N=1,2,000 5 8=0,1,...) gegen A 2
Diese beiden Fragen werden im folgenden Abschnitt oewandelt,

3. Konvergenzbeweise. Im tinblick auf einige Verallgeueine-

rungen soll nun ein Hilfssatz bewiesen werden.

Leama. 3ei «(z) = U(x,y) + iV(x,y) eine schlichte Guasi=-

konforme Abbildung von R = {'z s z=x+iy , 0<x{1, 0{y< h}
(8>0) auf R ={# : w=vesv , 0€0C1, V< AR} (A DO) wmit
W(0)=0 ', W(1)=1, #(ih)=ik und W(1eib)=1+ih . 2u jodem EDU

existieren natlirliche Zaalen N (1) , W (P0) und reelle

Zahlen A, (D=1,2,.00,N , 20,7,000,6) @it

n=1 m=0 e

12
ff {V[U(x,y) -x - _{. A _ sin(n¥x x)coa(m!rg)‘l} axdy { € .
R o4

Beweis. Man geht zuerst von der Fourierreine flr U(x,y)-x

aus. analog wie in [6] gilt

-] oo
(8) U(X,y) - x = 22 A

sin(n‘l(x)coa(m]rﬁ)
=1 m=0

B

mit

4A [
A = —&3 [[ [U(x,y)-x]sin(nn’x)coa(nﬂt%) dxdy ,
R
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wobei
4
5 fUr m=0
A =
1 sonst

sei. Die Reihe in (8) konvergiert bekanntlich im LZ(R) . Nun soll
gezeigt werden, da8 die Zahlen AM in einem en{sen Zusamme nhang
m.t den Fourierkoeffizienten von Ux(x,y) - 1 bzw. Uy(x,y)
stenen., Aus (9) folgt mit Hilfe des GauBschen Integralsatzes

;—t {{ [U(x,y)-x} sin(nn’x)coa(mﬁﬁ) dxdy =
R
... r [U (x y)-1-l cos(n!tx)coa(m]’tﬁ) dxdy -
m R L X 2 ¥
- 'EE"% § [U(x,y)-:é coa(n)tx)cos(mj‘l’ﬁ) Ay b
R -

Da das Randintegral wegen U(O,y) = U(1,y)-1 =0 verschwindet,
ergibt sich fir n3»1 und R0

(10) Agp ——f fr U, (x,3)- 1] cos(nitx)cos(mﬂ'g) dxdy .
Auf analoge Art folgt fUr n,m»1

Y f‘(
2 o el
(11) Aom = = BT uy(x,y)sin(nnx)axn(mnﬁ) dxdy .
R
r
ba U _(x,y)-1 und Uy(x,y) Wber R Qquadratisch integrierbal
sind, gibt es zu jedem €>0 natlUrliche Zahlen N (»1) und
M ()0) uit

f{,l (x,5)=1- Ji'z Z DA o <:oa(n:ltx)<:os(m![’%)l2 dxdy < —%

n=1 m=0
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und

')

g( T 2% n ; i 5
U 2 Y) E in(nRx)si Lnﬂl ) d .
l y(x y) + L. - lxnn sin(nRx)sin | axdy <:

1

Hieraus folgt sofort die Behauptung.

Damit ist gezeigt, daP sich u(x,y) aus (3) durcia Linear-
kombinationen von s8in(nfTx)cos(mIl y/h) veliieoiy geuau approxi-
mieren 1UAt, wobei die GlUte der N¥herung durca das Dirichletinte-
gral gemessen wird., Aus dem Lemma entnimat man, duBl dann auca

(fUr U(x,y)=ulx,y))

(12) (‘( ){v ) ﬁ é s10(ax)cos(ul)] . xsy £

JR Polxyy L EIKX.y -x-n;1 P Ay sing cos(ui b uxay {
{ &raup po(x,y)

gilt. Da fOr f(x_,y) = u(x,y) das Funktional

H Polxs¥) [V§kX.y):lzdxdy
"R

minimal wird (siehe Abschnitt 2), ergibt sich flir das Intepral
in (12)

fg PO(X,y)gV[x + ni;’\ mio Amsin(n’rx)cos(mﬁ%)]}zdxdy =

2
= fpo'kx.y) [vu(xw)] dxdy
R

(vel. mit [1], s.128 ££., und [13], 4dbscnoitt 5).
Aus (12) folgt damit fUr uN’M(x.y) aus (4)

an pokx,y)[Vuh'u(x.y)]zdxtiy - |f soxn Trutxn)] “axay ¢

E a

4 €oup polx,y)
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i‘orat wan die Differenz der Integrale um, so erh#lt man wieder

wsegen der Minimaleigenschaft von u(x,y)

ff 2
po(x,y){v[?(x.y)-ul\"u(x,y)]} dxdy < E'B}gp Polxyy)

R

rtieraus ergibt sich

; 2
lim “ {v[u(x.y) - uy ng.y)]} dxdy = 0 .
H - ’

N, =90
degen (13) gilt auch (siene (7))

-
lim h = 3
IO N,M A

Zusanwenfassend hat wun folgenden Satz,

Satz 1. Sei u(x,y)+iv(x,y) eine achlichte quasikonforme

Abpildung von R auf ’L mit

Polxay)uy(x,y) = vo(x,y)

vx(x‘.y)

=P (X, YUy (X, )

und “u(0,y) = u(1,y)-1 20 (ye€ [0,6]) baw. v(x,0) = v(x,b)-A'®
20 (xe€ E.),'l]) , so 148t sich u(X,y) durch Funktionen

uu’m(x,y) nit

uy o (X,y) = x + { a sin(nﬁx)coa(m!ﬁ)
N)M n=1 nm

m=0

approximieren, wobei die von N und i abh¥ngigen Zahlen 8

dem linearen Gleichungssystem (5) genlgen und

llﬁ:w I! u(x,y) - uy n(xoy)]} dxdy =

4ilt. Desweiteren konvergieren die Zahlen EN u » Begeoen durch
S e e
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EN,M = ff pogx,y)[VuN’M(x,y)]adxuy R
R

L]
monoton fallend gegen den po-.lodul ’\ VoR.ar 4.

4, Bestimmung von V(x,y). wie in [:13] (vgl. auch [’7])

wird nun v(x.y)/’: aus (3) durch eine Sxtremaleigenschaft
charakterisiert.

Sei “P{x,y) eine im Abschlu8 von R stetige rupktion mit
‘?(x,O) 2¥(x,n)-12 0 fUr xe[0,1] , die Hber R quadratisch
integrierbare Sobolevableitungen besitzt. Das Funktional

(14) f( F;(l—.?)- [v'y(x,y)]zdxdy
R

erreicht sein Minimum genau dann, wenn

1 .
Eo—u—'ﬁ?’(x.:) = éx(xq)
¢ ;
R € )] Yx(x.y) = §y(x.y)

8ilt, Ler minimalwert von (14) ist das Reziproke des po-u.oduls
von R, d.h. VA" .

: Auf diese Art kann man v(x,y)/h  nnerungsweise oerechnen
und auBerdem untere Schranken flr k. bestimmen, kit Hilfe des
¥unktionals in (14) kapnn man die sxtremaleigenscnaft von
u(x,y)+iv(x,y) aus (3) auf einem anderen Wege beweisen als in
[4). sei n¥mlich F(z) eine pogz)-quasikonforme Abbildung von
R aut fw 1 wsueiv , 0Cul V4 0{v{1} mit F(0)=0 ,
F(1)=1/k , F(hi)=1i und F(1+hi)=1/K +i , so folgt mit

Vix,y) = IafF(z)]

(1 1 2 ]
2 Py e’ ;;r},‘;y IF;(2) - | £
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{ 55 Ul @D? R[] .
o )

Letzteres ergiot sich aus der po-QuaaikonIormith von F(z) .

Integriert man (15) Uber R , so folgt

7:8 4 fi p—o—(;jw W (x,y)] 2axay £ q} [IFZ(z)l 2-|F§(z)|2]dxdy = i- ]

d. h. K \(L' , also die zu beweisende Extremaleigenschaft.

_e Seuerkungen.

s In [6] ist die Bestimmung von u(x,y) und v(x,y) aus
(3) aut die LBsung eines unendlichen linearen Gleichungssystems
zurlickgeflihrt worden., Die Funktionen u(x,y)=-x und v(x,y)-]:y/b
werden daabei in Fourierreihen entwickelt, wie auch hier in (8)
setan wurde, Da in [6] die Berechnung des winimalen vWertes fUr L
aargostellt wird, gibt es kaum idBglichkeiten, die dort und hier
erhaltenen linearen Gleichungssysteme zu vergleichen., Eine gewisse
iAbhnlichkeit der Resultate beider Arbeiten ist fUr den Fall, das
po(z) wenig von einer Aonstanten abweicht, zu erkennen. Berechnet
wan fUr diesen Fall die werte EN,M und nN,L! und f@lhrt onoch den

GrenzUbergang N,M—»e aus, so folgt
2.2

L ot
(16) lim By, =ph- %:Pi :"': P "L:E%T + 0(E2)
N, l—~eo =? £ n=1 m=0 )\n(n h”+@€)
und
3 & %a? l
(17)  lim by oy o= Ph - S5 et & OLE°) 3
B ti—ve DM 47" 521 =0 Am(n n%+m<)
Dabei wlge

potz) = p* + €a(z) , ¥ =

i3 7 IEY

;(( pc(z)d-xdy ’
b
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4
L -—%5 fg q(z)cos(nxx)coa(mﬂtﬁ)dxdy

(0=125ee0 o M=0,15000)

und
1/2 fUr m=0

xm'. )

1 sonsat

gelten. Aus (16) und (17) folgt nun (vgl. ait [6], (19))

23 % = g%
(18) KN=pn-58 3 > —m —,o0d) .
n=1 m=0 Am(n h<+m€)

2, Die Variationsconarakterisierungen fHr u(x,y) bzw.
v(x,y) sind auch dann noch mBglich, wenn das in R gleichm4Big
elliptische Syatem

vx(x,y) = _-b(x,y)uxtx,y) - d(x;y)uy(_x,y)

(19)
vy(x,y) = &(X-}')“x(x.y) + b(x,y)uy(x,y)

wit ad—b2>,conet>0 und a>0 in R betracatet wird. Davei
seien a(x,y) , b(x,y) und d(x,y) beschrnkte meBoare Funktio-

nen,

.

Zur Charakterisierung von u(x,y)_ oetrachtet wan
2 e L
If (a g3 + 2°§x§y-’ diy) dxdy
R .
und zur Charakterisierung von v(X,y)
2,2 AR
'(é( Uk AR & M SRS ¥5) axar

wobei g =ad-b® gesetzt wird. Extremalprobleme, deren LUsungen

(19) genligen, treten z. B. denn auf, wenn fUr die Avbbildungen
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vou R auf R in einer Teilwenge von R das ErfUlltsein von
(13) sefordert wird und sonst po(z)-Quasikonformitut vorliegen
¢Bou (siene z. B. [10], Kap. VI), oder wenn wie in [b] fUr alle

<€k Dilatationsbescarinkungen der Form

F;(z)
Fg'm - utz)] £ glz)
z
1l
d-g-2ib

" ad-b“+a+d+?

g Z .d-bz-‘l
ad-b"+a+d+1

sr.oven werden. Iu zweiten Fall muB man noch ad-b° 2 1 voraus-
scizeu. FUr die Anwendunyg von (19) in der Elektrostatik sei auf
[,], fLap. VI, § 2, verwiesen.

6. Koeffizientenbedingungen fUr quasikonforme Abbildungen

~uf ein Recnteck. Ausgehend vom Lemwa im Aoschnitt 3 sollen nun

sedingungen an die Fourierkoeffizienten (siehe (8)) von po(z)-
-guasikonformen Abbildungen hergeleitet werden. Es sei U(x,y)+
+iV(x,y) eine stetige Abbildung von R , wobei wieder

o
U(x,y) = x 2 A_s8in(n¥x)cos(nXd)

(20) ® oo
V(x,y) = ay + Z Z Bmcos(nx‘x)sin(mﬁg)

n=0 @m=1 =
Gelten mBge und R auf das Rechteck ‘i a {w t.w=ueiv , 0udn,
0w (ah} abgebildet wird. Die Zanl a sei positiv und zunHchst
nicht weiter eingeschrBnkt., Welche Bedingungen sind nun ean a ,

Apy und B (n,m=0,1,...) zu stellen, wenn U(x,y)+iV(x,y)

80gar p (z)-quasikonform ist ? Bekanntlich 188t sich die
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po(z)-Quasikonformith von U(x,y)+iV(x,y) in R auch aittels

2 o hdkA 42 2 1
(21) UZ ¢ UG+ VG o+ VY \( Dy * po)“’x"y - Uy

fr alle (x,y) €R definieren. Integriert wan (21) Uoer R , so
erhflt man flr po(z)EQ den folgenden Satz.

Satz 2, FOr jede Q-quasikonforme Abbildung F(z) = U(x,y)+
+iV(x,y) von R &f_i , fUr die U(O,y)=U(1,y)-1=0
(y¢[o,b]) und V(x,0)=V(x,h)-anZ0 (x €[0,1]) geltsn by,
ergibt sich aus (20)

= < 2,2 .2 > = 2 2 vl €2
(22) & S 420%%a S 5 g2 p%nlen’ ( [U.‘ +1)a-Qla +1]
n=1 m=0 ‘B8 Ap p=0 m=1 =& An L

nit
f1/2 fUr =0

- 1 3onst *

-

Das Gleichheitszeichen steht in (22) nur fUr solche 4pbildungen
F(2) mit

IP-Lz)l & le, 2|

in R,

—_

Aus Satz 2 erh#lt man leicht die bekannte Ungleichung aus der
Sinleitung

FEYEN

Ist’ Pe(z) keine Konstante, so folgen aus (21) und
2 2
(P, Uy - vy) + (pUy + v > o0

die Ungleichungen

(23) H% (p (x,¥5) [vU(x.y)] dxdy
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und

Y 1 ff )[ ) : ~22 f o 2
I al ~ U i ~ ki
(e4)  sh ) 1+_{¢’ ) PolXay) {¥Ulx,y pir 1Q R Pu(x,Y) ad

wgoel isv 3 eine overe Schranke flUr polz) in R , Das Gleich=-
aeitszoichen in (23) und (24) sveht flr LYsungen von (3). Entwic-
o.% wan U(x,y) und V(x,y) - ausgehend von (20) = nach
Ortnonoraalgsystcmen, so daB die Integrale in (23) und (24) in
susien von yuadraten dieser neuen Koeffizienten Ubergehen, so
cru¥lt wan Yacliche Ungleicnungen wié die Fl¥chensitze in [9].

soolicer ninaus folgt aus (e4) fUr z-¢4u (vgl. auch mit (15))
ff 2
i i eV (x :
R
ouer
b 4

-]
(25) ah . Z c% .
=1

FUr den Koeftizicuten vei y in (20) gilt nun

a0
a'—rz 6,c
Jag "X

wit gewisscn festen ‘3 (9 =1,2,+..), die gquadratisch summier-
var sind. Aus (26) ergibt sich daher nach der Cauchy-Schwarzschen

Ungleicaung
- .2
(27) h-“Zﬂ 65> 8 .

Jas ist eliane weitere 8glichkeit zur scaarfen ibschHtzung von a

auchh coel.
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[]

[2]

E)

[+]

(5]
[e]

o]
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Suuwary. Quasiconformal mappings from one rectangle to
another rectangle can be approximated by using Fourier series.

In this way it is possible to approximate solutions of

Polx,yJug(x,y)
-pokx'y)uy(x’y)

vy(x,y)
vx(x,y)

and quasiconformal wmodules of rectangles. Finally, some necessary

conditions for the Fourier coefficients of quasicouforwal wappings

ure zivean,

STRESZCZENIE

Odwzorowania quasikorforemne prostokqta ma prostokat mozna
aproksymowaé za pomocqy szeregébw Fouriera. Prowadzi to do przy-
bliZonego rozwigzania ukiadu lDoux - vy, -pmuy =Vt oraz do
oszacowania moduléw czworoboké4w. Podano pewne warunki koniecz~

ne na wspéiczynnikl Fouriera odwzorowania quasikonforemnego.
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PECIME
KBasnxouPopMRNE OTOGPA¥EHUSN NPAMOYrOAbHUKA HA CPAMOYTOAbLHUK
MOTYT GNTHL SOPOKCHMMMPOBAHH vepea palN $yprc. I3TO naeT BO3MOTHOCTDH
Npn6ARYEHAOrO pemeAus CUCTEeMN Py Uy= Vo9 =Py U= ¥y HAM NOAYYEHUR

ONEHKM MOAYAS YeTNDeYrOXbHNKA&. [OAYUeHH OHAM TAKXEe KOHCYHHE YCJAOBMS
koadpuumeHTH SypEC EBA3NKORDOPMHHX OTOOpaxeHmf.






