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Uber dle Vertellung der Nullstellen von zwel assozllerten
Klassen von ganzen und gebrochenenratlonalen Funktionen

O rozkladzsie miejsc zerowych w dwéch sprzezonych klasach
funkcji wymiernych
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Man bilde die Klasse der m-Polynome (m > 2 - willkirlich) von Grad n
(n > 2 - fixiert)

Pizl=ap [[z-am) (k=1,.00,m) (1)

e=1

mit willkirfichen Koeffizienten as > 0 und Nullstelien z4 , die in irgend¢inem
geschlossenen Kreis K der z-Ebene liegen. Durch Normalisierung kann man
annehmen, dass K der Kreis

KE={z{1zI<R} (R>0) (2)
ist. Von den Poiynomen (1) moge man die folgenden zwei assoziierten Klassen
durch die linearen Kombinaticnen

P(z;e) = E Ae{Pel(2)}* (3)
k=1

mit willkGrlichen Koeffizienten A > 0 (1 < & < m) bilden, wo ¢ = 1 fur die
eine Klasse und ¢ = -1 fur die andere Klasse ist. Die Klasse (3) bei # = 1 ist

s,
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von Tchakaloff [1] betrachtet, der beweist, dass die Nullstellen der Polynome (3)
(¢ = 1) im geschlossenen Kreis

G= {zl js| > -‘ir} (1)

"Ran

liegen. Tchakaloff (1] zeigt mit folgendem Beispiel, dass der Kreis (4) maximal fur
die Klasse (3) (¢ = 1) ist: Bei m = 2 liegen die Nullstellen der Polynome

A s ir\ 1"
Pys(2) = {ziuosmﬂcxp (tz—n-)} (5)
wo 20 irgendein Punkt von der Kreislinie [zj = —— ist, auf der Kreislinie || = R,
sin — :

. und die Summe P4(z) + P;(z) verschwindet bei z =n Z.

Tchakaloff(l) lasst die Frage betreffend die Einzigkeit der Polynome (5) mit
solcher extremalen Eigenschaft offen. In vorliegender Mitteilung geben wir die
Methode, mit der wir finden, dass die Polynome.(5), multipliziert entsprechend
mit willkarlichen positiven Zahlen a,,; , die einzigen in der Klasse (1) sind, deren
lineare Kombination mit entsprechend gewahlten positiven Koefiizienten .4, , die
extremale Unterklasse von Polynomen der Klasse (3) bei z = 1 bildet. Damit Iosen
wir das Problem fur die Verteilung der Nulistellen der Klasse (3) bei ¢ = 1 im
Kreis (5) vollkommen. Ausserdem stellen wir auch das analogische Problem fur die
assoziierte Klasse (3) bei ¢ = —1 auf und l6ssen es vollkommen.

Theorem. Wenn die Nullstellen der Polynome (1) sm Kress (2) liegen. dann sat
der Kreis (4) ein und derselbe mazimale geschlossene Krets, in dem die Nullstellen
aller Funktsonen der enteprechenden assoziiesten Klassen (3) bes e =1 und e = -1
lsegen. :

Nur bes m =2 hat man cnteprcchend die einzigen extremalen Funktionen

P(z;¢) = Aa} {z—Rexpl' [p— s (1 - :—)] }"_+

2 2n (6)
H gl N - : ¥ i, R
+Aza8 {z Rexpn[qp+c(2 Zn)]} 2
wo
A;a{ = A2a§ (7)
ist, die in dem Grenzpunkt
= R’. Pad (0 < ¢ < 2rx) (8)
sin —
n

verschwinden.
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Bewels. Moge m.n > 2 sein. Wenn z £ K , aber aile z¢y € K sind, erhalten
wir aus (3)

.E.P“'-" = S- wl (9)
- k=i
= r Ll a
[%P.(:)] =g [(1-2) asksm (10)
a F =1 -

ist. Gemass unserer Arbeit (2], Theorem 1 haben wir im Kreis A die Ungleichheit

r . a
Re —I.—P.(:)] = af Re H(I—EI.ZO {1 < k< m), (1)
bs I NEETy .5
wo wir die Gleichheisr nur bei
W _ 1. '_ f{_i' <l < < k< 2
; sin ~ exp i \3 an‘ {1 m:;1< m) (12)
haben. Aus (12) folgt. dass man
. R .
lzi=—= jeu/=R (1SIS<m;1<kSm) (13)
sin —
.n
und
T T
argz,,,zarg;e(g—q—;)(mod2w) (1<i<n;1<k<m) (14)

haben muss. Aus (13-14) folgt, dass man die Gleichheit in {11) nur dann hat, wenn

der Punkt z von (8) bestimmt ist und alle Punkte z,;(1 < 1 < n: 1 < k < m)

untereinander und mit jedem beliebigen der beinden Punkte '
B IRY

:‘?(!)’:Rexpi{:;::,(i_g)‘ (15)

ubereinstimmen. Wenn man in (1) alle z;; = ¢ T (¢) setzz, erhdlt man die einzigen
extremalen Polynome

1 a
P, (:.z)_a.{'—Rexp: p*e(%—%)l} (1<k<m;ae>0) (16)

in der Kiasse (1) fur die Ungleichheit (11), d.h. fur die man in Punkt (8) die rein
imaginaren Warte

- ‘ — - " i - x i
{?:-P:'{z.:s)} = =1af cos® :—n (1€k<m) (17)
hat. Foiglich muss man die extremalien Funkticnen der entsprechenden Klassen (3)
bei e = 1 und ¢ = —1 mit den Polynomen (16) so bilden. dass in dem Punkt (8) der
rechte Teil von () verschwindet. Wenn man Py(z) = Py (2;¢)(1 < k& £ m) oder
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Pi(z) = P (z:¢)(1 < k < m) nimmt, dann wird der rechte Teil von (9) bei = = z,,
gemass (17),eine rein imaginare Zahl sein, d.h. verschieden von Null. Folglich muss
man P(z) = P, (2;¢) fur irgendwelche Werte £ = A\j,¢ = 1,...,m (v < m) aus
der Folge k = 1,2,3,...,m und Py(z) = P (z;¢) fur die Gbrigen Werte

k= p,,86 =1,...,m — v aus dieser Foige nehmen. Dann ergibt sich aus (3) und
(16), dass die gesuchten extremalen Funktionen der Klassen (3) bei ¢ = 1 und
¢ = —1 die entsprechende Form

m—

P(zie) = }:A;. Pl + 3 An, [P =
3 ) B LA YA Ll (1%)
e {z-Rexpip "\”z Zn)] r‘_
+Cz.{z—Rexx>i [¢+‘ sy
haben miussen, wo

v m-=v

CI' = ZA3I‘1| Cz‘ 5 Z A"a:‘ (19)
a=1 a=1

willkirliche positive Konstanten sind. Wir konen andere positive Konstanten A o
und a,,; einfuhiren, die entsprechend aus den Systemen

Ald: =GN Agd; = Cs, (e = £1) (20)

bestimmt werden. Dann nehmen die Funktionen (18) die Form(6) an. Um extremal
zu sein, mussen die Funktionen {6) noch im Punks (8) verschwinden. Wenn man
in (6) z = z, setzt, erhalt marn mit Hilfe von (17) die Werte

1 "
——P(2z4;8) = v(A1a] — A2a3)cos®™

zEn % o’

(21)

die gleich Null sind, wenn die Bedingung (7) erfullt ist.
Aus den bis hierher erhaltenen Resultaten folgt, dass im Kreis |2} > R sin( —)dcr

rechte Teil von (9) verschieden von Null ist, ausser fir die Funktionen (6- 7) im
Grenzpunkt ().
Damit ist das Theorem vollkommen bewiesen.
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STRESZCZENIE

Praca dotycsy zagadnlenia jednotnacsnodci wielomiandw | funkejl wymiernych w preypadku
eksiremainym dla pewnego problemu roswaianego przer Csakabowa.
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