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Dans I’éspace linéaire complexe S, de coordonnées es projectives homogenes
2; (1 =0,1,...,7) choisissons d + 1 quadriques linéairement indépendantes:
f0=03 fl =0,...,/a=0
avec: .
4
o= Z G"ixill
1,&6=0
Le systéme linéaire L¢/m de dimension d et Jacobienne de caractéristique m est
exprimé par |’equation:
]
D NSy =0 '
/ 9=0

Supposons que la matrice Jacobienne a r + 1 lignes et d + 1 colonnes:

g =01,...,d
CREE 8 Wy

85|

Jos 82,'

80it a caractéristique m < d .
Souvent si m < r nous mettons m = r — k' et le systeme sera indiqué avec:
L
‘f'-—‘«
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Si la matrice Jacobienne est identiquement nulle, cela signifie que tout I'éspace
est donc le lieu des points conjugués par rapport a toutes les quadriques du systeme.
Si Ia caractéristique de la Jacobienne est r — k, un point générique P est conjugué
avec un S;.

Le probleme de déterminer les syst:mes linéaires de quadriques Ly, ., est assez
complexe parceque les systemes subordonnés de L/, _, sont de diverse nature.

Pour réussir 2 donner une réponse définitive 3 cette'ancienne question nous
avons subdivisé les systemes en: réductibles et irréductibles et ces derniers en:
irréductibles de prémiere et de seconde espece.

Nous dirons qu'un systeme de quadriques L 4/,, est réductible, quand ils existent
des systemes subordonnés sans quadriques en commun:

L‘N"‘I’L‘l"l“ .8 ‘L‘of-a

et éventuellement p(p > 0) quadriques fonctionellement indépendantes, de maniére
qu'ils soient satisfaites les égalités:

d =dy+dy+---+ds+e+p-1
m =my+my+cotm,+p

Autrement dit il sera nommé irréductible.
Un systeme irréductible Lg/m possede toujours des systemes subordonnés
"banaux” Ly, avec:
m-1<h<d-1, n=m

Mais on ne dit pas que Ly/,, possede toujours les systemes subordonnés
"essentiels” L,/ avec:

2<g<d-1, 2<esm-1, e<g.

Quand ces derniers systemes existent, ils imposent 3 e + 1 quadriques
linéairement indépendantes, choisies dans L/, d’étre fonctionellement dépendantes.

Nous dirons systémes irréductibles de premiere espece les systemes, qui ne
possedent pas des systemes subordonnés essentiels, et systemes irréductibles de
seconde espéce les systémes qui, n’etant pas réductibles, possedent toutefois des
systemes subordonnés essentiels.

Dans ce cas ils ne peuvent pas évidemment exutzr dans eux des quadrlques
fonctionellement indépendantes, ni des systemes subordonnés essentiels isolés, qui
n’ont pas des quadriques en commun avec les autres, autrement dit le systeme senait
réductible. Soient:

LeyyLayy.ooyla,

les systemes essentiels contenus dans L, /m- lls devront former une chaine, c’est A
dire:

1) aucun d’eux est réductible,
2) Lq, » au moins une quadrique en commun avec un autre, par exemple Ly,, et
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leur systeme-union L, a au moins une quadrique en commun avec un troisieme, par
exemple Lgy,, et le systeme-union de L, avec Ly, a au moins une quadrique en com-
Mun avec un quatrieme systeme et toujours ainsi jusque'a epuiser tout Ly, n.Dans
Lg il pourra exister plus qu'une chaine.

Il exist le Lemme: Si le aysieme Ly posséde les systemes sobordonnes
L4,y Lgyy-e-yLy,, qui forment une chuine il est loujours posaible chovsir parmi
les quadrigues de cecs systémes, qui possent par un point generiqgue P de S,, d gua-
driques lincairement independantes de maniere d'individualiser le systeme Ly_; de
quadriques de Ly, qus passent par P.

Nous pouvons écrire les équations de Ly, , et L, ainsi:

o+t M+ o+t + N S,

]
=

(1)
Hogo + #4101 * -+ pAgA + o -t K94, = 0.

L’équation du systeme-union L, résuite:
wlotvifit-+uafa+e+ve Jo, twogotwrigr+oFwaga+e o Fwe, 94, = 0 (2)

Puisque Ly, et Ly, ont en commun au moins une quadrique nous pouvons
supposer que f, cogncide avec g,.

Soit P un point de S,.

Notons avec: fo(P), f1(P),..., go(P), g1(P),... les valeurs des quadriques en
P. En remplacant les coordonnées des P dans (1) on peut trouver les valeurs de
Ax et up en fonction des \; et p; restants, apres quoi les deux systemes deviennent:

o (so iy ) + 30 (5 Gy )+ 30 (1 Ggin ) <o

Ho (90 Fh ?EP; ) +m ( ?Ef’ih) <ot py, (94. g;'((P))fA) =0

Ces systemes manquent par rapport aux premiers des parametres \x et pa. Ils
résultent les systémes Ly,_y, Lg,—1 de quadriques de Ly, et Lq,, qui passent par
P. En opérant de méme facon dans le systeme (2) et en éliminant le parametre
(va + wa) on obtient:

(b ) < (e i) -

(3)

i G ol )
e e ).

Puisque le systeme linéaire (4) est individualisé par les mémes quadriques
linéairement indépendantes des systemes (3), il en résulte que le systeme Ly des
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quadriques de L4, qui passent par P est, individualisé par a quadriques linéairement
independantes de Lq,—1, et L¢,—1.

Mais par hypotese les systemes subordonnés de L¢ forment une chaine. Donc
le syst¢éme-union L, posséde en commun avee Ly, au moins une quadrique.

En opérant de méme facon on prouvera que le systéme L;_; de quadriques
de L;, systéme-union de L, avec L¢,, qui passent par P, est individualisé par b
quadriques linéairement indépendantes de L,_; et Ly, ;, c’est & dire de Ly, _),
Ley—1, Ly,

En continuant de cette maniére le lemme résulte démontré.

Maintenant nous pouvons démontrer le

Théordme. Une conditson ncecessaire et suffisante pour que le aystéme linéasre
srréductsble de quadriques Lq sost & Jacobienne de caractérsstiquer — k (k > 0) eat
que lee quadriques du systéme qus passent par un point quelcongue de S, possédent
en commun un Sy4y.

Démonstration. Démontrons avanttout la suffisance.

Si toutes les quadriques d’un systeme linéaire Lg¢ de S,, qui passent par un
point générique P, ont en commun un S+ il est évident que le point P a pour
conjugué le méme Sy, par rapport a toutes les quadriques du systeme Lq_;, qui
passent par P. Un autre quadrique de L¢, qui ne passe pas par P, ne contient pas
Si+1, lequel n’est pas contenu dans I’hyperplan polaire de P par rapport & cette
quadrique, autrement dit P serait contenu dans la quadrique.

Donc I’hyperplan coupera S;,; dans un S; et pour cela le point P a pour
conjugué un S, par rapport a toutes les quadriques du systeme Ly. Cela signifie
que la Jacobienne a caractéristique r — k, comme il fallait démontrer.

Démontrons maintenant la nécessité.

1. Formons I'hypotese que le systeme soit irréductible de prémiere espece et
supposons qu'il soit r < d. :

Considérons avanttout le cas particulier k = 0 et démontrons que:

Si le systeme Lg est & Jacobienne de caractéristique r les quadriques du systeme
qui passent par un point ont en commun une droite.

Si la Jacobienne est de caractéristique r, cela signifie que tous les déterminants
de la Jacobienne d’ordre r + 1 sont identiquement nuls.

Considérons le déterminant individualisé par r+1 quadriques quelconques. Nous
pouvons choisir les premiéres r+ 1 quadriques du lyét‘gme et on aura:

/
=0l e

_ |8
D= 3z, (5)

=0,1...,r. .
J

Les mineurs d’ordre r extraits d’'une quelconque matrice constitutée par r colon-
nes du déterminant D ne sont pas tous nuls, autrément dit il existerait dans L4/, le

systéme subordonné essentiel L4_ 1/,_,, contre I’hypotése que Lq soit irréductible
de prémiére espece.
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Il est donc nécessaire qu’un au moins de ces mineurs soit # 0 . Nous pouvons
supposer qu'il soit le mineur obtenu en éliminant la derniere ligne et la dernitre
colonne de D. Nous l'indiquérons par A,.

Prénons en considération la matrice extraite de D, constituce avec les premitres
r lignes et indiquons par:

Ao, Al! ceny Ay

les mineurs d’ordre r qu’on obtient en remplagant a la premiere, & la seconde, ect.
colonne de A,, la derniéere colonne de la matrice. '

Un seul de ces déterminants tout au plus, est nul, parceque si deux déterminants
étaient nuls, par un théoréeme de Kronecker (1 il seraient tous nuls, compris A,, ce
qui est impossible.

Puisque le déterminant D est identiquement nul le r + 1 = quadriques sont

fonctionellement dépendantes. On aura, en choisissant une quadrique génériane,
par exemple f,:

fo=Flfo, f1yveerfomr) - (6)

Cette rélation est exacte pour tous les groupes de r + 1 quadriques choisies
entre Ly, mais il n'est pas possible que des quadriques en nombre < r + 1 soient
fonctionellement dépendantes entre elles, autrement dit il existerait dans Ly des
systemes subordonnés essentiels contre I'hypotese.

Pour cela une égalité analogue a (6) est impossible si le nombre des quadriques
est <r+ 1.

En dérivant (6) on obtient:

r—1
OF 8f; _ 8f, 7
ga_f.'&:" 3z, (k=0,1,...,r=1) s

qui est un systeme algébrique de premieér degré, qui donne les dérivées partielles de
F:
9F A; .
5'}-=—Z_ (k=0,1,...,r=1). (3)
1 r
Considérons un point z de S, de coordonnées ({(zg,z;,...,2,) et soit
2'(zp,7},...,2)) son conjugué par rapport.a toutes les quadriques du systéme.
La droite qui joint les deux points sera donnée par:

yi =tiz; +taz; (1=0,1,...,r). 9)

En remplagant (9) dans toutes les quadriques on obtient pour la quadrique
générique fm:

T = fm(2) + f(2'M]  (m=0,1,....r) (10)

parce que les termes 2 aiXz;z} sont nuls, étant conjugués les points z et z°.
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En remplacant (10) dans (6) et aussitét en dérivant par rapport a ¢, et ¢ty on
obtient:
8, _N~OF4M
ot 8L 8

r—1 (11)
3 _ Z 8F 8,
8, — 8/a 0t2
En dérivent (10) on a:
fm
—_— =21
gtl =le) (m=0,1,...,r)
a{; = 2‘2!1!1(:')
En remplacant dans (11):
/() Z 5 L o 1)
fi(2') Zj f.( ‘)
et enfin pour (8): .
| N Aifi(a) =0
i~ (12)

1;-0
ZA;/;(:') =0
i=0
Ces expressions sont des identités par rapport a t; et t3. Parceque ces identités
coexistent il faut qu’il soit:

Im(z)=efm(d) (m=0,1,...,r)

avec ¢ constante pas nulle.
En effet dans (12) les variables t; et t, se trouvent seulement dans les
déterminants
AO: Al, ---’Ar—-h A, ’

qui résultent fonctions homogenes du méme dégré en t) et t; et un seul d’entre eux
est au maximum nul.

Au rapport ty¢ t2 on peut donner infinis valeurs divers et par conséquent ob-
tenir deux systemes algébriques de premier degré aux r équations et r inconnues.
Ces dernieres sont respectivement les quotients de f,(z), fe(z’) par rapport a une
quelconque d’entr’elles, par exemple f,(z), et f,(2'). Il s’agit des rapports:

' H@)/fi(2), fe@) fo(d)  (k=0,1,..,r-1). (13)
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Puisque les deux systemes ont les mémes coefficients constants
Aq, Ah ---aA'—l) A' ’
la solution des deux systemes est la méme.ll en résulte:

Ni(z) _ fu(2') g 4 -
o= 1@ (k=0,1...,r—1). (14)

Mais cette égalité est verifiée seulement si:
Im(z) = efm(z") (m=0,1,...,7r). (15)

A vrai dire dans les cas qu'un des A; (1 = 0,1,...,r) , par exemple A0S <
r) était nul, il ne serait pas possible pour la seule quadrique f; déduire que:

li(z) = ef;(2")

Mais, en ce cas, considérons toutes les r quadriques, dont les dérivées partielles
paraissent en A, et |a matrice formée avec les colonnes du déterminant D dans
lequelles ces quadriques paraissent.

Nous savons qu’e au moins un déterminant de cette matrice n'est pas nul. No-
tons ce dernier avec A et répétons la démonstration en remplagant A, avec Aj.
Nous obtenons ainsi les déterminants Ag, A},...,4,_;,A, = A; et nous parve-
nons a des conclusions analogues, c’est a dire aux formules:

Y Alfiz) =0

=0 (F=0,1,...,r) (16)
Y Aifi(a) =0

i=0

Mais cette fois la quadrique f; satisfait & (15) parce que A;. n’est pas nul.
De cette maniere la démonstration n’a pas des exceptions.

On en déduit que toutes les quadriques du systeme Lg qui passent par un
point z passent aussi par son conjugué z' et réciproquement. Si z est situé sur |a
quadrique f,, on aura:

f,(z) =0
et pour (15): ‘
f;(zl) =0
1l §’ensuit:
t3f,(z) + 3f,(z) =0
et pour (10):
f'(ﬂ) =0


m%25c3%25a8me.Il
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ol y est le point générique de la droite 2 z'. Donc la droite en question appartient
tout entiére & la quadrique f,. Il en résulte que toutes les quadriques qui passent
par z contiennent la droite z 2’.

Supposons maitenant que Ia Jacobienne du systeme Ly soit 3 caractéristique
r — k (k > 0) cela signifie qu'un point z de S, a pour conjugué un S; par rapport
a toutes les quadriques de Lqy.

Le systeme Lg sera entrecoupé par un générique S,_;, qui passe par z, suivant
un systéme linéaire L) de quadriques de S,_;, qui 3 son tour coupera S, dans
un point z’, qui résulte le conjugué de z par rapport a toutes les quadriques du
systeme L.

Nous pourrons choisir pour coordonnées de S,_ les z9,23,...,2,—p, en annu-
lant toutes les autres coordonnées, c’est & dire en écrivant

Ze—b4l = Zyp43 = "=2, = 0
Les équations des quadriques Jo,/15---,Js seront du type:

Jilzo,21,...,2,—4,0,0...,0) =0

Les dérivées partielles:
/i )
E;f ('=011:'--*d)
pour:
Zyp+1 = Zp—p43='""=2,=0

seront toutes nulles. La matrice Jacobienne du systeme L':

f \
4%=0, L, S sl

=0 dn s P—8 )

sera identiquement nulle.

Elle ne pourra pas avoir de caractéristique supérieure 3 r — k , parceque ses
lignes ne sont qu’en nombre r — k + 1, elle ne pourra pas avoir de caractéristique
inférieure 3 r — k , sinon le point z aurait pour conjugué un S, avec g > 0 et non
le seul point z'. : :

Il en résulte que le systeme L) de S,_, ala caractéristique r — k . Cela
porte a conclure pour le premiere partie du théoreme que les quadriques de L}, qui
passent par z, auront en commun la droite zz'.

Puisque nous pouvons dire la méme chose pour tous les §,_& qui passent par z.
on en déduit que les quadriques de L, qui passent, par z, auront en commun S+
Jjoignant le point z avec S;.

Toujours dans I’hypothese que le systeme soit irréductible de premiere espece,
considérons les cas r > d , en soulignant Ia condition r — & < d, qui jusqu'ici était
supérflue.

Il est évident que dans ce cas il doit étre &k > 1.
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Supposons avant tout d = r — 1. Considérons le systeme L,_,,,_» avec k > 1.
Par un point générique P de S,_; formons un hyperplan, qui coupe L,_;/,_;
suivant un systeme L' de quadriques de S,—1, qui a la méme dimension r = 1 et
la méme caractéristique r—k = (r — 1) = (k = 1) (voir: {3]).

Puisque la dimension du systeme est egale a celle de I'hyperplan, seloen la
premiére partie du théoreme, les quadriques de L’ _,, qui passent par P, ont en
commun un S, non multiple. En variant I'hyperplan par P on obtient un infinité
de S; qui constituent une variété commune a toutes les quadriques de L,_, donné,
qui passent par P.

Cette variété ne peut pas étre de dimension superieure 3 k +1 et d’srdre plus
grand que 1, autrément dit son intersection avec un hyperplan par P ne serait pas
un seul Si, non plus multiple. Donc cette variété est un Sp. 1.

Supposons qu’on ait un systeme L,_,,,_; avec k > 2. Par un point générigque
P de S, il passe un L,_g qui appartient au systéme donné.

Menons par P un S,_;, qui coupe le systtme douné suivant un L!_,,,_, de
Sy—1 (voir: [3]).

Dans S,_; par P menons un S,_z, qui coupe le précédent systeme suivant un
L?—?/r—k'

D’apres la premiere partie du théoreme, nous pouvons déduire que les quadri-
ques de L", qui passent par P, ont en commun un Si—;. En variant S,_» dans
S,~1 nous obtenons un Sg, commun a toutes les quadriques de L' par P variant
S,_1 on obtient un S;,; commun a toutes les quadriques de L,_s.

En continuant avec un raisonnement analogue, nous réussirons a démontrer le
théoreme pourun L, _,/,_4 c’est 2 direpourun Ly/,_gavec d<r—1 ,r-k<d.
En effet il suffit de supposer r — d = h et évidement Ly/,_y = L,p/ps

2. Supposons maintenant que le systeme Ly soit irréductible de seconde espece
(r 2< d).Examinons le cas particulier ou les systemes subordonnées:

L‘|)‘ﬂ|’£‘;f‘.!"'i£“."ﬂ‘ (m" S d‘)

contenus dans Lq sont tous irréductibles de premiere espece.

Puisque la caractéristique de la Jacobienne est r - k < d (k > 0) , parmi
les d+ 1 quadriques linéairement indépendantes, qui individualisent Ly, il y en a
r — k fonctionellement indépendantes.

Puisque Ly, /m, €5t un systeme irréductible de premiere espece, il satisfait a la
premiére partie du théoréeme. Pour cela les quadriques de Lq,, qui passent par un
générique point P de S,, ont en commun un S,_m,+3.

Elles constituent un systeme Lg,_;.

Considérons le systeme Ly_; de quadriques de L, qui passent par P. Les
quadriques fonctioneliement indépendantes de ce systeme, qui n appartiennent pas
dL¢,—180nt r—k-m.

En effet soient:

cee =0
Xfo+ i+ -+ NS, a3

pofo+ pifi + o+ pe,rfe 1t ot pefe =0
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les équations de Ly, et de Ly.
Si nous imposons a les quadriques des deux systemes de passer par P, en re-
cherchant )\g et po, on obtient:

A1 (fl + 48 ) + Az (Jo + I’:ﬁ;l ) oot Ay, (_/4. + !"[P}Io) =0

(P) fo(P)
X LP), . f4,(P)
M1 (!l ! (P)fo) X B2 (f0+ f (P) ) + + K, (f‘. gL fO(P) 0) -+
+ e, +1 (f4.+1!;‘-;-§(—%;2/0) +oert g (/c ?tﬁ; ) =0 (18)

Ici le nombre des quadriques fonctionellement indépendantes de L4, qui
n’appartiennent pas & Lg,, est évidemment la différence des relatives caractéristiques,
c’est & dire:

r—k—-my.

Mais (17) et (18) démontrent que ce nombre reste invarié en passant a L¢_; et
Lg4,_; se trouvent toutes dans Lq_,.

Les hyperplans polaires de r—k—m; quadriques fonctionellement indépendantes
de L4_,, qui n’appartiennent pas a Lg,_), passent tous par P. Ils entrecoupent
Sy—m,+1 suivant un S.+1, qui résulte au moins tangente a toutes les quadriques
de L¢—).

Ce résultat est donc indépendant par rapport a d; et m;.

Pour cela en raisonnant analoguément sur: Ly, m,, L¢,/mys:--1Ld,;m, 0D 0b-
terra les espaces:

sv—m|+hsv-m.+ls LX) !Sr-m.+l ’

qui entrecoupés par les hyperplans polaires des restantes quadriques fonctionelle-
ment indépendantes de Lg_y, donnent toujours le méme Si ;.

Sp41 résulte commun respectivement a toutes les quadnques de L,y
Ley—yyeu.,lq,—1 Parce-qu'il est conténu dans les:

S'-m|+ll S""'ﬂ[“'l’ ves ’s'—mo+l

précédents. . .

Mais puisque Lq,, L4,,...,L¢, forment dans L¢ une chaine, pour le lemma il est
toujours possible choisir dans: Ly, _y, L4,—1,..-,Ld,—1, d quadriques linéairement
indépendantes, qui individualisent Ly_,.

Ces d quadriques possédent en commun lé Sg+1 €t pour cela toutes les quadri-
ques de Ly_, auront en commun S;, ;, comme il fallait démontrer.

Le raisonnement précédent a été fait dans I’hypothese que le systeme linéaire
irréductible de seconde espece possede seulement des systemes linéaires subor-
donnés irréductibles de premicre espece. Maintenant nous pouvons supposer que
les systemes subordonnés soient tous ou en partie de seconde espece, en possédant
ces derniers des systéemes irréductibles de premiere espece.
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Pour |a démonstration faite rien change dans le raisonnement précédent et pour
cela la démonstration est |a méme aussi dans ce cas. Ainsi continuant il est evident
que rien change dans le raisonnement précédent quand méme les systemes subor-
donnés sont d’un espece quelconque et que la démonstration est vaiable pour tous
les systemes de seconde espece avec r >< d.

De cette maniere le théoreme résulte démontré completement.
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STRESZCZENIE
W pracy podano warunek konlecezny | wynarczq)qcy na 10, aby liniowy nleredukowalny uklad
kwadryk £ S, byl ukladem Jakobiego charakterystykl r — k.
Pesnone

JoxasuBacTc® KOHEIHOE B ROCTATOYHOE YCAOBHE HA TO, XTOGKL AMHER HBA HENPUBOAHMABS
cHCTeNB KBROPHE H3 Sy GLAN CHCTEMOA xBpakxTepucTuxh r — k Sxobu.
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