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Sur quelques problémes d’invariance
O niektérych problemach niezmienniczosd

O HexoTOpBIX MpoGNEMaX HHBAPAHTHOCTH

Dans ce travail nous allons prendre en considération le probléme d’invariance du champ
invariant des produits scalaires élevé et ensuite nous construirons la connexion invariante
sur une certain espace homogeéne.

1. Soit (G, M, ) I'espace homogéne, ou 7: G X M = M, dinr M = n. Sur cet space
est donné le champ invariant g des produits scalaires, c’est-a-dire le champ satisfaisant
la condition:

g0t 0 a0, Jt10B(D) = 8(t 07, a(). jt107(@a, B(2))),

pour chaque a € G, ou « et § sont des parametrisations des courbes sur la variété M,
tels que a(0) = B(0).
Soit T, M I'espace vectoriel tangence a M dans le point x. Désignons par TM: = %MT"M
X

et considerons 'espace  homogene (G, TM, k), ou k: G X TM - TM definit une action
du G sur TM, a savoir : si ¥ : R = M est une parametrisation d'une courbe telle que
v = ji 4, nous avons k(a, V) : = 1'}|or(a, v(2)). Sur cet espace est donné le champ h des
produits pscudoscalaires qui est 1'élévation compléte du champ g, défini de la fagon
suivante :

Prenons dans TM des courbes aux descriptions & et W et soit ¢ (0) = ¥ (0). Parce
que ¥ (1), ¥(r) € TM, alors

D (1) =Js109(s 1)

V() =T30¥(s 1)
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ol, pour chaque ¢ dans un certain voisinage de 0, s = ¢ (s, £) et s > Y(s, f) sont des
parametrisations des courbes sur la variété M, tels que ¢(s, 0) = (s, 0). Acceptons

d
hGh o ®(0),j}10¥ () : = ('3,‘:08’03|o¢'(& 0, js10¥(s D))

Le champ g ayant donné dans une carte locale, nous pouvons écrire les coordonnées
matricielles locales du tenseur 4 :

v Okgij 8y
[hgp(x. V)] = , OUYETM

¥4 0
- v A, B=1,.,2n

Lik=1,.,n

regarde [2].

Théoréme 1: Si g est un champ invariante des produits scalaires sur l'espace homogéne
(G. M, 1), alors l'élévation compléte h du champ g est un champ invarianie des produits
pseudoscalaires sur l'espace homogene (G, TM, «).

Démonstration. Soient ¢ et n des courbes dans le groupe G, tels que ¢(0) = n(0) = 15,
Prenons les vecteurs jh et jin. Is génératent sur M les champs vectoriels

P~ Is107(E(), P)

P~ is107(n(s), P}
Les aplications

k= 10769, P)

jon = fz1o7(n(s), P)
sont les hcmomorphismes de I'algébre Lie du groupe G a I'algébre Lie de champs vectoriels
surii;rés, fixons le vecteur jia = » € TM, ol a est le parametrisation de la courbe sur la

variété M, a(0) = p. Prenons les courbes sur TM qui ont les parametrisations respective-
ment B et i :

1+ o(1) = j5 07 (E(5), a(8))
1>y (t) =f510 T (n(s), a(1))

Par conséquence a nos hypothéscs, nous avons



Sur quelques problémes d'invariance 2]

—f;’;lo @G} o T(E(S), (D), 7} o T(n(s), (1)) =

= % o @S 0 T(E(S), a(?)), I} 10 $(an(s), a(1))))

pour g € G arbitraire.
Exprimons cela dans le systéme locale des coordonnées et utilisons le résultat dans
la deuxiéme partie de la démonstration. Comptons

S lo G raqyhio TEE(S), a0, oo 2n(s), a(0) =
d -
= b€y T . 60) =y 7 (105, 0) =
d d |
= (3u84) Z7 0™ (). a(0) 7 T (1(5), () +
d d ;
A1 T e b ' (£(s), a(?)) E‘i—- b 7 (n(s), a()) +
+ 854y 'O, 00) S = P, a(0)

€t nous avons

(2|, @1 (B0, VO = Bogi) (|, T (6 MY (), m) +

dt e
+ gy S, TEO. ) L i), m) + (1)
+ gy o) &), m) 4 4L RAUORIO)
Par un calcul nous obtenirons encore
(dr lo(g(/,lor(aE(S) a(t), /3107 (@n(s), “(’))))lf(a my =

= Buai) (-, 7@, (|, P @), m) @

+gvd o s ,or*(as(s) a(r))—.  (an(s), m) +
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+ gy rias), m S5k 5oy en(a), o)

ou w =ji o7(a, a(f)).

Nous avons obtenu alors que des droites termes de (1) et (2) sont égales. Passons
m:umenam a la partie capitale de la démonstration, Prenons les courbes aux parametrisa-
tions ¢ et sur TM:

$= $(8) =t 107§ (), a(?))
S 7% W(s) =’; 10 f(ﬂ(s), a(t))n 3(0) s ‘J(O) =0
ou, comme précédemment,
£E:R~G et §0)=n(0)=1lg
a:R-M et a0)=m

Comptons

1, (310 6(5), /3 10 V() = (3v2i) .r(s(s) m)—= |T’(n(S),m)+

da 4 i 5
+ 803 1o gr loT GO a()) 1,7 (), m) +

+ gy :; o7 {(&(s), m) - d 157 kr}[n(s) a(?)).

Remarquons que

R e, vy Ui 10%(@. 6. J3 10k (@ V(9)) =
=iy (o, a0 i} 1o T(@E(s), a(D)). /4 10 } 10 7(an(s), a(r))) =

= Qugi) ), @k my = P anes), m) +

+ 3"71{15—!0 %lof’(as(s),a(:)) fs—w’ (an(s), m) +

Utilisant le résultat de la premiére partie de la démonstration, nous obtenons
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iy (7 10 $(5)s T2 10 ¥(S)) = hixa, vy U 10k @, $(S)), J3 10k (@, F()),

ce que signifie que le champ 4 est invariant.

2.Jusqu'a a présent nous avons consideré I'élévation compléte du champ g. Prenons
maintenant en considération le champ déformé A des produits pseudoscalaires. Acceptons
maintenant

h(Jt 10 P(2), J1 10 V(1) = —;_s-log(/; 109(s, 1), Jt1o (s, 1)) + b(jt 106(0, 1), /110 ¥(0, 1)) .

ou b est un certain champ tensoriel, symétrique sur (G, M, r). La question intéressante
pour nous sera: quelles déformations b admet-on pour que le champ déforme 4 soit
invariante?

En profitant de ce que I’élévation compléte g est invariante, nous obtenons |'égalité:
b(j}109(0, 7). 110 ¥(0, 1) = Ut 107 (@, H0, 1)), j} 10 7(a, ¥(0. 1))

pour a € G arbitraire. C’est équivalent a I'invariance du champ b sur (G, M, 7).

Nous obtenons alors:

Théoréme 2. Soit g un champ invariant des produits scalaires sur M et soit b le champ
tensoriel invariant et symétrique sur l'espace homogene (G, M, 1). Alors le champ défor-
mé h des produits pseudoscalaires étant l'élévation compléte du champ g est invariant
sur l'espace homogéne (G, TM, k).

3. Nous allons nous occuper maintenant de la construction de la connexion invariante
sur I'espace homogéne (G, THM, k), sur laquelle est donné le champ invariant h de produits
pseudoscalaires que nous avons traité dans la partie 1 et 2.

Soit A : p = Ap le champ des tensours d'ordre (3) sur la variété TM. Nous avons

loca-ement:
Ap (=) =Apyii ek oehoeh, ijk=1,.,2n

oue;, i=1,.,2n, est le champ locale des repéres dans un certain voisinage U du point
PE TMeteh, i =1, ., 2n, est un systéme des corepéres conjugué avec e;. Dans ces

Ay, W) =Ayif P W ek
notation ce que dand la suite du travail nous écrirons:
Ay, w)= Ag-v" w ek.
Fixons un champ v et prenons I'aplication linéaire
AW, D) :w=>A(, W)

A, ) :=Afvie eel,
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ol Aﬁv" sont les coordonnées de cette aplication. L’aplication susimentionnée est
équivalement définje par les fonctions matricielles

Af(—):=Af

qui prennent des valeurs a I’algébre Lie du groupe linéaire GL(2n). Nous pouvons main-
tenant formuler:

Théoréme 3. Si h est un champ invariant des produits pseudoscalaires sur l'espace
homogéne (G, TM, «), alors a chaque connexion linéaire compatible a ce produit existe
un champ tensoriel A d'ordre (3) sur TM, tels que les coefficients [}' ; de cette connexion
ont la forme:

qI = _[h‘ dq hyi — hblh‘ Aqk + Aql ] 3

Démonstration. Nous trouverons tout d’abord la forme générale de coordonnées
wf de la forme de connexion. La connexion que nous cherchons est équivalente au
produit pseudoscalaire. Cette condition, par écrit aux coordonnées et par la transition aux
formes a la forme

dhy = higwf + hgj .
1

En multipliant cette identité par ) A et en sommant a I'égard de i, nous obtenons

1 1
3(5;5; - hj,hj’)w’l = Ehddhg ‘

Nous régardons cette égalité que I'équation par rapport a w“, La condition nécessaire
et suffisante pour l'existence de la solution de cette équation est remplie parce que

1 o . . .
287 —hp (K dhij) = 0.

En vertu de théoréme Obata [1], la solution générale a alors ta forme
=-—[h"dh,, + (53,85 — iy AL

ou le Ai est un quelconque forme linéaire prennant des valeurs a I'algebre Lie du groupe
linéaire GL (2n). Alors les coefficients I‘;,- de telle connexion ont la forme:

-—l”' 3q ji + (6585 —hpi*yAd,].

Les connexions que nous abtenons ne sont pas, en générale, invariantes.
Nous posons maintenant le probléme suivant: quelles conditions faut-il remplir, pour
que la connexion déterminée par (3) soit invariante? Avant de passer a la solution de se
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probléme, occupons — nous de I'invariance du champ tensoricl A sur I'espace homogéne
(G, TM, k). La condition de I'invariance du champ A en coordonnées a la forme.

®@ DALD) =A@ o) klx @ ) Ku@r)  (9)

pour chaqueaEGetpETMet s, ¢, k, 1, i, j = 1, .., 2n. Remarquons que par example
le champ A4 égale zéro est invariant. Nous pouvons maintenant passer a la reponse i la
question posée. Solution de cette question donne:

Théoréme 4. Si les coordonnees Af.r du champ tensoriel A satisfaisent la condition (4),
alors la connexion déterminée par (3) est la connexion linéaire invariante, compatible
au donné champ invariant des produits pseudoscalaires h.

Démonstration. En vertu de (3) il resulte

20§ihks = dg ki + hics A — hpi Ay .
En utilisant cela nous obtenons
2h(Vyv, w) = 3y h(v, W) ¥ h(W, A(u, v)) — h{y, A (4, w)) ,

pour chaque champ des vecteurs u, v, w.
Ensuite nous avons

h(Vyv, w) —h, VuW) = h(w, A (4, v) = h(v, A(u, w)) .

En se rappellant nos hypothéses nous voyons que le champ V,, v s’exprime par les opera-
tions invariantes et alors il est le champ invariant.

Remarque. La connexion que nous considérons est la connexion avec une torsion.
Les coordonnées du tenseur de torsion dans le champ holonomique de répérs s’expriment
d’une fagon suivante:

T3 = %[h’faqh,, + AYi — hpiAge i — W dhjq — Ay + hygh* al] .
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STRESZCZENIE
W pracy rozwaany jest problem niezmienniczosci podnicsioncgo pola niezmicnniczego iloczyndéw

skalarnych a nastepni¢ podana jest konstrukcja koneksji niezmienniczej na pewnej przestrzeni jedno-
rodnei
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PE3IOME

B paGorte peluaeTca Npo6nemMa HHBAPKHTHOCTH MOJHATONO MHBAPAHTHOIO MONSA CKAUTAPHLIX NpPO-
H3BeNeHHA, 3 MOTOM MNOMAETCR KOHCTPYKUMA HHBAPAHTHOR (BA3HOCTH HAa OJHOM OHOPOOHOM

npocTpaHcrTee.



