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1. Introduction. Désignons par P la classe des fonctions p, holomorphes dans K,telles 
que p(0) = 1, Rep(z)> 0 pour z G K, où Kr= [z : |z 1 <r], Kx = K.

Considérons la fonction :

(1.1) FM(z) = ~—M-2---  -, zGÆ, M>\,

où la branche du radical ^/(1 - z)2 + <\z!M est celle qui est égale à 1 pour z = 0.

La fonction Pm est une fonction univalente dans K, car il résulte de l’égalité Pm(zi) = 
= Pm(z7') que (1- l/M)(l-z,, z2)(z2-z2) = 0, ce qui n’a lieu que pourzt = z2. Cette 
fonction admet des valeurs réelles sur l’axe réel et effecture la représentation univalente 
du cercle K sur le demi-plan droit entaillé le long de l’axe réel positif de \/M à +“>.

Désignons par Pm la classe des fonctions holomorphes et subordonnées en domaine 
dans le cercle K à la fonction Pm, c’est-à-dire des fonctions q telles que q(z) = Pm{<^{:)}, 
où tu est une fonction satisfaisant aux hypothèses du lemme de Schwarz (co(O) = 0, 
Jw(z)| <1). Nous le noterons comme il suit:

7(-7) <^/’Af(z) ou (q.PM, 1).

q(z) = P,w(cu(z)) =

De là on tire :

________ I+U)(Z)
У ( 1 - w(z))2 + 4w(z)ZW
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Comme co(z) =
P(ż) -1 

P(z) + 1
pour z € K, p G P, 3 vient

ę(z) = -
P(z)

(1.2)

Pour M — «Ha classe PM est identique à la classe P.
A la classe P se rattache la classe S* des fonctions étoilées, c’est-à-dire des fonctions

qui représentent le cercle K sur des domaines étoilés par rapport à l’origine, en sorte que 
/(0) = 0,/(0) = 1:

fes* =
fV)

= p(z), pep. zeK.

C’est une sous-classe bien connue de la classe S des fonctions holomorphes et univalentes 
dansÆ;/(0) = 0,/'(0)= 1.

A la classe V M > 1, on peut rattacher une classe C S de fonctions étoilées et 
bornées par M.

Définition.

(1.3) = q{z), /(0) = 0, /(0)=l, q&PM
/(z)

En tenant compte de ( 1.2) on obient:

(1.4)

if'V)

Z(z)

P(z)

La classe est donc la famille des solutions de l’équation différentielle (1.4) avec les 
conditions initiales/(0) = 0,/’(0) = 1. Les fonctions de la classe S* représentent K sur 
des domaines étoilés par rapport à l’origine, puisque

z/(z)
Re ——— > 0, pour z 6 K.

Nous allons prouver plus loin, entre autres, que |/(z)| <M pour z &K et que 
S*„ C S*(M) = lf:/G S, f(K) domaine étoilé par rapport à w = 0, /(K) C KM, M > 1 ].
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1 + zeia
2. Soitp(z) =--------- j—, a£(0, lit).

1 -ze,a

Alors

q{z, a) = PM(ze'a) =
1 + ze,a

V M

Pour une telle fonction les solutions de l’équation (1.4) ont la forme:

4z
/(z)= ----- -----

(2.1) -^ + (l-ze“) 
M

-zeia)2 +

On sait que cette fonction est solution de l’équation

w z

1 -
we

M
(1 -ze’°)J

où h1 = /(z), /(0) = 0, /'(0) = 1, et qu’elle représente le cercle K sur le cercle KM entaillé 
le long d’un rayon à partir de jusqu’à e'^’,-aW(2Af — 1 — 2\Mf(M-l)).

Pour a = 0 la fonction (2.1) prend la forme

<tf(2) =
4z

(2.2) z)’+-^- + l - z 
M

C’est la „fonction de Pick”, fonction extrémale dans certains problèmes dans la classe des 
fonctions univalentes bornées.

Lemme. Si r est fixé et 0 < r < 1, | FM(rei9) | est une fonction décroissante de la va­
riable 0 pour d S (O,tr) et croissante de la variable 0 pour 0 G <jr, 2rr>.

D< nonstration. Il suffît d’établir cette propriété pour log

ôr(z)
z

= re'6. Comme
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on a

9
7» 108 = Re

zF’M(z)
-1)

FM&

= — Im PM(z) = — Im

— Im(------------1)F„&

\l-z)2 + 4r
M

1 + ;

t I
Puisque PM est une fonction univalente et typiquement réelle et que Py(U) = 2(1 ——) >
> 0, on a

et
Im PM(p<fB) > 0 pour 0 < 6 < tr, 

ImP^(r?8)<0 pour n<0<2n

(v.p.ex. [6]), d’où résulte la conclusion du lemme.
On a donc:

4r
, = FM(f),Pm(z)max

lzi<z

(23)

nun FM

Théorème 2.1. Si fE S^, on a

(2.4)

4r

4l+r)2-^+l + r

^M(-|zD<IA*)l<FM(|z|), zEK

où FM est une fonction delà forme (2.2).
.. z/'(2)

Démonstration. De l’équation
/(*)

= q(z), q ^PM, on üie

(2.5) /(2) = zexp J -4-----dÇ,
• ?

d’où

i/(c)l = |zlexp Re f îfü.
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En paramétrisant le segment [0, z] comme il suit: f = te*6,0 < t < | z |, 0 = arg z, et en 
tenant compte de ce que Jf = e'3 dt, on a:

(2.6) |/(z) | = | z | exp
„ — 1 J , . Req(r?9)-I,.
Re y ïi—2 dt = | z | exp / —dt.

Puisque q(z) -^P^z) et que PM est univalente dans K, il s’ensuit que

(2.7) min Re P„(z)<Req(te'®)< max Re?v(z).
|zl<r izK/

Cela signifie qu’il existe des nombres zt = te*3', z2 = tel6\, O<0i <2», O<02 < 
<2jt, tels que

max Re PM(z) = Re P^fte*3' ) 
izicr m

(2.8)
min Re Pu(z) = Re PM(te*6* ).
|zl<r M M '

En tenant compte dans (2.6) du second membre de l’inégalité (2.7) et de la prèmiere des 
égalités (2.8), on trouve:

lz ' Re Pu (te*31 i 1
I/O) 1 = | z | exp f ----------------------dt = | F.nf(ei61 |z | )<Fm( 1*1)

O t

en vertu du lemme. Tenant ensuite compte dans (2.6) du premier membre de l’inégalité 
(2.7) et de b seconde des égalités (2.8), on obtient:

I A*) I > I FM( | z | ef93) | > | FM(- | z | ) = -FM(- | z | ), 

ce qui achève la démonstration du théorème.

Corollaire 1. |/(z) 1 <M pour z£K.
Cela résulte du second membre de l’inégalité (2.4) pour r-* 1. En effect, on a

lim
r-»l

4r
= M.

Corollaire 2. KR C/(/C) pour toute fonction f^S^, où R =M(2M - l - 22 

1)). Cela découle du premier membre de l’inégalité (2.4) pour r -♦ 1.
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La classe considérée est ainsi une classe de fonctions étoilées et bornées. Cependant 
elle ne contient pas toutes les fonctions étoilées et bornées par M.

Exemple. Considérons la fonction w = /(z) satisfaisant à l’équation

(2-9)
-\2/k

{\-ZkŸ'k

[-\Uk 
1 _ (—)* et

J
On sait que c’est la fonction extrémale par rapport à max | /(z) 1 dans la classe des 

fonctions univalentes, bornées et k-symétriques [11].
De (2.9) il résulte qu’elle est de la forme

l-(—)*

(2-10)
2/k

zk}2 +ńŁ-+ i z > +Mk 1 Z

et qu’elle représente K sur le cercle muni de coupures radiales k-symétriques. On a

^(2) =
zfk(z) 1 +J

A

A

A/*

Cette fonction représente le cercle K sur le demi-plan droit recouvert k fois, entaillé 
suivant l’axe réel de VÂfk à + °°, elle n’est donc pas subordonnée en domaine à la fonc-
tionPM.

Cependant la fonction (2.10) peut être obtenue en considérant la classe S^k- Alors

/*(z)=ÿ/^(z*)

où F^(z) est une fonction de la forme (2.2).

Remarque 1. Comme PM est la classe des fonctions subordonées en domaine à la fonc­
tion PM définie par la formule (1.1), elle est compacte, d’où il résulte qu'il en est de mê­
me de la classe S^-
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Remarque 2. Si la fonction /(z) appartient à la classe S^, la fonction e~ia,f(zéa) ap­
partient aussi à cette classe.

z/(z)
3. Limitation de arg •

dans la classe S^.

(3.1)

et problème de la majoration en domaine et en module

Théorème 1.3. Si /€ S^, on pour tout z fixé, z G Æ,

2/(2)
arg-

ou

,, p. . . rsin©0 1 2r sin ©o [r cos ©o + (2r — 1)]
4>(r, 3/, ©o) = arc tg —-------- - ------- arctg------ ----------- J

l+rcos©0 2 1 -r2 + 2r(2r— l)cos@0 + 2r2 cos2 0O

(3.2)

cos ©0
- Vl + 2r’ (1 + 16r) + r* + 1 + r2 .. . 1

------------------ -------------------------------- ; | Z | = r, r = -.
4r M

La fonction extrémale est une fonction de la forme (2.2).

Démonstration. Comme

/(2)
= <?(z) =

1 +z _£

\/(l — z)1 + 4zr M

on a

arg
2/'(2)

/(2)
argq(z) <max| arg PM(z)

/w
<*(r.M ©o),

Il suffît de trouver max 1 arg PM (re,B ) 1.
ee<0,2ir> m

or

(3.3)

= lin -

arg PM(re*) = 1m log P^9) -

2 r ( 1 — r) [(rsin 20 — sin 0 )+1 (cos 0-r cos 20)]
[1—r(l -4r)(cos0+rcos20)+r3 cos30]—i'[r(l -4r)(sin0+rsin20)-rî sin30]

= 0,



8 Franciszek Bogowslô, Czesława Bucka

d’où, en calculant la partie imaginaire, on tire

(3.4) 2r cos20 — (1 — r2)cos0 — 4rr = 0.

Posant cos 6 = t et résolvant (3.4) on obtient:

1 + r2 -Vi+2r(l + 16r)+r* 1 + r2 + Vi +2r(l + 16r)+r4
j =---------------------- --------- , t

4r 4r

Comme f2 > 1 et 0 < f r < 1 pour r G (0, 1) et r S (0,1), il vient

0’ = arc cos fj, d" = — arc cos t,.

On a:

•* r sin © 1
arg ) = arc tg —------- -- - - arc tg

m 1 +r cos © 2

2 r sin © [r cos ©+(2t—1)]

1—r2+2r(2r—l)cos ©+2r2 cos2 ©
= 4>(rX0)-

Tenant encore compte de l’égalité cos 0' = cos 0" = cos 0O et de ce que <p(r, A/, 0') = 
= — <h(r, M, 0"), on obtient (3.1).

La fonction extrémale est la fonction (2.2). Pour M = <p(r, M, 0) = 2 arc tgr,
r = I Z |.

La limitation ainsi obtenue de permet de résoudre le problème du rap-

port entre les majorations en module et en domaine des fonctions qui appartiennent, 
à la classe S*f.

La fonction f(F) = a,z + a2z2 + ...,zGÆr, holomorphe dans Kr, est dite subor­
donnée en module à la fonction F(z) = Atz + j42z2 + ... , si |/(z) | < | F(z) | pour 
tout z G Kr, ce que nous notons: 1 f, F, r |.

D’autre part, si /(z) = F(co(z)) pour tout z G Kr, où la fonction co(z) est holomorphe 
dans le cercle Kr et telle que co(0) = 0, 1 co(z)|<r pour zG£r, la fonction f est dite su­
bordonnée en domaine à la fonction F dans le cercle Kr, ce que nous notons:/^, F ou 
(f, F r).

Dans le cas où F est une fonction univalente, cette condition équivaut à la suivante:

f(Kr)CF(Kr).

Désignons par Sv la classe des fonctions holomorphes et univalentes dansÆ, de la forme 

F(z) = z+ ^2z2 + ...,

qui satisfont pour tout r G <0,1) à la condition
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où

zF'(z)
F&

<v(r) pour | Z I <r < 1,

zF'(z)

F(z)
r(r) = sup ( sup | arg 

FeS, |zl<r
I)

est une fonction continue dans l’intervalle <0, 1). Il en résulte que la fonction r(r) ainsi 
définie est strictement croissante par rapport à rS<0,1) et que v(0) = 0 pourvu que 
cette classe ne soit pas composée d’une seule fonction, l’identité.

Soit r0(v) = sup [r : r(r) + 2 arc tg r < n/21. Pour la fonction v(r) ainsi définie 
re<0,l)

le nombre r0 (y) est la racine positive unique de l’équation:

v(f) + 2 arc tg r = jt/2

Dans les travaux [2] et [3] A. Bielecki et Z. Lewandowski ont établi les théorèmes sui­
vants:

Théorème 3.2 ([2]). Si F€SV et f(z) = atz + a2z2 + ..., at >0, est une fonction 
holomorphe dans K et /(z)=#0 pour z ¥=0, z&K, et si (f, F, 1), on a 1/, F, r0(y) 1, 
où r0 (v) est la racine unique de l’équation:

v(f) + 2 arc tg r - it/2.

Le nombre r0 (y) ne peut être remplacé par aucun nombre plus grand.

f(z)
Théorème 3.3 ([3]} Si F£SV et ~~ESV, /(0)>0, et si de plus \f F, 1 |, on a 

(f, F, r0 (y)), où le nombre r0 (r) est la racine unique de l’équation:

v(f) + 2 arc tg r = 7t/2.

Le nombre r0 (y) ne peut être remplacé par aucun nombre plus grand.
Si F S S^f, il résulte du théorème (3.1) que

arg
zF'(z)

F(z)
< 4>(r. M, ©0) = r(r),

où 4»(r, 3f, <?o) et 0o sont donnés par les formules (3.2). Les théorèmes correspondants 
prennent dans la classe S^ la forme:

Théorème 3.4. Si F&S^ et f(z) = atz + a,z2 + ..., a, >0. est fonction holo-



10 Franciszek Bogowski, Czesława Bucka

morphe dans K, f(z) 0 pour z #= 0, et si (f F, 1), on a | f, F, r0 (f) |, où r0 (f) est la 
racine unique de l’équation:

(3.5) (r, M, 0O) + 2 arc tg r = it/2.

60) et 60 étant donnés par les formules (3.2). Le nombre r0(v) ne peut être 
remplacé par aucun nombre plus grand.

f(z)
Théorème 3.5. Si FE ST. et —-,— 

M Z(0)
es^f, /(0) > 0, et si 1/. F, 1 I, on a (f, F, r0(v)),

où la constante t0(f) est la racine unique de l’équation (3.5) et ne peut être améliorée. 
Pour M = °° on retrouve les résultats établis pour la classe S* par A. Bielecki et Z. Le-

wandowski dans les travaux [2] et [4].

4. Limitations des premiers coefficients dans la classe SM 

On sait que la fonction

/es;.№> = 2 + 5, «H*

satisfait à l’équation

(4.1)

oùqe.PM,M> 1 et<?(z) = 1 + £ Fz*,ainsi que
Jfc = l

(4-2) ?(*)
P te)

pep.

+1

et p(z) = 1 + Z p. zk.
* = 1 K

De (4.1) et (4.2) on tire

fl2=ùi, a3 = l/2(b2 + b2), = l/6(2b3 + 3i»iZ>î + èj),

où

PÏ)>
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, 1 1 =_(1------ )
6 M'

, 18 3 15 ,
6p3 ——PiPi ”(— ~rï)P\

M M2
D s’ensuit que:

(4.3)

(4.4) -.-Jd-£)

(4.5)
o M

Pi -pi (
2M

1)

2p,+3(l-±)„„+(.-21 + ^
-)p»

Théorème 4.1. Si f G S*M, on a

(4.6)

M

flî=(1 -À)P*

<h <.(4.7)

(1-À><£-3)

si j,

si

si 1 <M<~.

Ces limitations sont exactes. Les fonctions extrémales ont les formes suivantes: pour (4.6)

la fonction extrémale est de la forme (2.2), pour (4.7) elle a dans le cas où M> ^et 1 <

< M < —, la forme (2.2), enfin si — < M < — c’est la fonction f(z) = V Fjjf (z2), où Fm 
4 4 2

est une fonction de la forme (2.2).

Démonstration. L’inégalité (4.6) résulte de la formule (4.3) et du fait que I pt I <2.

z 1 +z
L’égalité a lieu pour la fonction p(z) = —------ , pour laquelle p2 = 2 et la fonction cor­

respondante /G S^f est de la forme (2.2).

L’inégalité (4.7) découle de (4.4) et de l’inégalité: \p2 — Xpî|<2max (1,|2X — 
— 1 |), où X est un nombre complexe quelconque (v. [9]). Effect, on a:

1*3 l<(l--“)max(l,|3-4l).
M M
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d’où résulte (4.7). Si3f > -^ou 1 <M< l’égalité a lieu pour la fonction p(z) =

Pt = 2, Pi = 2, et la fonction correspondante f est de la forme (2.2). D’autre part, si

5 5 1 + z2
— <M < -z, l’égalité a lieu pour la fonction p(z) =-------r, Pi = 0, p2 = 2, et la fonc-4 2 1 — g*

tion correspondante f est de la forme /(z) = V , où FM est de la forme (2.2).
Cette fonction représente K sur K /r> muni de deux coupures radiales symétriques sur 
l’axe réel.

Théorème 4.2. Si f£. Sm, on a la limitation

(4.2,

qui est exacte pour M>M0 =— (15 + Vsî) = 5,63 ... Dans ce cas la fonction extrê- 
male est de la forme (2.2).

Démonstration. Considérons l’égalité (4.5). Comme 1 —— 4- > 0 et 1 — — >0
2M 2M2 M

pourM>M0 — 5,63 ..., on a dans ce cas

I». K^d—Ś)[2IPjl + 3d-^)IP, IIPil + d-JS+^5)lp, I’]<

Cette limitation est exacte pour M>M0 = 5,63 ..., et la fonction extrémale est de la 
forme (2.2).

Remarque. Comme le coefficient s’exprime par les coefficients px = p'(0), p2 = 

= p"(0), p3 = -y p"'(0), d’une fonction dont la partie réelle est positive, on con­

state, en appliquant le théorème de Sakaguchi [13] sur max Re((p(z),p'(z),p"(z),
pe?

- , pmw, que si une fonction admet une partie réelle positive et satisfait à égalité 
dans (4.8), elle est de la forme:
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p(2) = S X* 
Jt-i

l + ze~19* 

\-ze~i6k
2 X* = l, X*>0 *
k-l

Il y a lieu de supposer que si 1 <M<M0 = 5,63 , la fonction extrémale par rapport
à max Re <z4 représente K sur le cercle K trr. muni de trois coupures radiales symé-

triques, ou bien représente K sur Km muni d’une coupure radiale.
La limitation de 1 a3 | dans la classe S*(M) a été étudiée, entre autres, par R. W. Bar-

nard dans le travail [1]. Cet auteur a démontré que la fonction extrémale par rapport 
à max | a3 1 représente K sur Km avec deux coupures radiales symétriques au plus.

Cependant il n’a pas donné de limitation pour 1 a3 | dans le cas où M > e. Il semble que 
la limitation de | a3 | dans la classe est exacte dans toute la classe S*(M) pour 
M>3.

5. Formules variatkKx.e2ss dans la classe

Dans la classe P on connaît deux formules variationnelles: celle de M. S. Robertson 
[12] et celle de K. Sakaguchi [13].

Théorème 5.1 ([12]).

La fonction

(5.1) p*(z) =p(z) + p2AR(z, z0, p(z),p(zo),p(zo),e'0, e~i0) + 0(p2)

appartient à la classe P pour p > 0 suffisamment petits, et pour toute fonction p 6 P 
et toutzo fixé, où

^(z^-U-IzoP) z ze ie ze ie je P(z)
z0(z-z0) l-zoz p(z0)(z-z0)

<S2> ,

p(z0)(l-z0 Z)

[ ]' désigne la dérivation par rapport à z, 0(p2) est une fonction analytique dans K et

0(p2)
—— est uniformément borné sur tout sous-ensemble fermé du cercle K.

P
Théorème 5.2 ([13]) La fonction

(53) p*(z) = p(z) + -^,(z,zo,p(z),p(z0),p(z0), e'e,e“w) + 0(p)
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appartient à la classe P pour p>Q suffisamment petits, pour toute fonction p G P et tout 
z0 € K fixé, où:

(5.4)

et

A,(z) = e* [p(z) 2 - ) - 1 ] -
L 1— zoz 1—zoz J

tend presque uniformément vers zéro pour p -* 0.

Ces deux formules peuvent s’écrire sous la forme:

(5.5) p\z)=p{z) + Mfz, z0, p(2),p(^X eie, e~ie) + 0(X),

où, dans le cas de la formule de M. S. Robertson, il faut poser.4 = Ar, Ar étant donné 
par la formule (5.2), et remplacer X par p2, tandis que dans le cas de la formule de K. Sa- 

kaguchi il faut poser A = As, As étant donné par la formule (5.4), et remplacer X par —.

En s’appuyant sur ces formules variationnelles pour les fonctions de la classe P, on 
peut déduire les formules variations du type de Robertson et de Sakaguchi dans la classe

Théorème 5.3. Si f& S^ et z0 est un point quelconque fixé du cercle K, et si p > 0 
est suffisamment petit, les fonctions:

(5.6) /•(;)=№)[! + /11-( -yy )■ jj 1" © y + 0(p’1 ■

(5.7) /•(;) - /(z) ( 1 + î[ 1 -( 7^>’ £ I’" Y1+ O(o> ■

où Ar est donné par la formule (5.2), Af par la formule (5.4), et la fonction p(z) qui 
y intervient est de la forme
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appartiennent

Démonstration. Comme/€5^, on a

*<(?)-1
(5.9) f(z ) = z exp J----- - ---- dÇ,

» i

où

(5.10)
________P(z)________
^’(O-Dji+I

En tenant compte de la formule (5.5) dans (5.10),x>n obtient pour la fonction q £PM 
la formule variationnelle suivante:

(5.11) ç*(z) = <?(z) + X-
(1-? (z)^)3n

/l(z) + 0(Xi).

Dans le cas de la formule de Robertson il faut poser A = Ar , tandis que dans celui de 
la formule de Sakaguchi A =AS, Ar et As letant donnés par les formules (5.2) et (5.4), 
et remplacer la fonction p(z) qui y intervient par

Tenant compte de la formule (5.11) dans (5.9) et profitant du développement de la 
fonction exponentielle par rapport au paramètre X, on obtient respectivement les for­
mules (5.6) et (5.7). Dans la formule du type de Robertson on prend A =Ar, donné 
par la formule (5.2) et X = p2, dans la formule du type de Sakaguchi on pose A = As, 

donné par la formule (5.4) et X = —. Dans les deux cas on prend pour p(z) la fonction 

donné oar la formule (5.81.
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Pour M = 00 on tire de la formule (5.6) la formule variationnelle bien connue de Hum- 
mel (v.p.ex. [8]) pour la classe Si!',.D’autre part, on obtient de la formule (5.7) la for­
mule variationnelle du type de Sakaguchi dans la classe 5*[14], indépendante de la for­
mule de Hummel.

Nous établirons maintenant deux formules variationnelles auxiliaires pour les fonc­
tions de la classe Sy. '

Considérons la fonction Z(z), z(0) = 0, z’(0)>0, qui représente le cercle K sur le 
cercle unité muni d'une coupure radiale suffisamment petite issue du point t=e~l8‘ 
On sait que cette fonction satisfait à l’équation:

Z
(1 + Ze/8)J

= (1-X)
z

(l+'z?8)2 ’ X>0 suffisamment petit.

Cette équation peut s’écrire sous la forme:

teie + •—+ 2 = — (zeie + + 2).
ze«e 1-X z?8

Remarquons que pour X = 0 on a Z(z) = z. Si X > 0 est suffisamment petit pn a:

Z.(z) = z—Xz 1 + ?" + 0(X1), z’(0)—1 —X.
1 —ze'"

Appliquons maintenant cette formule à la fonction ç(z) "^/^/(z). Comme ^(Z^z))^ 
•^?(z)<^/>Af(z), la fonction <?(z2(z)) appartient à la classe Pm pour X>0 suffisamment 
petits et

1 + ze/8
(5.12) <7*(z) = <?(z)-Xz- _ ^-<y'(z) + 0(XJ)

est aussi subordonnée en domaine à la fonction PjifÇz). Tenant encore compte de (5.12) 
dans la formule (5.9) on obtient pour X > 0 suffisamment petits:

* 1 l ïcldC(Z) = /(z) [ 1 -x/f )' df J + O(X’).

Si JG-Sm, la fonction e~laf(zela'), a£<0, 2ir>, appartient aussi à la classe S/y. Si 
a > 0 est suffisamment petit on a

Z*(z) =/(z) [l + ia ( - 1 )]+ 0(a).

L /(z) J
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6. Le problème de Jenkinsdans la classe Sm

Soit T une sous-classe compacte fixée de la classe S. Désignons par L(r, la
mesure linéaire de l’ensemble des valeurs que la fonction f n’admet pas et qui appartien­
nent à la circonférence | w | = r, R <r < 1, où Kr est le cercle recouvert dans la classe 
T, c’est-à-dire tel que Kr C f(K) pour toute fonction f&T.

Soit Z(r) = suj?. J. A. Jenkins [7] a étudié ce problème dans la classe S, tan­

dis que Z. Lewandowski [10] l’a étudié dans la classe S*.
Dans la classe 5* il a été possible de résoudre ce problème en appliquant la méthode 

de symétrisation; la symétrisation circulaire ne diminue pas, en effet, le rayon conforme 
intérieur et, comme l’a montré Z. Lewandowski [10], les domaines étoilés soumis à une 
symétrisation circulaire conservent cette propriété: si G est un domaine étoilé par rap­
port à l’origine, le domaine symétrise C* est aussi étoilé par rapport à l’origine (la demi- 
-droite de symétrisation est issue de l’origine).

Dans ce cas la fonction extrémale est de la forme

où a est choisi en sorte que i/z G S*

f(z) = F( w° = -«P-2+» ,
I — i •

et

OG(0,2),

F(w) = (
i — 0 i/w+ w 
l + Oyfw + w'

La fonction 0 représente K sur le domaine

G = [w: |w |<r]U[w: |w |>r, largw Kytr0],

où le nombre r est lié à 0 par la relation:

r = 4 [(2+0)î+® (2-0)l’*]'‘P.

Le fait que dans la symétrisation circulaire, dans laquelle la demi-droite de symétrisa­
tion est issue de l’origine, les domaines étoilés et bornés conservent ces propriétés, le 
problème de Jenkins a pu être résolu dans la classe

Dans ce cas la fonction extrémale [5] représente K sur le domaine G = Km — W, où

W = [w: r < | w |<M, 0 <arg w<2it — fl], 0€(O,ir).



18 Franciszek Bogowski, Czesława Bucka

Nous indiquerons maintenant une autre construction de la fonction extrémale dans 
différente de celle qui a été donnée dans [5]. Considérons la représentation con­

forme du cercle K sur le cercle À' entaillé le long du segment <—1, —p), 0 < p < 1. Çette
fonction satisfait à l’équation:

t _ az _ 4p
(61) (1-7)2 " (l~z)2 ’ ° (1 + p)2’

f = f(z), Z(0) = 0.
De l’équation (6.1) il résulte que la fonction /î(z) = jpjw(Z(z))<^/,jik(z), où Pm est don­
née par la formule (1.1), est de la forme:

(6.1') /i(2) =
(1 —z)2 + 4az 

4<zz(l-z)2 + M

où l’on prend la branche du radical qui est égale à 1 pour z = 0, et elle représente K sur 
le demi-plan droit entaillé le long des segments de l’axe réel: de 0 à s < 1 et de VAf à

1-P !(!) = 0.

Alors la fonction:

(6.2)
zh(f)-l 

/(z) = zexp£—-—

+ °°. s =

appartient à la classe Sm et représente K sur le domaine Km ~ G, où

G = [w:r<|w |<Af, largw|>7], y 6(0,»).

Il existe donc sur la circonférence unité des points z^ = ei6k, k = 1,2, 0 < Q < 02 < rr, 
tels que

|/(e»»)|=M si 0G<-0,,0,>,

arg f(ei0) =y si 0 6, 02>,

|f(e*e)|=r si|0|>02,

arg f(ei9)= — r si 0 6(— 02,— 0i>.
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Les nombres z1( z2 peuvent être exprimés en fonction de a — 4p(l + pj2 et Af; en 
effet, z2 = 1 — 2« + 2/Va(l —a) , |z2|=l, 02=argz2, zl=ettï où 0i = 
= arg f‘(eiargfr) (/_1 étant la représentation inverse de (6.1)), enfin t0 = -X- (M — 2 + 
+ 2iW^î).

Ona: sup L(r,O = jrr^(r),

OÙ ir0(r) = 2(w — 7).

Les quantités r et 0(r) peuvent être exprimées en fonction de p. Pour | 0 | > 02 on a

e* ft(O-l
log r = log | f(e10) j - Re I

» Re/i(xeie) —1
dx

f
f
0

si l’on tient compte de la formule (2.6) (la fonction h est donnée par la formule (6.1)). 
En posant, en particulier, 0 = it, on obtient:

logr = y /i(-x)-l
dx.

y = arg f(eiei ) = Im log /(e,s» ) = 02 + Im J —~—— df >
0 ’

Effectuant l’intégration, d’abord le long du rayon [0, 1 ], puis le long de l’arc de circon­
férence 1 z | = 1 de 1 à eie2 (l’équation paramétrique fant f = eie, 0 < 0 < 02), on ob­
tient:

7 = 02 + Re /’ — 1) d0 = Re dO.
0 0

Comme Re h(e'6') = 0 pour 0e<0j,02> et Im/i(e'°) = 0 pour 0e<O,0i>‘ on a finale­
ment

7= t'h^dO ,
0

d’où

rr0(r)=2(ff- ; h(e'9)dO .
0

Comme la fonction F, donnée par la formule (6.2), appartient à la classe ■S’Xr. elle est 
aussi une fonction extrémale dans le problème de Jenkins dans cette classe.
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STRESZCZENIE

W pracy rozważamy klasę Sm, M> 1, funkcji gwiaździstych i ograniczonych przezM, 
określoną definicją (1.3) i wyprowadzamy dla tej klasy wzory strukturalne.

Dowodzimy twierdzenia: jeżeli/S Sm, to |/(z) | <M dla | z | < 1.
Znajdujemy dokładne oszacowania:

max max I a2 I, max | a3 |, M > 1, oraz dla M>Ma = 5,63 ..., 
f^SM

max 1 I, podając w każdym przypadku funkcje ekstremalne.
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Następnie wyprowadzamy w tej klasie wzory wariacyjne typu Robertsona i Sakagu- 
chiego oraz dwa pomocnicze wzory wariacyjne.

W ostatniej części pracy rozwiązujemy problem Jenkinsa dla klasy Sj{f, polegający 
na znalezieniu sup gdzie L(r,f) jest miarą liniową zbioru wartości nie przyj-

mowanych przez funkcję f i leżących na okręgu 1 w | = r.

РЕЗЮМЕ

В работе обсуждается класс 5М*. М > 1, звёздных функций и огра­
ниченных М, определенной дефиницией (1.3) и сделано для этого клас­
са структуральные формулы.

Доказываем теорему: если /е$м* то |/(г)| < М для |г| < 1.

тах 
^SM

Находим точную оценку:
т

jV>1, а также для М > M0 = 5,63..., max 
f^SM

arg ■ , max |a2 |, max |a3 |, 
f^sM f^sM 

представляя в каж-

№ 

max |a4 I,

дом случае экстремальные функции.
Потом выводим для этого класса формулы вариации типа Роберт­

сона и Сакагучего, а также две вспомогательные формулы вариации. 
В окончательной части работы решается проблема Дженкинса для

класса 5М*, расчитывающая на открытие яир £(г,/) где 1>(г, /)

является линейным модулем множества значения, непринимающихся 
Функций / и находящихся на контуре |ш| = г.




