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1. Introduction. Désignons par P la classe des fonctions p, holomorphes dans K telles

que p(0)=1,Re p(2) >0 pourzEK,00 Kr=[z:]z|<r], K,=K.
Considérons la fonction :

(.1 Pt Itz 2EK, M>1,
J—2)" +az/m

ou la branche du radical \/ (1—2)*+ 4z/M est celle qui est égale 4 1 pourz =0.

La fonction P est une fonction univalente dans K, car il résulte de 'égalite PM(z,) =
= Pm(z;) que (1 —=1/M) (1 —z,, 2;) (z2—24) = 0, ce qui n’a lieu que pour z; = z,. Cette
fonction admet des valeurs réelles sur I'axe réel et effecture la représentation univalente
du cercle K sur le demi-plan droit entaillé le long de I'axe réel positif de /M a +oo.

Désignons par Py la classe des fonctions holomorphes et subordonnées en domaine
dans le cercle K 4 la fonction Py, c'est-a-dire des fonctions q telles que q(z) = Pm(cA2))-

ol w est une fonction satisfaisant aux hypothéses du lemme de Schwarz (o(0) =0,
1w (2)1 <1). Nous le noterons comme il suit:

q(2) <PM(2) ou (q, Pm, 1).

De 14 on tire:

a(2) = Pu(w(2)) = 1+o()
\/(l —w(2))? +4w(zVM
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p(z)—1 .
Comme w(z) = —— pourz €K, p €P, il vient
p(2)+1 -

a(z) = 2ib)

o= /(p’(*)—l)—u

Pour M = ela classe Py, est identique 4 la classe P.
A la classe P se rattache la classe S* des fonctions étoilées, c’est-a-dire des fonctions
qui représentent le cercle K sur des domaines étoilés par rapport a 'origine, en sorte que

f(0)=0,7/'(0) =1

fESY == %’(-gl =p(z). pEP. z€EK.

C’est une sous-classe bien connue de la classe S des fonctions holomorphes et univalentes
dans K; f(0) =0, ' (0) = 1.

A la classe Py, M > 1, on peut rattacher une classe S}, w C S de fonctnons étoilées et
bornées par M.

Définition.

2f'(z)
@)

En tenant compte de (1.2) on obient:

(13)  fESy.M>1e= =q(). f(0)=0, f(0)=1, qEPy

2f'(z) _ p(2)
(1.4) f@) /
P (2)- 1)— +1

La classe S;‘ est donc la famille des solutions de I'équation différentielle (1.4) avec les
conditions initiales f(0) = 0, f'(0) = 1. Les fonctions de la classe S;‘ représentent K sur
des domaines étoilés par rapport a I'origine, puisque

A 2f'(2)
fz)

Nous allons prouver plus loin, entre autres, que | f(z)| <M pour z EK et que
S;'! C S*(M) =[f: FES, A(K) domaine étoilé par rapport & w = 0,(K)C KM' M>1].

>0, pour zEK.
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gl 1 faekigp 0
2. Sontp(z)z“'., a €(0, 2n).
1 -2z¢'*
Alors
- 1 +ze°
q(z, a) = Py (ze'%) =
4ze'®

v (l _:C,I:ﬂ)l o E

Pour une telle fonction les solutions de I'équation (1.4) ont la forme:

4z

2
" fa ;
\/(l —-ze'%)? + ﬂ;—-# (l—ze'“)]

On sait que cette fonction est solution de I’équation

@)= <

(2.1)

w z
ia i
we ;
= 1 —ze'?)?

oi w = f(2), f(0) =0, £'(0) = 1, et qu'elle représente le cercle K sur le cercle K » entaillé
le long d’un rayon a partir de & (" =M jusqu'a & —M(2M — 1 — 2/M(M —)).
Pour a = 0 la fonction (2.1) prend la forme

4z

4 ———— A 2
2.2) [\/_(1—:)’+ ‘j; +1-z ]

C’est la ,,fonction de Pick”, fonction extrémale dans certains problémes dans la classe des
fonctions univalentes bornées,

Lemme. Si r est fixé er 0<r<1, IFM(re"’) | est une fonction décroissante de la va-
riable © pour B € (0, m) et croissante de la variable @ pour © € (n, 2m).

D¢ monstration. Il suffit d’établir cette propriété pour log

l, z =re'®. Comme

Fu) | 2Fe) ]
| B .
> O L {Fu(z) lI
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ona

—- log

9 l Fu(2)
a6

e
“~

ke ',_ (zfim)_l)' - (zFif(z)_l
Fy@) Fu(2)

1+z

/(l_z)2+ ._4.2—
Vv M

i
Puisque F,, est une fonction univalente et typiquement réelle et que P;,(O) =2(1——)>
: M
>0,o0na )
Im Py (r#°)>0 pour 0<6<m,

Im PM(re"o)<0 pour ®<6<2nm

(v.p.ex. [6]), d’ou résulte 1a conclusion du lemme.

et

On a donc:

4r
max| Fy(z) | = = == Fu (1),
1zl<r ‘_"—_4'_

i‘\/“ —PJ2+F,-+ ]-—?J
(2.3)

4r
min | Fy(2) | = 3= —Fy(-7),
|zi<r e

[\/(1+r)’-7;14—’+1+r]

Théoréeme 2.1.Si fE Sy ona

(2.4) —F(—12)<If(2) I<Fy(lz]), z€K
ou F), est une fonction de la forme (2.2).
: . o e ) \
Démonstration. De I'équation @ =q(z), q €EP,,, on tire
z
(2.5) 23— 1

fG)=zexp | dg,

d’ou

176)1= 12 1 exp |Re fﬂ%d;]:
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En paramétrisant le segment {0, z] comme il suit: { = te‘-a, 0<1<|z|, 0 =argz,eten
tenant compte de ce que d{ =e'® dt, on a:

2l _ o ify Izt 0y _
(2.6) |f(z)|=|z|exp[Re{ ﬂg—f—l—dt]=lzlexp { BgLn;,—)—ldt.
Puisque q(2) {PM (z) et que Py, est univalente dans X, il s’ensuit que
Q.7 min Re Py, (z) < Re q(t¢®) < max Re Py, (z).
zi<t IZi<? =

Cela signifie qu’il existe des nombres z; =161, z, = 1%, 0<6,<2m 00, <
< 2m, tels que :

max Re Py (z) = Re Py, (te)
1Z2i< ¢
(2.8)
in Re P,,(z) =R %),
ltzr:xg‘ e Py, (z) = Re Py (1)

En tenant compte dans (2.6) du second membre de I'inégalité (2.7) et de la prémiere des
égalites (2.8), on trouve:

121 Re Pay (16/91) —
@) 1=z exp f ——%)——’dmnmw"izl)duuzn

en vertu du lemme. Tenant ensuite compte dans (2.6) du premier membre de I'inégalité
(2.7) et de la seconde des égalités (2.8), on obtient:

@) I3 1F),(121€%) 3| F(=1z 1) ==Fy(=1z1),
ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Corollaire 1. | f(z) | <M pour z EK.
Cela résulte du second membre de I'inégalité (2.4) pour 7 1. En effect, on a

E 4r
lim =M
r-l E—
[‘/" T
Corollaire 2. Kp C fIK) pour toute fonction €S}, ou R=MQM-1-22
VM(M — 1)). Cela découle du premier membre de I'inégalité (2.4) pourr = 1.
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La classe considérée est ainsi une classe de fonctions étoilées et bornées. Cependant
elle ne contient pas toutes les fonctions étoilées et bornées par M.

Exemple. Considérons la fonction w = f(z) satisfaisant a I'équation

w F4
g 2/k=
(29) l |- (_;’W_)k] (1 _zk)z/k
~12/k
k entier, k > 1, w(0) = 0, w'(0) = 1, les branches des puissances [1 = (_) | et
(1 —zk)zﬂ‘ étant celles qui sont égales 3 1 pourz = 0. M-

On sait que c’est la fonction extrémale par rapport & max | f(z) | dans la classe des
fonctions univalentes, bornées et k-symétriques [11].
De (2.9) il résulte qu’elle est de la forme

Va:

i (@) =—
(2.10) ‘

(1-2z¢y

124
Mk+1-z"J

et qu'elle représente K sur le cercle K, muni de coupures radiales k-symétriques. On a
2fx(2) - 1+:k

gk(z)= " =
Mk

Cette fonction représente le cercle K sur le demi-plan droit recouvert k fois, entaillé

suivant I'axe réel de VMK 3 + oo, elle n’est donc pas subordonnée en domaine i la fonc-
tion Py,
Cependant la fonction (2.10) peut éire obtenue en considérant la classe S;,k. Alors

k
(@) = V(2%

ou Fy,(2) est une fonction de la forme (2.2).

Remarque 1. Comme P, est la classe des fonctions subordonées en domaine i la fonc-
tion P, définie par la formule (1.1), elle est compacte, d’ou il résulte qu'il en est de mé-
me de la classe Sy,
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Remarque 2. Si la fonction f(z) appartient i la classe S%, la fonction e~ 8f(zé®) ap-
partient aussi a cette classe.

3. Limitation de

arg et probléme de la majoration en domaine et en module

dans la classe S;,.

Théoréme 1.3. Si fE Sy, on pour tout 2 fixé, z €K,

z2f'(2)
3.) arg |<d> rM, 8,),
Q) ( o)
ou
in © 1 i -
®(r, M, ©) = arc tg_rs_t_n____o___ -y 2rsin 8g [rcos ©p + (27 — 1)] \
1+rcos®, 2 1 —r242r(27 — 1) cos By + 2r* cos? 8,
(3.2)
—Vi+22 1+ 4
o 1+2P2Q+16D)+r +1+ 72 ;'Iz|=r,r=l.
4r M
La fonction extrémale est une fonction de la forme (2.2).
Démonstration. Comme
z2f'(2) 1+z 1

- 4

Ty 1O SR g 1o

| 2f'(2) |
arg =
f@@)

trouver max |arg Py (re'®)|.
1 suffit de tro e w(re) i

ona

1
arg q(2) l<l|;1laéc'! argPM(z) .

or

| ? .
*a_ arg PM(’E'O) = Iy Im log PM(re'a) =
(3.3) a0

2r(1—7)[(rsin26 —sin6)+i(cos8 —rcos26))]
! [1—r(1—47)(cosb +rcos20)+r* cos30)—i[r(1—4r)(sind+rsin20)—r? sin36]

= =



8 Franciszek Bogowski, Czestawa Bucka

d’ou, en calculant la partie imaginaire, on tire
3.4 2r cos?0 —(1 —r*) cos6 —47r=0.

Posant cos 6 =t et résolvant (3.4) on obtient:

1+72 —V1+2(1 +167)+r* el +r2 V1421 +167)+r*
=} 2 = -

h 4r : o

Comme t; > 1et0<t; <1 pourr€(0, 1) et 7€ (0, 1), il vient
0' =arccost,, 0" =-—arccost,.

On a:

rsin © 1 2 rsin © [r cos 8+(27—1)]
-l Ao h
19F @ 2 1—r*+2r(27—1) cos ©+2r% cos* @

= d(r.M,0).

arg P (reis) =arctg

Tenant encore compte de I'égalité cos @' = cos 8" = cos 6, et de ce que &(r, M, ') =
=—&(r, M. 8"), on obtient (3.1).

La fonction extrémale est la fonction (2.2). Pour M =, &(r, M,08)=2arcigr,
< /'@

La limitation ainsi obtenue de
f(2)

port entre les majorations en module et en domaine des fonctions qui appartiennent
alaclasse Sy

La fonction f(z) =a,z + a,z* + ...,z €EK,, holomorphe dans K,, est dite subor-
donnée en module i la fonction F(z)=A,z + A2* + ... ,si |f(2) |<|F(z)| pour
tout z €K,, ce que nous notons: | f, F, r |.

D’autre part, si f(z) = F(w(z)) pour tout z € K,, ou la fonction w(z) est holomorphe
dans le cercle K, et telle que w(0) =0, | w(z)]<r pour z €EK,, la fonction f est dite su-
bordonnée en domaine a la fonction F dans le cercle K,, ce que nous notons:f{, Fou
(, F,r.

Dans le cas oli F est une fonction univalente, cette condition équivaut i la suivante:

arg

| permet de résoudre le probléme du rap-

f(K,) C F(K,).
Désignons par S, la classe des fonctions holomorphes et univalentes dans X, de la forme
F@)=z+ 4,22 + ...,

qui satisfont pour tout 7 € (0, 1) a la condition
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Fl
‘argz @) <y(r) pour |z|<r<l,
‘ F@)
ou
Giay HR aip: et )
v(r)= su sup | ar
Fe?s, |zn<pr ? F(z)

est une fonction continue dans I'intervalle (0, 1). Il en résulte que la fonction »(r) ainsi
définie est strictement croissante par rapport i 7 €(0, 1) et que v(0) =0 pourvu que
cette classe ne soit pas composée d’une seule fonction. I'identité.
Soit ro (V) = es(uopl) [r:v(r) + 2arctgr <m/2). Pour la fonction v(r) ainsi définie
r ,

le nombre 7 (v) est la racine positive unique de I’équation: -
v(r) + 2arctgr=mn/2

Dans les travaux [2] et [3] A. Bielecki et Z. Lewandowski ont établi les théorémes sui-
vants:

Théoréme 3.2 ([2]). Si FES, et f(z) =a,z + a,2* + ..., a; >0, est une fonction
holomorphe dans K et f(z) #0 pour z#0, zE€EK, et si (f, F, 1),ona \f, F, ro()|,
ou rq (v) est la racine unique de I'équation:

v(r) + 2arctgr = n/2.

Le nombre ro (v) ne peut étre remplacé par aucun nombre plus grand.

Théoréeme 3.3 ([3]). Si FES, et f%esv, F(©0)>0, et sideplus |f,F,1|,0na

(f, F, ro (v)), ou le nombre ry (v) est la racine unique de l'équation:
v(r) + 2arctgr=mu/2.

Le nombre ro (v) ne peut étre remplacé par aucun nombre plus grand.
Si F € Sy, il résulte du théoréme (3.1) que

2F'(2) 3
F@) I SO, M 6y)=v(r),

arg

ol #(r, M, do) et 8o sont donnés par les formules (3.2). Les théorémes correspondants
prennent dans la classe Sy la forme:

Théoreme 3.4. Si FES}, et f(z)=a,z + a,z* +.... a, > 0. est fonction holo-
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morphe dans K, f(z)#0 pour z#0, et si (f, F, 1),ona |f, F,rq(v) |, ot ro(v) est la
racine unique de l'égquation:

(3.5) (r, M, éo) +2arctgr=m/2,

®(r, M, 84) et 6y étant donnés par les formules (3.2). Le nombre ro(v) ne peut étre
remplacé par aucun nombre plus grand.

Théoréme 3.5. Si FE S3, et ff,((z(:)es;,, f(0)>0,etsilf,F,1]|, 0na/(f,F ro(v)),

ou la constante ry (v) est la racine unique de I'équation (3.5) et ne peut étre améliorée.
Pour M = = on retrouve les résultats établis pour la classe S* par A. Bielecki et Z. Le-
wandowski dans les travaux [2] et [4].

4. Limitations des premiers coefficients dans la classe Sy,

On sait que la fonction
: +3 k
=) a
fESy f(2)=2+2 84

satisfait a I'équation

2f'(z)
@.1) o q(z),

ogEPY, M>1etq(z)=1 +k§l b2, ainsi que

p(z)
4.2) 9 \/_——1_— :
2 o =
@*'@-1 M+ 1

etp(z)=1+ :2. .zk.
p(z) P

PEP,

De (4.1) et (4.2) on tire
a;=b,, a3 =1/2(by +b}), as =1/6(2b3 + 3b1by +b}),

ol

1 1
by =(1 —';‘)pl. by =(1 'E)U?:— D

5‘_‘!’
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18 . 3
=_(l "_) [6P3—;{"P1P2— — = )P"]

11 s’ensuit que:
1
4.3) a; =(1 —,—;)m

_ll_i — s 5 :
4.49) “s~2( M) P2 P:(z‘;!'—l).

MW RS | e, LAl BN R
; o= M.p, ( M)Plpz( w+-ﬁ)r’?-

Théoreme 4.l.SifESi,. ona -

1
(4.6) : @ =(=)p
- 06-3) 8 M>3,
1
(4.7) Jas | <. ‘*;, s £<M<~%
(1-—)(M—3) si l<M<%.

Ces limitations sont exacte.;. Les fonctions extrémales ont les formes suivantes: pour (4.6)
la fonction extrémale est de la forme (2.2), pour (4.7) elle a dans le cas ou M > -52-et 1<
<M< f la forme (2.2), enfin si %< M< % c’est la fonction f(z) = \/_IW’_)_. ou Fy
est une fonction de la forme (2.2).

Démonstration. L'inégalite (4.6) résulte de la formule (4.3) et du fait que | p; | <2.

1+z
L’égalite a lieu pour la fonction p(z) = l——, pour laquelle p; = 2 et la fonction cor-
—g

respondante f € Sy, est de la forme (2.2).

L’inégalité (4.7) découle de (4.4) et de I'inégalité: 'Ip, —Ap}<2max (1,122 —
— 1), ou A est un nombre complexe quelconque (v. [9]). Effect, on a:

las |<(1—-/.f,:)max(1.|3——:; b,
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i, Iégalité a lieu pour la fonction p(z) = { ‘.'-.; ’

d’ot résulte (4.7).SiM > = > ou 1<M<

P1 =2,DP2 =2, et la fonction correspondante f est de la forme (2.2). D’autre part, si

%<M < -f;, P’égalite a lieu pour la fonction p(z) = ll

+ z2
= »P1 =0, p3 =2, et la fonc-

tion correspondante f est de la forme f(z) =V FM(Z ), ou F, est de la forme (2.2).
Cette fonction représente K sur K N muni de deux coupures radiales symétriques sur
I’axe réel.

Théoréme 4.2. Si f € S}y, on a la limitation

IS

(4.2) |ag I<(l*-—-)(4 o M°

)

qui est exacte pour M> M, =— (15 + V57)=5,63... Dans ce cas la fonction extré-
male est de la forme (2.2).

Démonstration. Considerons Iégalité (4.5). Comme 1 - + — 21 ——>0et 1 L@ >0
M 2M? M

pour M > M, = 5,63 ..., on a dans ce cas

1 1 3 15 21
lag < 2(1=37)[21ps 1 +3(1 =) 1Py 11p2 If(l “am T ) p ?]1<

16
SU=31) @37 +370):

Cette limitation est exacte pour M > M, = 5,63 ..., et la fonction extrémale est de la
forme (2.2).

Remnarque. Comme le coefficient a5 s’exprime par les coefficients p, = p'(0), p, =

NI__,

n I n 9 . .
p"(0), ps = 3r P '(0), d’une fonction dont la partie réelle est positive, on con-

state, en appliquant le théoréme de Sakaguchi [13] sur max Re((p(z),p’'(z),p" (2),
pEP

p(")(z)), que si une fonction admet une partie réelle positive et satisfait a égalité
dans (4.8), elle est de la forme:
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-0y 3 a .
pa)=E =T i E el 20,

Il y a lieu de supposer que si 1 <M <M, =5,63..., la fonction extrémale par rapport

a ma)f‘ Re a, représente K sur le cercle K 3/3 muni de trois coupures radiales symé-
fes

triques, ou bien représente K sur Ky muni d’'une coupure radiale.

La limitation de | a3 | dans la classe S*(M) a été étudiée, entre autres, par R. W. Bar-
nard dans le travail [1]. Cet auteur a démontré que la fonction extrémale par rapport
a ra ?a)(( - |a; | représente K sur Kp avec deux coupures radiales symétriques au plus.
L —

Cependant il n’a pas donné de limitation pour |a; | dans le cas ou M > e. Il semble que

la limitation de |a3 | dans la classe S;, est exacte dans toute la classe S*(M) pour
M>33.

5. Fonnules variatio- - eT=s dans la classe .S';,.

Dans la classz P on connait deux formules variationnelles: celle de M. S. Robertson
[12] et celle de K. Sakaguchi [13].

Théoréme 5.1 ([12]).
La'fonction
(Sl) p‘(Z) S p(Z) it pzAR (2, 20, p(Z),p(ZO),;T(Zo_), el'D' e—'l'O) + 0@2)

appartient a la classe P pour p >0 suffisamment petits, et pour toute fonction p € P
et tout zo € K fixé, ou

] i o~ i0 18
A, @) ===z Zel |}l .} b 8o Py
. | e 1-Tez  pe) 20
(5.2) " -:;to zp(i)
P(z0) (1—2, 2)

[ ] désigne la dérivation par rapport a z, 0(p®) est une fonction analytique dans K et
0(p?)
0

Théoreme 5.2 ([13]) La fonction

est uniformément borné sur tout sous-ensemble fermé du cercle X.

(53) p*(2) = P(2) + —A4;(z. 20, P(2), P(20), P(25), €™, e =) + 0(p)



14 Franciszek Bogowski; Czestawa Bucka

appartient d la classe P pour p > O suffisamment petits, pour toute fonction p € P et tout
Zo ek ﬁxé, ow

Ar(2) = e"’[p(z) -(p()— “"’ -1]-

;'H]

(5.4)

—# [p(2) ?: +p(20) (P@) :

et 2‘(732 tend presque uniformément vers zéro pour p = 0.

Ces deux formules peuvent s’écrire sous la forme:
(5.5) p*z) =p(2) + MG, 20, P(2), P(20), €, e ) + OQV),

ou, dans le cas de la formule de M. S. Robertson, il faut poser A = Ag, Ag étant donné
par la formule (5.2), et remplacer X par p?, tandis que dans le cas de la formule de K. Sa-

kaguchi il faut poser 4 = A, A, étant donné par la formule (5.4), et remplacer \ par —.

En s’appuyant sur ces formules variationnelles pour les fonctions de la classe P, on
peut déduire les formules variations du type de Robertson et de Sakaguchi dans la classe

52

Théoréme S5.3. Si fE Sy, et 2z, est un point quelconque fixé du cercle K, et si p>0
est suffisamment petit, les fonctions:

o’ “G) 312 at
. 1—- Ap €)= +0(p?
G6) IU2)=f@)| 1+ —— T f[ f@) 1 (i’)r ®?).
M
1 z
.7 f@)=f)[ 1+£\/———_'1 of[l ( f(g)) —pr ;(")—t]"'O(p)
]_E s

ou AR est donné par la formule (5.2), A; par la formule (5.4), et la fonction p(z) qui
y intervient est de la forme
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1
l - —
#f'(2) M
5.8 = 7
(5.8) p(2) ) l_l(‘f @ ,
M* f(2)
appartiennent d Sy;.
Démonstration. Comme f € S;l, ona
(59) fy=zexp 18155,
o
ol
p(z
(5.10) q(z)= 2

S @13+

En tenant compte de la formule (5.5) dans (5.10),0n obtient pour la fonction q € Py,
la formule variationnelle suivante:

(1-g (220"

(5.11) q*(z)=q(z) + A A(z)+0(2%).

1=
Dans le cas de la formule de Robertson il faut poser 4 = AR, tandis que dans celui de

la formule de Sakaguchi 4 = A, AR et A; letant donnés par les formules (5.2) et (5.4),
et remplacer la fonction p(z) qui y intervient par

Tenant compte de la formule (5.11) dans (5.9) et profitant du développement de la
fonction exponentielle par rapport au paramétre A, on obtient respectivement les for-
mules (5.6) et (5.7). Dans la formule du type de Robertson on prend A = Ag, donné
par la formule (5.2) et A = p? | dans la formule du type de Sakaguchi on pose 4 = Aq,

donné par la formule (5.4) et A = % Dans les deux cas on prend pour p(z) la fonction

donné par la formule (5.8).
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Pour M = =0 on tire de la formule (5.6) la formule variationnelle bien connue de Hum-
mel (v.p.ex. [8]) pour la classe S*._D'autre part, on obtient de la formule (5.7) la for-
mule variationnelle du type de Sakaguchi dans la classe S*[14], indépendante de la for-
mule de Hummel.

Nous établirons maintenant deux formules variationnelles auxiliaires pour les fonc-
tions de la classe Sj,. © ;

Considérons la fonction #(z), £(0) = 0, t'(0) >0, qui représente le cercle X sur le
cercle unité muni d'une coupure radiale suffisamment petite issue du point 1=¢ -
On sait que cette fonction satisfait a I'équation:

=(1=2) . A >0 suffisamment petit.

t
(14 te?y? (1+z2¢%)?

Cette équation peut s’écrire sous la forme:

| 1 . |
e’ +e—+2=—(20+—+2).
re’® 1—2a 2

Remarquons que pour A = 0 on a #(z) = z. Si A > 0 est suffisamment petit pn a:

io - ,
'rk(z)=z-xz—1+—":—+0(7~’)- £(O)=1-=X.

1—ze'®

Appliquons maintenant cette formule i la fonction q(z) <Ppm(z). Comme q(t,(z)){
%q(z) {PM(z), la fonction q(1,(z)) appartient a la classc Py pour A > 0 suffisamment
petits et

(]

1+ ,
(5.12) q*(z)=q(z)— N\ q'(z) +0(2?)

o Pkl o
1—z¢°

est aussi subordonnée en domaine a la fonction Pys(z). Tenant encore compte de (5.12)
dans la formule (5.9) on obtient pour A > 0 suffisamment petits:

1+ tef® 2 H')
1-3° @)

frz)=f(z)[ 1 -X‘,fzf ) dt] +0(\?).

Si fE S, l1a fonction e_"“f(ze"“), a €(0, 27), appartient aussi a la classe Sj. Si
a > 0 est suffisamment petit on a

. 2f'(@)
£@)=1 [1+ -
2)=f(2) ia( o

t4

~ 1)-,+ 0(a).
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6. Le probléme de Jenkimdans la classe S}y

Soit T une sous-classe compacte fixée de la classe S. Désignons par L(r, f), fE€T, la
mesure linéaire de 1'ensemble des valeurs que la fonction f n’admet pas et qui appartien-

nent 3 la circonférence |w |=r, R<r <1, ou KR est le cercle recouvert dans la classe
T, c'est-a-dire tel que Kg C f(K) pour toute fonction fE T.

Soit I(r) = ?g% L(r, ). J. A. Jenkins [7] a étudié ce probléme dans la classe S, tan-

dis que Z. Lewandowski [10] I’a étudié dans la classe S*.

Dans la classe S* il a été possible de résoudre ce probléme en appliquant la méthode
de symétrisation; la symétrisation circulaire ne diminue pas, en effet, le rayon conforme
intérieur et, comme I'a montré Z. Lewandowski [10], les domaines étoilés soumis 3 une
Symétrisation circulaire conservent cette propriété: si G est un domaine étoilé par rap-
port a I'origine, le domaine symétrise G* est aussi étoilé par rapport  I'origine (la demi-
<droite de symétrisation est issue de 'origine).

Dans ce cas la fonction extrémale est de la forme

V() = €%z - 17O,

ou a est choisi en sorte que Y € S*,
f(z)=F(—"°—i"_1z'!—’—). wo=—(e=—2+ie\/4—o’)_. 6€(0,2),
et
1+Vw , 1—0Vw+w _
F(w)=( ) ——
1—vVw 1+6Vw+w

La fonction ¢ représente K sur le domaine
G=[w: |w|<rjU[w: |w|>7, lagw I<%1r€],

oil le nombre r est 1i¢ 4 6 par la relation:
r=4[@+0)**° 20y ]"P.

_ Le fait que dans la symétrisation circulaire, dans laquelle la demi-droite de symétrisa-
tion est issue de I’origine, les domaines étoilés et bomés conservent ces propriétés, le
Probléme de Jenkins a pu étre résolu dans la classe S*(M).

Dans ce cas l1a fonction extrémale [5] représente K sur le domaine G = Ky — W, od

W=[w:r<|w|<M 0<agw<2r—0], 0€E(0,n).
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Nous indiquerons maintenant une autre construction de la fonction extrémale dans
S*(M), différente de celle qui a été donnée dans [S]. Considérons la représentation con-
forme du cercle K sur le cercle K entaillé le long du segment (—1, —p), 0 < p < 1. Cette
fonction satisfait a I'’équation:

! az 4p

6.1) =1y (-2¢' " (+o)

t=1t(z), #(0)=0.
De I’équation (6.1) il résulte que la fonction h(z) = Pp(2(2)) {PM(Z), ou Py est don-
née par la formule (1.1), est de la forme:

he) (1—2)*+4az
’ Z)= " L | %
L2 : (1—:)’+—‘j;’

ol I'on prend la branche du radical qui est égale a 1 pour z =0, et elle représente K sur
le demi-plan droit entaillé le long des segments de I'axe réel: de 0 a s <1 et de VM i

Alors la fonction:

h@®) -1

(6.2) )=z expi dt

appartient i la classe S}y et représente K sur le domaine Kpy — G, ot
G=[w:r<|w|<M, lagwl|=>7], YE(O,n).

Il existe donc sur la circonférence unité des points zx = ei6k, k =1,2,0<§<0; <n
tels que

|fe™)| =M s 0€(=6,,0).

arg f(e'%) =7 6 (6, ,02),
1=+ 5i 16126,

arg f(e®) = —v si 0 E€(—0,,—0,).
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Les nombres z,, z, peuvent étre exprimés en fonction de @ = 4p(1 + py? et M; en
effet, z,=1—2a+2iVa(l—a), lz;1=1, 0;=agz,, z,=ei01_ou 0, =
= arg ' (eiarglo) (1™ étant la représentation inverse de (6.1)), enfin 1, = w (M—2+
+2ivVM—1).

Ona: sup L(r,f)=nre(r),

fei (r.N) =nro(r)

ol o) = 2(r—7).

Les quantités r et ¢(r) peuvent étre exprimées en fonction de p. Pour |6 | > 60, ona

e pey—1 , ' Reh(xe®)—1 =
P i R

si I'on tient compte de la formule (2.6) (la fonction h est donnée par la formule (6.1)).
En posant, en particulier, 8 = n, on obtient:

logr = log |f(ei9) | =Re

]08r= fl-h—(_x)—_l_dx.
0 X
o; a
v = arg f(e!® ) = Im log f(e/®1) = 6, + Im j", -&?h——l-dt.

0 14

Effectuant I'intégration, d’abord le long du rayon [0, 1], puis le long de I'arc de circon-

férence |z |=1 de 1 a ei®2 (Iéquation paramétrique fant { = ef®, 0 <0 <46,), on ob-
tient:

y=6,+Re f°‘ (h(ei®)—1)dd = Re {”h(dﬂ)da.
(1]

Comme Re h(ei®) =0 pour 6 €(6;,8,) et Imh(ei®) =0 pour § €0, 0,), on a finale-
ment

& ca
Y= {'h(e“’)da,
d’ou

mo(r) = 2(m— f‘ h(e®)de .

Come la fonction F, donnée par la formule (6.2), appartient i la classe Sjy, elle est
aussi une fonction extrémale dans le probléme de Jenkins dans cette classe.
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STRESZCZENIE

W pracy rozwazamy klase Sy, M>1, funkcji gwiazdzistych i ograniczonych przez M,
okreslona definicja (1.3) i wyprowadzamy dla tej klasy wzory strukturalne.

Dowodzimy twierdzenia: jezeli f€ Sy, to | f(z) I<Mdla |z |<]1.
Znajdujemy doktadne oszacowania:

zf'(z)
f(z)

max

ar
P A

, max |ay |, max |a3 |\ M > 1,orazdlaM>M,=563...,
1€y fesy

fm})s 1434 |, podajac w kazdym przypadku funkcje ekstremalne.
(=
M
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Nastepnie wyprowadzamy w tej klasie wzory wariacyjne typu Robertsona i Sakagu-
chiego oraz dwa pomocnicze wzory wariacyjne.

W ostatniej czesci pracy rozwigzujemy problem Jenkinsa dla klasy Sjy, polegajacy
na znalezieniu su;i_! L(r, f), gdzie L(r, f) jest miarg liniowg zbioru wartosci nie przyj-
fES]

mowanych przez funkcje f i lezacych na okregu | w| =r.

PE3IOME

B pagore obcymaaerca knacc Su*, M > 1, 3aBé3mubix dyHKuMt u orpa-
HWYeHHbIX M, onpenenenHoit aecdpuuuumeii (1.3) u carenano aaa 3Toro Kaac-
Ca CTPyKTypaJsbHble QOPMYJIbIL.

Hloxa3biBaem Teopemy: ecau feSn® 1o [f(2) < M aas 2| < 1.

H 2f'(z)
aXOAUM TOYHYIO OLIEHKY: max |arg—— |, max |a, |, max |a;|,.
resy f@) | resy < Sy
M>1, a takxe oa M > M,=5,63.., mas§ lag|, NpPeACTaBIAA B KaxK-
€
M

AOM Cry4ae sKCTpeMasbHble PYHKLMM.

[ToroM BeiBOZIMM A 3TOro Kaacca popMy B! Bapuarmu tuna Pobepr-
CoHa u Caxaryuyero, a Tak¥e OBe BCIOMOraTejJbHble (POPMYJIbI BapMalyM.
B okonvarennHoit uactu pabothl pewaerca npobnema Jxenkumca AnA

KJacca Sp®, pacuuThiBalollafd Ha OTKPbITHME féusg L(rf) rme L(r,f)
M

ABJIAETCA JMHElIHBIM MOZAYJIEeM MHOMECTBAa 3HAueHMS, HelPUHMMAIOLXCA
dyHKIMI f U HaxoaALMXCA Ha KOHTYype |w|=r.






