
ANNALES
UNIVERSITATIS MAEIAE CUEIE-SKŁODOWSKA 

LUBLIN-POLONIA
VOL. XXXI, 4 SECTIO A 1977

Zakład Zastosowań Matematyki, Uniwersytet Marii Curio-Sklodowskiej, Lublin 
Zakład Matematyki Stosowanej, Politechnika Lubelska, Lublin

ZBIGNIEW BOGUCKI, JÓZEF ZDERKIEWICZ

Le rayon d’univalence de certaines fonctions analytiques

Promień jednolistności pewnych funkcji analitycznych

Радиус однолистности некоторых аналитических функции

1. Introduction

Soient f(z) = 2! + a2«2+ et g(z) — z + b2z2+des fonctions 
analytiques dans le cercle unité K. Dans le travail [4] J. Krzyz et M. O. 
Eeade, traitant des problèmes posés par Mac Gregor [5], [6], démontrent, 
entre autres, le théorème suivant.

Théorème 1. Si g est univalente dans le cercle K et si dans celui-ci se 
trouvent vérifiées les conditions

жEe^>0
9(s)

0M <1,9 W
la fonction f est univalente et étoilée respectivement dans le cercle |z| < 2 — 
—/3 ou dans \z\ < 1/3.
E. M. Goel a établi dans [1] le résultat suivant.

Théorème 2. Si g est univalente dans le cercle K et si

< M, M > 1/2,

f est univalente et étoilée dans le cercle |z| < min^r1f, 

plus petite racine positive de l'équation

est la

(1)
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De là on déduit, en particulier, le seconde partie de la conclusion du 
théorème 1.

Dans ce travail nous allons démontrer le théorème 3, qui comprendra 
comme cas particuliers les théorèmes 1 et 2. Nous profiterons des deux 
lemmes suivants.

Lemme 1 ([4]). Si la fonction g(z) = z + a2z2 + est analytique 
dans le cercle K, l'inégalité

_ zg'(z) 1 —1«| 
gW i + kl

est vérifiée pour tout z tel que \z\ < tgh- = 0,46212.. L'égalité est réalisée

par la fonction de Koebe Tt{z) =
(1-z)2

Lemme 2 ([4]). Les nombres A et B étant arbitrairement fixés et tels 
que — 1 < A < 1, — 1 < B < j4, désignons par P(A,B) la famille des 
fonctions p (z) analytiques dans le cercle K, de la forme

1 + u4m(z) 
p(«) =, , p .1 + Ba(i)

où co est une fonction analytique dans K satisfaisant aux conditions œ(0) = 0, 
|«(z)| < 1. Alors on a, pour z e K fixé, |«| — r, 0 < r < 1, et pour toute 
fonction p eP(A, B) la limitation exacte

~ï\(r-,A,B) siO<r<r*, 

Y2(r-,A,B) sir*<r<l,
Re~(2-> r(r; A, B)

p(z)
ou

?i(r-,A,B) = -
(A-B)r

(1-Ar)(l-Br)’

/üV-(l-ABr2) A + B
Ys(r;A,B) =2 + ■(A-B)(l-r2) ' A-B’

U = U(r-, A, B) = (1-B)(l + Br2),
V = V(r-,A,B) = (1 - A)(l + Ar2),

et r* = r*(A, B) est la racine unique de l'équation

(2) ABP — 2ABr3 + (2A + 2B — AB — l)r2 — 2r + l =0

dans l'intervalle 0 < r < 1 et

lim Ya(r; A, B) = Yi(r*; A, B). Si A =1, on a r* = 1. 
r-*r* +
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Remarque. Dans le théorème 3 du travail [3], dont la première partie 
est citée ici comme lemme 2, il y a une faute d’impression; Y2(r; A, B) 
y a la forme

Y2(r-,A,B) =2
VüV—(l — ABr*) t A+B 

(A^~B)(Â-7i)~ + A-B'

2. Résultat principal

Théorème 3. Si la fonction g(z) = z-(-a2«3 + est analytique et uni

volente dans le cercle K, sif(z) = z + b2z2 + est analytique dans ce cercle 
et si la condition suivante est vérifiée-.

(3)

la fonction f est univalente et étoilée dans le cercle

|z| < min r(A, B)

ou

r(A,B)
rx si rx < r*, 
/a si r^r*,

rx étant la racine unique de l'équation

(4) l-(l + 2A)r + (2 + ^L)Br2-ABr3 = 0

dans l'intervalle (0,1) et r2 étant la plus petite racine de l'équation

(5) ±^ + Y2(r-,A,B) =0,

dans l'intervalle <r*, 1), où r* est le nombre défini dans le lemme 2. Le nombre 
r(A, B) est le plus grand possible.

Démonstration. La fonction f(z) = z + a2z2 + étant analytique 
dans le cercle |z| < B, elle effectue la représentation univalente de ce 
cercle sur un domaine étoilé par rapport au point w = 0 si et seulement 

»/'<«)si elle satisfait dans celui-ci à la condition Re ■ 

de prouver que -K = minp(A, B), tghij.
fW

> 0, il s’agira donc
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De (3) on tire

«/'(2) zg'(z) + zQ'(z)
/(«) g W Q(z)

d’où, en tenant compte des lemmes 1 et 2, on obtient pour |«| = r < tgh— 
2

Soit
fe(r) = |—r- + Y1(r-,A,B), H(r) =-i-4 + Y2(r-,A,B)

1 + r1 + r

pour r e (0,1). 
Comme

d
dr Tx(r-,A,B) =

1-ARr2
r(l — Ar)(l — Br) < °

pour 0<r<l et à(0) = 1, h(l) = 2(B — A) < 0, l’équation h(r) =0, 
équivalente à l’équation (4), admet dans l’intervalle (0,1) exactement 
une racine r± et on a h(r) > 0 pour r e (0, rj.

Supposons que r2 > r*. Comme H(r*) > 0 et limJEf(r) = — oo, l’équa-
r-»l

tion E(r) =0 admet au moins une racine dans l’intervalle (r*, 1). Récapi­
tulant ces considérations on peut constater que:

1° Si on a

«/' (z)
Be . > 0 pour 0 < ]«I < mmin pi, tgh

/(*)
2° Si r* < rn on a

zf’lz]
Re ■ > 0 pour 0 < \z\ < min 

/(»)
h’W'l]'

La démonstration du théorème 3 est ainsi achevée.

3. Cas particuliers du théorème 3

1° Soit A = 1, G = — 1, M > i.
M 2

Alors r* = 1 et r p, -îj- — lj = rlf où r2 est maintenant la racine unique
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de l’équation

1 —3r —3^1
- " Mlr ’

c’est-à-dire de l’équation (1).
Le lemme 1 du travail [2] entraîne l’équivalence

l/W 
,1 ?(«)

Du théorème 3 on obtient ainsi le théorème 2 et le théorème 1 lorsque 
M — oo ou M = 1.

2° Soit A =1 —2a, 0<a<l, B = —1. Alors la condition (3) est 
f(z)

équivalente à la condition Ee — > a. Les équations (4), (5) et (2) 
ÿ(«)

prennent alors respectivement la forme:

(6) (1 —2a)r2 —4(1 —a)r + l = 0,

(7)

(8)

r4 — 2r3 + (H r2 + 2r-l = 0,

(1 - 2a)r4 + 2(2a-l)r3 + 6ar2 + 2r-1 = 0.

On constate ensuite que les équations (6), (7) et (8) admettent pour tout 
a, 0 < a < 1, des racines uniques dans l’intervalle (0,1), respectivement 
rx(a), M0) et r*(a), ri et r2 étant strictement croissantes, r* strictement dé­
croissante pour a e <0,1).
Soient a0, an a2 les solutions des équations

r*(a„) = rx(a) = r2(a0),

1 1 
'M = tgh-, r2(a2) = tgh -

(ces solutions étant uniques, puisque les fonctions rlfr2, r* sont stricte­
ment monotones). On trouve par un simple calcul que

a0 = 0, 72..., a, = 0, 44..., a2 = 0, 48....

Dans ce cas on peut formuler le théorème 3 sous la forme suivante:

Théorème 4. Si la fonction g(z) — z + aoz2 + ..., est analytique et uni­
valente dans le cercle K, si f(z) = z + b2z2+ est analytique dans ce cercle
et si la condition suivante est vérifiée:

Ee
9W

> a, 0 < a < 1,
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la fonction f est univalente et étoilée dans le cercle

r1(a) si 0 a < a1( 

tgh si ax < a < 1,1*1 < r(a) =

ou

2(l-a)+l/4a2-Ca + 3

et ax est la racine unique de l'équation r^fa) — tgh—. Le nombre rt(a) est 
2

le plus grand possible.

Remarque. Si a = 0, on obtient du théorème 4 la première partie 
de la conclusion du théorème 1.
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STRESZCZENIE 

Niech (3 będzie rodziną funkcji g, postaci

(*) ÿ(») = « + o2»«+

analitycznych i jcdnolistnych w kole jednostkowym K, zaś P(A,B), 
— niech oznacza rodzinę funkcji

’ 1 + Bco(z)

gdzie co jest funkcją analityczną w kole K i spełniającą w nim warunki: 
o)(0) =0, Ico (2)| < 1. W pracy tej udowadniamy następujące
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Twierdzenie 3. Jeżeli g e S, za& f jest postaci (*) w kole K i spełniony 
jest tam warunek-.

/(*)
9 W

eP(A,B),

wówczas/jest funkcją jednolistną i gwiaździstą w kole |z| < min[r(M,J5), 
tghl/2], gdzie r(A, B) jest określone w twierdzeniu. 3. Z twierdzenia 3 
przez odpowiedni dobór parametrów A, B dostaje się rezultaty otrzymane 
wcześniej przez Mac Gregora, J. Krzyża i M. O. Reade oraz R. M. Goela.

РЕЗЮМЕ

Пусть $ обозначает класс функций д вида (*) 

g(z) = z + a2z* + ...,

аналитических и однолистных в единичном круге Р(А, В), — 1<В

< А < — 1 обозначает класс функций P(z) = ——гдеоявля- 
' 1+Bw(z) ’

этся аналитической функцией в К и удовлетворяет следующие условия: 

ш(0) = 0, |ш(г)| < 1.

В настоящей работе доказана следующая теорема:
Теорема 3. Если д е 8е а / имеет вид (*) в круге К и удовлетво­

ряет в этом круге условие:

/(*)
д№

еР(А,В),

тогда / является однолистной и звезднообразной в круге |г| < min
В), tgh i-j, где г (А, В), определено в теореме 3. Из теоремы 3

посредством соответствующего подбора параметров А, В получаем 
результаты достигнутые раньше Мак Грегором, Й. Кшижом и М. 
О. Ридом, а также Р. М. Гоэлом.
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