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Paguyc OXHOJNMCTHOCTH HEKOTOPHX AHAJMTHYOCKUX (PYHKIHH

1. Imtroduction

Soient f(2) = 2+ a,2%+ ..., et g(2) =2+b,22+ ..., des fonctions
analytiques dans le cercle unité K. Dans le travail [4] J. Krzyz et M. O.
Reade, traitant des probléemes posés par Mae¢ Gregor [5], [6], démontrent,
entre autres, le théoreme suivant.

Théoréme 1. Si g est univalente dans le cercle K et si dans celui-ci se
trouvent vérifides les conditions
Re& >0 ‘ﬁ?_) —
g(2) g9(2)
la fonction f est univalente et éloilée respectivement dans le cercle |z| < 2 —
—V3 ou dans |z| < 1/3.
R. M. Goel a établi dans [1] le résultat suivant.

1|<1,

Théoréme 2. Si g est univalente dans le cercle K et si

1€ 4

<M M>1/2
g(z) b /’

f 1
f est univalente et étoilée dans le cercle |2| < min (r,,,, tgh 5), ol 1y €8t la

plus petite racine positive de Uéquation

(1) 1—3?—3(1—%{)r=+(1_j[)rs=0.

Al
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De la on déduit, en particulier, le seconde partie de la conclusion du
théoréme 1.

Dans ce travail nous allons démontrer le théoréme 3, qui comprendra
comme cas particuliers les théorcmes 1 et 2. Nous profiterons des deux
lemmes suivants.

Lemme 1 ([4]). 8i la fonction g(2) =2+ a,2*+ ..., est analytique
dans le cercle K, Dinégalité
R (2) S 1—12|
g(z) ~ 14z

1
est vérifide pour tout z tel que |z| < tgh - = 0,46212.. Légalité est réalisée

(1—2)

par la fonction de Koebe k(z) =

Lemme 2 ([4]). Les nombres A et B élant arbitrairement fizés et tels
que —1 < A<1, —1<B< A, désignons par P(A, B) la famille des
fonctions p (z) analytiques dans le cercle K, de la forme
1+ Aw(z)

" 14 Bow(2)’

ol w est une fonction analytique dans K satisfaisant aux conditions w(0) = 0,
lw(z)] < 1. Alors on a, pour ze€ K fixé, |2| =r, 0 <r <1, et pour toute
fonetion p € P(A, B) la limitation exacte

(2)

' Y, (r;A,B) s8iO0<r<r*
Re™P (z}> Y(r; A, B) 175 4, <re,
P(2) Y,(r;A,B) sirr<r<l1,
ou
(A—B)r
Y,(r;4,B) =

~ (1—Ar)1—=Br)’
VUV —(1—ABr?) A+B
(A—B)(1—r?) 'A—-B’
U =1U(r; A, B) = (1—B)(1+ Br?),
V=V(r;A,B) =(1—A4)1+ Ar?),

Y,(r;A,B) =2

et r* =r*(A, B) est la racine unique de I’équation
(2) ABr*—2ABr*+(24+2B—AB—-1)r*—2r+1 =0
dang Dintervalle 0 <7r <1 et

limY,(r; 4,B) = Y,(r*; A,B). 8t A =1, on a r* =1,

raret
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Remarque. Dans le théoréme 3 du travail [3], dont la premiére partie
est citée ici comme lemme 2, il y a une faute d’impression; Y,(r; 4, B)
y a la forme
VUV—(l—A1§r_2)+A+B

(A—B)1—r2)  A—B

Ya(r; A,B) =2

2. Résultat principal

Théoréme 3. Si la fonction g(z) = 24-a,2° + ..., est analytique et uni-

valente dans le cercle K, i f(2) = z+b,22+ ..., est analylique dans ce cercle
et 8i la condition suivante est vérifiée:

3) 1®) _ 9@ ep,B),

g9(2)

la fonction f est univalente et étoilée dans le cercle

1
[2|] < min [r(A, B), tghE],

ry 8inr<
T(AyB) =‘ §
ira 8T r =>7*,

r, étant la racine unique de Uéquation
(4) 1—(1+2A)r+(2+A)Br2— ABr® =0
dang Uintervalle (0, 1) et ry étant la plus petite racine de U'équation

1l—7r
(8) 1—_H+Y2("§A’B) =0,
dans Vintervalle (r*, 1), ot r* est le nombre défini dansle lemme 2. Le nombre
r(A, B) est le plus grand possible.

Démonstration. La fonction f(z) = z+a,22+ ..., étant analytique
dans le cercle |z] < R, elle effectue la représentation univalente de ce
cercle sur un domaine étoilé par rapport au point w = 0 si et seulement
2f'(2)
f(2)

si elle satisfait dans celui-ci & la condition Re

> 0, il s’agira donc

1
de prouver que R = min [r(A, B),tgh;]-
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De (3) on tire

of'(2) _2g'(2) | 2Q'(2)
f(z) q(2) Q)

1
d’ol1, en tenant compte des lemmes 1 et 2, on obtient pour |z] = r < tgh;

AL
‘T >y T4, B,

Soit
1—7r 1—17r
W) =1, T4, B), HU) = +Ya(r; 4, B)

pour 7 € (0, 1).
Comme

d 1— ABr?
Y, (r;4,B) = Y,(r; A, B
1(r; 4, B) 1(r; 4, B) r(1—4n(1—Br) i<

pour 0 <r<1 et h(0) =1, h(l) =2(B—A) <0, I’équation h(r) =
équivalente 4 1’équation (4), admet dans l'intervalle (0,1) exactement
une racine r, et on a h(r) > 0 pourr e (0 7).

Supposons que r, > r*. Comme H (r*) > 0 et hmH (r) = — oo, I'équa-

tion H(r) = 0 admet au moins une racine dans l’1nterva.lle (r*, 1). Récapi-
tulant ces considérations on peut constater que:

1° 8i r, <% on a

zf(z) 6 1
Re f() >0 pour 0< [2|] <min|r,tgh—|,
2° 8ir*<r,ona
Re Zf,”>0 our0<|z|<min[r t11]
=1
1(2) P 2y UG B

La démonstration du théoréme 3 est ainsi achevée.

3. Cas particuliers du théoréme 3

. 1 1
1° Soit A =1, G=E—1, M)E.

1
Alors r* =1letr (1, n —1) =r,, ou r, est maintenant la racine unique
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de 1'équation
1 1 \
—83r— — 1 ——1 8
1 r 3(1 M)r b ( I , =0,
c’est-a-dire de I’équation (1).
Le lemme 1 du travail [2] entraine 1’équivalence

TR g e )
< M)<|—eP|l,— —1
(' g9(z) g M
Du théoréme 3 on obtient ainsi le théoréme 2 et le théoréme 1 lorsque
M =00 ou M =1.

2° Soit 4 =1—2a,0<a<1l, B= —1. Alors la condition (3) est
(
équivalente & la condition Re %> a. Les équations (4), (5) et (2)
g(z
prennent alors respectivement la forme:
(6) (1—2a)r*—4(l—a)r+1 =0,
1
(7 r—2r3 4 (——1)r2+2r—1 =0,
a
(8) (1—2a)r,+2(2a—1)r*+6ar>+2r—1 = 0.

On constate ensuite que les équations (6), (7) et (8) admettent pour tout
a,0 < a<1, des racines uniques dans 'intervalle (0, 1), respectivement
r,(a), 74(a) et 7*(a), r, et r, étant strictement croissantes, r* strictement dé-
croissante pour a € <0, 1).

Soient a,, a,, a, les solutions des équations
°(ag) =1y (a) = ry(ay),
1 1
r1(a;) = tgh PX ra(as) = tgh —
(ces solutions étant uniques, puisque les fonctions r,, r,, 7* sont stricte-
ment monotones). On trouve par un simple calcul que
a =0,72..., a, =0,44..., a, = 0,48....
Dans ce cas on peut formuler le théoréme 3 sous la forme suivante:

Théoréme 4. Si la fonction g(2) = z+a,2*+ ..., est analytique et uni-
valente dans le cerole K, 8t f(2) = 2+ bg2?+ ..., est analytique dans ce cercle
et 8i la ocondition suivante est vérifiée:

Re 1)

()>a,0<a<1,
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la fonction f est univalente et étoilée dans le cercle

ry(a) 8l 0 < a< ay,
il <r =3 1
el < r{a) |teh 5 si a<a<i,
ol
1
2(1—a)+V4a*—6a+3

ri(a) =

i |
et a, est la racine unique de Uéquation r,(a) = tgh 9" Le nombre r,(a) est
le plus grand possible.

Remarque. Si ¢ =0, on obtient du théoréme 4 la premidre partie
de la conclusion du théoréme 1.
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STRESZCZENIE
Niech 8§ bedzie rodzing funkeji g, postaci
(*) 9(2) =2+a,2+ ...,
analitycznych i jednolistnych w kole jednostkowym K, za$§ P(A4, B),
—1< B < A <1, niech oznacza rodzin¢ funkeji
1+4dw(z)
1+ Bw(z2)

ple) =

gdzie w jest funkeja analityczng w kole K i spelniajaca w nim warunki:
w(0) =0, |w(z)] < 1. W pracy tej] udowadniamy nastepujgce
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Twierdzenie 3. Jezeli g € 8, zaé f jest postaci (x) w kole K i spelniony
jest tam warunek:

f(2)
9(2)
wowczas f jest funkejg jednolistng i gwiaZzdzista w kole |z| < min[r(4,B),
tgh1/2], gdzie r(A, B) jest okres§lone w twierdzeniu. 3. Z twierdzenia 3

przez odpowiedni dobér parametrow A, B dostaje si¢ rezultaty otrzymane
weze$niej przez Mac Gregora, J. Krzyza i M. O. Reade oraz R. M. Goela.

e P(4, B),

PE3IOME
ITycte 8 obo3nayaer kiacc PyHKUMIt g BUaA (=)
g(z) =2+a,22+ ...,

aHaTUTHYeCKHX II ORXHOJIMCTHBIX B €OIMHHYHOM Kpyre P(4,B), —1< B
1+ Aw(2)
1+Bw(z)

aTCA aHanuTHYecKo# fyHknueii B 11 yRoBneTBopdAeT cieqylouue yCIOBUA :

w(0) =0, |o(2)| < 1.

< A < —1 o6Go3nauaer Kinacc GpyHruuin P(z) = , TIe w ABNA-

B nacroameili pa6ote RoKa3aHa clepnylolliad TeopeMma:

Teopema 3. Ecan g € 8¢ a f umeer Bun (*) B xpyre K n ynosierBo-
PAeT B HTOM KpYTre yCIOBHeE:

f(z)
g9(2)

Torga f sIBIAeTCA OXHOJIMCTHOM M 3Be3xnoo6pasHoii B Kpyre |2| < min

eP(4, B),

1
[r(A, B), tgh ?], rae r (A, B), onpexeneso B Teopeme 3. 13 Teopemn 3

NoCpecTBOM COOTBETCTBylolero nonGopa mapamerpoB A, B moayuaem
pesyabTaThl AOCTHrIyThie panbiie Mak I'peropom, 1. Kumxom u M.
O. Pupom, a taxse P. M. I'osnom.
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