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Sur les majorantes convexes des fonctions amalytiques
O majorantach wypuklych funkeji analityeznych

O BHIMYKJIHX Ma:KOPaATAX AaHAJATAYECKAX YHKIAR
1. Imtroduction

Désignons par S la famille des fonctions F(z) = z+ A4,2%+ ...,
analytiques et univalentes dans le cercle K, oi K, = {z: |2| <7}
Soit

2f'(2) }

8 = 8: Re—— >0 K

{fe ef(z) >0,zeK,;,

7" (2)

f'(2)

Par B désignons la famille des fonections w(z) =c¢+e¢,2+...,¢>0,

analytiques dans le cercle K,, telles que |w(z)| < 1 pour 2z € K, et posons

B, = {p = zw: o € B}. Enfin soit f(2) = a,2+a,2%+ ..., a, > 0, une fone-
tion analytique dans K,.

S":{feS: Re[1+ ]>0,zeK1}-

Définition. Nous dirons que f est subordonnée & F dans le cercle K,,
FeT < 8,5 f(2) = Flo(?)),z€ K,, o € B,. Nous noterons ce fait comme
il suit: f 3, F.

Dans [2] les auteurs de ce travail ont démontré que si f -3, F, F € S,
on a |f'(2)] < |F'(z)| pour |z| < 2 —V3. Pour § et 8* le probléme analoguo
a été résolu plus tot par Shah Tao-shing [5]. Dans [4] Z. Lewandowski
a démontré que si |f(z)| < |F(2)| dans le cercle K,, ou Fe S ou §°, on
a |f'(2)| < |F'(2)] pour |2| < 2—V¥3. Dans ce travail nous résolvons un
probléme analogue dans le cas o F € §° et nous déterminons le nombre 7,
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le plus grand possible tel que
(1f(2)] < |F(2)}, 2 € K,) = (2f" 3, 2F"),
f(2)|f'(0) € 8¢, F € 8. Dans le cas ou F € 8 une valeur de 7,, d’ailleurs

inexacte, a été donnée dans [3].
Nous profiterons dans la suite des limitations exactes suivantes:

«(0)] — lo(2)|?

(1.1) lo(2)] < \m, i (2)] < \—-r— y 2| =r,weB,
1 2F'(2) 1 - "
(1.2) 1+r<‘ @) Hl_r,lzl—r,FeS.

Si p(2) =by+b2+...,b,> 0, est une fonction analytique dans
le cercle K et si Rep(2) > 0 pour 2 eKR, on a

(1.3) largp (2)| < 2arctg —, |2l =r<R.

2. Résultat principal

Théoréme 1. Soit F e 8°. Si f(2) =az+ ...,a >0, est analytique
dans le cercle K, et st |f(2)| < |F(z)| pour z€ K,, on a
(2.1) (2e K,;) = “f’ (2)] < |F” (z)l),
ou Végalité ne peut avoir liew que 8t f = F. Le nombre 1/3 est le plus grand
possible.

Démonstration. Comme f(2) = w(2)F(2),w e B, on a f' = o'F+ F'o.
De 14, en tenant compte de (1.1) et (1.2), on tire
J'(2)
F'(2)

(2.2)

<H(z), 02 =b, |2 =71,

oWz = |w(2)|, H(z) = A+r— A2 A = R Un des zéros de la fone-

tion H(r)—1 est 1. Comme 0 < b <1, 0n a (H(x)—1<0,0< 2 <b)
= (H(b)—1 < 0), c’est-a-dire si

(2.3) (1+4+2a)r2+2r—1 < 0.

On voit donc que si a est fixé, 0 < a < 1, I’inégalité |f'(2)| < F'(2) est
vérifiée dans le cercle K, ,), ou

1
1+V2(1+a)

est la racine positive du trinome qui intervient dans le premier membre
de (2.3).

(2.4) r(a) =
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Le nombre 7 (a) est le plus grand possible, puisque pour le couple de fone-

tions F(z) = 2/(1+2), w(2) = (2+ a)/(1 + az), 'égalité [F(2) w(2)]) = F'(2)

a lien pour 2z = 7(a). Comme r(a) est une fonction décroissante dans I’inter-

valle {0,1) et que limr(a) = 1/3, la démonstration du théoréme 1 est
a—1

ainsi achevée.

Théoréme 2. 8i l'on fait sur la fonction f, qui intervient dans ls théoréme 1,
Vhypothése supplémentaire que f(2)[f'(0) € 8¢, le nombre 1/3 me peut étre
dans ce cas non plus, augmenté.

Démonstration. Soit F(z) = 2/(1+02), «(2) = (a+ 02)/(1+ apz),
0<o<l 0<a<l, et f(2) = w(z)F(2). Evilemment F e 8°. Comme
2z (a?2—1)z
+oz ' (1+e2)(1+ae2) ]
on a, en choisissant convenablement a, € (0,1) et a € {a,, 1),
") 1—pz
F&) 1+
ol P(z) est une fonction analytique dans le cercle K,. De (2.5) il résulte

que 8i p est arbitrairement fixé, 0 < p < 1, et si a est suffisamment proche
de 1, on a

10 =5

(2.5) i

+(1—a)P(2),

zfu (Z)
Re [1 + @)

c’est-a-dire f(z)/f'(0) € 8°. D’autre part, 1’égalité f'(F) = F'(F), 0 < ¥ <1,
a lieu si 7 est racine positive de ’équation

(2.6) (1+2a)p2r2+20r—1 = 0,

]>0 pour z € K,,

o’est-a-dire si 7 = r(a, o) = r(a)/o, r(a) étant défini par (2.4). Comme
limr(a, o) = 1/2, l’inégalité |f’'(2)| < |F’'(z)] n’est vérifiée que dans le
o1

a-s)

cercle K,,, c.q.f.d.
Théoréme 3. Avec les hypothéses du théoréme 2 on a

! Vi-2
o' 3,.2F, 1 i T
Le nombre r, est le plus grand possible.

Démonstration. Soit

(2.7) p(z, 1) = 2[f ()] [F' ()1, 0< t< 1,
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ot I'on choisit les branches des puissances en sorte que les valeurs pour
z = 0 soient positives.
Puisque

2p, 2f" (2) 2F" (2)
Re? = (1—1?)Re [1+ ?(;)— +tRe[1+ HZT] >0, ze K,,

Re?'3 =1n
? i
(en tenant compte de (1.3)),

FI
}7‘ > 0 pour z € K,,, (théoréme 2), on a dans le cercle K,

arg - arg?-‘ l < 2 aretgdr.
@

2p. .
—~| < 2arctgr = arcsin

=
1422’ !

En appliquant maintenant le lemme 3 [1], on voit que dans le cercle K,
se trouvent vérifiées les hypothéses du théoréme 1 [1]. Par conséquent

(2, 1) 2 0 p(z,1,), 0<t, <1 <1,

8i et seulement si 7, est 1’unique racine de ’équation

(2.8) arctgr +arctgdr = Z—t, 0<r<i.
De (2.8) on tire, aprés quelques simples transformations, 1'équation
V1—2
3r2+4r—1 =0, dont la racine positive est r, = ——. Du §5[1]
9

il résulte que le nombre 7, est le plus grand possible. Pour achever l1a démons-
tration du théoréme 3 il n’y a plus qu’a tenir compte des égalités:

2f'(2) = ¢(2,0), 2F'(z) = ¢(2,1).
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STRESZCZENIE

Niech 8° oznacza rodzine funkecji F(z) = 2+ 4,22+ ..., ktére odwzo-
rowujg jednolistnie koto K, (gdzie K, = {2: |2| < r} na obszary wypukle.
W pracy dowodzi si¢ nastepujacych twierdzen.

Twierdzenie 1. Jedli F € 8° natomiast funkcja f(2) = a2+ ...,a,> 0,
jest analityczna w kole K, i spelniony jest warunek: |f(2)] < |F(2)|,z € K,,
wowczas

(*) (2 € K,j3) < (1f'(2)] < |F'(2)]).

Twierdzenie 2. Jezeli F € 8° zaé funkcja f(2) = a2+ ...,a,> 0, jest
analityczna w kole K, i spelnia warunki: f(z)[f'(0) € 8¢ i |f(2)| < |F(2)|,
z € K, wéwczas ma takie miejsce (*).

Twierdzenie 3. Jezeli F € 8¢1 f(2)/f(0) € 8€oraz |f(2)| < |F(2)| w kole X,
wowczas
A Y-
0<r<=—3— |« 0K} < G(K).

gdzie g¢(2) = 2f'(2), G(2) = zF'(2).

PE3IOME

Ilyctr 8° o6o3nauaer knacc ¢yurumit F(z) = 2+ a,22..., KOTOpHIE
OMHONMCTHO oOToOpaikalor Kpyr K,(K, ={|z: [z|<r]) Ha BHIIYKAbIE
obnacru.

B nacrosaueii paGoTe goxkaszaHH Cileayioliue TeOPCMBI:

Teopema 1. Ecniu F e 8¢ u f(2) = a,2+ ..., a, > 0 sABIAercA aHaIu-
THYecKoit fyHKuMell B Kpyre K| It ynoBi1eTBopAeT yciloBHe:

If(2)l < |F(2), zeKy, torma (*)(zeK,;) < (If (2)] < |F'(2)])

Teopema 2. Eciu Fe 8 a f(2) =a,z+ ..., a, > 0, ABnAeTcA aHa-
auTHYecKoli gyHkumelt B kpyre K;, ymoBiieTBopAlolleil YCI0BUA

(#)
‘%GS u |f(2)] < |F(2)], 2 €k,
TOrJa TOMe MMeeT MecTo (*)
Teopema 3. Ecniu F eS8 n % eS8 u |f(2)| < |F(2)| B kpyre Ki,

TOorga
Vi-2
0<f<—3-¢wWJ<me,

rae g(2) = zf'(2), F(2) = zF'(2).






