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Les dépendances entre la subordination et l’inégalité des modules dans 
le cas des majorantes appartenantes aux classes a,ß)> ®(a,ß)

Zależności między podporządkowaniem i nierównością modułów w przypadku 
majorant należących do klas S(a,p), 8{a,-py

Зависимости между подчинением и неравенством модулей в случае мажорант принадлежащих 
к классам 5(а>_д).

1. Supposons que les fonctions complexes

(1.1) /(z) = + 0

(1.2) P(z) =z+Aaz»+...

sont holomorphes dans Ke = {z: |z| < g}.
La fonction F(z) nous appelons la majorante de domaine de la fonc

tion /(z) dans et nous la désignons (/, F, q), s’il existe une fonction 
co(z) holomorphe dans KB, co(0) =0, |ct>(z)|< о pour zeKe telle, que

(1.3) /(z) = E (со (z)) pour z€Ke.

La fonction F(z) nous appelons la majorante de module de la fonction 
f(z) dans Ke et nous la désignons \f, F, g| si 

(1-4) l/(«)l C |E(z)| pour zeKe.

Avec les dépendances entre les deux types des majorizations s’occu
paient différents auteurs.

Dans le travail present nous examinons la dépendance entre la subor
dination et l’inégalité des modules quand les majorantes appartiennent 
à la classe S*a ^, où ces classes furent déterminées d’une manière
suivante dans [4] et [2]: #*, <= & désigne la classe des fonctions satis
faisant à la condition :
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2£
zf'lz) T 1+g V n(1'5) /àr<L(1-a)T^7+aJ 0^a<1>0<^y»

<S(*a,_j3) désigne la classe des fonctions /(«) = z-\-a2z2-\- ... telle, que 
2fi

zf'lz) r 1 + « 1 ’ I(1'6) Tàr^T1-“ T^7+aJ

2. Théorème 2.1. Si F(z) = z+A2z2+..., F(z)tS*(a, 0) Ou F(z) 
f et si f(z) = atz+a2z2 + ..., a1 > 0 est une fonction holomorphe dans Kx

f(z)
et aussi------  0 pour zeE^ et si (f, F, 1) cela \f, F, r0| où r0 est la moindre

Z
racine positive de l'équation

2/3 2r(l —a) n
(2.1) — arcsm ■■ - ——— + 2arctgr = —.

n l + r2(l-2a) 2

Le nombre r0 ne peut pas etre remplacé par le nombre plus grand.

Démonstration. Dans les travaux [4] et [2] on a démontré 
les estimations exactes suivantes

(2.2) arg
zF’ (z) 2ß

< — arc sin
2r(l — a)

, l«l = r,l + r2(l —2a)

pour F(z)eS*atß) ou F(z)eS*ai_p).
De l’hypothèse (/, F, 1) résulte l’existence de la fonction a>(z) = btz + 

+b2z2 + ...,b1 = «j > 0, <w(0) = 0, |co(«)| < 1 telle, que f(z) = F(w(z)) 
dans K1. Évidemment w(z) = z<p(z), où <p(z) — b1 + b2z+ ..., <p(z) y= 0 
aussi |çt>(«)| < 1.

A cause de cela est une fonction holomorphe dans E1 et
Ç’W

>1. De là, à la base de l’estimation connue pour la fonction

F(z)

?>(z)
à la partie réelle positive nous obtenons 

1
(2.3) argln

Ç’t«)
< 2 arctgr, |«r| = r < 1.

n

Nous introduisons la homotopie

(2.4) *F(z,t) = z((p(z))1~t = zexp{(l —t)lnç>(2)} pour zeE1,te(_0,iy

et ainsi nous choisissons cette branche du logarithme pour laquelle ln<7>(0) 
= lnöx<0. La fonction F(z,t) est holomorphe dans Ex pour toutes 
les t fixés, Ze<O,l> et |¥/(«,Z)|^ |z|.
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Désignons par

(2.5)

De là 0,(2, /)

0,(2, /)
0(«,O 

c’est à dire 0 (2, /)

«^(M)

<

0(2,<) = 0(0(2, O).

0(2, t)F’ (0(2,0)
arg

^(^,0) + argln
99(2)

(2.6) arg
0(2,0

28 2(1 —a)r
< -— arc sin--------------------H 2 arc tg r.n l+r2(l-2a) 6

Le côté droit de l’inégalité (2.6) est croissant par rapport à r or si 0 < r 
< r0 < 1, où r0 est la racine de l’équation

2fi . 2(1 —a)r
— arcsm
n 1 + (1 —2a)r2

alors de (2.6) nous obtenons la relation 

^(»> 0 71

71
2arctgr = —, 

2

arg
0(2,0

< y, l»l = 1>-

La dernière l’inégalité est une condition nécessaire et suffisant pour que 
la homothophie 0(2,/) fût croissante d’une manière module par rapport 
à / dans le cercle Kr, comme ont démontré A. Bielecki et Z. Lewandowski 
dans le travail [1].

Or, pour r < r0 nous obtenons

|/(2)| = 10(2, 0)1 < 10(2,1)1 = \F(z)\.

Théorème 2.2. Supposons que F(z) = z+A2z2+ ... ,f(z) = a^+a^2 + ...,
f(z) f(z)

ai > 6, F(z)eS(a p) et
a1

\f, F, 1\ alors (f, F, r0) où r0 est la moindre racine de V équation

(2.7)
2/3
— arcsm

71

6 8 (a,P) 0U F (z)f.S(a_p) et

•0 est la

2r(l — a) n
--------------------- h- 2arctgr = —
1 + (1 —2a)r2 & 2

€$(a,p)l zeKl. Si

Démonstration. Faisons la liomotopie

<-> CH?')'
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telle, que (7(2,0) = /(2), (7(2,1) — F(z) pour zeK1, /«<0, 1>. Évidem
ment (7(2, t)eS*a^} OU (7(2, 0€ #(*,-« car

zF' (z)zG',(z,t) =
G(z,t) f(z) F (z)

» <9,1)>,

zh'(z)
ouet le domaine de la variabilité du fonctional ■ —- pour hcSïn/n 

h(z) {,p>
he8^a _P) est le domaine convex, or homotopie G(z,t) pour t changeant 
de 0 jusqu’à 1 appartient aux classes 8*a>p) ou 8*a<_^. Au surplus G(z,t) 
pour chaque t fixé, («<0,l> est une fonction holomorphe et univalente 
dans Æj aussi pour Ze<O,l> et zeK1 nous avons

Ee<!M> .Kef(i-Æ+,41î>l>o. 
g(«,d L №) -f(») J

De l’hypothèse \ f, F, 1| il en résulte que \G(z, 01 est une fonction croissante 
du paramètre (e<0,l> et zeK±, car 

I F(z)
/(2)

GAz.t) „ , F(z)
> 1 et Ile J; ’-A = Rein-AJ- > 0.

(7(2, 0 /(2)

Ainsi, comme cela était auparavant nous obtenons

argln
F(z)
/(*)

^2arctgr, |2| = r, car ln
F(z)

> 0.

Parce que G(z, t)eS*nß} ou G(z, t)e8*a^P} pour zeKltte^O,iy or 

2(7'(2, /)
(2.9)

et

arg
G't(z, t) 
zG's(z, t)

arg

<

(7(2,0

^(2,0
arg

2ß . 2r(l — a)
< — arc sin-------------------

n l-)-r2(l —2a)

(7(2, 0 + arg
2Ö'(2, () ! 
(7(2,o ;

< 2arctgr-;
2ß

arc sin
2r(l —a)

n l+r2(l —2a)

Une condition nécessaire et suffisant pour qu’une homotopie (7(2, 0 
fût croissant en domaine est pour que

g; (2,0 n
arg 2 ’zG'z(2, t)

ce qui est démontré dans le travail [1]. Or, comme dans démonstration 
du théorème 2.1, pour 0 < r < r„ < 1 où r0 est la racine de l’équation

2/3 . 2(1 —a)r
— arcsin
n 1 + (1 — 2a)r2

n
+ 2arctgr = —
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nous obtenons
l/(*)l = |G(z,0)|< |G(z,l)| = |.F(z)|.

Théorème 2.3. Si F(z)eS*a>P) ou F(z)eS*at_P),f(z) — az-+-a2z2+ ... 
0 < a < 1 est une fonction holomorphe dans K1 et \f, F, 1| cela \f, F', r(a)| 
où r(a) est la moindre racine positive de Véquation

2ß
(1 —r)(l + or)

(2

ou Véquation

/ 1+r \”
r(l + a)

= 0 quand FeS*atPy}

2ß

I l + r(l-2a) (1-r)(l + ar) „ .(2.10b) (------—-----J-------- r(1 + fl) = 0 Vuand

Le nombre r(a) ne peut pas être remplacé par le nombre plus grand.

Démonstration. De l’hypothèse if, F,li il en résulte qu’il existe une 
fonction a>(z), <w(0) — a, |œ(z)| < 1 pour zeK1 telle que

f(z) = F(z)a>(z), 0 < a< 1
Alors

or

De là

(2.11)

L’inégalité

(2.12)

/'(*)
F' (z)

f'(z) = F'(z)co(z)+F(z)w'(z)

l^'(z)IMz)l + ITOI|œ'(z)|

/'(*)
F'(z)

< l<o(z)| +
F(z) 
F'(z)

< 1 a lieu, s’il y a lieu l’inégalité

J’(z)
zF' (z) <

1 1 —|œ(g)|
kl l«>'(«)|

Parce que F(z)eS*„tP) ou F(z)eS*a_ß) or pour zeKr nous avons

(2.13)

ou

(2.13')

F(z) I 
zF'(z)

F(z)
zF' (z)

(. 1+r.. -V\1 —r(l —2a)/ 

(l+r(l-2a) ÿ

(regarde [2] ou [4]).
En exigeant maintenant que les côtés droits des inégalités (2.13) et 
(2.13') ne fussent pas plus grands que le côté droit de l’inégalité (2.12)
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et considérant les estimations connues sur |cu(z)| et |<o'(z)| [3] p. 366 
sur le cercle |«| = r nous avons

îÉ
1 + r (1 —r)(l + ar)

1 — r(l — 2a) / , r(l + o)
ou

20

l + r(l-2g) < (1 —r)(l + ar)
1 —r / r(r + a)

Les dernières conditions donnent l’estimation des rayons des cercles 
correspondants dans lesquels a lieu (2.12) c’est-à-dire \f, F', r0|. De là 
nous obtenons les équations (2.10a) et (2.10b). Le résultat est exact, 
car pour la fonction extrémale

20
FM - «xp {/i[(1~‘1^;2<,)) 

dans la classe et dans la classe

Z — (l
et pour la fonction coo(z) =---------- , nous avons |/0(—1)| = |E0(—r)| oû

az—1
f0(e) = .F0(z)û>0(z) et r = r(a).
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STRESZCZENIE

W zdefiniowanych klasach funkcji S(*>w, i wyznaczono do
kładną wartość promienia koła roe(0,1) daną równaniem (2,1) w którym 
zachodzi: \f, F, r0| przy założeniu (f, F, 1) (tw. 2,1) i (/, F, r0) przy
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założeniu \f, F, 1| (tw. 2.2) oraz wartość r(a) daną równaniami (2,10a) 
lub (2.10b) promienia koła, w którym \f, F', r(a)| przy założeniu \f, F, 1|.

РЕЗЮМЕ

В сформулированных классах функций и опреде
лено точное значение радиуса круга гое(О,1) представленное урав
нением (2, 1), в котором выполняется |/, 2^, г0| если |/, 2*1, 1| и |/, F, г0| 
если |/, 2?, 1|, а также радиус г(а) представлены уравнениями (2.10а) 
или (2.10в) круга, в котором |/', 2'7', г(а)| если |/, 2*’, 1|.




