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Les dépendances entre la subordination et I'inégalité des modules dans
le cas des majorantes appartenantes aux classes S 5, S(, 5

Zaleznodci miedzy podporzgdkowaniem i nieréwnoécia modutéw w przypadku
majorant nalezgcych do klas S('a_ﬂ), S('a,_p).
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L *
K knaccaM Sg, ) S(a, - f)-

1. Supposons que les fonections complexes

(1.1) f(@) =az+a32*+ ...pa;, =0
(1.2) F(z) = 2+ 4,22+ ...

sont holomorphes dans K, = {2: |2| < o}.

La fonction F(z) nous appelons la majorante de domaine de la fonc-
tion f(z) dans K, et nous la désignons (f, F, g), 8’il existe une fonction
o(z) holomorphe dans K, w(0) =0, |o(2)|< ¢ pour zeK, telle, que

(1.3) f(z) = F(w(2)) pour zeK,.

La fonction F(z) nous appelons la majorante de module de la fonction
f(2) dans K, et nous la désignons |f, F, g| si

(1.4) If(2)] < |F(2)| pour zeK,.

Avec les dépendances entre les deux types des majorizations s’occu-
paient différents auteurs.

Dans le travail present nous examinons la dépendance entre la subor-
dination et 1'inégalité des modules quand les majorantes appartiennent
a la classe 8¢, ,, S0, s, ou ces classes furent déterminées d’une maniére

suivante dans [4] et [2]: 8, ;) = S désigne la classe des fonctions satis-
faisant 4 la condition:
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28
2f'(2) 1+2 : L n
s 22 <1{(1 T ba| eeky, 0<a<1,0<8< 7,
S('a,_ﬂ) désigne la classe des fonctions f(z) = z +a,22+ ... telle, que
_ ¥
of'(x) T 142 " 0, ( p
1.6 11— ! ,z2eK {0,1),8e10,—).
( ) 1(2) <1[\ a)l— +a_| y2el,,ael0,1),fel0, 9
2. Théoréme 2.1. 8i F(2) =z +A,2*+..., F(2)eS*(a, ) Ou F(z)
€S, _p et sif(2) =a2+a,22+ ..., a > 0 est une fonctwn holomorphe dans K,
;, /@) = 0 pour zeK, et st (f, F, 1) cela |f, F', 7,| 0l vy est la moindre
2
racine positive de Véquation
(2.1) 26 aresin 2r(1 —a) + 2aretgr "
. — in————— 23 =—.
- 1+7%(1—2a) 87 =3

Le nombre 1, ne peut pas etre remplacé par le nombre plus grand.

Démonstration. Dans les travaux [4] et [2] on a démontré
les estimations exactes suivantes
2F’ 2 2r(1—

(2) g —ﬂarcs —(— »a) y 2| =™,
F(z) n 1+ 72(1—2a)
pour F(z)eS8g, 5 ou F(2)eS(, _p-

De I’hypothése (f, F, 1) résulte I’existence de la fonction w(2) = b,z+
+b,22+ ..., by = a, > 0, w(0) =0, |w(z)] <1 telle, que f(2) = F(w(2))
dans K,. Evidemment w(z) = zg(z), ot @(2) = by+byz+ ...,p(2) # 0
aussi |p(z)| < 1.

(2.2) arg
[

1
A cause de cela P est une fonction holomorphe dans K, et
@

> 1. De la, a la base de l’estimation connue pour la fonction

@(2)
a la partie réelle positive nous obtenons
1 I
(2.3) largln—-! < 2 aretgr, 2| =r<1.
l ¢(2) |

Nous introduisons la homotopie
(2.4) W(z,1) = z(p(2))' " = zexp{(1 —t)Ing(2)} pour zeK,,te(0,1)

et ainsi nous choisissons cette branche du logarithme pour laquelle Ing(0)
=1Inb, < 0. La fonction ¥(z,t) est holomorphe dans K, pour toutes
les t fixés, te(0, 1) et |¥(z,t)| < |2|.
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Désignons par
(2.5) D(z,t) = F(P(z,1).
De la P,(2, 1)

D,(2,1) | ’ V(2 tF(‘I’(z 1) ‘
arg — | < |arg
Dz, t) | | F(?’ 2, t

c'est & dire @ (z,1t)

(2.6) . @, (t, 1) <2ﬂ . 2(1l—a)r 2 ol
g a = | N — arcsm'———————— arc (5
P D) | S a 1+ 7(1—2a) F

Le coté droit de inégalité (2.6) est croissant par rapport a r or 8i 0 <7
<7r,< 1, ou 7, est la racine de I’équation
28 2(1—a)r

~— aresin =
n 14 (1—2a)r?

3 L4
-+ 2aretgr =iy

alors de (2.6) nous obtenons la relation

l Dy (2, 1)
arg ——

b 4
< — =17, le{0,1>.
¢(z,t)‘ 27|z| , 1€(0,1)

La derniére 'inégalité est une condition nécessaire et suffisant pour que
la homothophie ®(z,t) fit croissante d’'une maniére module par rapport
a t dans le cercle K,, comme ont démontré A. Bielecki et Z. Lewandowski
dans le travail [1].

Or, pour r <7, nous obtenons

If(2)] = |D(2, 0)| < [@(2, 1)| = |F(2)].
Théoréme 2.2. Supposons que F(z) =z+A 2%+ ..., f(2) = az+a2? + ...,
f(2) f(z

a,> 0, F(2)e8(, 5 et —— e85 ou F(2)eS ) et
l

€ (a,ﬂ)7 zGKl. Si

|fy ¥y 1| alors (f, F,r,) ou r, est la moindre racine de Déquation

2
(2.7) _ﬂ_ aresin — -,  2aretgr =

Démonstration. Faisons la homotopie

(2.8) ate, = o M) T (T
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telle, que G(z,0) = f(2), G(z,1) = F(z) pour zeK,,te(0,1). Kvidem-
ment G(z, t)e S,z ou G(z, 1) €S, _p car
2G,(2,1) o'(2) |, 2F (2)

= (1— +1 , 10,15,
Gen =W g g O D

’

et le domaine de la variabilité du fonctional pour heS(',‘,'ﬂ) ou

heS(",,‘_ﬂ, est le domaine convex, or homotopie G(z,t) pour ¢ changeant
de 0 jusqu’a 1 appartient aux classes S:a,ﬂ) ou S(‘q'_ﬁ). Au surplus G(z, t)
pour chaque t fixé, te{(0,1) est une fonction holomorphe et univalente
dans K, aussi pour te{(0,1) et zeK, nous avons

2G,(2,1) N zF’(z)]
ge = Pe[u-n |0

De I'hypothése |f, F, 1| il en résulte que |G (2, t)| est une fonction croissante
du paramétre te(0,1)> et zeK,, car

Re

| F(2) Gz, ) F(2)
——|>1et Re———— = Reln ——= > 0.
f(2) G(z,1) f(?)
Ainsi, comme cela était auparavant nous obtenons
F(z) | I F@)

argln ————| < 2arctgr, |2| =, car |In
f@) |

(2)
Parce que G(z,t)eSg.; ou G(z,t)eSg 4 pour zeK,,te0,1) or

(2.9) ’Iar 2Bl G WV i i 2T Gl
G(z t) 14 1+r2(1—2a)
et
G,(z t) 1 G,(z t) 2Q.(z, 1) |
) B ent) | | Gle, ) +‘arg“0(z,t)':
< 2aretgr + —2£ arcsin - r(1 —4)
n 1+72(1—2a) "

Une condition nécessaire et suffisant pour qu’une homotopie G(z, ?)
fat croissant en domaine est pour que

Gt(z t) | o
|
ce qui est démontré dans le travall (1]. Or, comme dans démonstration
du théoréeme 2.1, pour 0 <r<7,< 1 ou r, est la racine de I’équation
28 2(1—a)r

T
— aresin —— 2arctgr = —
5 T ogr T T L g
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nous obtenons
If(2)| = 1G(z,0)| < |G(z,1)| = |F(2)|.
Théoréme 2.3. Si F(2)eSi ,; ou F(2)eSg _p),f(2) = azt+a22+ ...
0 < a < 1 est une fonction holomorphe dans K, et |f, F, 1| cela |f', F', r(a)]
on r(a) est la moindre racine positive de I’équation

28
I el UL HRGE) | Y
(2.10a) ( r{l—"a)) r(l1a) = 0 quand FeS, ;,
ou Déquation
28
1+r(1—2a)y* (1—7)(1+ar) il = bl
(2.10b) ( = ) — ey =0 quand FeSi_,

Le nombre r(a) ne peut pas etre remplacé par le nombre plus grand.

Démonstration. De ’hypothese if, F', 17 il en résulte qu’il existe une
fonction (z), w(0) = a, |w(2)| <1 pour zeK, telle que

f(2) =F(2lo(z), 0<a<1

Alors

J'(2) = F'(2) w(2) + F (2) 0’ (2)
or

If"(2)] < [F'(2)] lo(2)| + | F (2)| 0" (2)]

De la

f'(2) |
(2.11) -FTZZI < lo(2)|+ l i"h(—)- ‘ |’ (2)].
L’inégalité |% <1 a lieu, 8’il y a lieu l'inégalité
(2.12) Ffz) 1 1-|e(2)

zF (2) 2] |e'(2)]

Parce que F(z)eS“a,ﬂ) ou F(z)eS",,'_ﬂ) or pour zeK, nous avons
24

(2.13 F(z) ‘,-( 1+r )_"
-13) F(z) “\1—r(1—2q)
ou
“ﬂ
) | F(2) !_ 1+7(1—2a)
(2R le(z)' ( 1 —r )

(regarde [2] ou [4]).
En exigeant maintenant que les cotés droits des inégalités (2.13) et
(2.13°) ne fussent pas plus grands que le coté droit de ’inégalité (2.12)
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et considérant les estimations connues sur |w(z)| et |w’(z)| [3] p. 366
sur le cercle |z| = r nous avons

28
1+7 _ (1—7)(1+ar)
1—:1‘_(_1——211)) T r(1+a)
ou
2
(1+r(1—2a) T _a=n@+an)
T) ST r(rta)

Les derniéres conditions donnent l’estimation des rayons des cercles
correspondants dans lesquels a lieu (2.12) c’est-a-dire |f’, F',r,[. De la
nous obtenons les équations (2.10a) et (2.10b). Le résultat est exact,
car pour la fonction extrémale

26

Fo(2) =zexp{f—1—[(—l_t(1_2a)—)n L ]dr‘-

! 1+t |

dans la classe Sf, ; et dans la classe Sg
apg

] — I :l_ 11———)1_' ] l
Fy(s) = ~GXP1! Hlia=sm) 4

2—a
, nous avons |fo(—1)| = |Fo(—r)| o
az—1

Jo(2) = Fy(2) we(2) et r =r(a).

et pour la fonction w,(2) =
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STRESZCZENIE
W zdefiniowanych klasach funkeji 8,5, i 8§, _» Wyznaczono do-

kladna warto$é promienia kola r,¢(0, 1) dang réwnaniem (2, 1) w ktérym
zachodzi: |f, F,r,| przy zalozeniu (f, F,1) (tw. 2,1) i (f, F,r,) przy
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zalozeniu |f, F, 1| (tw. 2.2) oraz warto$¢ r(a) dang réwnaniami (2,10a)
lub (2.10b) promienia kota, w ktérym |f’, F', r(a)| przy zalozeniu |f, F, 1|.

PE3IOMLE

B cdopmynuposanunix kmaccax ¢yuxumii Sg , um S(_ , onpene-
jlelio TOUHOe 3HayeHWe panuyca Kpyra 7, € (0, 1) mpeacraBieHHOC ypas-
HenueMm (2, 1), B KoTopoM Beinoauaerca |f, F,ril ecau |f, ¥,1| u |f, F, ry|
ecam |f, F, 1|, a TakiKe paguyc r(a) NnpencraBiieHbl ypaBHeHuaAMmu (2.10a)
uaun (2.108) Kpyra, B Kotopom |f', ', r(a)| ecin |f, ¥, 1].






