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DOMINIK SZYNAL

Sur une loi forte des grands mombres
de variables aléatoires enchainées

O mocnym prawie wiclkich liczb dla zmiennych losowych powiazanych w lancuch
Markowa

O6 yCHIEHHOM 3aKOHE GONbLIMX YHCEN /1S CITyYaHHBIX BEIMYHMH,
cBA3aHHLIX B Lenb Mapxosa

1. Soient (£,, «/,), ¢ =1,2,..., des champs de probabilité, c’est-a-
-dire £; est un ensemble d’événements élémentaires «7; est une ¢ —algdbre
d’événements A;. Si {X;,i>1} est une suite de variables aléatoires
liées par une chaine nonhomogeéne, alors nous dénotons par P,(w,, 4;,,)
les fonctions de transition avec les domaines (£;, «;, Q,. ,, %, ,) Nous
désignons par a; = a(P;) le coefficient ergodique de la fonction de transi-
tion P; et par a; = a(Py) le coefficient ergodique de transition Py (w;,
4,) pour lintervalle de temps i, J +1<j).

Désignons

a™ = min q;,
1<i<n

)

et supposons que a; > 0 pour ¢ > 1 et na

X;= X I[1X; < e, Xf = L I[1X(| > e],

—>00 avec n—>oo. Nous posons

T " l_l‘
8u = Y X;, 8, = D X, 8 = > x;,
i=1 j=1 j=1

ol ¢ > 0 est un nombre quelconque et I[A] = 1 ou 0 suivant que 1'évé-
nement A est réalisé ou non.

2. D’abord nous allons démontrer les inégalités suivantes:

Lemme 1. Soient X, (j =1,2,...,7n) des variables aléatoires telles
que X;j =1,2,....,n sont liées par une chaine de Markoff avec des coef-
ficients ergodiques a; > 0 (j = 1,2,...,n).
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Si {g,(z), n = 1} est une suite de fonctions positives paires non-décrois-
santes dans le domaine x > 0, telles que pour tout n

(2) 9n (@) | powr x>0 ou
i
(b) 9(2) t et g,,(jv) | powr z>0 [3],
@ at :
alors pour tout ¢ > 0
: e (X

(1) Plmax |8, — B8, > 26]<2C, (¢ ™" \1, _ 8%

1<k<n it gl X ) +Gile)y

k=1

ou C, est la constante de 'inégalité de Rosenblatt-Roth [5].
8i a; > 0> 0 pour tout j, alors

5 y O 9 (Xy)
(II) P[max |8, —ES,| > 261 < 2C, > B — A2k
o ; . et 9:(X;) 4 gi(e)’

ou C, est constante positive.
Démonstration. En vertu de I'inégalité

Plmax | X, + Y,| > 2¢] < P[max |X;| > ¢] + P[max |Y,| > €],

I<k<n 1<k<n I<k<n
on a
(1) P[max|S,—ES;| > 2¢] < P[max|S;, —ES;| = ] + P[max|S;|> e].
1<k<n 1<ksn 1<k<n

L’inégalité de Rosenblatt-Roth du type de Kolmogoroff [4] et des calculs
élémentaires donnent -

P[max |8 — ES;| = ¢] < C(a™)~ X‘a= X; /et

nl<k< I.-=~
n
< 0(a™)7 S‘E(X ) < C(d™)™" D E(1X;l[e),
k=l k=1

ou C > 1 est une constante positive dépendent de ¢ et de la chaine de
Markoff.

Cependant dans le cas (a) on a (|X;l/e) < g,.(X})/9.(¢), et dans le cas
(b) (X?/e?) < 9(X;)/gx(e) pour tout k = 1,2,...,n. Done, puisque g,(x)
est non-décroissante pour tout £k = 1,2,..., n, nous avons

& -
(2) P[max |8, — ES,| = €] > 20(«™) )_:E 9 XR)

I<k<n & 0(Xy) NACH
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Pour les variables aléatoires X, Lk =1,2,...,%, nous obtenons

(3)  Plmax|§|> 1< Y BI[X,) >e]< 20 V' %d0)
1<k<n — = 9e(X) +ge(e)

comme (a™) ' > 1.
En ajoutant (2) et (3), par (1), nous obtenons (I).
La démonstration de (II) est obtenue de la méme fagon.

3. Maintenant nous allons démontrer quelques théorémes concernant
la convergence presque sire des séries et des suites de variables aléatoires
enchainées.

Théoréme 1. Si les variables aléatoires de la suite {X;,j =1} sont telles
que les X; sont lies par une chaine de Markoff avec des coetficients ergodi-

ques a; > p > 0, alors la convergence de la série 2 Elg.(X,) /(9. (X,) +
+ ‘In(e))] est une condition suffisante pour la convm gefnce presque stire de

la série 2 X, dans le cas (a) respectivemnt de la série 2 X, — EX;) dans

n=1 n=1

le cas (b).

Démonstration. La convergence presque stre de la série ¥ (X, — EX;)
n=1

résulte de I'inégalité (II) et de la condition

lim 3 Elgu(X,)/ (9x(Xe) +gx(e))] = o.

N0 f=n+t1

Observant maintenant que dans la cas (a)

S E|IX, < 26 Y E[gu(X;)/ (90 (X3) + gu(e))] < o0,

n=1 n=1

nous terminons la démonstration du théoréeme 1.
Du théoréme 1 résulte la loi forte des grands nombres suivante.

Théoréme 2. 8¢ les variables aléatoires de la suite {X;, j = 1} sont telles
que X; = X,1 [1X;] < b;] sont liées par une chaine de Mmkoff avec des
coefficients ergodiques a; > o> 0 et si {0<b; oo, j=1} est ume suite

de nombres, alors la convergence de la série ZE[g"(X,,)/(g"(Xn)+gn(bn))]
n=1

est une condition suffisante pour la convergence presque sire 8, /b, vers
zéro dans le cas (a), respectivement (S, — ES,)/b, vers zéro avee n— oo dans
le cas (b).
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Les théoremes 1 et 2 étant une extension de certains résultats de [3]
et [7], ils constituent une extension des résultats Kai-Lai-Chung [2]
aux des variables aléatoires enchainées.

Soit ¥ une ensemble de fonctions y telles que y(x) est non-décroissante
dans le domaine z > x, pour un certain x, et X1 /ny(n) < oo.

De l'inégalité (II) et du théoréne 2 résulte une extension suivante
des résultats de W. W. Pietroff [3].

Théoréme 3. Soit {X;,j > 1} une suite de variables aléatoires telles
que X; = X,I[|X;| < b;] sont libes par une chaine de Markoff avec des
coefficients ergodiques a; > o > 0 et so0it {0 < b;}oo, j =1} une suite de
nombres.

8i g,.(®) = g(x) pour tout n =1,2,..., Bg(X,)< oo, n =1,2,...,
et a, = > Eg(X,)—~oc0 avec n—oc, alors dans le cas (a) Dégalité 8,

k=1
= o(9 Ya,v(a,)) est presque sire et dans le cas (b) Végalité S, — ES;
=o0(g (a y(a,)) est presque siire pour une fonction quelconque we ¥ oi
g~' denote la fonction inverse de la fonction g.

Démonstration. Comme Eg(X,) < oo, » = 1,2,..., on o

Xj]ylﬁ_ 9[3 ) ]< VE'_(I{‘Y”} .\1 1 g(Xn
L g )J ‘_J g(b”) ;:r “ﬂ‘f’(an)

ou b, =g~ (antp(a")). Mais pe ¥, done par le lemme 1 [3] la derniére
série converge. Ce fait, en vertu de 'inégalité ci-dessus et du théoréme 2,
donne la conclusion du théoréme 3.

Théoréeme 4. Si dans les conditions du théoréme 3 g(x) = |x|", 0 < r < 2,
alors dans le cas 0 < r < 1, Uégalité S, — o{(a,y(a,))'") est presque siire
et dans le cas 1 <r <2, Uégalite S,—ES, = o((a,,y)(a,,))”') est presque
stire pour une fonction quelconque ye V.

Théoréme 5. Si {X;, j > 1} est une suite de déterminations d’une méme
variable aléatoire X et U, = X;I[|X;| < j] sont liées par une chaine de
Markoff avec des coefficients ergodiques e¢; > o > 0, alors pour la fonction
g(w) = x* satisfaisant & la condition (b), les séries

(] 2 o0 a 2 0
Ny Us v 6~ 2 Xa
;’an’+U‘ Enzil’f,' En“;Xf,’
n=l ru-l ne=1

ouw V, =X I[|X,|=n], sont équivalentes deuxr & deur en convergence,
et la convergence de chacune d’elles est une condition nécessaire et suffisante
pour qu'on ait E|X| = u< oo; ct elle est une condition suffisante pour
que la lot forte des grands nombres ait liew pour la suite {X,, n > 1}.
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Démonstration. L’existonce de I’espérance mathématique équivaut
4 la convergence d’une quelconque des séries

5 1 001 .
N fw’dF(w),ZP[le;u] ([1], p. 36, 57).
=X " lz|<n n=1

En vertu de ce théoréme et des inégalités

o) 00

Y EVinr+ Vi< Y PIXI>n]<EIX|< 14 YP[X|>n]

n=1 n=1 n=1

<1i2 Y E(Vi/nt+ V3);

fn=l

‘\:E[U m?] < JZE[U J(m2+ U] < 2E[U%/n?] < 4+ B |X)|,
ne=1
nous avons démontré la premiére partic du théoréme 2.
Observant maintenant que la fonction g(z) = 2 obéit & la condition
(b) et Pexistence de l’espérance mathémaitque implique la convergence

de la série 3 E[X2/(n?+ X},)] nous obtenons la loi forte des grands nombres

n-—1
Maintenant nous allons donner une extension de loi forte des grands
nombres de M. Rosenblatt-Roth.

Théoréme 6. Soit {X;,j > 1} une suite de variables aléatoires telles
que X; = X, I[|X;| < j] sont liées par une chaine de Markoff avec des

coefficients ergodiques a; > 0. Si pour un nombre 1 > 1.
lm+l

7 Tl e 3 q[‘lj)
1 \ LM FD-1 E U2
i m-n( B )+g(XJ) '
alors
() (8, — ES.)n>50 avee n-»o0.

Démonstration. La convergence de la série (4) implique, aprés des
calculs simples, la convergence de la série

Y’P[ max |8, — ES,| > 2I™¢].

m,u l"‘(n<l'“+ 1
Observant que

I’[ max &—@’~>2£]<P[ max |8, — ES,| >2I"¢],

Mepcm+l n 1 Mep<im+1

nous obtenons (5).
Considérons maintenant certain cas particulier.
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Corollaire. 8i dans les conditions du théoréeme 6 Eg(X;) < oo pour

tout j, alors la convergence de la série ¥ w;*Eg (X)),
j=1

Y

ol
- E [g(lm) a(lm'“] r<j< la+l
m=sg
est une condition suffisante pour Sn/'n,’i'o dans le cas (a) respectivement
pour Sn/n——ES;/nli—';O dans le cas (b), 0w n—oo.

Démonstration. Il résulte de I'inégalité

o m+1 A il
2 m+1ly, _ ) g( Y \ e+l \
@My N g9 g™ 3 Eg(X))
m=0 jTl‘l (l )+g( ) m—o J—l
= ¥ wjEBg(X)).
=1

Si g(x) = x% nous obtenous le résultat de M. Rosenblatt-Roth [4].
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STRESZCZENIE

Podano kilka twierdzen dotyczacych mocnego prawa wielkich liczb dla zmion-
nych losowych powiszanych w niejednorodny lancuch Markowa. Sformutowane
twierdzenia nie zakladaja istnicnie momontdéw i stanowia rozszerzenie lub wzmocnienie
wynikéw z [4], [6] i [8].

PE3IOME

JaloTca HecKONbKO TEOpeM, KaCarOLIMXCA YCHIIEHHOrO 3aKoHa OonblIMxX YHCea A/ HEOOHO-
ponnbix ueneit MapkoBa. ChopMynHpoOBaHHbIE TEOPEMbI HE  MPEANONAratoT CyLIECTBOBAHMSA
MOMEHTOB M AB/ISIOTCA PAaCCLUMPEHHEM MJIH YCHIIEHHEM pelynabTatoB pabort [4], [61 u [8].



