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DOMINIK SZYNAL

Sur une loi forte des grands nombres 
de variables aléatoires enchaînées

O mocnym prawie wielkich liczb dla zmiennych losowych powiązanych w łańcuch 
Markowa

Об усиленном законе больших чисел для случайных величин, 
связанных в цепь Маркова

1. Soient (X2f, i = 1,2,..., des champs de probabilité, c’est-à- 
-dire £2t est un ensemble d’événements élémentaires j/,- est une a —algèbre 
d’événements A(. Si {X,-,i>l} est une suite de variables aléatoires 
liées par une chaîne nonhomogène, alors nous dénotons par Ai+1)
les fonctions de transition avec les domaines Oi+1, Nous
désignons par a,-= a(Pt) le coefficient ergodique de la fonction de transi­
tion Pt et par a,7 = a(P{}) le coefficient ergodique de transition Pij(œi, 
A;) pour l’intervalle de temps i, j (i +1 < j).

Désignons
a(n) = min a,-, 

l<i<n
et supposons que at > 0 pour i > 1 et «a(n)->oo avec n^-oo. Nous posons

Xj = < ej, Xj = Xjim > «],

s.=
y=l j = l j=l

où e > 0 est un nombre quelconque et I[A] = 1 ou 0 suivant que l’évé­
nement A est réalisé ou non.

2. D’abord nous allons démontrer les inégalités suivantes:

Lemine I. Soient X} (j = 1,2, ..., n) des variables aléatoires telles 
que Xj j =1,2,....,« sont liées par une chaîne de Markoff avec des coef­
ficients ergodiques a,- > 0 (j =1,2,...,«).
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Pi {ÿ„(®), n 1} est une suite de fonctions positives paires non-décrois­
santes dans le domaine x > O, telles que pour tout n

(a) 0«(®) 4 pour x> O ou

(b) 9nW t et <Zn(®) pour ®>O [3],

alors pour tout e > O

(I) P[max |P4 — 2e]<2C1(a(n))_1 V P
Kfcsî» 9k\-^k) +9k\eh

où Cj est la constante de l'inégalité de Rosenblatt-Roth [5].
Si aj > o> O pour tout j, alors

11 / -rr
P [max |ą - ESk\ > 2e] 2C2 \ P fc)--,

9k(Xk) + 9k(e)(H)
k=ll<£<n

où C2 est constante positive.

Démonstration. En vertu de l’inégalitéPCmaxIZ*-! Yfc| > 2e] < P[max |Z*| > e]+P[max |Yfc| > e],
on a
(1) P[max|Pfc — ESk\ > 2e] < P[max|P[. — ESk\ > e] +P[max|Pj:|> e].

l<fc<n l<fcs;n
L’inégalité de Rosenblatt-Roth du type de Kolniogoroff [4] et des calculs 
élémentaires donnent '

n
P[max\Sk-ESk\ > e] < C(P’)“1 ?

»i<t<

k=l fc=l

où O > 1 est une constante positive dépendent de e et de la chaîne de 
Markoff.

Cependant dans le cas (a) on a (\Xk\/e) gk(X’k)lgk(e), et dans le cas 
(b) (Z;2/e2)< g(Xk)/gk(e) pour tout fc =1,2,...,». Donc, puisque gk(x) 
est non-décroissante pour tout k =1,2,...,», nous avons(2) P [max |P; ■ -PPfc| > e]>2C(a(n)) ’JS’p 9k(Xk)

fc-1
9k(Xk) +gk(e)



Sur une loi forte des grands nombers... 117

Pour les variables aléatoires Xk, k =1,2, ...,n, nous obtenons

(3) P[max|^|> c] < > e] 2C(a<»>)-1 V
»<*** Ûi ZXÏ 9k(^k)+ffk(e)

comme (a(n))_1 > 1.
En ajoutant (2) et (3), par (1), nous obtenons (I).
La démonstration de (II) est obtenue de la même façon.

3. Maintenant nous allons démontrer quelques théorèmes concernant 
la convergence presque sûre des séries et des suites de variables aléatoires 
enchaînées.

Théorème 1. Si les variables aléatoires de la suite {Xjfj 1} sont telles 
que les Xj sont liées par une chaîne de Markoff avec des coeîîicients ergodi- 

ques a}> g > 0, alors la convergence de la série £ E[gn(X„)/(g„(Xn) +
n=l

+ '/n(Ê))l est une condition suffisante pour la convergence presque sûre de
CO oo

la série £ Xn dans le cas (a) respectivemnt de la série £ (Xn — EX'n) dans 
n=l n=l

le cas (b).

Démonstration. La convergence presque sûre de la série (Xn — EX'n) 
„=1

résulte de l’inégalité (II) et de la condition

oo

lim E[9kWI(9kW+9k^))] = 0.
»-<» fc=»+i

Observant maintenant que dans la cas (a)

oo oo
^E\X-n\<2e^E[gn(X-n)i(gn(X-n)+gn(£))]< oo, 

n=l n=l

nous terminons la démonstration du théorème 1.
Du théorème 1 résulte la loi forte des grands nombres suivante.

Théorème 2. Si les variables aléatoires de la suite {T,., 1} sont telles
que X* = < éy] sont liées par une chaîne de Markoff avec des
coefficients ergodiqnes a, > g > 0 et si {0 < b, f oo, j > 1} est une suite

OO

de nombres, alors la convergence de la série £ E[gn(Xn)l(gn(Xn)+gn(bn))\
n = l

est une condition suffisante pour la convergence presque sûre S,Jbn vers 
zéro dans le cas (a), respectivement (Sn — ES*)/bn vers zéro avec n->oo dans 
le cas (b).
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Les théorèmes 1 et 2 étant une extension de certains résultats de [3] 
et [7], ils constituent une extension des résultats Kai-Lai-Chung [2] 
aux des variables aléatoires enchaînées.

Soit P une ensemble de fonctions y telles que y>(x) est non-décroissante 
dans le domaine x > x0 pour un certain x„ et Zl/«yi(«) < oo.

De l’inégalité (II) et du théorème 2 résulte une extension suivante 
des résultats de W. W. Pietroff [3].

Théorème 3. Soit {Xj, j 1} une suite de variables aléatoires telles 
que X* = XjI[\Xj\ < ô,] sont liées par une chaîne de Markoff avec des 
coefficients ergodiques > q > 0 et soit {0<bj]oo, j > 1} une suite de 
nombres.

Si gn{x) = g(x) pour tout n =1,2, Eg(Xn)< oo, «=1,2,..., 
n

et an = ^ Eg(Xn)-+oo avec «->oo, alors dans le cas (a) Végalité S„ 
fc=i

= o(g~1(any)(an)) est presque sûre et dans le cas (b) Végalité Sn — ES* 
— °({TXa v(®n)) es^ Presque sûre pour une fonction quelconque P où 
g~1 dénoté la fonction inverse de la fonction g.

Démonstration. Comme Eg(Xn) < oo, n =1,2,..., on a

V Æ r 1 < v E = v e 9{Xn)
Lÿ(-ï»)g(t>n)

où bn = g~1(any>(an)). Mais ipe P, donc par le lemme 1 [3] la dernière 
série converge. Ce fait, en vertu de l’inégalité ci-dessus et du théorème 2, 
donne la conclusion du théorème 3.

Théorème 4. Si dans les conditions du théorème 3 g (x) = |a?|r, 0 < r < 2, 
alors dans le cas 0 < r < 1, Végalité Sn = o((anip(an))llr) est presque sûre 
et dans le cas 1 < r < 2, Végalité Sn — ES* = o(fantp(an))llr} est presque 
sûre pour une fonction quelconque ipe P.

Théorème 5. Si {Xjfj 1} est une suite de déterminations d'une même 
variable aléatoire X et U} = Xjl [|Zy| < j] sont liées par une chaîne de 
Markoff avec des coefficients ergodiques aj > q > 0, alors pour la fonction 
g(x) = x2 satisfaisant à la condition (b), les séries

U2
—J n'
n=»l +ü\

- Ve-
n2

■Z*
n = l

n»+X2’

où Vn = J[|X„| > «], sont équivalentes deux à deux en convergence,
et la convergence de chacune d'elles est une condition nécessaire et suffisante 
pour qu'on ait E |JT| — p,< oo; et elle est une condition suffisante pour 
que la loi forte des grands nombres ait lieu pozir la suite n^ 1}.
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Démonstration. L’existence de l’espérance mathématique équivaut 
à la convergence d’une quelconque des séries

ou OU
f x»dE(x),J?P[lXl>n] ([1], p. 56, 57).

n=l |x|<n n=*l

En vertu de ce théorème et des inégalités
OO 00 OO
2 E[V2n/(n2+V2n)] < 2 P[|J| > «Ul < 1 + 2p[l*l > «] 

n—1 n=l n=l
ou

<l+22p[n/(«2 + K)];
w=»l

OO OO

2 E[17’/»«] <2 2 p[ü2nl(n2 + V2n)] 2E[U2nln>] < 4 + J5J |X|,
n=l n—1

nous avons démontré la première partie du théorème 2.
Observant maintenant que la fonction g(x) = x2 obéit à la condition

(b) et l’existence de l’espérance mathémaitque implique la convergence 

de la série £ E [X^/(n2 + X2n)] nous obtenons la loi forte des grands nombres
n —1

Maintenant nous allons donner une extension de loi forte des grands 
nombres de M. Eosenblatt-Eoth.

Théorème 6. Soit {Xj,j^l} une suite de variables aléatoires telles 
que Xj = < j] sont liées par une chaîne de Markoff avec des
coefficients ergodiques > 0. Si pour un nombre l > 1.

(4)
OO jTO+1

a(im+i)-i \ E - 
(

alors
(5)

i-i

(Sn-ES'n)/nv-ï

g(im) +g(Xf)
< OO,

Démonstration. La convergence de la série (4) implique, après des 
calculs simples, la convergence de la série

VP[ max \8n-ES'n\^2lme}.

Observant que

Lmax 
P»<n<P»+1

S„-ES'„
n

>2el<P[ max |£„ — ES'n\ >21”l£],
J zm<n<;m+1

nous obtenons (5).
Considérons maintenant certain cas particulier.
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Corollaire. Si dans les conditions du théorème 6 Eg(Xf) < oo pouroo
tout j, alors la convergence de la série wf2Eg(Xf),

f-i
où

wf2 = [0(ïm)a(jm+1r\ la<3<18+1,

m=s

est une condition suffisante pour Snln~>0 dans le cas (a) respectivement 
pour Sn/n — ES'nln1J-^Q dans le cas (b), ou n->oo.

Démonstration. Il résulte de l’inégalité
oo J»»+l о

y („«"«y. y E ’(X'}

X-j' ' д(1т)+д(ХЛm=0 j=l l j/ m=0

oo г”1'1

J=1

= V wf2Eg(Xf).
J-l

Si g(x) — x2, nous obtenous le résultat de M. Eosenblatt-Rotli [1].
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STRESZCZENIE
Podano kilka twierdzeń dotyczących mocnego prawa wielkich liczb dla zmien­

nych losowych powiązanych w niejednorodny łańcuch Markowa. Sformułowane 
twierdzenia nie zakładają istnienie momentów i stanowią rozszerzenie lub wzmocnienie 
wyników z [4], [6] i [8].

РЕЗЮМЕ
Даются несколько теорем, касающихся усиленного закона больших чисел для неодно­

родных цепей Маркова. Сформулированные теоремы не предполагают существования 
моментов и являются рассширением или усилением результатов работ [4], [61 и [8].


