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TlonuwHEHEAE O 06JaCTAM HEKOTODHIX ONEPaToOpOB

1. Soient g et @, g(0) = G(0), des fonctions réguliéres dans le cercle
K, = {z: |2|<r}. Si I'on a la relation

g9(2) = G(w(2)) pour |2|<r,

oll w est une fonction holomorphe et |w(2)| < |2] < r, on dit que la fonction
g est subordonneé en domaine a la fonction G dans le cercle K, et on écrit

g 3,G.

@ est alors appelée majorante de la fonction g.
Si @ est, de plus, univalente dans K, on dit qu’elle est une majorante
univalente de la fonction ¢ et cela signifie que

9(K,) = G(K,).

Dans plusieurs travaux, entre autres [1], [3], [4], on a étudié le pro-
bléme suivant: pour quel r, aussi grand que possible, la subordination
¢ -3, G entraine-t-elle 1a subordination de certains opérateurs particuliers
des fonctions g et & dans le cercle K., ou G sont des fonctions quelconques
appartenant a des classes fixées de fonctions réguliéres dans K, .

Nous désignerons par F un opérateur satisfaisant aux deux conditions
suivantes:

1° L’opérateur F, appliqué a une fonction g(z) réguliére dans K,,
donne une fonction de la variable 2z réguliére dans K,. La fonction ainsi
construite sera désignée par F,g(z) ou Fy.

2° Si dans le cercle K, g(z) = G((2)), o ¢ est une fonction réguliére
dans K., et si [{(2)| < 1 pour z¢ K,, on a

F,G() =F,g9(2); ¢ =10(=); lel<1.
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Pour la famille d’opérateurs ainsi définie Alienicyn a énoncé et établi
les conditions nécessaires et suffisantes pour que ’on ait D’implication

g9 3,6 =5y 3,5,

ol £g = Fg+2¢’, et il a indiqué une application dans le cas olt Fg = ug, u
est un nombre réel quelconque, x # —1. Dans tous ses raisonnements
il n’a considéré que des majorantes univalentes.

Dans le travail [4] la condition nécessaire et suffisante de Alienicyn
a 6té généralisée en y remplacant la condition d’univalence de la majo-
rante G par une condition locale d’univalence, est-a-dire G'(2) # 0 pour
ze K,, et ce probléme y a été résolu dans le cas ou les majorantes G par-
courent la classe S(a, 8), c’est-a-dire satisfont a la condition

Rele? |1+ o (i)\l
I\ (2) /
Théoréme 1.1. [4]. Soit g¢,(2) = a2+a, 2" +a, 2"+ ... une

fonction régulitre dans K, et G,(2) =2+ A, 2" +A4, . ,2"" | ... une

fonction réguliére et localement univalente, c’est-a-dire telle que G, (z) + 0 dans

I, et convexe pour |z| <.

Soit £g, = Fyg, +2g,.

Si g, 3, G,, pour que FG, soit une majorante univalente de la fonction
Jg, dans le cercle |z| < r il faut et il suffit que la fonction S@G, soit univalente
dans le cercle |2| < r et que dans ce cercle soit satisfaite l'inégalité
‘ d

dz

) : %" = .
l$> acosfl, ae{0,1), fe| —-» -“-), ze ;.

-

2nr"
i T

(1.1) £G, () |

> |G, (2)]

Remarquons que les conditions imposées & ’opérateur F sont remplies
par tout opérateur de la forme

Fg = C(g),
ou C est une fonetion entiére quelconque fixée.

2. Soit SFg = Fg--29', o Fg = ug+ d¢g% u + —1 étant un nombre
réel quelconque et 6 un nombre complexe quelconque, c’est-a-dire

Fg = pg+0g*+29'.

Désignons par 8 la classe des fonctions univalentes admettant un
développement de la forme ¢(z) =z+a,2+a,22+ ..., 2e¢ K,, et par
8¢ la sous-classe de la classe S des fonctions convexes, c’est-a-dire satis-
faisant & la condition

20" (2))
Rel1+ 2 (2)
o |

\

> 0 pour ze K,.
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Pour les opérateurs SFg ainsi définis et pour les fonctions Ge S ou
Ge S° on a les théorémes suivants.

Théoréme 2.1. Si Ge S, on a pour tout couple de fonctions g et G et pour
tout couple de nombres u et o, oiv u est réel, u + —1, 6 complexe, implication

g 318G =59 36,.07G,
ol
7(8, u, 8) = min{r,(8); Ry(8, u, 8)},

r.(8) est le rayon de convewité duns la classe 8, égal a 2 —1/5, tandis que
Ry(8, u, 6) est la plus petite racine positive de l'équation

(A —p)r +(u—218|48)r* +(u—=218| =B8)r—(L+pu) =0 pour u< —1
ou
Q—pw)r +(p+2(8| =) +(u+2(8|+T)r—(L+pu) =0 pour u> —1.

Théoréeme 2.2. Soit Ge 8°. Alors pour tout couple de fonctions g et G
et pour couple de nombres u et 6, u # —1, on a Uimplication

g _316 =>Jg —3r(sc,p,6)'fG7

ou
—(2+181) + VI8 +2181(1 — u) +(3 + 4)
1—p+20|
pour u< —1,
2+ 181 —VI8P +28](1 — ) +(3 + )
(2.1) {8, u, 6) = 1—u—210|
,1—u
pour u> —1 et |§] # ol
l+tu L—pu
2_+7 pour |6 = g b (-1, 1).

Les démonstrations de ces deux théorémes étant analogues, nous
nous bornerons a présenter celle du premier.

Démonstration du théoréme 2.1. La condition (1.1), qui constitue
avec la convexité de la fonction G et I'univalence de #G pour |z| < 7 la
condition nécessaire et suffisante pour que le théoréme soit vrai, prend
la forme

Q" 2r

(2.2) u+218|G +1 -.L--—(?— ?4';2—7

7 — Annales
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puisque
d

zGII
— G =@ 216/G +1+—,|.
iz [#+ |0|G +1 + G,]

Nous allons déterminer le domaine de variation de la fonctionnelle

"

G
tz) = p+281G(z) +1+ "‘7 pour ze K,.

Comme pour la classe S la fonctionnelle

[] G,
varie dans le cercle
! 147 4r
‘w_l—r2 S 1—p2’

"

24 (z
la fonctionnelle v =1+ u +——,Lvarie dans le cercle

G (2)
1-+p+(1—p)r? 4r
1—9 = =

et la fonctionnelle ¢(z) variera dans un domaine contenu dans le cercle
qu’on obtient du précédent en augmentant le rayon de
max |G(z)|-2]4|.
lsl<r
Ge8
Par conséquent t satisfait & 1'inégalité

14+pu+Q—p)r 4  2|4|r
1—7 T1-7 14
Moyennant ce domaine nous déterminerons le cercle & I'intérieur
duquel les fonctions SG sont certainement univalentes. Nous profiterons
de la définition donnée par Kaplan dans [2], d’aprés laquelle une fonction
fy, f'(2) # 0 pdur |2| < r, est presque convexe, donc univalente, dans le
cercle |z| < r s’il existe une fonction ¢, convexe et univalente, telle que

t—

(2
Re!f—,(—)! >0 pour |z2|<r
Lg'(2))
Au lieu de la fonction ¢ nous utiliserons una fonction G ou — G convexe
et univalente dans le cercle |2| <7 (S) =2 —¥3. La condition
—JG
|+ 6]

Re|—-— | >0
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ou

d
—JG
dz

Re |——
°l =&

>0

prendra la forme
(2.3)  (A—p)r +(—218]4+3)7 +(n =210 =3)r —(1 +p) < 0

pour pu < —1
ou bien
(2.4) (1—p)r* +(pu+210| =56)r +(p+218] +5)r—(L+u)< 0

pour u > —1.

Le rayon 7,(S, x4, ) du cercle cherché, dans lequel les fonctions G,
Ge 8, sont certainement univalentes, est donc le plus petit des deux
nombres:

1% 7,(8) = 2—V3
2° la plus petite racine positive de ’équation que 1’on obtient de (2.3)
ou (2.4) en y prenant le signe d’égalité.
Pour |4 > 1 I'équation correspondante n’admet qu'une racine dans
Pintervalle (0, 1).
La condition demandée (1.1) ou la condition équivalente (2.2) sera
satisfaite si
|1iy+(1—,u)r2|__ r 208 2r
| 1—2° | 1-7 Q-7 1—92"

Le nombre cherché Ry(S, u, 0) est la plus petite racine positive de 1’équa-
tion que l'on obtient de I’inégalité ci-dessus en y prenant 1'égalité. Aprés
quelques transformations on obtient

(2.5)  (L—p)r' + (4 —218 +5)7* +(u—218| =B)r — (1 + ) = 0

pour u< —1
ou

(2.6) (A—p)r'+(2+218]=T)" +(u+2[8]+T)r—(1+u) =0
pour x> -—1.

Pour |u| > 1 I’équation c.orresponda.nte admet dans l’intervalle (0, 1)
exacternent une racine.

Pour comparer les nombres r,(8, u, d) et R,(S, u, 6) nous allons
considérer les différences des polynémes correspondants. En faisant la
différence des premiers membres de (2.5) et (2.3) on obtient 1'expression
27(1—r). Par conséquent pour u< —1 le polynéme (2.3) prend des
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valeurs plus grandes que le polynéme (2.5) et, de plus, pour 7 = 0 ils
admettent une méme valeur positive, tandis que pour » = 1 ils ont
une méme valeur négative. Il en résulte que pour tout d et u << —1 on a

Ry (S, uy 0) < Ta(S, 23) 0).

En faisant le méme raisonnement pour pe(—1,1) et pour g > 1
on trouve que
AN N Ry(8, p, 0) < 1y(8, u, d),

d psi—1
ce qui achéve la démonstration.

Pour 6 = 0 le théoréeme 2.1 se rapporte au cas étudié par Alienicyn [1].
Cependant, comme la méthode appliquée dans ’étude de l'univalence
de #G est différente de celle de Alienicyn, les résultats obtenus ici sont
plus généraux. La généralisation consiste en ce que les intervalles x pour
lesquels le résultat obtenu est exact sont plus larges. Ce théoréeme prend
la forme suivante:

Théoréeme 2.3. 8¢ Ge 8, on a, indépendamment du choix des fonctions g
et G, Vimplication

9 1 G=>pug+29 3y, G +26,

ol
V8 4+ -3
F O+ BN 2, (13 Y ags d )iy
1—p
2.7 r(p) =1 3—V8+ u
) a) 2 wilty 4 pour pe(—1;1,39...)
1—pu i
2-V3 pour u¢(—3,258...;1,39...

En mettant 6 = 0 dans le théoréme 2.2 on retrouve le résultat établi
par Pauteur de ce travail dans [4].

Les rayons: (2.7) pour ue(—3,258...;1,39...) et (2.1), o l'on
pose 6 = 0, sont exacts. L’égalité a lien pour la fonction

4
G=(1+—ez)2‘, |£|=‘—‘1

dans le cas du théoréeme 2.3, ou pour la fonction

QG =

l—ez’ le] =1

dans le cas du théoréme 2.2 (pour é = 0).
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3. Désignons par 8, ;§,, < 8, la classe des fonctions univalentes
admettant un développement de la forme é,, (2) =2+ 4,,,2"" + 4,,,,7""
+ ... c'est-a-dire la classe des fonctions univalentes n-symétriques.

Alienicyn a déterminé le rayon du cercle a l’intérieur duquel a lieu
la subordination zg, 32G,, ol ¢,(2) = a;z+a,, 2" +a,, 2"+ ...,

-~

g, 31 @G,, est une fonction holomorphe dans K,. Ce théoréme peut étre

généralisé en remplacant les fonctions zG, par les fonctions u@, -+ 2@,
nréely u> —1.

Théoréme 3.1. Si G, e S , on a pour tout couple de fonctions et G
n n p g’l n
Vimplication

9n 31 Gn =>UGn +zg;l =3 r”(u)/‘Gn +ZG;,

ou
(1) pour pe(—1,0),
(31) rn(/‘) — | mln{r;t(/‘); rc(n)} pour ue (07 1)!
re(n) pour u>1,
: " S142n -V +4 11"{
(3.2) an =]/ e L
.—--#

T.(n) = ;/1+n—)/2n+n2 = rayon de convewité dans la classe »§,,. Le
résullat est exact pour les u tels que r,(u) = r,(u). L'égalité a liew pour la
Sfonction

-~
z

G, = m; lef = 1.
Démonstration. Nous nous appuierons, comime dans les théorémes
précédents, sur le théoréme 1.1. Nous utiliserons le domaine de variation
de la fonctionnelle

oG (2)
w(z) =1+ —=~—
Gy (2)

déterminé par Alienicyn [1]. Si ’on pose

2@ (2)
w=u-+1l+—=
G, (2)

on aura, pour [z| <7,

| 1or 1hp e "
l""(“m ”"‘)F(""“T_w T2+ T
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L2 méthode utilisée dans la démonstration du théoréme 2.1 pour établir
Punivalence de la fonction ,uG +zG ne donne des résultats pour tout

>1 que 8i x> —1. On trouve, en effet, que les fonctions ,uG,,+zG
sont des fonctions univalentes au moins dans le cercle 2| < 7,(n, u), ol

1+n —Vniiontpz  Mope(—1,0,

‘(ﬂ ju} 1— n
7'(") si u>0.

En vertu du théoréme 1.1 la subordination pug, + 2g, —3yén+zé;
aura lieu si l'inégalité suivante est satisfaite:

1 +r’" Pl ) 14" 5wt 1) ™ 2"
n— — —Z(n o> -
rzn 1 —y ( 1—2" 7 1 _r.n Y
d’ou r <7, (u); 7, (u) est défini par la formule (3.2). Un simple calcul
montre que pour tout n = 1 et tout x> —1 on a

Ta(p) < 1y, n).

Par conséquent le rayon de subordination cherché est le nombre 7, (u)
défini par la formule (3.1) et la démonstration est achevée.

En mettant dans ce théoréme x4 = 0 on retrouve le résultat de Alienicyn,
tandis que pour » = 1 on obtient le théoréme 2.3. La valeur donnée

dans le théoréme est exacte, ce qu’on établit de mnéme que dans le travail
de Alienicyn.
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STRESZCZENIE

W omawianej pracy, w oparciu o metod¢ podang w [4], wyznaczono liczby
r(T,p,06), T = 8 lub T = 8¢ bedace promieniami pewnych koél, w ktérych spelniona
jest nastepujgca implikacja

g 3 G:»Jg 3 r(T.”’d)JG

gdzie Sf = uf+ 8f2+2f’, u # —1 jest liczbg rzeczywista, zaé 6 dowolng liczbg zespo-
long.
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Wyznaczono réwniez liczbe r,(z) bedaca promieniem kola, w ktorym zachodz'
implikacja

Gy 3y Gy = pay + “Gn "3rn(#)l‘Gn + 26y,

gdzie g, = 6,2+ a, 12"t +a,22"t2+ ... jest funkejg holomorficzna, zaé G, =
=z+ Ap 2t 4 Ay, 1,227+ ... jest funkeja jednolistng.

PE3IOME

Onupascs Ha MeTo, NpeacrasieHHbil B pabote [4], onpenenstorca uncna r (7', u,d), T = 8
unn T = 8¢ apnsiolnecs paauycaMH HEKOTOPbIX KPYTOB, B KOTOPLIX yIOB/IETBOPEHA ClleAyIOLLan
HMIUIMKALMA

g 316G = J9 3yT,u,0 FUC
rae Ff = pf+ 6f2+ 2f', u # —1 — NEHCTBHTENLHOE YHCNO, a & — MPOU3IBONBHOE KOMIUIEKCHOE
YHCIO.

OnpeneneHo TakxXe YHCNO 7,(u) ABAAIOLLGECS PAAHYCOM Kpyra, B KOTOPOM HMeEET MeECTO
HMITHKALHA

9n31Gn = l‘gn+29;;'3rn(p) FG,.-*—ZG;‘,

FOE §p = 812+ Gy, &1+ Gy 02" T2+ ... — TONOMOpdHan dyHkums, a Gy, = 2+, 127!
+ Agn 122" T+ ... — onHonMCTHas yHKUMS.






