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1. Introduction

Supposons

1° que pour tout ¢, a <t < b, J(2,1) soit une fonction holomorphe dans
= {z: 2| < 1} de la forme

J(2, 1) = Xm0, pa(t) =1,
k=1
telle que Lin(p,, p,, ....) soit un ensemble dense dans ’espace des fonc-
tions réelles continues sur [a, b];
20 que le fonction J(z,t) soit continue sur 4 x [a, b].

Désignons par A la classe des fonctions définies dans A par la formule

b

(1.1) f2) = [ J(z, t)da(t) =z + 02 + ...,

ou

(1.2)  a(t) est une fonction non décroissante dans lintervalle [a, b],
telle que a(a) = 0, a(b) =1, 2a(t) = a(t™) -+ a(t*).

La classe A est un sous-ensemble convexe et compact de la famille
des fonctions holomorphes dans 4, muni d’une topologie définie par la
convergence presque uniforme dans 4.

On constate aisément qu’entre les fonctions fe A et les fonctions
définies par (1.2) il existe une correspondance biunivoque exprimée par
la formule (1.1). Nous désignerons donc par a(t) la fonction définie par
les formules (1.1) et (1.2).
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Soit F I’ensemble des points extrémaux de la classe A4, c’est-a-dire
que fe E 8i et seulement si la représentation f(z) == Af,(2) + (L — 4)f,(2),
0< A<, fy,f,e A implique f,(2) = f,(2) dans 4. Il résulte d’un théoré¢me
de M. Krein et D. Milman ([1], [2]) que A est la fermeture d’un ensemble
convexe éténdu sur E. De plus, toute fonctionnelle continue convexe
ddfinie sur A admet son maximum en un point extrémal de cet ensemble.

On voit facilement que E = {J(-,): a <t < b} et que dans la classe A
on a les théorémes suivants:

Théoréme 1. Pour tout ze A fixé on a les inégalités exactes
If(2)l < max |J(z, 1),
asi<h

If'(z) < max |J (2, t)].

a<i<b
De plus, pour n =1,2, ...,
min p,(t) <e, < max p,(t).
asi<d a=<it<b
Théoréme 2. L’ensemble

MN{z: f'(2) #0} = {z: max |4 arg J (2, 1) < =}
Jed

asr<p<bd  v<ienp

t il est un ensemble ouvert contenant le point z = 0.
Notons que la fonction J(z,t) peut étre univoquement représentée
dans 4 x [a, b] sous forme de la somme

J(2,1) = Jy(2,1) +dy(2,0),
ol les fonctions J,(z,t) et J,(z,t) satisfont dans 4 x [a, b] aux relations

Jl(_zyt) = —Jy(z,a+b—1),J,(—2,1) =da(2,a 1 b—1).
D’ou
21 (2,t) = J(2,t) —J (—2z, a1+ b—1), 2J4(2,t) = J(2,¢) -
1 d(—2,a 1 b—t).

Dans ce travail nous nous bornerons aux classes A dans lesquelles
J,(z,t) = 0, c’est-a-dire telles que pour tout k, k£ =1, 2, ..., p.(t)+
+(—=1)py(a b -t) =0, a <t <b. Alors, si fe A, les fonctions —f(—z)
et g(z) = 3[f(2) —f(—#)] appartiennent aussi & 4.

Soit g(z) une fonction impaire de la classe A, c’est-a-dire telle que
g(—2) = —g(2) pour ze 4. Chaque fonction de ce type détermine une
sous-classe A(g) = A de fonctions f(z) telles que

(1.3) f()—f(—2) =2g(2) = g(2)—g(—2), 2¢ 4.
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La classe A se trouve ainsi divisée en sous-ensembles disjoints, convexes
et compacts, chaque classe A (g) étant 1 fermeture d’un ensemble convexe
étendu sur Pensemble F(g) de ses points extrémaux.

Dans le chapitre suivant nous allons déterminer 1’ensemble E(g) en
supposant donnée une fonction impaire ye A et nous allons trouver les
fouctions extrémales pour certaines fonctionnelles dans ces classes. Comme
application nous obtiendrons les limitations exactes des coefficients et
des parties réelle et imaginaire de la fonction fe A (g). Le chapitre 3 sera
consacré 3 une étude plus détaillée des résultats qui se rapportent a des
classes connues de fonctions.

2. Problemes extrémaux dans la classe A (g).

Théoréme 3. La fonction f(2) définie par la formule (1.1) est une fonction
de la classe A(g) si et seulement si la fonction a,(t) satisfait & la condition

(2.1) a(t)—a(a+b—1t) = ay(t) —ay(a+b—1t), a<t<b.

Démonstration. La condition (2.1) résulte immédiatement de 1’égalité
(1.3) et de 'unicité de la représentation (1.1).

Remarque 1. La condition (2.1) peut étre remplacée par
(2.19) a,(t)—a(a +b—1) =2a,(t) -1, a << Db,
qui résulte de ’égalité

a,(t)+ay(a +b—1t) =1, a<t<b.

Corollaire 1. Si a,(t) est une fonction absolument continue (singuliere)
dans [a,b], il résulte de (2.1') que a,(t), fe A(g), est aussi une fonction
absolument continue (singuliére) dans [a, b].

Corollaire 2. De (2.1°) on tire pour t,t,¢[a,b)

ag(t,) —ay(ty) + ag(@ 1 b—t)) —ay(a+b—1t,) = 2[a,(t,) —a,(t)].
Donc:
a) st a,(ty) = a,(t;), on a pour fe A(g) a;(t,) = a;(t;) et a(a+b—1)
= a,(a+b—1t,);
b) si fe A(g), on a pour tout te(a,b)
a(t")—a,(t7) +af(@ +d—t)")—af(@a+b—1)") = 2[a,(t") —a,(t7)]
et
a/(b—)_al(a'+) = ao(b_)—ag(a+);
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e) fe A(g) st et seulement si

a--b
a(t) pour a <t —_—,

2
a-++b\~ a+b\"\ 1 a+b
a,(t) =il 2 ) )‘-‘Ga T) )—]—ﬁ* PU?H" — B y

a-+b
a(a+b—1t)—2a,(a+b—2t)+1  pour

<t<b,

b
ot a(t) est une fonction définie dans [a,—a;——), satisfaisant auz condi-

tions
a-+b

’

0 < a(ty) —a(ty) < 2[a, () —a,(t)] pour 6<t,<t, <

B atb
a(a) =0 et a(t™)+a(t™) =2a(t) pour a<i< e

a-t+b

2

Théoréme 4. Si fe E(g), pour tout t, a <t < au moins un des

points t, @ +-b —1, est un point de continuité de la fonction a,(t).

Démonstration. Supposons que la fonction ¢ (t) admette aux points
a-tb

t, < et a |-b—1, les sauts da, et Ada,. Alors il existe des fonctions

distinctes a,(t) et a,(t) satisfaisant & (1.2) et (2.1) et un nombre 4, 0 < A< 1,
tels que a,(t) = Aa,(t) +(1 —24)a,(t), a < t < b. 1l suffit de prendre

a(t) pour te[a, b]—[ty, 8 +b—1,]
() = ay(t) + da;  pour te(ty, a +b—t,)
au(t) = () pour te[a,b][ty, a +b—1,]
a,(t)— Aa, pour te(ty, 8 +b—1,)
Aa,
" dag+ da)’
Corollaire 3. Soit a,(t) une fonction a sauts. Si la fonction a,(t) admet
le saut Aa, aw point t,, a<tk<%e =1y, k=1,2,..., et le saut

24a, = 0 au point t,, toutes les fonctions fe E(g) sont définies par la formule

f2) =2 Y daJ(z,mp), 2 D) da, =1,
k=0

k=0

o pour tout k, k = 1,2, ..., n, est Pun des nombres t,, a +b—1,.
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Théoréme 5. Si a,(t) est une fonction absolument continue, fe E(g) si et
seulement 8i

(2.2) lay(t) — e, (1)] = a(t) presque partout dans [a, b].

Démonstration. Soit B = {t: |aj(t)— a,(t)| < a,(t)}. Supposons que
u(B) > 0. Alors il existe f,, fac 4(g), f, # fa, tolles que 2f(2) = f,(2) + fa(2)
dans A. Il suffit d’admettre

a--b
anlt) = a(t)+(~1fu(®), k =1,2, a<t< 22,

ol
t

u(t) = a,(t)— [ laj(8) — a;(0)1d0

(v. p. ex. corollaire 2¢) c’est-a-dire f¢ E(g).

Si u(B) =0, la représentation f(2) = Af,(2)+ (1 —2)f,(2), 0 < A< 1,
n’est possible que si ay,(t) = ay (t) presque partout dans [a, b]. En effet,
sur Pensemble O = {t: ay (t) # a,(t)} on a |ay(t)—ay(t)] < ay(t), ce
qui veut dire que C < B.

Remarque 2. La condition (2.2) peut étre remplacée par
(2.2") a(t)as(a | b—1t) = 0 presque partout dans [a, b],
ou
(2.2”)  |ay(t)—aj(a +b—t)| = 2a,(t) presque partout dans [a, d].

Des théorémes 4 et 5 on tire le

Théoréme 6. Si a,(t) = a,(t) + a.(t), o a,(t) est une fonction absolument

continue et a,(t) est une fonction a sauts dans [a, b), fe E(g) st et seulement
8i la condition (2.2) est remplie et si pour te (a,b) on a

lafft*) —a) (7)) |ay((a +b —1)*) —q)((a+b—1)")] =0
et
a;(a*)[L—an(b7)] = 0.

Théoréme 7. Soit h(t) une fonction quelconque continue dans [a, b).
Alors le mazimumn de la fonctionnelle

b
(23) F(f) = [ h(t)day(t), fe Alg)

est égal a
b b

fh(t)da,(t) 2 éj h(t) — k(a4 b —1)|da,(t).

a a
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De plus, fe A(g) est une fonction extrémale pour cette fonctionnelle si et
senlement si a liew Uimplicalion

(2.4) h(t) < h(a+b—t) pour te[t,,t,] entraine a,(t,) = a,(t,)

Démonstration. Observons que si ¢(t) est une fonetion continue telle
que ¢(t) = @(a+b—t) pour te [a, b], on a pour toute fe A(g)

b b
[o(t)day(t) = [ @(t)da,(t).

Donce

b b
(2.5) F(f) = fh(t)da,,(t)+%f[h(t)—h(a-|-- b—t)]day(t) <

b b
1
<fh(t)daa(t)+§f|h(t)—h(a 1 b—t)|day(t).
Supposons d’'abord que
a+b\ :
{le [ﬂ -—2——)2 J“l(t}<h{a+b—‘t)} =kLJl(t2k—l,t2k)y

ol a =1t<ty <t <ty, k=1,2,... Alors la fonction a(t)

1
E[B”’ )Tﬂ(t+ ], ﬂ(a
2a,(1) pour te[a,t,]

n—1

B(t) = 2}%‘ [a,(tag 1) —ay(te)]  pour te(ty,_,, t,y,)

‘ 2 Z [y (tar 1) — ap(tare) ] -2 [a,(t) —ay(t,,)] pour te [tany tousady
#=0

n=1,2,...,

satisfait aux hypothéses du corollaire 2¢), et la fonction a, qui y est définie
réalise ’égalité dans (2.5). Il en résulte que dans ce cas toute fonction
extrémale satisfait & la condition (2.4).

En particulier, on trouve que la limitation (2.3) est exacte lorsque
la fonction A(?) est un polyndéme.

Supposons maintenant que h(t) soit une fonction quelconque continue
dans [a, b]. Alors il existe une suite de polynémes &, (t) =h(t) uniformé-
ment dans [a, b]. Désignons par f, la fonction qui réalise le maximum
de la fonctionnelle

b
Fo(f) = [ ha(t)day(2), fe Alg).
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En vertu d’'un théoréme bien connu de Helly ([1], [4], [5], [9]) on peut
extraire de la suite a, (t) une suite partielle a; () qui converge vers une
fonction a(t) 4 variation borunée. Ividemment la. fonction a(t) satisfait

a (1.2) et (2.1). Si done k(t) < h(a--b—t) dans Pintervalle [t,, t,], il existe
un nombre N tel que pour n > N

h,(t) < h,(a+b—1), te[t, L,].

D’ou ap (1)) = ay (1) pourvu que k,> N, c'est-a-dire a(t;) = a(ty).
Par conséquent la fonction

f(2) = [ I (2 t)da(t)

satisfait & la condition (2.4), c’est donc une fonction qui réalise le maxi-
muin de la fonctionnelle (2.3). De plus, toute fonction qui réalise le maxi-
mum de cette fonctionnelle satisfait & (2.4).

Corollaire 4. A(g) = {g} st et seulement si

9(2) =J(z,“+")-

Corollaire 5. Soit f(2) =2+¢,2"+ ... e A(g). Alors pour les coef-
ficients ¢,,, n = 1,2,..., ont liew les inégalités evactes

b
(a0l < [ 1Pon (8)] day(2).

Corollaire 6. Si fe A(g) et z est quelconque fixé, ze A, on a les inégalités
exactes

b
[Re[f()— g(2)]] < f [Redd (2, 1) +J (2, 1)}l daf).

N|H

1 -
Im[f(2) ~ 9(2)]] <5_1 I {7 (2, 1)+ (—2, )} |day(8).
3. Exemples
3.1. Soit

P
J(#z,t) = ————— = §(z, cost), 0 <t < .
( y ) 1—2ZCOSt—{-22 (, )’ I
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On obtient alors la classe bien connue A = T des fonctions typiquement
réelles. Elle a 6té introduite par W. Rogosinski [8] comme la classe des
fonctions f(z) = 2+ a,2%+ ..., holomorphes dans 4 et satisfaisant pour
ze 4 & la condition Im f(2)Imz> 0. La représentation intégrale (1.1)
est due & Robertson [7].

Dans la classe T on connait la représentatlon de la fonction a(t),
voir p. ex. [3],

1 f ! __,rz 2i0
ayt) = — hmJ Re|

T 71

o f(re)s o
en tout point de continuité de la fonction @,. En profitant de plus du

fait que p 'f(p2)=3f(2) quand o1~ presque uniformément dans A et
du théoréme de Helly, on obtient

t
lim I Imf(oe®)-sin6d6,
0

7 pei—

(3.1) a,(t) =

en tout point de continuité de la fonction a,.
Désignons par H,, p>1, la classe des fonctions holomorphes dans
A telles que fe H, si et seulement si toutes les normes

Wfolp = ( [ If(re")Pa@t)"™, (&) = f(re®)

sont équibornées pour tout r, 0 < r < 1.
Observons que pour fe T(g) on a I’inégalité

(3.2) Im [f(2) — g(2)]| < |Img(2)|, Imz # 0, ze 4.

Il résulte de cette inégalité que si ge H,, p > 1, toute fonction fe T(g)
est aussi une fonction de la classe H,. Dans ce cas la formule (3.1) prend
la forme

t
’ _E_ i0
(3.1%) ap(t) = “af Imf(e”)sin0d0, 0 <t <<

et la condition (2.1) du théoréme 3 devient
a—t

2 .
(2.1') a,(t) —ay(n—t) = —J Img(e®)sin0d0, 0 <t < .
Tt
t

En nous appuyant sur ces propriétés des classes T'(g) et sur les résultats
du chapitre précédent nous établirons le théoréme suivant:
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Théoréme 8. Si n est un nombre naturel fixé, on a

T(9) = {fe T: a,,(f) = 0]

st et seulement 8i la fonction g(z) est de la forme

n

(3'3) g(Z) = .\1 Aﬂlk I:S['Z. CO8 »_):_) - S (Z, — COS ACZ)]’
e on 5

- n
k=

ou Aak>0’k ‘1,2,...,n6t22/1ak — ol I
k=|

Démonstration. Du corollaire 5 du chapitre précédent on déduit que

a . .
[sin2nt]

Sint da,(t) = 0,
d’ol résulte (3.3).

Théoréme 9. Si f(2) =2+ a,2" + ... e T(g), les coefficients a,,, n =
=1,2,..., satisfont auz inégalités exvactes suivantes:

2k —1
o ctg 14
(3.4) gy et .
3 20 | == = H 4%2-—(2’0 _1)2 2k —11%
v
g Ty Ly 4
(3.5) [B2p 12 — @op | < . -+ i 1 4k [ 2n+1)k+1— B2n 4 pe—11s
=]
_ 4 ;ow
(3.6) Bap 42 + yp] < ;{A1+ L (A +Apy1) Bop 1}y
k=1
2n +1)t +(—1)*2k
‘ (n+)g2n+1.( )
ou A, =

(2n +1)? —4k?

Démonstration. Du corollaire 5 et de la formule (3.1) découle 1’inégalité
exacte

n

2 3 .
|@;,] < — lim | Img(ge”)|sin2nt|dt =
T os1— F

11
8n . Q ) 4n -
lim ey, 0
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En tenant compte du théoréeme de Littlewood [6] on obtient (3.4). Les
autres inégalités se démontrent d’une facon analogue.

Théoréme 10. Si f(2) = z+a,2" + ... € T(g), alors:
a) powr tout v, 0 < r < 1, on a Vinégalité

|Jr||2 < |rfr| <l b 2 I'?rlz!

la constante V2 ne pouvant en général étre diminuée;
b) si ge Hy, on a les inégalités exactes

o0
2 - 2
2*‘:2216[!“1:1!

Me

(3.7)
k=1
(3.8) a, + __: (@gp 2 — Bop)® < a; -+ E (@gpesn — Byr—y)?
k=1 k=1
(3.9) a + k)j(aw +ay)? < z (Gyg 41+ Baea)?,
=1

c) dam.s la classe T(g), ge H,, les conditions suivantes sont équivalentes:
I |Im[f(e") +f( - €*)]] = 2Img(e") presque partout dans [0, n];
IL lim ||f,l, = V2 lim |g,l,;

r—-l— r—1—

III. Dans Vune des inégalités (3.7), (3.8), (3.9) a lien Uégalité;
IV. feE(9g).

Démonstration. Nous profiterons de lemme suivant:

Lemme. Supposons que h(t) et p(t) soient des fonctions complexves, de
carré intégrable sur [ —m, m]. Soit encore

h(t) ~ ay/2 4- Z(akcoskt+bksinkt), @(t) ~ag/2 +- ‘ (@, coskt -+ bysinkt).
k=1 knl

Si pour presque tout t de Uintervalle [ —n, n] a liew Uinégalité |h(t)| < |p(t)],
on a

oo

Haol + N (la12 1 1B,12) < Hlagl + Y (laif2 +1by[2).
k=1

k=l

De l’inégalité (3.2) et du lemme résulte immédiatement 'inégalité a).
Dans le cas ou ge H,, l’inégalité (3.2) donne

(3.10) T [f(e")-+f( —€)]| < 2 |Tmg(e")|
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presque partout dans [ —=, =], d’ol, en tenant compte du lemme, on
déduit D'inégalité (3.7).
En multipliant les deux membres de 1'inégalité (3.10) respectivement
par |sint| et [cost| et en appliquant le lemine, on obtient les autres inégalités.
L’équivalence des conditions I et IV résulte immédiatement du théore-
me 5 et de la formule (3.1). Les autres équivalcnces se démontrent an
profitant de l’'inégalité (3.10) et du lemme.

Remarque 3. On peut obtenir autant que I'on veut d’inégalités des
types (3.7) — (3.9). Il suffit pour cela de multiplier les deux membres
de P’inégalité (3.10) par [¢(2)|, ol ¢(t) est une fonction quelconque de carré
intégrable sur [ —a, 7] et d’appliquer le lemme.

Théoréeme 11. Pour fe T(g) et z fixé quelconque, ze A, on a les inégalités
exactes

iRe[f(z) —g(2)]l 2f |Re S (22, cos2t)cost|da, (1)

IIm [f(2) — g(2)]| < 2 [ 1Im 8(2?, cos2t)cost|da,(t)

Im[fa(2)—g(2)]i pour sin(2 argz

)=>0,
HIm([fy(—2)+g(2)]l pour sin(2argz) <0

b

ou f,(2) = z+a,22 -+ .... est une fonction qui réalise le maximum du coef-
ficient a, dans la classe T(g).

3.2. Désignons par P la classe bien connue des fonctions dont la partie
réelle est positive, c’est-a-dire que p(2)e P si et seulement si p(z) est une
fonction holomorphe dans 4, p(0) =1 et Rep(z) > 0 pour ze 4. Par
P, nous désignerons la classe composée des fonctions p(z)e P qui sont
réelles sur (—1,1).

On sait que toute fonction p(z)e P, peut étre représentée dans 4
par la formule

n

p() = [ Ko, dg (), Kot = —

.
1—2zcost 4 2*

ou a,(t) est une fonction non décroissante dans [0, =], telle que a,(0)
ay(m) =1, 2a,(t) = ap(t7)+ay(th).

Observons que la fonction 2K (z,t) a toutes les propriétés du noyau
exigées au chaptire 1. Done si g(z) est une fonction paive de la classe P,,

—0),

4 — Annales
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c’est-a-dire si g( —2) = g(2) pour ze 4, par P,(g) nous entendrons la classe
composée des fonctions p(z)e P, qui satisfont & la relation

p(2)+p(—2) =29(2), zed.

Pour la classe P,(g) tous les théorémes du chapitre 2 restent en vigueur
si ’on y remplace J (2, t) par K(z, t), et si dans le corollaire 6 on remplace
J(z,t)+J(—2,t) par K(z,t)— K(—=z,1t).

En passant de la classe P, ala classe T on obtient immédiatement dans
la classe P,(y) les inégalités exactes qui correspondent aux inégalités
(3.4) — (3.9). Ainsi, par exemple, pour p(2) =1+b,2+ ....e P,(g) on a

-]
4 4 O (1)
[Dgg—] <; F;ZJ mbn(sn-nm n=1,2,...
k=1

Observons que si p(z) =1+b,z2+ ... e P, on a

3[p(2) +p(2)]c P, et 3[p(iz) + p(i2)]e P,.

Par conséquent on a, dans toute la classe P, les inégalités exactes

4 4 O (-1
IRebyn | < — + —Re )~ 5 buanapis
k=1

oo

4 4 Y byan_ 1k
Mmb,, _,| < b + ;Re; T4k’
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STRESZCZENIE

Niech 4 oznacza klas¢ funkcji okredlonych w 4 = {z: |z] < 1} wzorem

b
fle) = [ J(e, tyda(t),

gdzie J(z,t) jest przy kazdym ¢, a < t < b, pewng funkcjs holomorficzng w 4, zaé
a(t) jest dowolna funkcja niemalejaca w [a, b] taka, 2e a(b) —a(a) = 1.
Praca dotyczy klasy A i jej podklas A(g) funkcji fe A spelniajacych zwigzek

fl@e)—f(—2) = 2¢(2), =zed.

W rozdziale 2 wyznaczono zbiér punktéw ekstremalnych klasy A (g), przy czym g
jest ustalons, nieparzystg funkcja klasy A oraz otrzymano funkcje ekstremalne dla
pewnych funkcjonaléw w tej klasie.

Ostatni rozdzial zawiera bardziej szczegélowe wyniki dotyczace znanych klas
funkeji.

PE3IOME

IMycte A obGo3savaer xnacc ¢yukumit, ompeaenenHnix B 4 = {z: |2| < 1} dopmyno#
b
fe) = [ J(e,t)da(t),
a

rae J (z,t) npm mobom ¢, a < ¢ < b ABIAETCH HEKOTOpOH ronoMopduoi ¢yuxuued B 4, a a(l)
-nio6oit Hey6mpalome#t B [a, b], Taxo#t, yt0 a(b)—a(a) = 1.

Pa6ora xacaercs knacca A u ero noaknaccoB A (9) dbyHkumit fe A, yRoBNeTBOPAIOLIMX COOT-
HoImeHHe

J@)—f(—2) =2¢(2), ze4.

Bo BTOpo# yacTu onpenenseTcs CeMeHCTBO IKCTpeManbHHIX TodYex knacca A (g), roe ¢ —
¢dHuKCHpOBaHHAA, HeveTHas ¢yHKnUs knacca 4, a Take monydYeHbl IKCTPEMalbHLIE QYHKUHH 115
HEKOTOpHIX (PyHKLUAOHAIOB B 3TOM KJjacce.

IlocneguAa uacTb cofepxuT -Gosee mnoApoGHHEe pesydbTAaTH KacCalIHECH
M3BECTHHX KJAcCoB ¢yHKUUH.






