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Sur quelques problèmes de la théorie des fonctions subordonnées

0 kilku problemach w teorii funkcji podporządkowanych 

О некоторых вопросах в теории подчиненных функций

Dans le travail [2] Z. Lewandowski a étudié le problème de la détermi­
nation de la valeur exacte r„(roe(O,1)) du rayon du cercle dans lequel 
a lieu l’inégalité |/'(«)| «S LF'C?)!» la fonction / étant supposée subordonnée 
en module à la fonction F dans le cercle unité et la fonction F étant uni­
valente. En admettant une subordination en module dans le cercle unité 
le théorème 2 du travail mentionné établit une limitation supérieure du 
module de la première dérivée de la fonction /(«).

Dans le présent travail je démontre des théorèmes analogues, en sup­
posant que la fonction f(z) est régulière et qu’elle admet au point z = 0 
un zéro d’ordre au moins p.

Désignons par N la classe de toutes les fonctions F(z) holomorphes et 
univalentes dans le cercle |z| < 1 et satisfaisant dans ce cercle aux con­
ditions J’(O) = 0, E'(0) = 1.

Théorème 1. Si les fonctions f(z) — apzp + ap rlzp+i..., où ap~^0 et 
F(z)eS, satisfont â la condition |/(z)| < |E(2)| dans le cercle |«| < 1, on 
« dans ce cercle la limitation

(!) !/'(«)! ^ _A±£_[rp-» 
(l-r)3 L

pr(l —r)
(1+r)(l-rn

(l-r2<I'-1))|,|2|^r<l]’>

Démonstration. La fonction f(z) peut être représentée sous la forme 

<2) f(z) = F(z)a>(z),

où u>(z) = apzp~l+ap+1zp+ ... est une fonction quelconque satisfaisant 
<iux hypothèses du lemme de Schwarz, c’est-à-dire régulière dans le cercle 
I«1 < 1 et telle que |w(2)| < 1 dans ce cercle.
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œ(z)
La fonction t = ap + ap+1z + ... vérifié les conditions du lennnc 

généralisé de Schwarz:

o>(g)
~P-l

< 1 dans le cercle \z\< 1.

D’où

et puisque

(3)

on a

(4)

«>(«)
»p-i

|œ(z)| p-i

r + an
*- (\z\^r<l) 

l + apr

or><p- *’(0)

r+'(7^ïjl l"l’-‘’(0)l

(p-1)!

|W(p-,)(0)|1 +r
(p-1)’

On a, de plus, la limitation suivante:

(5)
prjj-i

|eo'(«r)i <

[Golusin, p. 364, théorème 5].
En dérivant les deux membres de l’égalité (2) on obtient 

f'(z) = F'(z)(o(z)+F(z)to'(z)

En profitant de la limitation (5) on en tire

(6) \f'(z)\ = \F'(z)a>(z) + F(z)a>'(z)\

c |E'(z)|M;)| + |E(z)lMz)|

1 + r 

(1-r)3 

1+r 
(1-r)3

M*)l +
pr

(1-r)2 

pr''(l — r)

2>-l
(l-lo(z)l3)

«(Z)|3+|W(Z)|
prv(\. — r) 

(l-r,p)(l+r) J

Pour obtenir une limitation de \f (z)| indépendante de |to(«)| il faudra 
déterminer le maximum de second membre de l’expression (6) quand 
r est fixé et to parcourt toute la classe des fonctions w(z) = +... limitées
par 1. Alors |to(z)| varie au plus dans l’intervalle [0, r”-1]. Pour déterminer

(1-,^) (1+r)
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ce maximum considérons le trinôme carré

Comme x0 

2rpf^p~^

prp(l — r)
y = — ax2 + x + a, ou a = ---------=------------

(l-rp)(l + r)
1_ _ (l-r^’HU+r) _ (1 -r2)(1+ r» + r4 +• • • + r2**-1*)(1+P) 
2a 2prp(l — r) 2prp(l — r)

ce trinôme admet sa valeur maximum à l’extrémité droite de l’intervalle 
[0,1*“*].
En remplaçant |to(«)| par r2’-1 dans (6) on obtient donc la conclusion du 
théorème 1.

Théorème 2. Soit f(z) — apzp + ap+tzp+1 +.., 0 < ap < 1, une fonction 
holomorphe dans le cercle |z| < 1 et soit F(z)eS. Si |/(z)| < |F(z)\ pour 
l»l< 1,
on a pour |«| < s(ap) l'inégalité

\f(z)\^\F'(z)\

où s(ap) qui ne dépend ni de la fonction f, ni de la fonction F, est la plus pe­
tite racine positive de l'équation

(7) apsètp+i — (ap + p—l)xip+ï —(p + app+l)xt,,-appx2p * +

— appxp+î — (ap+l)pxp+l — pxp — apx2 + (alt—l)x+l — 0

La constante s(ap) ne peut être remplacée par un nombre plus grand.
Démonstration. Pour établir le théorème il faut donc prouver que

Pour ]«| < s(ap) a lieu l’inégalité

\F'(z)a>(z) + F(z)a>'(z)\ < |F'(z)|

OU bien que l’on a, pour |«| < s(ap),

(8)

Puisque

F(z)
F'(z)

1 - 
!«/(*)!

et

E(z)
F'(z)

1 -j- rr - ------ pour |«| < r

l-|<ü(«)| 1—|œ(«)| 1-r.2 JJ l-r2*
|œ'(«)| pr»-1 p({l + \co(z)\)rp-1

1-r2*

?rr-./1+r.-.Z±5_l 
\ i+™„/

>

<

1 — r
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il suffit, pour établir l’inégalité (8), de prouver que 

1 + r 1 —
(9)

1"r +
\ l + rap]

pourvu que r<s(ap).
Pour »• = 0 l’inégalité (9) est évidente. Comme le premier membre est une 
fonction croissante et le second une fonction décroissante de r, l’inégalité 
restera vraie pour r< s(ap). La condition (9) peut s’écrire sous la forme

prp(l + r)(l + »’ap + rp + aprp ’) — (1 — r)(l — r^Hl+ ra„) sÇ 0 

ou, en effectuant les opérations,

«yyp+2 - («p +P -l)r2p+1 - (p + app +l)r2î’ - «ppr”-1 - apprp+t +

— (ap+l)prp+1-prp-apra + (ap-l)+l < 0

Le nombre s(ap) ne peut etre augmenté, car si

z
F0(z) = zïl(1 + z)2 l + apz

, z „ , z + a„ z + a„
f0(z) = F0(z)u>0(z) = —------~ZP 1--------— — ------------- -  ------ :J (1 + z)2 l + apz (l + z)»(l + apz)

on a pour tout x > s(ap)

f0(x) > F'9(x).

Soit 80 la classe des fonctions F(z), holomorphes et univalentes dans le 
zF' (z)

cercle l»l < 1, qui y satisfont à la condition Ee --------- > 0. On a le
■F(z)

Théorème 3. SiF(z)eS0 et sif(z) = apzp +ap+lzp+1 +... est une fonction 
holomorphe dans le cercle |z| < 1 et |/(z)| |P(z)| dans ce cercle, la condi­
tion |/'(«)| |P'(z)| est vérifiée dans la cercle |«| < s(ap) où s(ap) est la
plus petite racine positive de V équation (7) et le nombre s(ap) ne peut-être 
remplacé par un nombre plus grand.

Démonstration. En étendant le champ des majorantes E à la classe 
$0 on n’augmentera pas le nombre s(ap), car F^e8n et <S„ c Ä. Nous allons 
montrer que ces résultats ne peuvent etre améliorés, meme si l’on limite 
le champ des minorantes f aux fonctions étoilées par rapport à l’origine.

Théorème 4. Si F(z)e 80 et f(z) = apzp + ap+1zp+1 +... est une fonction 
étoilée par rapport au point 2=0 dans le cercle |«| < 1 et si |/(z)l < \F(z) | 
dans ce cercle, on a |/'(z)|< |.F'(2)| dans cercle |«| < s(ap), la constante 
s(ap) étant la meilleure possible.
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Démonstration. La première partie de la conclusion résultant du 
théorème 3, il suffit d’établir la seconde.
Admettons que l’on ait, pour tout couple de fonctions/(«) et F(z) satisfai­
sant aux hypothèses du théorème, 1/' (z)| < \F' («)| dans le cercle \z\ < R, 
où 22 > s(«p) et «(«,,) est la plus petite racine positive de l’équation (7).

z
Les fonctions Fk(z) = et /A.(z) = Fk(z)wk(z}, où = 2"

(1 + kz)*

, 0 < fc< 1, «,,e[0,l], vérifient les hypothèses de notre théorème.
1 + kapz 
De plus, on a 

(10) Hk(z)
zf!c(z) p + (p—2)kz b(l-a’)

+/*(«) 1 + kz (kz + ap)(l + kapz)

Puisque le premier terme du second membre de (4) admet une partie 

■1 le second
.... р(1 — к)г + 2к(1 — к) 

reelle au moins égale a----------7ТТь\1---------- et Que pour ap(1+fc)1 * * * * * *
terme tend uniformément vers zéro dans le cercle |«| < 1, il existe un 
nombre toe(O,l) tel que

zf!(z)Re-4—-- > 0 pour a e[t0,l), 2€([z| < 1).
A(»)

Mais comme Hk(Q) = p cette fonction est étoilée dans le cercle |z| < 1 
pour ape[t„, 1). On vérifie aisément que (fk(rp) = Fk(rp), où rp est la plus 
petite racine positive l’équation (7) et s(ap) — krp.

En tenant compte de la définition du nombre s(ap) on en déduit
rj> = 8 . Comme s(ap) décroit quand ap croit jusqu’à 1, on peut fixer

K-
les nombres ap dans l’intervalle (/„, 1] suffisamment proches de 1 et pren­
dre k suffisamment proche de 1 pour que l’on ait s(ap) < rp< R. Mais 
fi(rp) Fk(rp), en contradiction avec la définition de R, puisque fk Fk.
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STRESZCZENIE

Niech 6’ oznacza klasę funkcji F(z) holomorficznych i jednolistnych 
w kole |z| < 1 takich, że F(0) — 0, E'(0) = 1. Niech 80 oznacza klasę
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funkcji F(z) holomorficznych i jednolistnych w kole |«| < 1 i takich, 
że ~Re{zF'(z)/F(z)} > 0 dla |z| < 1. Przez Ap wreszcie oznacza się klasą 
funkcji holomorficznych w kole |sr| < 1 posiadających tamże rozwinięcie 
postaci

/(«) = apzp + ap+1zp+1 +..., gdzie > 0.

Przy założeniach, że |/(#)| < |J?'(«)|, |«| < 1 i FeS otrzymuje się oszacowa­
nie z góry funkcjonału | oraz koło |z| < s(ap) w którym \f (z)| < |JI'(2!)I > 
gdzie stała s(ap), 0 < ap < 1 nie zależy od funkcji/(z) i F(z) i jest możliwie 
najlepsza. Ponadto przy założeniach, że |/(z)| < |J’(«)| dla |z| < 1 i FeS„ 
otrzymuje się koło |z| < s(ap), w którym \f (z) \F'(z)\ (stała s(ap)
jest najlepsza) oraz przy tych samych założeniach i dodatkowym założe­
niu, że f(z) jest funkcją gwiaździstą względem punktu z = 0 otrzymuje 
się koło |z| < s(ap), w którym |/'(z)| sC |J?'(z)|. I tym razem stała s(ap), 
0 < ap < 1, jest najlepsza.

РЕЗЮМЕ

Пусть <8 обозначает класс голоморфных и однолистных функций 
в клуге |г| < 1 таких, что .Р(О) =0,^'(0) =1. Пусть $„ обозначает 
класс голоморфных и однолистных функций в круге |г| < 1
таких, что Ее{г1'1'(г)/-Р(;г)} > 0 для 1«| < 1. Наконец Ар мы обозна­
чаем тот класс голоморфных функций в круге |»| < 1 которые обла­
дают здесь же развертывание формы

/(г) = аргр + ар+1гр+1 +..., где ар > 0.

При предпосылках, что |/(г)| < ^(г)!, И < 1 и мы получаем 
верхнюю оценку функционала 1/'(г)| а также круг |г| < в(ар) в кото­
ром |/'(«)1 1^'(г)1 гДе постоянная з(ар), 0 < ар < 1 не зависит от
функции /(ж) и .Г(г) и кроме того является возможно наилучшей.

При предпосылках, что |/(г)| < -Р(г)| дал |г| < 1 и 1’«80 получаем 
круг \г\ < 8(ар) в котором (г)| < |-Р'(г)|, (постоянная в(ар) является 
наилучшей); при тех же предпосылках и дополнительной предпо­
сылке, что /(«) является звездчатой функцией для пункта 2=0 мы 
получаем круг |«| < 8(ар), в котором |/'(г)| < |-Р'(г)|. И теперь посто­
янная 8(ар), 0 < ар < 1 является наилучшей.


