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Stammfunktionen komplexwertiger Funktionen als Lésungen
spezieller komplexer Differentialgleichungen

Calki pewnych specjalnych réwnain rézniczkowych w dziedzinie zespolonej
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Bekanntlich versteht man in der klassischen (holomorphen) Funk-
tionentheorie unter einer Stammfunktion ¥ von f eine Funktion, firr die

ar

e 4

ist. Natiirlich kann man auf diese Weise nur fiir holomorphe Funktionen
Stammfunktionen konstruieren, da aus der Holoniorphie von F sofort
die Holomorphie von f = dF/dz folgt. Will man fiir allgemeinere kom-
plexwertige Funktionen Stammfunktionen konstruieren, mufi man anstelle
der komplexen Differentiation d/dz mit den partiellen koinplexen Diffe-
rentiationen d/dz und 0/9dz* arbeiten. Dann versteht man unter einer
Stammfunktion im allgemeinen Sinn zu f eine Funktion F, aus der man
f mit Hilfe der Differentiationen 0/0z, 0/0z* gewinnt. Zu diesem Sinn
ist beispielsweise eine Losung F der inhomogenen Cauehy-Riemannschen
Differentialgleichung

eine Stammfunktion von f. Eine spezielle Losung F, dieser komplexen
Differentialgleichung wird durch die Hilbert-Transformierte ¥, von f,
1 ¢ ;
o) = — = [ [ acay, ¢ —erin,

7 (—2z



184 Wolfgang Tutschke

regeben. Jede andere Loésung F unterscheidet sich von F, nach einem
Satz von I. N. Vekua ([1]) um einen holomorphen Summanden. Im
Vortrag soll nun die Frage nach der Existenz von Stammfunktionen nicht
holomorpher Funktionen ganz allgemein behandelt werden.

1. Lokale Existenz

Zunichst werden einige Aussagen genannt, die die lokale Existenz
einer Stammfunktion F' zu einer komplexwertigen Funktion f beinnhalten.
Beweisen lassen sich diese Aussagen unter Verwendung der Theorie
vollstindiger Differentialgleichungssysteme; aus beweistechnischen Griin-
den wird herbei vorausgesetzt, dafl die betrachteten KFunktionen lokale
Potenzreihendarstellungen in den reellen Variablen z,y (2 = z+1y)
besitzt. Dann gilt (vgl. [2]):

Satz 1. Zu vorgegebenem f gibt es stets ein F, so daf

oF oF
f = J’.-éz— - 0 92° TZ]."
ist (A, o, » 8ind fest gewdhlte Funktionen, |A| = |o|). Dabei ist F eindeutig
bestimmt, wenn die Werte von F auf einer analytischen Kurve y vorgeschrie-
ben werden.

Spezialfall: Zu jedem f gibt es genau ein F, so daf f = 0F|0z ist, wobei
F =0 auf y ist.

Satz 2. Werden 2, u beliebig gewahlt und erfiillt § ein gewisses lineares
Differentialgleichungssystem erster Ordnung, so gibt es zu f ein F (fir das
der Funktionswert in einem Punkt z, vorgeschrieben werden kann), so daf
gilt f = A0F [0z und wobei F die Nebenbedingung

oF or

P

erfiillt.

Im Spezialfall p = 0,1 =1 ist das erwidhnte lineare Differential-
gleichungssystem das Cauchy-Riemannsche System.

Satz 3. Zu gegebenem f gibt es ein F, so daf

oF
f=24--—+4xF
0z

mit vorgeschriebenen Funktionen A, x gilt. Dabei kann F go gewdhlt werden,
daf F auf einer analytischen Kurve eine dort vorgegebene N ebenbedingung
oF oF 7
azr " oz LY
erfillt.
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In der Theorie der nicht holomorphen Funktionen ist es vorteilhaft,
die nicht holomorphen Funktionen auf holomorphe zuriickzufiihren.
Auch bei der Frage nach der Existenz von Staminfunktionen gibt es
Zusammenhinge zwischen beliebigen komplexwertigen Funktionen und
holomorphen Funktionen. Beispielsweise gilt:

Satz 4. Zwu vorgegehenem f (f # 0) gibt es eine holomorphe Funktion F,
80 dapf

f=1 oF

L 7
oz

ist. Dabei ist A und x auf einer analytischen Kurve vorschreibbar.

Satz 5. Zu vorgegebenem f gibt es eine holomorphe Funktion F so daf
f = A0F [0z ist. Hierbei ist A auf einer analytischen Kurve y vorschreibbar.

Als Spezialfall von Satz 3 gilt

Satz 6. Zu vorgegebenem f gibt es ein F, so daf f = 0F [0z gilt und
wobei OF [0z* = 0 auf einer analytischen Kurve ist.

2. Globale Konstruktionen

Nach 1. lassen sich lokal Stammfunktionen konstruieren. Ist f in G
vorgegeben., so gibt es insbesondere zu jedem Punkt von G eine Umgebung
U und darin eine Funktion F, so dal f = 0F [0z ist. Ist F; die zu U; und
F; die zu U; gehorende Funktion, so ist in U;NnU;

0(F;—F,)
e — = 0
Ew =1

Das bedeutet: in U;nU; unterscheiden sich F; und F; um eine anti-
holomorphe Funktion. Daher ergibt sich eine zum Problem Cousin I der
nmehrdimensionalen Funktionentheorie analoge Situation. Dort werden
lokal meromorphe Funktionen vorgegeben, deren Differenz im Durch-
schnitt zweier Umgebungen eine holomorphe Funktion ist. Durch Be-
trachtung der beim Cousinschen Verfahren verwendeten Kurvenintegrale
mit Cauchy-Kern kann man dann zunichst in jedem kompakten Teil
von G eine Stammifunktion konstruieren (durch Spiegelung an der reellen
Achse kann man erreichen, daf sich F; und F; in U;nU; um eine holo-
morphe Funktion unterscheiden). Die Konstruktion einer Stammfunktion
in ganz @ erfolgt dann — wie beim klassischen Cousin I — durch Betrach-
tung einer Ausschopfung von & und Anwendung des Rungeschen Approxi-
mationssatzes. Insgesamt 140t sich damit zeigen (fiir mehrfach zusammen-
hingende Gebiete vgl. man [4]):

Satz 7. Zu gegebenem f (das z.B. nur als stelig vorausgesetzt zu werden
braucht) gibt es stets eine global definierte Stammfunktion F.
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Bemerkung 1. Das Integral

Pl2) — _"‘ff Cf(:) SRy

liefert nicht bei jedem f eine globale Stammfunktion, da das Integral
nicht in jedem Fall zu existieren braucht (verhilt sich f am Rand von @
hinreichend verniinftig, so existiert das Integral).

Bemerkung 2. Das beschriebene Verfahren zur globalen Konstruk-
tion von Stammfunktionen kann auch angewandt werden, um fiir allge-
meinere komplexe Differentialgleichungssysteme (in einer oder in mehreren
komplexen Variablen) globale Losungen zu konstruieren, auch bei Vorgabe
des singuliren Verhaltens.

SchlieBllich kann man noch zeigen (vgl. [3]).

Satz 8. Ist f holomorphe Funktion in einem mehrfach zusammen-
hangenden Gebiet, so gibt es stets eine eindeutige Funktion F, die lokal stets
Summe einer holomorphen und einer antiholomorphen Funktion ist, so daf
f = 0F |0z ist. Beispielsweise ist F(z) = log|z|® zu f(z) = 1/z eine derartige
eindeutige Stammfunktion.

Indem man die Theorie der Perioden verallgemeinerter analytischer
Funktionen heranzieht, kann man dieses Resultat auch auf gewisse verall-
gemeinerte analytische Funktionen ausdehnen.
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STRESZCZENIE

Funkecje zespolong F nazywamy funkeja pierwotna dla funkeji f,
jeéli f jest zwigzana z F zaleznofcig

(1) il +0—— +aF

gdzie 4, o, x 83 ustalone. Podano 8 twierdzei dotyczacych istnienia i jedno-
znaczno$ei rozwigzai réwnania( 1).
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PE3IOME
Komnuekcnaa ¢ynkuua F ABiIAeTcA NepBoHayalIbHOW [iaA f, eciiu
oF oF
1) L et Sty

rae 4,0, x — PukcupoBaHHue GyHkuuu. B paGorte maHo 8 Teopem, Kaca-
IOLMXCA CYIIeCTBOBAHHA H OJXHO3HAYHOCTM PellcHUA YpaBHeHua (1).



