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HEINRICH RENELT

Uber quasikonforme Abbildungen mehrfach zusammenhiingender Gebiete
durch Lésungen elliptischer Differentialgleichungssysteme

O odwzorowaniach quasikonforemnych obszarow wielospéjnych przy pomocy
rozwigzan ukladow eliptyeznych réwnan rézniczkowych

Keasukonpopmane oTobparkenuAs MHOrocBA3HHX o6nacreft peleHHAMM JINMATH-
4YeCKAX CHCTEM

1. Einleitung

In einem k-fach zusammenhiangenden Gebiet @ der z-Ebene (z = z +-1iy)
seien reelle beschriankte meBbare Funktionen A (x,y), i,j =1,2 ge-
geben mit

Apn= ko> 0, |4, < K,, Apdo— (A +4a) 42k

ko, k,, K, reelle positive Konstanten.

Gesucht ist ein Homoéomorphismus w(z) = u(2) +iv(2) von G auf
ein Exemplar einer gewissen noch genaner zu definierenden Klasse von
Normalgebieten, z.B. Kreisbereichen, der Losung des gleichmiiBig ellip-
tischen Systems

v, = A u,+ ALY,
(1)

—v, = Ay u, +A5u,

ist. Die Existenz einer solchen Abbildung wurde von S. V. Parter [6]
mit Hilfe von Fixpunktmethoden bewiesen. Die Eindeutigkeitsfrage
blieb offen. Im Falle des Beltrami-Systems, d.h. fir A;; = Ay, 4,4, —
—A}, =1 ergibt sich die Lésung der hier betrachteten Abbildungsauf-
gabe aus bekannten Ergebnissen iiber die Existenz eines Beltramihomoo-
morphismus fiir einfach zusammenhingende Gebiete und einem Abbil-
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dungssatz fiir den konformen Fall von R. Courant ([1], S. 178 und S. 187);
dieser Courantsche Satz ergibt sich auch durch Grenziibergang aus einem
Satz von H. Grotzsch [3]. Hier s0ll gezeigt werden, wie die Abbildungs-
aufgabe fir das Beltramisystemn mittels direkter Variationsmethoden
unmittelbar, d.h. ohne Verwendung von Abbildungssitzen der kon-
formen Abbildung fiir mehrfach zusammenhingende Gebiete, gelost
werden kann. Danach wird kurz auf das allgemeine gleichméigig elliptische
System (1) eingegangen. Zum Schlufl werden die Loésungen des Abbil-
dungsproblems im allgemeinen Fall (1) durch eine Extremaleigenschaft
charakterisiert. Die Giiltigkeit des Riemannschen Abbildungssatzes und
des Darstellungstheorems (= similarity principle) werden vorausgesetzt.
Um unwesentliche Erorterungen zu vermeiden, sei G durch k analytische
geschlossene disjunkte Jordankurven y,,...,y, berandet, v, ..., ¥
innerhalb y,.

2. Der Fall des Beltrami-Systems

Die Normalgebiete konnten wie bei R. Courant [1], S. 178 (Klasse
A,) gewihlt werden. Jedoch um einen Umstand (siehe Satz 2 und die
daran anschlieBende Bemerkung) leichter hervortreten zu lassen, defi-
nieren wir die Normalgebiete etwas weniger allgemein: B, sei Gebiet
der w-Ebene. Sein Rand bestehe aus den % analytischen geschlossenen
paarweise disjunkten Jordankurven B, ..., Box; Bozy -+ Box liege innerhalb
Bo1- Die Gestalt von f,, sei beliebig, s, ..., fox s€ien konvex. A4 sei die
Klasse aller Gebiete B, dB = {B,, ..., fi)}, so daB gilt:

1. By = Bory
2. B; ist Bild von f,; bei einer Abbildung der Form w' = tw+a
mit 7 > 0 reell, a komplex, j =2,...,k,
3. Byy ...y Br paarweise disjunkt, B, ..., i innerhalb g,,
4. ein fester Punkt P; innerhalb B, ist innerer Punkt von B.
Dann gilt

Satz 1: Es gibt genau eine Funktion w(z), die

1. G umkehrbar eindeutig auf ein Be A" abbildet,

2. Losung von (1) fir A,y = Aqy, Ay Ay — A, =1 18t

3. einen willkiirlich vorgegebenen Punkt Qpey, auf einen willkiirlich
vorgegebenen Punkt Prpe 8, und einen willkirlich vorgegebenen Punkt Q e G
auf P; abbildet.

Zum Beweis: Die A,; seien stetig in G. Fiir nur meBbare beschrinkte
A, folgt der Satz durch Approximation aus der Giiltigkeit des Satzes fiir
stetige A;.
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Durch formale Umkehrung erhialt man aus (1)
Yy = pr,—az,
Yo = ar, +fr,

mit a(z,y) = 1/4,(z, ¥), B(Z,y) = A, y) /A (2, ).

Satz 1 ist bewiesen, wenn man einen Homéomorphismus z(w) gefunden
hat, der ein Be 4" auf @ abbildet und Losung von (2) ist.

Sei

)

(a* +4*)[a 0 —Bla 0
s (@+f)a 0 —pla
\ . : 1/a 0 )’

1/a
&7 = o, d.h. & sei symmetrisch,

?’T = (zu’ Loy Yuy yv)v ﬂ(z(w): B) = J’pT'ﬂpd“dv'
B

Dieses Funktional tritt formal gesehen bereits in [2] auf. Allerdings
sind dort (sinngemifl) a, # Funktionen von w, und nicht von z(w).
Es sei Be 4. Das Funktional #(z(w), B) wird in der Funktionenklasse
Q(K, B) betrachtet, die folgendermafen definiert ist: z(w)eQ (K, B)
genau dann, wenn gilt
1. 2(w) stetig in B,z(w) aus W)(B),z(B) < G, 2(0B) = dG, die
Abbildung von dB > 0G durch z(w) sei monoton.

2. 2,y,—x,y,=0.

3. ﬂ(z(w),B)gK < oo, K eine geniigend grofle positive reelle
Konstante.

4. 2(Pg) = Qp, 2(Py) = Q.

. Fir irgend zwei stiickweise analytische geschlossene Jordan-
kurven 4,,9d,, die in B enthalten sind und fiir deren
Innengebiete D,, D, die Bedingung D, < D, erfillt ist, gilt
max |z(w) —z(w,)|< max |z(w) — z(w,)| fir beliebiges w,e D,NB.
wed we

Durch2 5. wird die gleicingradige Stetigkeit in @ (K, B) gesichert.
AuBerdem wird die Degeneration von Gebietsfolgen B, ¢ 4" in Zusammen-
hang mit Variationsproblem 2 (siehe unten) verhindert. @ (K, B) ist nicht
leer. Zum Beispiel ist die moglichst konforme Abbildung im Sinne von
Grotzsch (= extremal quasikonforme Abbildung im Sinne von Teich-
miiller) von B auf @ in Q(K, B) enthalten, wenn K hinreichend gro8 ist.

Variationsproblem 1: Gesucht ist ein z* (w) e Q (K , B), fiir das §(z*(w), B)

= inf dJ(z, B) ist.
2 QK. B) E o 5 s
Es existiert mindestens eine Losung. Fiir eine solche Losung schreiben

wir z(w, B).

[
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Variationsproblem 2: Gesucht ist ein B* e A4, so daB &(z(w, B*), B*)
= inf & (2(w, B), B) ist.
Be A

Es existiert mindestens eine Losung von VI 2 (VI = Variations-
problem). Nun kann man genau so vorgehen, wie es in [1] vorgezeichnet
ist, um nachzuweisen, dafl die L.osung von VP 2 Lésung von (2) ist:

Bei Courantscher Variation des Parameterbereichs B erhalt man fiir
die 1. Variation V

(3) V = [@(w)(i+ip)dudy,

n

wobei @(w) ein Ausdruck in z,, o, ¥,, ¥s, @, f ist.

Fiir dieses ¢ (w) ergibt sich: Ist z(w) Losung von VP 1, so ist ¢ (w)dw?
ein auf 0B\Pj, reelles, in B\P,; analytisches quadratisches Differential.
In Py, P; konnen hochstens Pole 1. Ordnung vorliegen.

Fir die Losung von VP 2 ist ¢(w) = 0, was dquivalent mit (2) ist.
Es Dbleibt Schlichtheit und eindeutige Bestimmtheit der Abbildung zu
zeigen. Beides gelingt mit Hilfe des im konformen Fall in diesem Zusan-
menhang erstmalig von T. Carleman (vgl. [1], [3]) angewendeten Ar-
gumentprinzips in Verbindung mit dem Darstellungstheorem ({4] 8. 273).

In Zusammenhang mit VP 1 ergibt sich noch etwas allgemeiner
folgender

Satz 2: Schreibt man statt fir einen einzigen Punkt P, fiir endlich
viele verschiedene Punkte P,,...,P,e¢ B die Bildpunkte z(P,),...,2(P,),
z(P,) samtlich verschieden, vor, so hat VP 1 ebenfalls mindestens eine Lisung.
Das dabei entstehende o (w)dw? ist reell auf 0B und analytisch in B\{P,, ...
eeey Pp}. In den Py, ..., P, kinnen hichstens Iole 1. Ordnung vorliegen.

Die Losungen von VP 1 haben damit eine gewisse Ahnlichkeit mit
den moglichst konformen Abbildungen im Sinne von Grotzsch. Es erhebt
sich die Frages-worauf mich Herr R. Kiihnau hinwies-ob sich die moglichst
konformen Abbildungen im Sinne von Grotzsch unter die Losungen von
VP 1 bei passenden a, 8 einordnen lassen. Fiir den Rechtecksfall vgl. [5].

3. Das allgemeine gleichmiilig elliptische System

Im allgemeinen gleichmafBig elliptischen Fall (1) lautet das analoge
Gleichungssystem zu (2)

, Yu = _qu_a‘vv
(2%
Y, = ary +ﬂwv
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mit a =1/A4,,, f=A,[A,, vy = —Ay/Ay, 6 = (A Adyy—A4,,4,)/4,,
und

aD[Dy (B+y)D[2Dy —(f—y)a[2D, —(52—72)/41%\

G : 8D[Dy  —(B'—")[4Dq —(ﬁ—;')6/21)o)
: a/Dy (B+7)/2D, ’
/D,

AT = o, D = ad—By, Dy = ad— (8 +y)*/4.
Mit diesem . definieren wir wieder ¢(z(w), B) = [ p” ./ pdudv,
i n

2(w)e Q(A, B). VP 1 und VP 2 gind wieder losbar. Fiir die 1. Variation
erhilt man

(3") V= [ lp(0)(A+in)g+ ge(w) (A +ip)ldude,
»

wobei ¢,, ¢, Ausdriicke in z,, x,, ¥,, ¥,, @, 8, y, 0 sind. (2') ist dquivalent
mit ¢, = ¢, = 0. Der Nachweis von ¢, = @, = 0 fur die Losung von
VP 2 macht indes erhebliche Schwierigkeiten. Er gelingt unter der Vor-
aussetzung, daBl VI 1 bei geniigend oft stetig differenzierharen Koeffi-
zienten a, B, y, 6 eine stetig differenzierbare Losung z(w) in Q(K, B)
besitzt. Letzteres mufl jedoch noch offen bleiben. Wenn man weil, daB
die Losung von VP 2 (2') erfillt, folgt die Homdoomorphieeigenschaft
und die Eindeutigkeit wie im Beltrami-Fall.

4. Eine Extremaleigenschaft

2 (z(w), B) sei wie in 3. definiert. Dann gilt

Satz 3: Fiir jeden orientierungserhaltenden Homdoomorphismus w(z)
von @ auf ein Be A, dessen Umkehrung z(w)e Wy (B) ist, gilt

ﬁ(z(w)’ B) > 2|61,

|G| das Lebesgue-Map von G, und das Gleichheitszeichen steht genaw dann,
wenn w(z) Losung von (1) ist.

Den Beweis erhiillt man durch Betrachtung der positiv semidefiniten
quadratischen Form pT«&/p —2(z, ¥y, —2.¥,) in Ty, Tyy Yuy Yo-
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STRESZCZENIE
Autor rozwaza uklad
z = Qg U+ @y,
vy, = Gy Uy +Gyp U,

jednostajnie eliptyczny o wspoélezynnikach a;; mierzalnych i ograniczo-
nych w obszarze k-spojnym G. Wykazuje istnienie i jednoznacznoé
homeomorfizmdéw odwzorowujgceych G quasikonforemnie na pewne obszary
kanoniczne, scharakteryzowane przez pewne wlasnodei ekstremalne.

PE3IOME
ABTOp paccMaTpuBaeT PaBHOMEPHO JIIMIITHYECKYIO CHCTeMY

Uy = Ga Uy TGaYy

(1)

v, = Aty -+ay,0,

C M3MEPMMBIMH M OrpaHHYEeHHHIMU Kod(PduuHeHTaMu a,; B K-CBA3HOII
o6ractu G. [loka3ano cyuecTBoBaHHe 1 OTHO3HAYHOCTL roMeoMOp$u3MOB,
otobpaxamowux G KBa3WKOHPOPMHO HA HEKOTOphIE KaHHOHMYecKHue obaacTu,
0XapaKTepHU30BaHHBIE HEKOTOPHIMM IKCTPEMAJILHBIMHM CBOIICTBAMM.



