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Introduction

Dans ce travail nous allons introduire les définitions des plans oscu-
lateurs orientés & %k dimensions des types VI et VIII pour une courbe
plongée dans l’espace euclidien &4 n dimensions, généralisant ainsi les
types correspondants des plans osculateurs dans la classification de Van
der Waag [4]. La dimension ¥ d’un plan osculateur est un nombre naturel
quelconque fixé telque 2 < k < n— 1. En admettant qu’en tout point donné
de la courbe il existe un vecteur tangent continu nous allons démontrer
que les plans osculateurs orientés des deux types sont équivalents. L’orien-
tation d’un plan osculateur & % dimensions sera introduite en utilisant
la notion du produit extérieur de k vecteurs.

Le probléme de 1’équivalence des plans osculateurs se rattache au
probléme de l’étude des courbures d’une courbe dans ’espace euclidien
a n dimensions que K. Radziszewski a traité dans le travail [1].

L’orientation des plans & % dimensions

Soient a,, a,, ..., a, des vecteurs dans l’espace euclidien a n dimen-
sions F,. L’objet géométrique

[a,, agy ..., a;]
v = vers(a,, Gy, .... a;) = ]|[al’ az’ ’a]lj’
Lnaiyimsing; k.
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ou [ay, ag, ..., a;] désigne le produit extérieur des vecteurs a,, a,, ..., a,
et ||[ay, a3, ..., @,]|| 12 norme de ce produit extérieur, sera appelé verseur
de la suite de vecteurs a,, a,, ..., a,.

Par n(M;a,,a,,...,a;,) nous désignerons le plan & k dimensions
passant par le point M de ’espace E, et paralléle aux vecteurs a,, a,, ..., a;;
par *xz(M;a,, a,,..., a;) nous désignerons le plan =n(M;a,,a,,...,a;)

avec le verseur qui lui est associé v = vers(a,, a,, ..., a,) que nous appel-
lerons verseur de ce plan. Le verseur d’un plan orienté *x sera noté vers *x.
Enfin, *z(M; ») désignera le plan orienté passant par le point M et muni
du verseur v.

Les courbes et les plans osculateurs

Supposons donnée dans 1’espace E, rapportée 4 un systéme de coor-
données orthonormal une courbe dont 1’équation paramétrique est

X =X(), 0<t<l,

ou X(t) désigne le rayon-vecteur du point de la courbe qui correspond
a la valeur ¢t du paramétre et ou 4 = X(0), B = X(1), X(t,) # X(t,)
pour ¢, #t,. Une telle courbe sera désignée simplement (A *B).

Nous admettrons de plus que le vecteur X (¢) déterminant la courbe
(A *B) posséde les coordonnées z!(t), z%(t), ..., 2™ (i), celles-ci étant des
da’(t)

d '’
t =1,2,...,n, sont continues dans l'intervalle <0, 1) et y satisfont & la
condition:

fonctions réelles continues de la variable t, dont les dérivées

n

da' (1) \*
Py ) >o.

=1

Désignons par T(X) le vecteur unité tangent & la courbe {4 *B)> au
point X = X (¢). Une courbe (A4 *B) remplissant ces conditions sera
appelée courbe réguliére.

Une suite de points X; = X(t),j =1,2,...,k+1, sera dite crois-
sante si ¢, < ?,<...< t;,,; nous dirons qu’elle est linéairement indépen-
dante si, de plus, les vecteurs

X (t1)— X (2)

-
PP X () — X (t)]

X ()= X(t)] = [ D (0t — o )]

t=1
sont linéairement indépendants.
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Nous appellerons entourage U(X,) du point X, = X(¢,) I’ensemble
des points X = X (t) tels que [t—i;| < J, 6 étant un nombre positif.

La courbe (A4 * B) sera dite k-convexe au point X, = X (¢,) s’il existe
un entourage U(X,) du point X, tel que pour toute suite croissante de
points X;eU(X,),j =1,2,...,k+1 toute suite: T(X,),...,T(X,,),
X Xgpry ooy X Xpgrs T(Xy)yoony T(Xyly)y Xy Xy ooy X 1 Xy 8 = 2,3,
ey ket T(Xy), ..., T(X,_,), Xy, X, T(X,) est une suite de vecteurs
linéairement indépendants.

Le point X, de la courbe {A *B) et la suite linéairement indépendante
de ses points déterminent univoquement le plan a k dimensions n(X,;
X, X,, X, X;,..., X, X;,,) et le plan orienté correspondant *mn(X,;
Xlxzy szs’ Oq¢f) Xka+l)'

Soit sur la courbe k-convexe {(A*B) un point fixé X, = X(i,),
0 <t, <1 et une suite variable croissante de points X; = X (t,), ¢ =1, 2,
.

Désignons par =n(X,; X,X,, X, X,,..., X X;,,) le plan &4 %k dimen-
sions passant par le point X, et construit sur les vecteurs X, X,, X, X,,
ooy Xp Xy Sile plan =(X,; X, X,, X, X,,..., X, X,,,) tend vers un
plan =, quand t,,1,,...,%,, tendent vers ¢, (en respectant la condition
1, <t <...<1,,), nous dirons que le plan » est un plan osculateur du
type VI dela courbe {A *B) au point X, et nous le désignerons par my(X,)-
Par conséquent

(1) ayi(X,) = lim n(Xo; X, Xyy ooy Xp X))
Gllai. S iats
tl<t2<...<lk+l
Un plan osculateur orienté du type VI *my;(X,) est défini comme
il suit:
(2) "y (Xo) = lim “n(Xo; X1 Xyy ooy X Xyyy)
Lty ety 11t
Y <tg<...<lp4y

Cette condition signifie que I’égalité (1) est vérifiée et que I'on a, en outre:

(3) vers *ny; (X,) = lim vers *m(Xy; X, Xy oony X3 Xpy)
g
‘l<’2':"“:"k'f“1
Les conditions (1) et (3) peuvent étre remplacées par les conditions équi-
valentes:

(4) *nyr(Xo) = *n(Xo; vvi),
ou
(3) vy1(X,) = lim vers (X, X,y ..oy X3 X))

‘l' ‘2 ..... ‘k+ 1"‘0
‘l<12<"‘<‘k+1

7 — Annales
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Pour que la limite figurant au second membre de 1’égalité (5) existe
il est nécessaire que pour les #; suffisamment proches de ¢, la suite des
points X,, X,, ..., X;,, soit déja linéairement indépendante.

Le plan osculateur du type VIII de la courbe (A4 *B) au point X,
sera défini par 1’égalité:
(6) v (Xo) =  lim “(Xnﬁ T(Xy)yenny T(Xk))

L e
h<tg<...<lp

ou l'on admet l'existence de la limite figurant au second membre de
I’égalité (6) et ou = (X,; T(X,), ..., T(X,)) désigne le plan & k dimensions
passant par le point X, et construit sur les vecteurs T'(X,),..., T(X,).

Le plan osculateur orienté du type VIII de la courbe {4 * B) au point
X, sera défini par 1'égalité

(7) *yin(Xo) = *2vir(Xo; Vvinn)y

ou

(8) vyrr = lm  vers(T(X,), ..., T(X,).
‘l"""k"‘ﬂ
‘l<"'<‘k

Evidemment cette limite ne peut exister que si les vecteurs T(X;),
©t=1,2,..., k sont linéairement indépendants pour les nombres t,, ..., I,
suffisamment proches de {,.

Un lemme auxiliaire sur les verseurs

Lemme. Dans lespace E, on suppose données les suites de vecteurs:
aly dyy ...y a7y a™ b7 Ny ey By, Mmoo = 1,2, ..., |a" = [b"| = |"
=l =1p=12,...,k—=2,2<k<n—3. 8

lim ¢™ = lim b™ = lim ¢™ = limd" = ¢, |¢| = 1,

00 00 P Moo
lim vers(dy, ..., di"y a™, b™, @}y, ..., d,) = 0,

(9) m-—oco
lim vers(dl, ..., d, b™, ¢™, di},,y ..., d¢,) =,

pour i =0,1,...,k—2, v #0 et 8 les vecteurs dr,...,d:",a™ c", dy,,,
ceuy A, 80mt linéairement indépendants, m = 1,2, ..., la limite

lim =(0; a7, ..., &', a™, ™, dLy, ...y dy) = 7(0),

m—-00
existe, ou l'on a vers *n(0) = v ou bien vers *n(0) = — v, 0 élant un point
quelconque de 'espace.

Démonstration. Des conditions (9) il résulte que les vecteurs d’,...,
ar,a™, b™ dly,, ..., di, et dP, ..., d 0", e d],, ..., d}", sont liné-
airement indépendants pour toutes les valeurs de m.
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Les conditions (9) sont équivalentes aux suivantes:

lim vers(a™, b™, d7", ..., dj,) = v,

lim vers(b™, ™, d7'y ..., d;-,) = v,
puisque ’on obtient (10) de (9) au moyen de 2i transpositions dans les
suites de vecteurs correspondantes. 1l suffit donc de prouver que

lim =(0; a™, ¢™, d7', ..., di_,) = ®(0),
ou vers *x(0) = v ou bien vers *a(0) = —v et 0 est un point quelconque
de D’espace.
La démonstration sera faite par récurrence.

Soient les suites de vecteurs a™, b™, ™, m =1,2,...,|a™ = |[b"|
= |¢™| = 1, telles que
(11) lim ™ = lim ™ = lim¢™ =¢, |6 =1,
m—»00 m-—»o00 m -+00
et
(12) lim vers(a™, b™) = v, lim vers(b™, ¢™) = v, v #0.
m-+o0 m-—+00

Nous allons prouver que si ces conditions sont remplies et si les vecteurs
a™, ¢",m = 1,2, ..., sont linéairement indépendants, on a

lim vers(a™, ¢™) = v.

m—o00

Choisissons un systéme orthonormal de coordonnées tel que 6 = (1, 0,

..., 0). Désignons les coordonnées du vecteur a™ dans ce systéme par
(a'™, a®™, ..., a™™), celles du vecteur b™ par (b'™ b*™, ..., d"™™), celles du
vecteur ¢™ par (¢'™, ¢™, ..., ¢"™). Les coordonnées des verseurs vers(a™, b™),
vers (b™, ¢™), vers(a™, ¢™) sont respectivement

aP™ pam __ 49 hPm™

[vers(a™, b™)]P? =

ILa™, b™]I|
[vers(b™, cm)]pq _ bpmcqmm_ I::mcpm
I[6™, ¢™1i|
1 apmcqm_ aqm obm
[vers(a™, ¢™)]" =
’ ™, ]I

P,q =12,...,n.
De I’hypothése il résulte que
lim [vers(a™, b™)]"? = lim [vers (™, ¢™)]?? = o™,
m—oo m-—oo
ou v"? désigne une coordonnée du verseur v, toutes les coordonnées v"?
ne s’annulant pas simultanément.
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Observons que pour les m supérieurs & un m, la coordonnée a' =+ 0
et [vers(a™, b™)]"? peut s’écrire sous la forme:

IU,N AFH
(13)  [vers(a™, b™)]"? = - [vers(a™, b™)]"— e [vers(a™, b™)]'?

En tenant compte de (11) et du choix du systéme de coordonnées on
obtient:

&m

(14) lim —— =0 pour s =2,3,...,n.

L alm
Des conditions (13) et (14) on déduit donc:

(15) lim [vers(a™, b™)]?? =0 pour p,q # 1.

M—00

On démontre de méme que

(16) lim [vers(b™, ¢™)]?? = 0 pour p,q # 1.
m—»00
Considérons le verseur vers(a™, ¢™). Sa coordonnée [vers(a™, c™)]",
8 =2,3,...,n peut étre écrite comme il suit:

™ (ifa™, 5™l
(17)  [vers(a™ ¢™)]® = Fy m [vers(a™, b™)]"+

A |

. m _,m\ils
hlm ”[am, c-m]” [vers(b ,0 )]

La coordonnée [vers(a™, ¢™)]?? peut étre représentée sous la forme sui-
vante analogue & (13):

azzm qm
(18)  [vers(a™, ¢™)]™ = = [vers(a™, ¢™)]'1— 5 [vers(a™, ¢c™]'®

1m

La condition (11) entraine:

alm 1m
(19) lim m lim =TT i.
m—-oo U m—soc0 U
Les vecteurs a™ et ¢™ étant, par hypothése, linéairement indépendants,
le verseur vers(a™, ¢™) existe. En outre, en vertu de la définition du verseur
on a:

(20) l[vers (a™, ¢™)| =1

pour toutes les valeurs m = 1,2,....
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Considérons les limites des quotients:
Ca™, d™11  [I[6™, ™I
ILa™, ¢™1I1"  lIla™, ¢™ ]I

Si ces quotients tendaient simultanément vers zéro, on aurait, en profitant
de la condition

(21)

(22) lim [vers(a™, b™)]* = lim [vers(b™, ¢™)]* = 0'*,
m—»00 m-—-+o00
et des égalités (14), (17), (18) et (19):
(23) lim[vers(a™, ¢™)]?? = 0
m—00

pour tous les p, ¢ =1, 2,...,n, en contradiction avec la condition (20).
D’autre part, si au moins un de ces quotients tendait vers I'infini,
on aurait, en vertu de (17), (19) et (22):
lim [vers(a™, ¢")]?? = o0 pour 8 =2,3,...,n
m—o0o
ce qui est aussi en contradiction avec la condition (20).
Par conséquent les limites des quotients (21) sont des nombres non

négatifs, finis, ne s’annulant pas simultanément et, en vertu de (17),
(19) et (22), on a:

(24) lim [vers (a™, ¢™)]** = »"lim

m—oa m—+00

[ ILa™, &™]I , o™, 0"‘]”]

ia™, ¢™1 " TILa™, ™I
8§ =2,3,...,m; en vertu de (18), (14) et (24) on a encore

(23) lim[vers(a™, ¢™)]P? =0, p,q #1.

m—>00

En outre, on déduit des conditions (20), (24) et (25),
[ll[a’", i e 1

Ifa™ ¢ " lla™ ¢l )

lim

mM-—+00

]

Nous avons ainsi démontré que

limvers(a™, ¢™) = 0.

m-+00
Supposons maintenant que ce lemme soit vrai pour un k< n—1.
Considérons les suites de vecteurs: a'™, b'™, ¢™, d™, ..., &™,, |[a'™| = |b™|
=™ =d” =1, q=1,2,....,k—1 telles que lima™ =limbd™

TH—=00 mM—=00
. ’ . ’
=lime™ =limd,™ = ¢, |¢’| = 1 et supposons que

: 'm p'm 'm 'm ’
limvers(a™, ™, d,™, ..., d™,) = v,

(26) . TR ’. [ ’ ’
" limvers(b™, ¢™ d™, ..., &™) =v', v #0.

m oo
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Admettons enfin que les vecteurs a'™, ¢'™, d,™, ..., d,™, soient linéairement
indépendants. On peut donc former le verseur vers(a™, ¢'™, d;™, ..., d,™)).

Soit 0 un point quelconque fixé de ’espace E, . Le point 0, ainsi que
les verseurs v et v,™ = vers(a™, b'™ 4", ..., d,",), v, = vers(b™, ¢'™,
ar, ..., a™), o™ = vers(a™ ¢™ d™, ...,d",) déterminent univoque-
ment les plans orientés & (k- 1) dimensions *z’(0) = *z'(0; "), ainsi que

"a™(0) = "2’ (05 9;™)
(27) 7™ (0) = ' (05 9,™)
7™ (0) = "2’ (05 v3™)
De 13 et des conditions (26) il résulte que
(28) lim *#;™(0) = *z’(0) pour ¢ =1, 2.
m—-00

En outre, tout c-ouple de plans (27) contient un plan & k£ dimensions
commun, déterminé par le point 0 et par les vecteurs correspondants.
D’autre part, tous les trois plans contiennent un plan 4 (k— 1) dimensions
commun construit sur les vecteurs d,™, ..., d,",.

Soit #"~' un hyperplan quelconque fixé & (n—1) dimensions ortho-
gonal au vecteur ¢’ et ne passant pas par le point 0. L’hyperplan zn"~!
est en méme temps orthogonal au plan ='(0) et le coupe ,,suivant’® un
plan & % dimensions =. Il en résulte que pour toutes les valeurs m supérie-
ures & un m, les plans 7x,™(0), 7,"(0), ;™ (0) coupent I’hyperplan ="'
,suivant” les plans & k dimensions =7', =}, #', tout couple de ces plans
contenant un plan & (k— 1) dimensions commun déterminé par les points
d’intersection de I’hyperplan ="' avec les droites qui passent par le point
0 et sont paralléles aux vecteurs correspondants. En outre, tous les trois
plans a*, a7, A7 contiennent un plan & (k—2) dimensions commun #*~*™,
passant par les points d’intersection de I’hyperplan n" ! avec les droites
qui passent par le point 0 et sont paralléles aux vecteurs d,™, ..., d,™,.

De la condition (28) il résulte donc que
(29) lima® =z pour i =1,2.

Soient a™, b™, ¢™, d", ..., di’y, ™| = |V = |¢"| = [df'| = 1,58 =1, 2,
...y k—2, des vecteurs paralléles & ="' et aux plans correspondants z}",

ny, ny et tels que les suites a™, b™,dy, ..., d; ,; ™, ™ AV, ..., A ,;
a”, ", dp, ..., d, soient linéairement indépendantes pour toutes les
valeurs m = 1,2,.... Les suites de ces vecteurs et le point A™en* 2™

déterminent donc les plans ={*, n*, =7, c’est-a-dire
ny = w(A™; a™, b, dyy ..., dity)
(30) ay = a(A™; 0™, ™y dyy ..., di,)

m m. .m ,m
ny = n(A™;a" "y dy ..., diy)
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Supposons de plus que

lima™ = limd™ = lime™ = limdy* = ¢, |6| =1,

m—-00 m—oo m—»00 m—00
s =1,2,...,k—2.
Nous allons prouver que les vecteurs a™, b™, ¢™, d', ..., d. , qui satis-
font 4 ces conditions peuvent étre choisis en sorte que

limvers(a™, b™, a7, ..., d; ,) = limvers(b™, ¢™, d7', ..., di"_,)

mM-+00 m—»00

Des conditions (29) et (30) il résulte:
lim vers (a™, b™, d', ..., d'.,) = limvers(d™, ¢™, d", ..., d;_,)

m—0o m—00
ou bien
3 m m O m m m
limvers(a™, ™, d7", ..., d;",) = —limvers(b™, c™, di", ..., dy_,)
m—oo m—>00

Les vecteurs a™, b™, d7', ..., d; ,, étant paralléles au plan ={", sont
paralléles au plan =,™(0) et peuvent étre représentés comme des combi-
naisons linéaires des vecteurs a'™, b'™ d,™, ..., &™,. En outre, puisque
le vecteur d,™ ¢al", les vecteurs a™, b™, d7", ..., dj , peuvent étre choisis
en sorte que

(31) vers(a™ b™ d™, ..., d" ,, d;™,) = vers(a™, b'™, a™ ..., d"))
Choisissons un vecteur ¢™ paralléle 4 n7* et tel que
(32) vers(d™, o™ d7,. ., dp ,, &™) = vers(b'™, ™, &, ..., ™

et que la suite composée des vecteurs a™, ¢™, dj, ..., d},"_, soit hnéaire-
ment indépendante. Cette derniére condition peut étre réalisée puisque
les vecteurs a™, ¢, di', ..., di" , déterminent le plan =7.
Fixons un systéme orthonormal de coordonnées. En vertu d’un
théoréme de Laplace ([6], p. 122) la coordonnée [vers(a™, b™, d7’, ...
o AP, &™) )12 %+1 peut étre mise sous la forme

(33) [Vers(am’ bm’ d;", . dzl—zy d;’f,)]"liz"'*ﬂl:

k41 . . g 9 q 9
i+l g'impe ,m pm T) oo 10— 11 amad]
=4 Y (—1)% dkil[a,b,d;" ]1 1— 1441 == Yt

. Tl I[a™, b™, dP, .. d'"z,d Nl

l=1

ol @'} désigne la coordonnée du vecteur d;™, dans le systéme de coor-
données considéré.

D’une fagon analogue on exprime
(34) [vers(b"‘, cm’ d-in, - k £ fml”a]h.. el —

L '{1‘ _(_l)il+ld’t'1m[bm cm, dm M. d:’_g]"l""f—-l‘l+l. e Tpiy
- IE6™, €™, 'y .oy gy ]

1=1
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Si

limvers(a™, b™, d7', ..., di. ;) = —limvers(b™, ¢™, 4T, ..., d},),

TH—+00 m—+00

les coordonnées
[a™, b™, dT', ..., dl'cn—z]“’zmik, (b2 cBdime. sdiegibize; lk

auraient, pour toutes les valeurs de m supérieures & un m,, des signes
contraires pour toutes les suites partielles j,, j,, ..., j; extraites de la
suite des indices 1, 2, ..., n. De la et des égalités (33) et (34) il résulterait
donc que les coordonnées
[vers(a ! bm dm ’d;‘n 2y ]11"2---"1:“
[vers (bmr 0m7 dm 29 dl'cn dk l}]‘ 12 et

sont de signes contraires; mais, en vertu de (31) et (32), cela est en contra-
diction avec I’hypothese (26). Par conséquent

lim vers(a™, b™, a7’ ..., di_,) = lim vers(b™, ¢™, di*, ..., d;._;) = v,
M—+00 W00
v # 0. De la, et du fait que les vecteurs a™, ¢™, d7', ..., d;’ , sont linéaire-

ment indépendants, résulte, en vertu de I’hypothése de récurrence, 1’exis-
tence de la limite:
(35) lim n(A™; a™, ¢™, d7'y ..., di. ;) = m@.

Comme le plan a(A™; a™ ,c " v’y ..., dp ;) est une partie commune
du plan #'(0;a™, ¢™, d™, ..., d™,) et de ’hyperplan ="' qui ne passe
pas par le point 0, on déduit immédiatement de la condition (35) ’exis-
tence de la limite

lim 2" (0; a'™, ¢™, ™), ..., ;™)) = = (0)

m—»oo

ce qui achéve la démonstration du lemme.

Remarque. Les hypothéses du lemme n’entrainent pas, dans le cas

général, Pexistence de la limite
lim vers(a™, ¢™, di'y ... . dj*,) = .

A titre de contre-exemple considérons les vecteurs a™ = (1, 0, 0, 0),

= (1,2/m,0,0), " =(1,4/m,3/m,0), d" = (1,3/m,2/m,0) dans
l’espace euclidien a quatre dimensions FE,. Ces vecteurs vérifient bien
les hypotheses du lemnie, et cependant

lim vers(a™, b™, d") = lim vers(b™, ¢™, d") = —lim vers(a™, ¢™, d™)

m—»00 m—-co m—oo
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L’équivalence des plans osculateurs
a k dimensions des types VI et VIII

Théoréme 1. Si la courbe réguliere {(A*» B) est k-convexe au point X,
el si elle admet en ce point un plan osculateur orienté du type VI *my;(X,),
elle admet ausst un plan osculateur orienté du type VIII identique a *nyy(X,),
c'est-a-dire *myiy1(X,) = *nyr(X,).

Démonstration. Sur la courbe (4 *B) prenons une suite quelconque
croissante de (k4 1) points X', X7, ..., X}",, et admettons que
lim X = X, pour?=1,2,...,k+1.

m—00

Dans la suite nous écrirons X; au lieu de X7* et nous désignerons cette
limite simplement par

(36) IimX, =X, opouri=1,2,...,k4+1.
En vertu de I’hypothése du théoréme la limite
(37) Hm *n(Xo; X, X, X, X3, ...y X3 Xyy)) = *wyi(X,)

existe pourvu que soit remplie la condition (36). Puisque la courbe {A * B
est k-convexe au point X, et que le plan *n(X,; X, X,, X, X;, ..., X; X, ,,)
varie d’une maniére continue lorsque la suite croissante de points varie
continiment, le plan *»(X,; T(X,), X,X4,..., X, X,,,) prend une po-
sition proche de celle du plan *n(Xy; X, X,, X, X,, ..., X; X;,,) lorsque
X, est suffisamment proche de X,. Il en résulte ’existence de la limite

(38) lim *n(Xy; T(X,), X, Xy ...y Xy X)) = *zyr(X,).
Soit X, un point quelconque sur P’arc (X, * X;), c’est-a-dire X, = X (1,),
ty < t, < t;. Considérons le plan *n(X,; X, X,, X, X,, X; Xgy ..., Xs_1 X)

= *2(X,; X, X,, X, X;, X, X4, ...y X, 1 Xi). En vertu de I’hypotheése
la limite

(39) lim *n(Xo; X, X,, X, X;, X, X5, ...y Xp_y Xy) = *7y1(Xo)
existe.
Les conditions (38) et (39), la k-convexité de la courbe {A+*B) au
point X, et enfin le lemme entrainent ’existence de la limite
(40) limz(Xo; T(X)), X, X3, Xy Xsy ooy Xyoa Xp) =
=limzn(X,; T(X,), X, X,, X; X5, ..y Xy X}) = 7y1(Xo)-
Nous allons maintenant prouver qui l’on associe au plan zn(X,;

T(X,),X,X,, X,X,,..., X,_,X,) le verseur vers(T(X,), X,X;, X; Xq, ...
ooy X1 X}), la limite suivante existe:

(41) lim *x (X3 TX,), szé’ X;Xs’ vy X1 X)) = *avi(Xo).
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Supposons que cette condition ne soit pas remplie. Il existe donec deux
suites croissantes de points X,, X,, X;, Xg,..., X; et Y., ¥,, Y;, ¥,,
..., Y,, convergeant vers le point X, et telles que

limvers(T(X,), X, X, X; X3y ...y Xp1 X)) = 0,
limvers(T(Y,), Y. ¥,, ¥; ¥y, ..., ¥, 1 ¥p) = — 0.

Il en résulte que si la coordonnée v172-7k -« 0, il existe un entourage
U(X,) du point X, tel que si X, X,, X3, Xg, ..., XpeU(X,) et ¥,, ¥,,
Y,, Y, ...y Y. eU(X,), les coordonnées

[vers(T(X,), X2X;’ X;Xa’ weey Xk—le)]fljz '"1’"
[vers(T(Y,), Y, Y;, Yo¥s, 0oy Yy Y, ) 172 T

sont de signes contraires.
Si o'l =0, il existe un entourage Uy(X,) = U(X,) tel que si
X, Xy, X3y Xy ooy Xpe Ug(X,) et ¥y, ¥y, ¥,y Yy, ...y YeUy(X,), 0n a

|{vers (T (X,), X, X‘:H X;X:,, ) Xk_l_Xk)]lllz"'lkl <

(42) * 4
|[vers (T(Yy), Yo ¥y, Yo ¥y, .oy X Tp) 121 < 6

pour toutes les suites partielles I, l,, ..., I, extraites de la suite 1,2,...,%
pour lesquelles a lieu 1’égalité o1’z % = 0, (4 est un nombre positif arbi-
trairement donné a l’avance).

Grace a la k-convexité de la courbe {4 *B) au point X, on peut con-
sidérer, au lieu des verseurs vers (T(X,), X,X;, X, Xs, ...y X3_1 Xp),
vers(T(Y,), Y, Y,, Y;Y,,..., Y,_,Y,), les tenseurs correspondants

[T(X1), XXy Xy Xy o0y Xy 1 X,]

(43) .
[T(Y,), Y2 X5, ¥, X5, .oy Yy Y]

Soient a; = a;(y, tyy ...y ty), & =1,2,...,m—k des vecteurs satis-
faisant aux conditions suivantes:

asa; = Oy

(44) 1
a;T(X,) =a; X, X;, =a; X; Xy =... =a;X; X, =0

,j=1,2,...,n—k, 8; désignant le symbole de Kronecker. Ces vecteurs
déterminent un plan & (n— k) dimensions xn(X,; a,, a,, ..., a, ;) ortho-
gonal au plan n(X,; T(X,), X.X;, X, X4, ..., X X}).

Remarquons que 1’égalité limn(X,; T(X,), X, X;, X, X3, ..., X1 X})
= limn(X,; T(Y,), Y, Y,, Y; Y, ..., Y,_, Y,) entraine limzn(X,; a,, a,,
veey@y_y) = lima(Xy; by, byyoveyby_y)y, ot by, @ =1,2,...,n—k sont des
vecteurs orthogonaux au plan =(X,; T(Y,), Y, Y,, ¥, Y,,..., ¥, _, ¥},
construits de la méme facon que les vecteurs a,, az, ..., @, ;.
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Les vecteurs a; et b, peuvent étre choisis en sorte que les coordonnées
des tenseurs [a,, @,, ..., a,_;], [byy sy ...y b, ;] aient le méme signe (ce
qui est toujours possible, sinon le vecteur a; pourrait étre remplacé par
le vecteur —a;).

Formons le tenseur — produit extérienr des »n vecteurs T(P,), P,P;,
PPy, ...; Py Pyyq1y Qay ooy Guory OU Py, Py, Py, Py, ..., P, est une suite
variable de points de la courbe {4 *B); q,,¢s, ..., g,_; sont des vecteurs
orthogonaux au plan =n(X,; T(P,), P,P;, P,P,, ..., P,_,P,) construits
de la méme manieére que les vecteurs a,, a,, ..., a,_,. Ce tenseur est une
fonction de vecteurs et n’a qu’une seule coordonnée essentielle. Etudions
les valeurs de la coordonnée de ce tenseur sur les vecteurs suivants:

(45) [T(X,), XZX;7 X;Xav ciny Xy Xpy @gy a5y ey @y ]
(46) [T(Y1), Yo Y5 Yo Ygyoony Yooy Yy by bay ooy By ]
Considérons encore le produit extérieur

(47) [T(Yl)v Ya Y;’ Y; Yav P Yk—l Yln Ay Agy oeey an—k]

En vertu théoréme de Laplace sur le développement d’un déterminant
(A. Mostowski, M. Stark [6], p. 122) et des conditions imposées aux coor-
données des verseurs vers(T(X,), X,X,;, X;X,, ..., X;_, X,), vers(T(Y,),
Y,Y,, ¥;Ys, ..., Y, ,Y,), le nombre 6 >0 dans I’hypothése (42) peut
étre choisi en sorte que (45) et (47) soient de signes contraires (car les
coordonnées (42) n’auront pas d’influence sur les signes de (45) et (47),
ces signes dépendant des coordonnées qui ne s’annulent pas & la limite).
D’une fagon analogue il résulte du théoréme de Laplace (46) et (47) ont
méme signe. Par conséquent les coordonnées des tenseurs (45) et (46)
sont de signes contraires si X,, X,, X;, X,,..., X,, Y,, Y,, ¥,, ¥4,
cooy YreUg(X,).

En passant d’une fagon continue des vecteurs T(X,), X,X,, X,X,,
ooy Xp_ 1 X, aux vecteurs T(Y,), Y,Y,, Y,Y;,...,Y, ,Y,, on peut
choisir les vecteurs a,, a,, ..., a,_, et b;, b,, ..., b,_; en sorte qu’il y ait
une transition continue entre la suite de vecteurs T(X,), X,X;, X;X,,
vooy X3 1 Xy, a4, @9,y ..., a,_, et la suite T(Y)), Y, V;, ¥, ¥,,..., Y, , Y,,
byybsy ..., b, ;. Alors la coordonnée du n-vecteur varie continfiment;
en vertu du théoréme de la moyenne il existe donc une suite de points
2,24, 2y, 24y ..., 2,eUg(X,) telle que [T(Z,),7Z,7%4,Z:Zs, .y Zy_1Zs,
€1y Cay -vy €4 p] = 0, d’00t il résulte que les vecteurs T(Z,), Z,Z,, Z,Z,,
voesZy1Zy, €y, 0y ..., C,_, sont linéairement dépendants. De la on conclut,
en tenant compte des conditions (44), que les vecteurs T(Z,), Z,Z;, Z,Zs,
.vvyZ;_1Z, sont linéairement dépendants, ce qui est impossible puisque
la courbe (A4 *B) est k-convexe au point X,. I’existence de la limite (41)
est ainsi établie.
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X, étant un point quelconque sur l'arc (X,*X,) et le plan *n(X,;
T(X,), X,X;, X, X4, ..., X,_,X,) variant d’une maniére continue quand
la suite croissante de points varie continfiment, on aura, en admettant
X; - X, et en tenant compte du fait que la courbe est k-convexe:

(48) lim*n(X,; T(X,), T(X,), Xo X3y ooy X1 X)) = *ayr(X,).
D’autre part, la condition (41) entraine:
(49Y o/ "lind X oy TN K XS X ol iy K= 1 o) == Pl el X o) -
En appliquant le lemme aux conditions (48) et (49) on obtient
(50) lima(Xo; T(X,), T(Xy), Xy Xayeeey X1 Xp) = tyr(Xo)-

De méme que précédemment on établit ’existence de la limite
(61) lim*n(Xy; T(X,), T(X,), X; Xgy XaXyy ooey Xp1 Xp) = *ngr(X,).

Comme X;, X3, X,,..., X, est une suite croissante quelconque de
points sur la courbe (A4 * B), on peut admettre X; = X, et pour X, prendre
un point quelconque X,e(X,*X,), c'est-a-dire X; = X(t), 1, <ty < t,.
Donc la limite

Lim *7(Xo; T(Xy), T(X,), Xa X3, X3 Xy ooy Xp1 Xp) = *ryp(Xo)

existe.
En répétant le méme raisonnement on obtient

lim *n(Xo; T(X,), T(Xg)y ..oy T(Xy_2), Xllc—lx;c-l’ Xllc—lxk) = *nyr(X,)

ol X; , =X 1)yti1<1t_1<t. En tenant compte du fait que la
courbe est k-convexe et que le plan *x(X,; T(X,), ..., T(Xi_2)y Xi 1 Xy 1,
X,_,X,) est continu, on déduit de 13 l’existence de des limites

(32) Hm 72 (Xo; T(Xy)y eeey T(Xpo2)y X1 Xy T(Xp)) = *7y1(X,)
(63) lim*n(X,; T(X,), ..., T(Xy_), T(Xy_1)y X1 Xp) = *7yr(Xy)
De (53) et (52) on tire, en vertu du lemme,
m#a(Xo; T(X,)y ooy T(Xy o)y T(Xpor)s T(Xy)) = 7y (X,)

Par un raisonnement analogue a celui de la premiére partie de la
démonstration on prouve l’existence de la limite
lim*n(Xy; T(X,), ..., T(Xi_1), T(X})) = *my1(X,)
Par conséquent il existe un plan osculateur orienté du type VIII
*mvin (Xo) = *myr(X,).

Théoréme 2. Si la courbe réguliére (A*B) est k-convere au point X,
et 8i elle admet en ce point un plan osculateur orienté du type VIII, elle adme 1
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aussi un plan osculateur orienté du type VI identique & *nyirp(X,), c'est-
-a-dire *ayy(Xy) = *ayi(Xo).

Démonstration. Nous allons d’abord prouver qu’il existe un plan
osculateur du type VI ny;(X,) = nyii(X,). La démonstration sera faite
par réduction a ’absurde.

Supposons qu’il existe un plan osculateur orienté du type VIII
*nyvr(X,), tandis qu’il n’existe pas de plan osculateur du type VI
ayp(X,) tel que 'on ait ay (X,) = 7y (Xo)-

Soit X,, X,,..., X;,, une suite croissante de points de la courbe
(4 +B) telle que

IimX;, =X, pouri:=1,2,...,k+1
et que

limz(X,; X,X,, X, X,, ..., X, X, 1) = 2(Xp) # e (Xo).

Menons (n—k) hyperplans & (n—1) dimensions a,, as, ..., a,_, tels
que a; # a; pour ¢ # j, n(Xy; X, X,, X, X4, ..., X, X, ) = a; pour tout
t=1,2,...,n—k et qu’ancun autre plan & %k ou a plus de dimensions
ne soit leur partie commune. Sur les arcs (X, * X,), (X,* X,), ..., (X, * X,,,)
il existe des points X};, X;;, ..., X}, tels que les vecteurs tangents T(X,;),
T(X,),..., T(X,;) sont paralleles & I’hyperplan correspondant a;,
1=12,...,n—k.

L’hypothese du théoréme assure l’existence de

limn, (X3 T(X;i)’ T(X;i)y ceey T(X;ci)) = Ayrrr(Xo)

pour: = 1,2, ..., n— k;il en résulte que les hyperplans a (» — 1) dimensions
@y Qyy ...y @,_, auront en commun (aprés un passage a la limite avec
les points X,, X,, ..., X;,,) non seulement un plan & ¥ dimensions n(X,),
mais encore un plan & k¥ dimensions nyyr(X,) # n(X,), puisque les hyper-
plans a;, ¢ =1,2,...,n—k peuvent étre choisis en sorte qu’ils soient
encore distincts 4 la limite et déterminent univoquement un plan a k
dimensions. Par conséquent zn(X,) = my(X,) et la contradiction ainsi
obtenue prouve que les plans osculateurs a &k dimensions myrr(X,) et
7y (X,) sont équivalents.

Si Pon associe au plan n(X,; X,X,, X,X;,..., X; X;,,) le verseur
vers(X, X,, X, X,,..., X, X,,,), on aura, en répétant le raisonnement
des pages 105-107:

lim *7(X; X, Xpy X3 Xgyoony X Xpyr) = *wyrnn(Xo).

Il existe donc un plan osculateur orienté & %k dimensions du type VI
tel que *ny;(X,) = *ay(X,), ce qu’il fallait démontrer.
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Streszczenie

W pracy tej zostaly wprowadzone definicje k-wymiarowych zoriento-
wanych plaszczyzn £cisle stycznych typu VI i VIII dla krzywej zanurzonej
w m-wymiarowej przestrzeni euklidesowej stanowiace uogélnienie odpo-
wiednich typ6w plaszczyzn §ci§le stycznych w klasyfikacji Van der
Waaga [4] oraz odpowiednich typéw zorientowanych plaszezyzn $cisle
stycznych wprowadzonych i badanych przez K. Radziszewskiego [2].
Przy zalozeniu istnienia w kazdym punkcie badanej krzywej ciaglego
wektora stycznego zostala wykazana réwnowazno§é plaszczyzn obu
typéw.

Pesome

B osToit paGoTe BBeOeHH ONpefeNeHWA K-MEPHBHIX OPUEHTHPYeMBIX
conpuKacamommuxca miockocreit tTMna VI u VIII kpuBoii B n-MepHoM
€BKIIMI0OBOM ITPOCTPAHCTBE, KOTOpBlEe ABIAKTCA 000011eHHeM COOTBET-
CTBYIOIMX TUIIOB CONMPMKACAIIMXCA IIOCKOCTel B Kiaccupurauuu Ban
nep Baara u COOTBeTCTBYIOIIMX THIOB OPHEHTMPYEMBIX CONMPUKACAIOIIMXCA
miockocreil, BBeneHnx H. PamumeBckuMm. Ilpenmosioraa cyiiecTBoBaHHe
B KaK/10il TOYKE KPMBON HENpPEepEIBHOTO KacaTellbHOTO BEKTOpa MOKAa3hl-
BA€TCHA, YTO 3TH IJIOCKOCTH I3KBHUBAIJIEHTHHI.
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