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Relations entre la subordination et Iinégalité des modules dans le cas des
majorantes appartenant a la classe N, (p, 0:9)

Zaleinoéé mi¢dzy podporzgdkowaniem i nieréwnoécia moduléw w przypadku majorant
nalezqcych do klasy N,.(p, 0:q)

3aBHCHMOCTL MEXIY NMOQYHHEHHEM M HEPABEHCTBOM MOAY.EH B CJay9ae MAaKOPAHT,
NpHHANNERkAWMX K Kaaccy Np(p, 0:q)

1. Introduction. Supposons que deux fonctions complexes
(1,1) F(2) = 24+ Aqg22+ ...
(1,2) f(2) = az+a,22+ ...,a>0

soient holomorphes dans le cercle C, = {z: |2| < g}, ou ¢ > 0.

Nous appellerons la fonction F(z) majorante en domaine de la fonction
f(z) dans C, (notation: f(z) < ,F(2) ou (f, F, o)), 8'il existe une fonction
w(2), w(0) = 0, holomorphe dans C,, qui remplit les conditions:

(1,3) [w(2)| < e pour |2/ < g
(1,4) f(z) = F(w(z)) pour |z| < o

11 est évident que dans ce cas w(z) = az+ a,2?+ ... pour |z| < p.

Nous appellerons la fonction F(z) majorante en module de la fonction
f(2) dans C, si |f(2)] < |F(2)| pour tous les z¢C, (notation: |f(2)| 3, |F(2)|
ou |f, F, o).

Le premier qui a attiré Uattention sur la dépendance entre les deux
types de majorisation a été M. Biernacki. Il a démontré en 1935 [3] que
si les fonctions F(2) et f(z) sont univalentes dans C, et si (f, F, 1), alors
|fy Fyr|, o r = 0,390... est la plus petite racine positive d’une certaine
équation transcendante. Biernacki a montré que le nombre r = 0,390...
ne peut étre remplacé par un nombre plus grand. Le probléme posé par
M. Biernacki a été etudié avec différentes variantes par Biernacki lui —
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méme et aussi par beaucoup d’autres auteurs, par exemple [5], [6], [1],
(21, 7], [8].

Z. Lewandowski [8] a posé un probléme dans un certain sens inverse
du probléme de Biernacki: alors que dans le probléme de Biernacki on
admet entre les fonctions une relation de subordination en domaine dans
le cercle unité entier et on cherche une constante absolue o > 0 telle que
dans le cercle |z| < p i1l y ait inégalité des modules entre ces fonctions,
dans le probléme de Lewandowski on suppose l’inégalité des modules
entre les fonctions dans le cercle unité entier et on cherche une constante
absolue g, telle que dans le cercle de rayon g, on ait une relation de sub-
ordination en domaine entre ces fonctions. Dans le probléme de Biernacki
aussi bien dans le probléme inverse, les majorantes parcouraient toujours
une certaine classe de fonctions univalentes.

Dans ce travail je m’occuperai aussi des relations entre la subordination
en domaine des fonctions et l'inégalité des modules en admettant que
la classe des majorantes est la classe des fonctions N,(p, 0: ¢), introduite
par K. Sakaguchi [10], que je vais définir dans la suite. Il est & remarquer
que la classe des majorantes,dont il est question dans ce travail n’est
plus la classe des fonctions univalentes.

Une fonction F(z2) de la forme

(1.5) F(s) = #4 D Com?™™, (¢, 0) =1, p>g>0

n=1
s’appelle normée d’ordre p dans la direction des rayons k-symétriques:
a) si F(z) estréguliere pour |2/ <1 et F(2) #0 pour 2z # 0, b) s’il

D
existe des tayons k-symétriques argu = -+ —’;1 (B — constante réelle)

n =0,1,...,k—1 tels que chacun d’eux soit coupé p fois par 'image
de la courbe du cercle |z =1 par la fonction u = F(z). Je désigne-
rai la classe de toutes ces fonctions par N,(p, 0: ¢). Dans cette classe,
pour |2|] =r <1, les limitations exactes suivantes sont connues [10]:

2F' (2) g(147%) | 297k

(6 Fz)  1—r* l< 1— %

q— 287" 4 qr** F'(2)| _ q+ 28r* 4 gr**
) 1= SIPTFe) ST 1

q— 28r* 4 gr** 2F'(z) _ g+ 28r% 4 gr¥*
(1.8) 1—1'2k < Re F(z) = 1—-7’2"—
ou la fonction extrémale est la fonction

(14 o

(1.9) F(z) = 2
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s —1i g2 1/k
pour (1.6) dans [2| <1, et pour (1.7) dams [z| < (———) q#0
\ q

et 8 = p+2. Sous ces hypotheéses la fonction F(2), ou p = ¢, est étoilée

8__'/82_ q2 1/k
% q # 0 et cette

d’ordre q par rapport a l’origine pour [z| <
limitation est exacte.

Quand k = 1, je désignerai la classe N,(p, 0: ¢) par N(p, 0: ¢q). Entre
ces classes on a la relation: F(z)* = G(2*), quand F(2)eN,(p,0:q) et
G(2)eN (p, 0: g).

Désignons ensuite par N la classe de toutes les fonctions w(z) holo-
morphes dans €, qui vérifient l'inégalité |w(z)] < 1. Pour cette classe
on a dans le cercle (7, les limitations exactes, v. par exemple [4]:

; 1—|w(2)]?
(1.10) lw’(2)| < —lel’—
2] + |w(0)]

v S T O

2. Quelques théorémes sur la subordinations dans la classe N, (p,0: q).

Théoréme 1. Si F(2)eN.(p, 0:q), f(2) = az?+ ;2" ... 0<a< 1,
est une fonction holomorphe dans C, et |f, F,1| alors |f', F',r(a)|, ou r(a)
est la plus petite racine positive de Uequation W (r, a) = agr™*** 4 (¢g—1—
—a—aq)r* ' — g% — 2a3r"t? — (1 — a)28r**! 4 287 f-aqr? + (a+q—aq +
+1)r—q = 0. Le nombre r(a) ne peut étre remplacé par un nombre plus
grand.

Démonstration. D’apres I’hypothése il existe une fonction w(z)eN,
w(0) = a, telle que f(z) = F(2)w(z). Pour 0<r<r(a) le polynome

8—Vst—gq?
W (r, a)<0. Piusque W (0, a) = —gq, W(r(a), a) =0, W(—q - a) >0
s+Vst—g? ﬂ) .
. . &
q

W (1, a) =O,W( <0 et W(r,a)— oo, pour r — oo, or,

d’aprés le theoréme de Descartes, [9] p. 230, sur le nombre des racines
positives d’un polynéme, en fonction des variations de signe de la suite
de ses coefficients, le polynome W(r, a) posséde exactement trois racines
positives: r(a), 1, r, > 1. 1l en résulte que r(a) est la seule racine du poly-

() ‘/ 82 ) qZ)I/k

q
De l'inégalité W(r, a) < 0 nous obtenons

r(1—72%) 1—r8
q—2sr* - qr* 7 r+a
1+ar

néme W (7, a) telle que 0 <r(a)<‘
\

(2.1) , 0 < r<r(a).
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De la relation (2.1) et (1.11) on tire

r(1—r*) _ 1—1r2

(2:2) q— 287+ g™ 1+ |w(2)]

pour [z| =7 < r(a).

De la relation (1.7) et (2.2) nous avons

Fz) | _(1—r3)(1—|w(2)])
tal 'F'(z) ST I
En tenant comte de (1.10) avec (2.3) nous obtenons
l F(z) 1— |w(z)|
F'2)| = |w'(2)]

"dot
| B (z)w(2)| + | F (2)w’ (2)| < | B (2)]

c’est-a-dire |f’, F',r(a)|, ce que achéve le démonstration. Ce résultat

(L4 Ay-aik
est exacte, car pour le couple des fonctions F,(z) =——(—+‘*—)———

z+a (l.—~ )l+q/k y
% (ce qui est facile a vérifier) si fo(2) = Fy(2)wy(2)

et r =r(a), on a |fy(r)] = |F,(r)].

Corollaire 1. Si F(z)eN(p, 0:q), f(2) =a+a, 2"+ ... 0<a<1
est une fonction holomorphe dans C, et i |f, F, 1|, alors |f', F', r(a)| ou r(a)
est la plus pelite racine positive de U'équation aqri— (a+1— g+ 2a8)r:—
—(14+a+28—aq)r+q = 0. Ce résultat est exvact pour le couple des fonc-

; (1427 z+a
tions F,(z) = 2° _(—l——:.,’)’:iT, wy(2) = 1d-a :
Soit 2 la classe des fonctions complexes de la variable complexe zeC,

et du parametre réel te(t,, t,>, de la forme:

G(z,t) = a,(t)z+ a,(t)2*+ ..., G(0,t) = 0,G(z,t) #* 0 pour 2z %0,

W, (2) =

ou le cefficient a,(¢) reste toujours véel et positif, qui ont les proprietés
suivantes:

a) Pour chaque te(*;,t,> fixé, G(zt) est une fonction holomorphe de
la variable zeC,.

b) Pour chaque zeC, fixé, G(z, t) est une fonction continue du parameétre ¢
admettant une dérivée G,(z. t) continue dans l'intervalle (t,,t,).

Pour la classe des fonctions ainsi déterminée, analogue & la classe des
fonctions introduites par A. Bielecki et Z. Lewandowski [2], dans laquelle
j'omets ’hypothése de 'univalence de G(z,t) qui figure au point a) [2],
le lemme suivant est valable:
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Lemme 1. Pour que la fonction G(2,t)ef2 ou tet,,t,> soit croissante
en module dans C,, il faut et il suffit que

Gils,t) | _ =
Giz,t) 2
La démonstration de ce lemme, qui utilese ’interprétation géométrique
de l'inégalité (2,4), sous ’hypothése que la fonction G(z,t) est de classe

C") par rapport au parameétre i, peut étre omese car elle est identique
4 la démonstration de A. Bielecki et Z. Lewandowski [2].

(2,4)

arg pour zeC,, telly, ty).

Theoréme 2. Si F(2)eN,(p, 0:q), (g, k) = 1, 8i f(2) = a,2%+a,,, 2" +
+1iey @y >0, 68t une fonction holomorphe dans C, et f(z) # 0 pour z + 0,
zeC, et 81 (f, F, 1), alors |f, F,r|, o 7, est la plus petite racine positive

2r 7
de l'equation arcsin —————— + arcsin = —, wverifiant la cond:i-
E q(1+7%*) 3 1+r2 2’ f
§ (s__l/sz_ q!\”k
tion 1o << |——— = | . Le nombre r, ne peut étre remplacé par un nombre
q
plus grand.

Démonstration. Comme F(z)eN,(p, 0:q), 'inégalité suivante a lieu

—Ve2— g2\Vk
pour Izl < (u)
\ q
2" (2) 28 |z|*
2.5 < e 0
i T F @) \‘ms’n 1+ 17

ce qui résulte directement de (1,6)

De I'hypotheése (f, I, 1) il résulte que dans C, il existe une fonction
holomorphe w(z) = bz+ b,22+ ..., b = ;q/;;q, w(0) =0, |w(z)] < 1 telle que
f(z) = F(w(z)). Mais de I'hypothése que f(z) # 0 pour z # 0 on tire

w(2) |2 , .
0 < |——|< 1, donc >1, q’ou résulte la limitation;
z | |w(2)]|
(2.6) arglog wz ) < 2arctg|z| pour |?| < 1.
z

J’introduis maintenant I’homotopie suivante

w(z)\"* ( w(z))

(")) = zexp(t(l—t)ln = )j pour 2| <1

et 1e{0,1), oul'on prend la branche du logarithme qui s’annule au point 1.
La fonction y(z, t) est, pour chaque t¢(0, 1) fixé, holomorphe dans C, par
rapport a z et elle vérifie I’inégalité:

7 (2, 8)] < 2], 2¢C,.

(2,1) = o
y(z, 1) z\
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Posons enfin G(z, 1) = F(y(z, t)) pour 2eC,,te{0,1>. Nous avons alors

Gz, 1) y(2, ) F (y(2, 1)) 2
arg I arg ~ | 4+ |argln <
Bo@n |5 F(y(z, t)) w(z)
i Lo i 2%l o tg
resin ——————— arctg|z|
= g1+ %) '
( Vs?— g2\\*
pour |2]| < \——) y ¢ # 0 ce qui résulte directement de (2.5) et
q
(2.6). D’aprés le lemme 1, G(z,t) croit avec ¢, te(0,1), quand
31 28r* O o< [8—V 82— 2)’”‘
csin ————— retgr < our r = [z — .
a(1+ %) Br<3 P \

Donc [f(2)| = |G(z, 0)| < |G(z, 1)| = |F(z)|, cest-d-dire [f, F,rel, o
satisfait a 1’équation du théoreéeme 2.

Je vais démontrer que le nombre r, ne peut pas étre augmenté. Sup-
posons que { = ¢(2), ¢(0) = 0, ¢'(0) > O représente le cercle |z| < 1 sur
le cercle || < 1 avec une coupure radiale qui part du point ¢ = ¢ %,
On détermine cette fonction a partir de 1’équation

Ceiﬂ 3 zeie
e T Wy
Si la coupure est assez petite c’est-a-dire si y > 0 est suffisamment petit
nous avons dans C,

0<n<1

+z 19
@(2) = 2— i ——— +0(n?%).

Si F(2)eN,(p,0:q) et f(2) = F(p(2)), alors f(z) et F(z) satisfont aux
conditions du théoréme pour 6 et % arbitraires. Pour n > 0 arbitraire
suffisamment petit et |z] < 1 nous avons
~}—zef"J
J(2) iR el e S (n?).
et évidement

F'(z) 1+26°
@n il = 1FE[1-are(Fr 2 1) | + oo

De la limitation (1,6) il résulte que le domaine de variation de I’expression

’

£ dans la classe N,(p,0:q) est un cercle symétrique par rapport

L s—Vs?—g?\'
a D’axe réel positif pour |z| < ———q—— . Par conséquent pour un
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g —Vaz— g2\
%) ?_zli-c( —'-) , et pour une fonction F(z)eN,(p,0:q) dans
q
I’inégalité (2,5) on aura 1’égalité:
2, F' (2,) _ 280"
1 1
arg ————— = aresin ————, |z = o.
F(z) @+’ e
Ensuite, nous choisissons 6 de maniére que
1+ 2,6
arg —— —— = 2arct;
& - z,6% g
alors, si
- < arcsi 239" +2arctgo <
- sin————- E14
2 q(1 + %) i

il est évident que p > r, et nous avons
2, F'(2,) 1426
Re 1 ( 1) : + 1 &

F(z) 1—2z06
o F'(2) 14 2,6"
F(z,) 1—z,6"

De la et de la relation (2,7) il résulte que |f(2,)| > |F(z,)|. Le nombre r,
ne peut étre remplacé par un nombre plus grand.

Corollaire 2. 8i F(2)eN(p,0:q), f(z) = a,2%+a,, @™+ ... a,>0,
68t une fonction holomorphe dans C,, f(z) # 0 pour z +# 0, z¢C, et 8i (f, F, 1),
alors |f, F,r|, ouw r est la plus petite racine positive de l’equation

)< 0, or

lr;Re( )%‘0(:;’)>1.

28L— +2arctgr = e et r< t&e’;‘f, q #0.
q(1+1?) 2 q

Le rayon de subordination en module des fonctions celle classe est égal a
. 1/282+ q2—2sl/82+ q?

q

aresin

, § 20 ce qui donne pour ¢ =1 e p =1

r = 0,161....

Enadmettant ’hypothése supplémentaire de l'univallence des fonc-
tions de la classe N,(p, 0: q), nous obtenons, en posant ¢ = 1:

Théoréme 3. 8i F(2) =2+ 3 €, 2" "™ eNy(p, 0:1) et f(z) = az+
( n=1
+ak+lzk+l+ aey f:)

eN.(p,0:1),a >0 sont univalentes dans C, el 8i
|f, F, 1|, alors (f, F,r), oiv r est la plus petite racine positive de I’equation

k o n

) 8r x — -
a,rcsmW +arctgr =% et r< (8—Vs?—1)".
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Démonstration: Introduisons 1’homotopie

0 pour z =0
AT TF t
3[L(;l] [_:(z_)] pour z # 0 et zeC,,1e{0,1)

telle que G(z,0) = f(2), G(2,1) = F(z). Il est facile de voir que, pour
chaque ?¢{0,1) fixé, G(z,t) est une fonction holomorphe et univalente
de la variable z¢C, et pour chaque ze¢C, fixé, G(z, t) est une fonction de
classe CV du paramétre ¢, De plus pour ¢e(0, 1), G(0,1t) = 0,G.(0,1)
= a'~'> 0. Pour |2| < (s—V82—1)"*te(0, 1) Dinégalité (1,8) donne:

G(z,1) =

2G,(z, 1) [Zf’ (2) 2 (z)]
Re —2"' " = Re - et Sk >0
G(z, 1) o T
De P’hypotheése |f, F,1| il résulte que |G(2,t)] est croissante avec t,
F(z) G,(2 1)

te0,1>,2¢C,. Donc
I (2)
1(2)
limitation connue de ’argument d’une fonction de partie réelle positive,
nous avons

>1 et pour 2:+#0 on a Re——
f(2) G(z1)

> 0. En utilisant la limitation (2,5) avec ¢ =1 et la

= Reln

’ t ’ ’
arg th(za ) < |arg 2@,(z, 1) + |arg Gy (2, 1) <
2@, (2, 1) G(z,1) G(z,1)
. 28el*
< aresin

m +2arctglz].

pour |z|<(s—l/s’—1)”" et te (0, 1), En vertu du lemme 1 et 2 [2], I’homo-
topie G (z, t) est une fonction croissante en domaine dans C,, pour le plus
petit r positif qui satisfait a ’équation

. 281}‘ 4
a.rcsm—lﬁc— +2arctgr = 5

c’est-a-dire (f, F,r), ce qu’il fallait démontrer.

Corollaire 3. Si F'(2)e N (p, 0:1), f(2) = az+a,2%+ ..., I(z)
a

€N (p, 0:1),

a >0 sont des fonctions univallentes dans C, e si |f, F, 1|, alors (f, F, r),

. . : 3 - . . 2sr
ou r est la plus petite racine positive de lequation arcsin

g +2arctgr

n 18
=iggetr< (83—Vs2—1).

Un calcul facile donne r = l/1+232—2s V's_z—_#i, d’ou par exemple pour
p» =1 on obtient r = 0,161....
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Streszczenie

W pracy tej zajmuje sie zaganieniem wyznaczenia dokladnej wartosci 7,
z przedzialu (0,1) promienia kola, w ktérym zachodzi |f', F',r,| przy
zatozeniu |f, F, 1|, jak réwniez |f, F, t,| przy zalozeniu (f, F, 1). O funkcji F
zaklada sie, ze nalezy do klasy N,(p, 0: ¢) funkcji niejednolistnych w '}
wprowadzonej przez K. Sagakuchi. Przy dodatkowym zalozeniu jedno-
listnoéci funkeji F'i fklasy N,(p, 0: ¢) przy ¢ = 1, wyznaczam r,, w ktérym
(f, Fy 7o) gdy |f, F, 1|.

Pesome

B aroit paGote aBTOp 3aHMMaeTcsa ONMpexeneHUMeM paguyca rye(0, 1)
KpYTra, B KOTOpoM BeinosnuAerca |f', F', ro|, ecnu |f, F, 1|, a Takxe |f, F, 1o,
ect (f, F, 1), rne F npuHamieuT K Kaaccy N, (p, 0: ¢) MHOTOIMCTHRIX
¢yurunit B C,, seenennomy K. Carakyan. Ha ocHOBaHMM OXHOIMCTHOCTH

¢yuxuun F u f knacca N, (p, 0: ¢) npu ¢ = 1 onpeqenaAeTca 7y, B KOTOPOM
(f, F, ro), ecau |f, F, 1|.






