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1. Imtroduction

Désignons par 8 la classe des fonctions f(z) de la forme
(1) f(2) =2+ a2+ ...
analytiques et univalentes dans le cercle K,, K, désignant le cercle
{z: |2| < T}

Soit S* la sous-classe de la classe S formée par les fonctions qui re-
présentent le cercle K, sur des domaines étoilés par rapport & l'origine.

On sait que feS° si et seulement si f est de la forme (1) et si elle satisfait
a la condition

o' (2)

(2) Te- >0 pour zeK,,
f(z)

ou 4 la condition équivalente

(3) arg z;:(iz)) % pour zeK,.

De nombreux auteurs (entre autres: J. Zamorski, A. Bielecki, Z.
Lewandowski, T.H. Mac Gregor) ont étudié les classes des fonctions
a-étoilées, c’est-a-dire des fonctions de la forme (1) qui vérifient la con-
dition

2f'(2)

(4) re () > a,
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pour zeK, et a fixé, 0 < a < 1, cette condition constituant un renforce-
ment de la condition (2). En posant a = 0 on obtient la clasge S°.
On peut de méme renforcer la condition (3).

Définition 1. Une fonction f(z) sera dite fonction a-angulairement
étoilée, si elle est de la forme (1) et si elle vérifie la condition

o (2)
f(2)
pour zeK, et a fixé, 0 < a < 1. La classe de toutes les fonctions a-angu-

lairement étoilées sera désignée par S,.
Observons que, si 0 < a<y<1, on a

1
2

(5) Iarg <a

8,c8yci8 =8

Cela signifie que les classes S, sont sous-classes de la classe S*. Désignons
encore par Sa la classe des fonctions §-spiralées au sens de Spadek, c’est-
-a-dire des fonctions de la forme (1) satisfaisant & la condition

_ip A (2)
(6) re{e _f(z) } >0,

ol s T - TT
pour zeK, et § fixé, ——2—< p<—2—.

Dans ce travail je vais étudier les classes S,. J’y donne une inter-
prération géométrique de ces classes par I'intermédiaire de leur rapport
aux domaines a-angulairement étoilés. J’y établis les rapports entre les
classes 8, et §,. Je démontre aussi que la symétrisation circulaire conserve
la propriété de 1'étoilement a-angulaire et, en m’appuyant sur ce théoréme
je résous quelques problémes extrémaux pour la classe S,.

2. Interprétation géométrique de la classe S,

Soit @ un nombre fixé de l’intervalle [0, 1].

Définition 2. Le domaine D sera appelé a-angulairement étoilé par
rapport & l'origine s’il contient ’origine et si, w, étant un point quel-
conque w, n’appartenant pas au domaine D, celui-ci ne contient pas
tout ’angle de sommet w, et d’ouverture (1—a)xz et tel que sa bissec-
trice prolongée passe par l’origine.

Pour un a fixé, ae[0, 1], ’ensemble de tous ces domaines sera appelé
famille de domaines a-angulairement étoilés et désigné par G,. On voit
facilement que la condition 0 < a < y < 1 entraine la condition

G,c G, c@,.
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Cela signifie que les domaines de la famille G,, étant fixé, sont des do-
maines étoilés par rapport 4 ’origine. Si a < 1, la frontiére d’un tel domaine
est une courbe étoilée sans points multiples.

Certaines propriétés des domaines de la famille G,, ou « est fixé, sont
mises en évidence par les théorémes suivants:

Théoréme 1. 8¢ De@G,,ae[0,1) et we¢D, on a
D < H(w,, a),

ol H(wy, a) est un domaine de Jordan limité par des arcs de spirales loga-
rithmiques de foyers a Vorigine, faisant avec les rayons vecteurs Vangle
(L—a) ®/2 et joignant les points w, 6t — w,exp{ntg(an/2)}.

Démonstration. Supposons que le domaine D ne soit pas contenu
dans le domaine H(w,,a) pour un w,¢D. Cela signifie qu’il existe un
point w, du domaine D extérieur au domaine H (w,, a). Avec le point w,
un certain entourage de ce point est situé a 1’extérieur du domaine H (w,, a).
On peut donc choisir un nombre & > 0 assez petit pour que le point w,
soit situé a I'extérieur de la fermeture du domaine H (w,, a+ ¢). La fron-
tiere du domaine H (w,, a+¢) est formée des arcs L’ et L’ de spirales
logarithmiques dont les équations sont respectivement

w = wyexp {it+ttg[(a+ &)n/2]} te[0, n]
et

w = woexp{—it+ttg[(a+ e)nw/2]} te[0, n].

En décrivant la frontiére 6D du domaine D on doit couper ’'un des arcs
L, ou L.

Comme le domaine D est étoilé lorsque a < 1 et que sa frontiére 6D
n’admet pas de points multiples, il existe sur le rayon (0; w,) un seul
point w, situé sur 8D. Si en décrivant 6D A partir du point w, dans le
sens positif par rapport au domaine on sort du domaine H (w,, a-+ &)
au point w, situé sur l'arc L’ , alors:

1° En décrivant 6D dans le sens positif & partir du point w, on restera
pour quelque temps en dehors du domaine H (w,, a- &).

2° En décrivant 1’arc L' dans le sens positif par rapport au domaine
H(wy, a+€) & partir du point w, on restera pour quelque temps dans
lintérieur du domaine D.

3° Quand ¢ croit, le vecteur tangent & I’arc L fait avec le rayon vec-
teur du point de contact un angle d’ouverture (1— a—¢)x/2; si 'on fait
donc tourner le vecteur tangent a L au point w, de I’angle ex/2, il de-
viendra un vecteur sécant qui fera avec le rayon vecteur du point w,
un angle d’ouverture (1— a)=/2.
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4° L’angle formé par le prolongement du rayon vecteur du point w,
avec le vecteur sécant détermminé précédemment contient la partie de
Parc L’ qui est intérieure au domaine D.

De ces remarques il résulte que D n’est pas un domaine a-angulaire-
ment étoilé, contrairement & I’hypothése. En suivant D dans le sens
positif on ne peut donc couper l'arc L .

On peut démontrer tout pareillement qu’en décrivant la frontiére 6D
4 partir de w, dans le sens négatif on ne coupera pas l’arc L° .

11 en résulte que les courbes 8D et 6H (w,, a+ ¢) ne se coupent pas
et que, par conséquent, le domaine D est situé dans I'intérieur du domaine
H(w,, a+ ¢), en contradiction avec le fait que le point w, du domaine D
est extérieur 4 la fermeture du domaine H (w,, a+ ¢). Cela prouve qu’il
n’existe pas de point w,eD n’appartenant pas & H(w,, a). On a donc
bien

D c H(w,y, a).

Du théoréme 1 on déduit le

Corollaire 1. Si le domaine D eG, pour un ae[0,1) et 8i le point w,¢D,
on a
Dc K,, ou g = |wy|exp {ntg(an/2)}.

Démonstration. Il résulte du théoréme 1 que D = H (w,, a). Si a< 1,
le domaine H(w,, a) est borné et est contenu dans le cercle K,.
Le théoréme suivant se rapporte aux suites de domaines de la famille G,.

Théoréme 2. Si {D,} est une suite ascendante de domaines de la famille G,
convergente au sens de Carathéodory vers le domaine D, le domaine D appar-
tient aussi d la famille G,.

Démonstration. Supposons que le domaine D n’appartienne pas a la
famille @,, c’est-a-dire qu’il existe un point w, n’appartenant pas a D,
tel que ’angle d’ouverture (1—a)n, de sommet au point w, et dunt la
bissectrice prolongée passe par l'origine, contienne des points intérieurs
du domaine D. Soit w, un de ces points. Comme la suite {D,} converge
vers D, on a, a partir d’'un », w,eD, pour n > n,. La suite {D,} étant
une suite ascendante de domaines, le point w, n’appartient pas aux do-
maines D,, » = 1,2,..., tandis que I’angle de sommet w,, d’ouverture
(L—a)n et dont la bissectrice prolongée passe par l'origine, contient le
point w, appartenant & tous les domaines D, , n > n,. Cela est en contra-
diction avec ’hypothése que les domaines D, sont des domaines de la
famille G,. Par conséquent le domaine D doit appartenir & la famille G,.

Le théoreme suivant fournit une interprétation géométrique des
fonctions de la classe S,:
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Théoréme 3. Si la fonction f(z) appartient & la classe S,, l6 domaine
f(K,) appartient & la famille G, pour tout te(0, 1].

Démonstration. Soit f(z)eS, et r¢(0,1]. Les courbes f(C,), ou C,
= {2: |2| = r}, sont des courbes analytiques. Il résulte de la condition
(4) que 'angle que fait le rayon vecteur d’un point de la courbe f(C,)
avec le vecteur normal dirigé vers ’extérieur du domaine f(K,) est infé-
rieur en module & an/2 et que, par conséquent, ’angle du vecteur tangent
avec le rayon vecteur est supérieur en module & (1— a)z/2. Soit » un
nombre quelconque fixé de l’intervalle ouvert (0, 1). Supposons que f(K,)
n’appartienne pas & la famille G,. Alors il existe un point 2z,¢C, tel que
I’angle de sommet w, = f(2,), d’ouverture (1—a)z et dont la bissectrice
prolongée passe par origine, contient des points intérieurs du domaine
f(K,). Un c6té de cet angle contient donc un point w, ou la courbe f(C,)
péneétre dans l'intérieur de cet angle (il peut arriver que w, = w,). Au
point w, I'angle que fait le rayon vecteur avec le vecteur tangent doit
étre inférieur ou égal en module &4 (1—a)n/2; par conséquent I’angle
du vecteur normal et du rayon vecteur doit étre en module supérieur
ou égal & an/2. Au point 2, = f!(w,) appartenant & C, la condition (4)
n’est pas remplie, car I’expression arg{z,f'(z,)/f(21)}, égale & I’angle du
vecteur normal & f(C,) avec rayon vecteur du point w,, est supérieure
ou égale en module 4 azn/2. De cette contradiction il résulte que pour
r€(0, 1) les domaines f(K,) appartiennent & la famille G,.

Considérons maintenant une suite croissante quelconque {r,} de nom-
bres positifs couvergeant vers 1. Pour tout » on a: r, < 1, donc f(X, ) eG,.
La suite de domaines {f(K, )} est une suite ascendante couvergeant vers
le domaine f(K,). En vertu du Théoréme 2 le domaine f(K,) appartient
aussi & la famille G,.

Par conséquement pour tout r¢(0, 1] le domaine appartiént bien & la
famille G,.

3. Relations mutuelles entre les classes de fonctions a-angulairement
étoilées et les classes de fonctions S-spiralées

Définition 3. Un domaine D s’appelle domaine p-spiralé par rapport
a Dorigine §’il contient I’origine et si avec tout point w, lui appartenant
le domaine D contient une partie de la spirale logarithmique

w = wyexp (it+ tetgp)

de coefficient de pente m = ctgp, passant par le point w, et contenue
dans le cercle |w| < |w,.
Si § >0 et wyeD, le domaine D contient les points:

w = wyexp (it+tctgf) pour tout ¢+ <0
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Si <0 et wyeD, le domaine D contient les points:
w = wyexp(it+tetgf) pour tout ¢ > 0.

Si § =0 et weeD, le domaine D contient les points:

w = w,y6

pour tout <0,
c’est-a-dire les points w = nw,, » étant un nombre quelconque de l’inter-
valle [0, 1].

Théoréme 4. Si la fonction w = f(2) appariient a la classe S,, elle
représente les cercles K., 0 <r <1, sur des domaines f(K,) B-spiralés.

Démonstration. Supposons que f(K,) ne soit pas un domaine f-spiralé.
Alors il existe un point w, sur f(C,) ou une spirale logarithmique pénétre
dans le domaine f(K,) quand on la décrit en s’éloignant du foyer. En un
tel point w, I’angle du vecteur normal & la spirale et du vecteur normal
a la frontiére du domaine f(K,) doit appartienir & l’intervalle [— =z, 0].
Comme le vecteur normal 4 la spirale fait avec le rayon vecteur du point w,
un angle f— n/2, I’angle compris entre le vecteur normal a f(C,) et le
rayon vecteur du point w, doit tomber dans l'intervalle [ — 3x/2, §— =/2].
11 en résulte que arg {6~ *2f'(2)/f(2)} est compris dans l'intervalle [ — 37z/2,
—n/2], en contradiction avec la condition (3).

Comme cela est impossible, si ’on décrit la spirale logarithmique
w = wyexp(it+ tetgp) en s’éloignant du foyer on ne peut pas pénétrer
dans le domaine, donc en le faisant dans le sens contraire on ne peut pas
sortir du domaine f(K,). Par conséquent, si feS; les domaines f(K,),
0 <7< 1, sont bien des domaines f-spiralés.

Le théoréme suivant, inverse du précédent, est aussi vrai.

Théoréme 4'. Si la fonction w = f(2) = a,2+a,2 4 ... représente le
cercle unite K, sur un domaine D f-spiralé par rapport & origine, la fonction
(7) 9(2) = f(2)/f(0)

appartient a la classe S,.
J’établirai d’abord le lemme suivant.

Lemme 1. Si la fonction w = f(2) = a,2+a,2%+ ... représente le
cercle K, sur un domaine D p-spiralé, les domaines D, = f(K,),r <1,
sont ausst des domaines [-spiralés.

Démonstration du lemme 1. Supposons que w = f(z) représente le
cercle K, sur un domaine D f-spiralé. Considérons la fonction

(8) h(z) = f~'[exp(it+tetg )f(2)].
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Cette fonction est définie dans le cercle K, pour tout ¢ < 0 quand g >0
et pour tout =0 quand g < 0. Elle vérifie les conditions: A(0) = 0,
|h(2)] < 1 pour zeK,. En vertu du lemme de Schwarz on a donc:

(9) |k (2)| < |2].

Soit w,eD,. Cela signifie qu’il existe un z,¢ K, tel que w, = f(z,). Commme
w, appartient aussi & D, D contient également les points w = w,exp (it
+tctgp) pourt < 0 quand B > 0 et pour ¢ < 0 quand g < 0. Soit z = f~'(w).
De (9) on tire
(20 = If(w)] = |2] < |2 -

11 en résulte que ces points w sont images de points z appartenant & K,
ou, autrement dit, si wyeD,, le domaine D, contient aussi les points
w = weexp(it+tctgf) pout tout ¢ <0 quand f >0 et pour tout ¢t >0
quand g < 0. Cela équivant au fait que le domaine D, est un domaine
B-spiralé. Pour 8 = 0 la démonstration a été donnée par Golusin [3].

Démonstration du théoréme 4’. Pour établir le théoréme il suffit de
prouver que si la fonction f(z) effectue la représentation conforme de K,
sur un domaine D de frontiére analytique et si le domaine D est §-spiralé,
la condition (3) est vérifiée. Quand la frontiére du domaine D n’est pas
analytique, on consideére les fonctions f(rz), 0 < r < 1, qui representent
K, sur des domaines D, g-spiralés et de frontiére analytique.

Si un domaine est g-spiralé, I'angle que fait le vecteur normal 4 la
frontiére avec le rayon vecteur du point de contact est compris dans
lintervalle [8, B+ =n]; par conséquent l’angle du vecteur normal et du
rayon vecteur est compris dans lintervalle [f— /2, -+ n/2]. Cet angle
est égal 4 arg{e”f’(¢")/f(6®)}, 0 réel. Considérons la fonction harmonique
arg {zf' (2)/f(2)}, définie pour zeK, et continue sur la frontiére. Sur la
circonférence C, cette fonction est bornée; par suite, en vertu du principe
de ’extremum, elle est bornée par les mémes valeurs dans le cercle K,.
Donc

B—=n/2 < arg {zf' (2)/f(2)} < B+ =/2, pour z¢K,,

ce qui équivant & la condition (3). Il en résulte que la fonction g(z) définie
par 'égalité (7) appartient a la classe S,.

Théoréme 5. Si la fonction feS,, les domaines f(K,) sont tels que toute
spirale logarithmique de foyer a Dorigine et de coefficient de pente m, |m|
> tg(an/2), ayant pénétré dans un tel domaine ,n’y rentre plus.

Au trement dit, les domaines de la famille G, sont des domaines
B-spiralés, ou 8| < (1— a)m/2.

Le théoréme 5 pent étre démontré d’une facon analogue au théoréme 1.
Ou peut aussi le faire autrement.

5 — Annales
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Pour cela, il suffit de remarquer que la condition (4) entraine la con-
dition (3) pour tout g satisfaisant & l'inégalité || < (1— a)n/2. Les do-
maines de la famille G, sont donc bien des domaines f-spiralés pour |B|
< (1—a)n/2.

Inversement, si la condition (3) est vérifiée simultanément pour
g =0—a)rn/2 et B = —(1—a)n/2, la condition (4) est remplie et la
fonction f est a-angulairement ét vilée.

Corollaire 2. La classe S, est Dintersection des deux classes
(10) Sa s S(l—a)nlzns—(l—a)n/Z'
Les théoremes 4,4’,5 et le corollaire 2 entrainent les théorémes suivants:

Théoréeme 6. Si la fonction w = f(z) = a,2+a,22+ ... effectue la
representation univalente du cercle K, sur un domaine D de la famille G,
elle représente aussi le cercle K., 0 < r <1, sur des domaines D, e@G,.

Théoréeme 7. Si la fonction w = f(z) = a,z2+a,22+ ... effectue la
representation univalente du cercle K, sur un domaine D de la famille G,
la fonction

h(z) = f(2)/f(0)

appartient a la classe S,.

4. Symétrisation circulaire des domaines de la famille G,

Soit D un domaine contenant ’origine et désignons par D* le domaine
que l'on obtient de D en faisant une symétrisation circulaire par rapport
a un rayon issu de ’origine (pour la définition de la symétrisation circu-
laire voir, par exemple, Hayman [4]).

Dans le travail [7] Z. Lewandowski a démontré que De G, entraine
D*eG,. Je vais montrer que les familles G,, avec e < 1, ont la méme
propriété. En effet, on a:

Théoréme 8. Si DeG,, on a aussi D*e@,.
Pour établir ce théoréme j’utiliserai certains domaines D(R) dont
voici la définition:

Définition 4. Soient D un domaine contenant l’origine et R un nombre
positif tel que la circonférence Cp = {w: |w| = R} ne soit pas contenue
dans le domaine D, c'est-a-dire OpND # Cp. L’ensemble Cprn D est
donc composé d’'un nombre au plus démombrable d’arcs ouverts, disjoints,
de la circonférence (. Soient [, les arcs qui forment avec les précédents
toute la circonférence Cp. Soit D,(R) la somme, au sens de la théorie
des ensembles, de toutes les demi-droites qui ont leurs sommets sur les
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arcs 1, et font avec les prolongements des rayons vecteurs de leurs sommets
des angles d’ouverture inférieure on égale a (1 — a)x/2. Le complémentaire
de Vensemble D,(R) est un ensemble ouvert et connexe. Désignons-le
par D(R), soit D(R) = CD,(R).

Si OrnD = Cp, D,(R) est un ensemple vide; on admet alors pour
D(R) tout le plan.

Les ensembles D(R) aussi définis ont les propriétés suivantes:

Propriété 1. Tout point frontiére du domaine D situé sur la circonfé-
rence O est en méme temps un point frontiére du domaine D(R).

Propriété 2. Tour angle d’ouverture (1—a)z, dont la bissectrice pro-
longée passe par ’origine et dont le sommet est un point de la circonféremnce
Oy n’appartenant pas & D(R), est entiérement situé dans ’extérieur du
domaine D(R), donc contenu dans l’ensemble D,(R).

Les propriétés 1 et 2 résultent directement de la définition du domaine
D(R). De cette définition et des deux propriétés précédentes on déduit
le lemme suivant:

Lemme 2. 8¢ De@G,, pour tout R> 0 on a D < D(R) et, inversement,
st pour tout R >0, D c D(R), le domaine De@,.

Démonstration. Si D appartient & la famille G,, il résulte des pro-
priétés d’un tel domaine et de la définition de I’ensemble D, (R) que D, (R)
ne saurait contenir des points intérieurs du domaine D. Cela prouve que
I’on a bien D = D(R).

Inversement, si pour tout R tel que sur la circonférence C il existe
des points n’appartenant pas & D on a toujours D = D(R), il s’ensuit
que ’ensemble D, (R) est toujours contenu dans ’extérieur du domaine D.
Des propriétés 1 et 2 il résulte que D est un domaine a-angulairement
étoilé, c’est-a-dire que DeG,.

J’établirai maintenant une propriété générale des domaines D(r).

Propriété 3. Pour tout R > 0 fixé le domaine B = [D(R)]*, obtenu
du domaine D(R) par une symétrisation circulaire par rapport & un rayon
quelconque issu de l'origine, est tel qu’avec tout point w, |w| = R,
n’appartent pas & B, 4 B n’appatient pas 1’angle d’ouverture (1— a)n,
de sommet w et dont la bissectrice prolongée passe par ’origine. On peut
Pexprimer plus briévement en disant que B c B(R) pour tout R >0
fixé, mais quelconque.

Démonstration. Soient I, des arcs fermés de la circonférence Cp situds
a D’extérieur du domaine D ou sur sa frontiére et soient w;, et w, respective-
ment les origines et les extrémités de ces arcs quand on les décrit dans
le sens positif par rapport a l'intérieur de la circonférence Cp.
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Considérons les trois suites d’ensembles: A4, = somme, au sens de
la théorie des ensembles, de toutes les demi-droites dont les sommets
sont situés sur les arcs !, et dont les prolongements passent par l’origine:
A, = angle de sommet w, et d’ouverture (1— a)x/2, adjacent & 'ensemble
Ay
Ay, = angle de sommet w, et d’ouverture (1— a)x/2, adjacent & ’ensem-
ble 4, ;.

Si w, et w, se confondent, les ensembles A, , et A, , sont adjacents.

On voit aisément que la somme au sens de la théorie de ensembles

3 oo

U U 4,

1=1 k=1
fournit ’ensemble D, (R) complémentaire du domaine D(R). Pour m # n
les ensembles A4, ,, et A4, , sont disjoints.

Suivant la valeur de R deux cas peuvent se présenter:
1° le domaine D(R) n’est pas borné,
2° le domaine D(R) est borné.

Dans le premier cas il existe une demi-droite issue de l’origine entiére-
ment contenue dans le domaine D(R). Soit w, le point d’intersection de
cette demi-droite avec la circonférence Cp. En décrivant la circonférence
Cr a partir du point w, dans le sens positif on rencontre le premier point
w,, n’appartenant pas & D(R), en la décrivant dans le sens négatif on
rencontrera le point w, . Cela signifie que les ensembles 4, , et 4, ,, sont
disjoints, et aussi disjoints des ensembles A, ., k = 1,2, ..., & 'exception
des ensembles 4, ,,, 4, ,, avec lesquels ils ont des demi-droites en commun.

Si ’on désigne par D,(R) le complément de 1’ensemble

A, ,UA;,,U kUI AL
on voit que [D,(R)]* s’obtient du domaine D,(R) par des rotations des
ensembles dont est composé son complémentaire et que sa forme est
semblable & celle de D(R), a cela prés qu’au lieu du systéeme d’arcs I,
on a un arc ! symétrique par rapport & la demi-droite de symétrisation.
Il en résulte que le domaine [D;(R)]* = {[D.(R)]'} (R) et encore qu’il
est égal au domaine B(R). Comme

D,(R) > D(R)
la symétrisation respecte cette inclusion et on obtient
B(R) = [Dy(R)]" < [D(R)]' =B

Dans le second cas, ol le domaine D(R) est borné, il existe un point ¢

de module |{| = sup |w]| tel que le segment [0, ) est entiérement contenu
weD(R)
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dans le domaine D(R). Comme dans le premier cas. 8oit w, le point d’inter-
section de ce segment avec la circonférence Cy, et soient w,, et w,’ les points
de la circonférence Cp n’appartenant pas a D(R) que ’on rencontre en
décrivant la circonférence Cp respectivement dans les sens positif et
négatif. D(R) étant contenu dans le cercle |w| < |{|, on peat répéter le
raisonnement de la premieére partie pour ce cercle seul. On a donec aussi
dans le second cas

B < B(R).

Démonstration du théoréme 8. Le domaine DeD,, on a donc pour
tout R
D <= D(R)
et, par symétrisation,
D' [D(R)].

En profitant de la propriété 3 on a

D* = {[D(R)]'} (R)
mais
{{D(R)]'} (R) = D*(R)
donc
D* < D*(R).

11 résulte donc du lemme 2 que D* appartient & la famille G,.

5. Probléeme de Jenkins pour la classe S,

Désignons par L(r, f), feS, la mesure linéaire de ’ensemble des points
de la circonférence |w| = r que la fonction f(z) n’admet pas dans le
cercle K,.

J. A. Jenkins [5] a donné la valeur exacte de

(11) I(r) = supL(r, f).
JeS

Z. Lewandowski [7] a résolu ce probléme pour la classe S8* des fonctions
étoilées.

Dans cette partie du travail je résous le probléme analoque pour les
fonctions de la classe S,, (0 < a < 1).

Pour cela, je vais d’abord déterminer une fonction F(z) appartenant
a la classe S, qui sera la fonction extrémale dans ce probléme. La fonction
F(z) représente le cercle unité sur un domaine limité par un arc de la
circonférence |w| = r <1, symétrique par rapport au demi-axe réel
positif, et par deux arcs L* et L~ de spirales logarithmiques, issues des



70 Jan Stankiewicz

extrémités de cet arc et dont les coefficients de pente sont respective-
ment tg(ax/2) et — tg(an/2).

A cause de la symétrie on peut distinguer sur la circonférence |z| = 1
trois arcs: I, II et III, qui sont représentés respectivement par les ares:
L*, arc de la circonférence (', L™. Par conséquent la fonction F(z) satisfait
sur la circonférence C, & la condition

an[2, pour fe(— =z, y)

eiOFi(eiO)
(12) Mg_F_(aT =1 0, pour Oe(—y, )
e I —an/2, pour Oe(y, n).

Remarquons que la fonction analytique

1. oF P 7
(13) ¥ =l ZF(S) — arg ZF(S) —iln ”F(Sl

admet sur la circonférence unité une partie réelle déterminée par la formule
(12). En appliquant la formule de Schwarz (voir par exemple [6] p. 335)
on trouve la fonction y(2):

a . (67—z2)(e 4 2)

(14) y(2) = —-1'—2-1n At o p

ou la branche du logarithme choisie est cella qui s’annule pour z = 0.
De (13) et (14) on tire

o 2F' (2) I (6" —2z)(67"+2) 12

(1) oy el sl e |

d’ou, apreés les calculs nécessaires, on obtient

e iy —iy a/2
(16) F(z) = zexp“[ (e (‘;)fz)fz) ] iy %.

La fonction F(z) donnée par la formule (16) appartient & la classe S,
et elle représente bien le cercle K, sur le domaine limité par une partie
de la circonférence C, et par deux arcs symétriques L* et L~ de spirales
logarithmiques.

Si ’on pose

l/1—2zcosy—}-z2
142

(17) p(z,7) =
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la formule (16) prendra la forme

’7)_

(18) F(z) = zexpf Pl dz

La fonction p(z, v) donnée par la formule (17) appartient & la classe P
des fonctions de partie réelle positive, classiquement normées, et représente

/
le cercle unité sur le demi-plan droit dépourvu du segment l\ 0, sin %]

de ’axe réel.

Les grandeurs r et ¢(r) peuvent étre calculées en en fonction de y.
En effet,

i

“(t —1
0
| cosb—cosy |°
(20) o) = [| =5 =] @,
0 =
_ Co8 5

ou ¢ et 0 sont des paramétres réels. La fonction 7(y) donnée par (19) est
une fonction monotone (croissante) de la variable y, elle admet donc une
fonction inverse y(r). Et mettant y(r) dans la formule (20) on obtient
¢(r) en fonction de r seulement.

En profitant des propriétés de la fonction F(z) et du principe de
symétrisation (voir par exemple Hayman [4]) je vais établir le

Théoréme 9. Si feS8,, on a, pour re[r,, 1],
(21) L(r, f) < L(r, F) = 2r¢(r),

o @(r) est déterminé par les égalités (19) et (20) 6t r, est donné par Végalité
(19) dans laquelle on pose y = 0.

Démonstration. Soit ¢(2) = a,z+a,2?+ ... une fonction analytique
dans le cercle K, et satisfaisant dans ce cercle & la condition

2g' (2)

(22) g——‘< an/2.

Pour établir le théoréme 9 je vais montrer que si
(23) 2re(r) < L(r, g)

la fonction g ne peut appartenir & S,, car ¢'(0) = a, n’est pas égal & Punité,
plus exactement |a,| < 1.
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Supposons que la fonction g vérifie la condition (23). Comme le domaine
g(K,)e @, (la fonction g(z)/a,8,), le domaine [g(K,)]*, obtenu du domaine
g(K,) par une symétrisation circulaire par rapport au demi-axe réel
négatif, appartiendra aussi & la famille @, (théoréme 8). L’arc de la cir-
conférence C, qui n’est pas recouvert par les valeurs de la fonction g(z),
z décrivant le cercle K,, est la partie de la circonférence C, contenu dans
le complémentaire du domaine ¢g(K,) ont des longueurs égales (cela resulte
de la définition de la symétrisation circulaire). Par conséquent le domaine
g(K,) ne contient pas un arc de la circonférence C,, symétrique par rapport
a ’axe réel et de longueur supérieure & 2r¢(r), c’est-a-dire qu’il ne contient
pas la partie de 1’arc de la circonférence C, qui est la frontiére du domaine
F(K,). La forme du domaine F(K,) prouve, en vertu du théoréme 1,
que
(24) [9(K)]" = F(K,).

Désignons par 7(0, D) le rayon conforme du domaine D par rapport
a origine. Puisque la symétrisation circulaire augmente le rayon conforme
d’un domaine par rapport aux points situés sur la demi-droite de symétri-
sation, on a

(25) r(0, g(Ky)) < (0, g(K,)°).

Le rayon conforme intérieur étant une fonction monotone du domaine
(i1 décroit avec le domaine), on a

(26) r(0, g(K,)°) <r(0, F(K,)).
De (26) et (25) on tire

7(0’ g(Kl)) < 7'(0, F(Kl)))
d’ou
(27) la,) < 1.

L’égalité dans (27) ne peut avoir lieu que si elle a lieu simultanément
dans les inégalités (25) et (26). L’égalité dans (26) n’a lieu que si les deux
domaines se confondent, c’est-a-dire si g(K,)* = F(X,), ce qui équivau-
drait & L(r,g) = L(r, F). Dans la formule (27) I’égalité n’est donc pas
possible et, par conséquent, on a toujours

la,| < 1.

La derniére inégalité montre que la fonction g ne peut appartenir
a la classe S, (elle n’est pas normée; si ’on veut la normer, il faut la di-
viser par un nombre de module inférieur 4 'unité, et alors les points
de la circonférence |w| = r seront admis par cette fonction).

Il en résulte qu’il n’existe pas de fonction de la classe S, telle que
L(r, g) > 2ro(r), et le théoréme est ainsi établi.
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Quand r > 1, on peut admettre que ¢(r) = = (le supremum est atteint,
par exemple, pour l'identité). Quand r < r,, on peut poser ¢(r) = 0.
Il en résulte le théoréme suivant:

Théoréme 10. S: la fonction feS,, on a

K, < f(K,),
o v, est donné par la formule
1 1 a
IYI Wy i’ e & e
= X f{[ —1 dt——ex (2) \2+2)-
I Y . T E
2 2 2J
On trouve aisément que
1
rq =Z

rp = 27" = 0,4225...

ro = limr, = 1.

a—»0
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Streszczenie

Niech 8 oznacza klase funkeji f(z) postaci (1) analitycznych i jedno-
listnych w kole K,, gdzie K, = {z: |z| < r}. Niech 8* bedzie podklasg
klasy S skladajaca sie z funkeji odwzorowujacych kolo K, na obszary
gwiazdziste wzgledem poczatku ukladu. Jak dobrze wiadomo feS* wtedy
i tylko wtedy, jezeli jest postaci (1) i spetnia warunek (2) lub r6wnowazny
mu warunek (3).

Wielu autoré6w w swych pracach (patrz na przyklad [1], [9], [12])
rozwazato klasy funkeji a-gwiaZdzistych, to jest funkeji postaci (1) spel-
niajacych warunek (4), ktéry jest pewnym zaostrzeniem warunku (2).

W podobny sposéb mozna zaostrzyé¢ warunek (3):

Definicja 1. Funkeje f(2) nazywam a-katowo gwiazdzista, jezeli jest
postaci (1) i spelnia warunek (5) dla ustalonego a, 0 < a < 1. Klase funkeji
a-katowo gwiazdzistych oznaczam przez S,.

Ponadto niech §, oznacza podklase funkeji g-spiralnych, to jest funkeji
postaci (1) spelniajacych warunek (6).

Praca ta dotyczy badania klasy S,. Twierdzenia 3, 5, 6 i 7 daja inter-
pretacje geometryczng klasy 8, poprzez zwiazek tej klasy z klasa funkeji
B-spiralnych i z rodzing @, obszaréw a-katowo gwiazdzistych (definicja 2).

Interesujacy jest wniosek 2, ktéry mowi o tym, ze klasa 8, jest ilo-
czynem dwoéch klas §;_une 1 S__apme-

Nastepnie dowodze:

Twierdzenie 8. Jezeli De @,, to réwniez D* e G, gdzie D* jest obszarem
otrzymanym z obszaru D poprzez symetryzacje kolowa wzgledem pro-
mienia wychodzacego z poczatku ukiladu.

W oparciu o twierdzenie 8 rozwigzany jest nastepujacy probleni.
Niech L(r,f) oznacza miare liniowg zbioru punktéw okregu |w| = r nie
bedacych warto$ciami funkeji f(z) gdy z zmienia si¢ w kole K,.

Problem oszacowania tego wyrazenia w klasie S rozwiagzat J.A. Jenkins
[6] a w klasie 8* Z. Lewandowski [7]. Tutaj rozwiazany jest ten problem
dla klasy S,.

Twierdzenie 10. Jezeli feS,, to dla re[r,, 1] ma miejsce nierownoéé

L(r, f) < L(r, F) = 2r¢(r),
gdzie ¢ (r) wyznaczone jest przez rownania (19) i (20), a r, dane jest przez
(19) przy y = 0. Funkcja F dana jest wzorem (16) przy stosownie do-
branym y. Liczba r, jest promieniem kola pokrycia dla klasy 8,.

Pe3ome

ITycts 8 o6o3nayaer kaacc ¢yHkumid f(z) Bupga (1), aHAIUTHYECKUX
M OIHOIMCTHHIX B Kpyre K,, rue K, oGoanauaer Kpyr {z: |z| < r}. [lycts 8*
Oymer mopmkKiIaccoM kiaacca S cocroAmMM M3 QYHKUMIL, orobpamaomux



Quelques problémes exiremauz ... 75

kpyr K, Ha 3Be3gHule 00JIacTM OTHOCMTEIBbHO Hayana KoopauHat. Hak
xopolio u3BecTHO feS* Torma M ToNbKO TOrjxa, eciu oua Bupa (1) M ymo-
BlieTBOpAeT yciuoBuio (2) mm6o ycaoBuio (3). Heckombko aBropoB ([1],
[9], [12]) uccuemoBaio B CBOMX TPyAAaX KIACCHl (PYHKUMHA a-3BE3THRIX,
T.e. QyHKUMi, BHINOJIHAOWNX ycaoBue (4), KOTOpOe ABIAETCA yCHIEHNEM
yciroBua (2).

TakuM e cmocoGoM MOMHO YCHIIMTB YCiI0OBHeE (3).

Onpenenenne 1. dyHrumno f(z) 6GyneM Ha3HBaATh a-yIIOBO-3BE3[HOI,
Korja OHa MpuHUMaeT BUAX (1) M ymoBiIeTBOpAET yCiIOBUIO (B) maa PuKcu-
pOBaHHOrO a,0 < a < 1. Kiacc atux Pynkumit oGoanauum 8,.

Hpome Toro 8§, o6o3nayaer Kiaacc QyHKuuit f-CMpaNbHBIX, TO 3HAYMT
¢yHKuMit BUAA (1), BHINMONHAKWWHKX yciaoBue (6).

dra pabora Kacaerca ucciaemoBanua Kmacca S,. Teopemum 3, 5, 6, 7
[al0T TeOMETPHUYECKYI0 WHTepHpeTanuio kKiaacca S,, 3HAYUT COEIUHANT
rkaacc S, ¢ KiaccoM Sﬂ U ¢ ceMmeitctBoM G, oGiacrelt a-yrioBo-3Be3XHHIX.

Oco0eHHO HHTepecHEIM HBJIAETCA 3aKI0YeHHe 2, KOTOpoe TOBOPHT
0 TOM, YTO Kjacc S, ABIAETCA MpPOM3BEeJeHNEM KIIACCOB S(,_a),,,,, S_“_,N,.
Janbuie M0Ka3aHo:

Teopema 8. Ecin De @, To Takme u D*e G, roe o6nacts D* aBaserca
00651aCTbI0, MOJYYEHHOI M3 obmactu D ¢ mOMOINBI0O KPYroBOH CHMMETPH-
3alMM OTHOCHMTEIbHO JIy4Ya, BHXONAIIEr0 M3 HAYalIa KOOPAMHAT.

Ha ocHoBanuu TeopeMn 8 peulaercA ogHa 3KCTpeMalbHaA npobiema,
MMeHHO: nmycTb L(r, f) OGymer auHeidHO! Mepoil MHOMKeCTBA TOYEK OKDY:K-
HOCTH |W| = 7, KOTOpDHIe He ABIAIOTCA 3HaAYeHUAMM PyHKuuu f(z), Korpa z
uaMendAerca B K,. [Ipo6nemy oneHKH 3TOro BhIparkeHMAa B Kiacce S peiuni
Jlxenknnc [6], a B kmacce S* JlesannmoBckuit [7]. 3mech pelleHa 3rta
npobneMa mIA Kaacca S,.

Teopema 9. Eciu feS,, To mna re[r,,1] uMeeT MecTo HepaBEHCTBO

L(r,f) < L(r, F) = 2r¢(r),

rae ¢(r) MOM¥HO onpenenuTh U3 paBeHcTBa (19) n (20), a 7, TAHHO PABEHCT-
BoM (19) mpu y = 0.
OnHOBpPEMEHHO 7, ABJIAETCA PagUyCcOM Kpyra HMOKPHITHA Kiacca S,.






